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SUR CERTAINES TOPOLOGIES LINEATRES

A. JEBLI

Si A est un anneau de Dedekind de corps des fractions K et G
1'ensemble de ses idéaux premiers non nuls, on démontre que les seules 10—
pologies linéaires sur K, considéré comme A-module, et compatibles avec sa
structure de corps sont les bornes supérieures de familles de topologies

p-adiques, p e §°  [U].

I - I . Sous A-modules de K : La démonstration de ce théoréme nécessite une

étude préalable des sous A-modules de K :

Soit M un sous A-module non nul de K et &y = MNA § c'est un ideal non nul
de A.

M peut &tre considéré comme la réunion des idéaux fractionnaires qui y sont
contenus et qui contiennent ayp un tel idéal est de la forme &y b_I ou b
est un idéal entier. De sorte que si on désigne par €FM la famille des ide-

aux entiers vérifiant a, b_I<; M, on peut écrire :

(*) M= \J . bt

: 4
b e G*JM
2
Lemme I.I : La famille €FM posséde les propriétés suivantes :
(1) a € Cﬁ > o étranger a a
M M

' LI 4
y et b € b' alors b' e {fM

ciay o . . .
(i11) ;)M est stable par intersection finie,

.. . - P . ;s
et réciproquement, si (a,¥ ) est un couple vérifiant les proprietes 1

(i1) si b € Gf

D

(11), (iii) alors il existe un et un seul sous A-module M de K tel 7.«

ys
, = (e
@ = ay et il ST

De plus : pour que M soit un sous anneau de K, il faut et il sufli.

) ’/ * B
(aM,fYM) vérifie (i), (ii) et que {yM soit stable per multiplication.



2 ~ Sur-anneaux de A : On appelle ainsi les anneaux intermédiaires entre A

et K. L'égalité (¥) de D permet de voir que si 4 est une famille G'idCaux

premiers de A, alors :

(*x) [\ A = U P

pet P agp

¥ peld
Lemme 1.2 : Soit p e 9 . L'anneau ) p_n (qui est la transformé de lagaza
n o

de p) est un anneau de fractions de A, si et seulement si p est C'orcdre Tl

dans le groupe des classes de A.

D'ou :

’

proposition [3] : Tout sur-anneau de A est un anneau de fracticre de &

(i

IT - Topologies linéaires : Solent ¥ une topologie sur k linéaire et com-

patible avec sa structure de corps,#, un systéme fondamental de voisineges

de o formé de sous-A-modules de K.

Lemme I11.1 : Si Me Pk alors on a, sauf pour un norbre fini J'idéaux fremiers

de A, pn e CFM pour tout n > o.

Preuve : Comme l'application x — x = est continue., i1l existe '

tel que (e e T+M, d'ou :

d . . . . - -
RSO ol T etolly - . e e
775 € M quel que soit a e O + I1 exaste aonc O, € b tes e
a -1
—_— b.™ ou (a) b_ < (I+a).
Tta © % “a (a) b, ¢ (I*a)
Mals comme (a) et (I+a) sont etrangers, on en deduit o & I4a. o oo

(Ita)e ZFM d'aprés la propriété (ii) de i,.

D'autre part. pour toul 1déal premler ne Civieent pas o, €7 0w v
k b k :
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n ~ . .
ona:ay tpo= A d'ol 1l'existence de a € a,, tq I +ae 8", co qui

M
inmplique pn,g fﬁM. Les seuls premiers n'ayant pas cette propriété sont parmi

les diviseurs de Ayer et sont donc en nombre fini.
1

Lemme II.2 : 81 Me 76 , il existe un idéal entier a et une famille finie

d'idéaux premiers Prse =Py tels que

(Ap NeoonNA .

M T 2%

Preuve : Considérons les idéaux premiers (en nombre fini d'apres le lemmne

précédent) PpseessPys pour lesquels il existe une plus grande puista
n.

i e . . . . o .
p;~ appartenant 4 ‘DN' Parmi les 1déaux entiers quil se décomposent unique-
1 -

ment 4 l'aide de pIa-"a)oh il y en a un PlUS Pe'ti‘t, clest a = D ""p‘wn‘

Nous avons alors

M = (a'I aM) L_J b=t = amt A Nn...N Ap ) d'apres (%#)

M PI

-
)

Théoréme : Toute topologie linéaire de corps sur K est la borne supéricure

d'une famille de topologies p-adiques, de plus la famille est finie, si et

seulenent si la topologie est localement bornée.

Démonstration : Soient " une telle topologie et M, un systdme :ondomen

voisinages de o formé de sous-A-modules de K.

. « L - -1 .
Si Me M on a, d'aprés le lemme précedent, (aa /M = A M. . "4
chaque A est un voisinage de o pour ¥, on en déduit gue & oot Lo Loomo

1
supérieure des topologies p-adiques pour R eA o A est 1a *)
Pe polog I 1

premiers p tels que AP soit voisinage de o pour 7.

Le reste résulte de [I] 4 6, ex 20.



Corcllaire : Un anneau de Dedekind est ouvert pour une topologie linéaire de

corps de son corps des fractions, si et seulemert si 11 2ot ceml local.

et facile, suivant

logie

Proposition [5]

de corps linéaire de son corps des o, 21 et seulement si son radical

de Jacopscn est non nul, et dansg ce cas,

¥

celle ¢éfinie par tous ses idéaux # (o).

En effet, la topologie de tous les idéaux # (o) est wune topologle

de corps. si et seulement Rad A # (o) car :

(I+a)“I o1+ a si ac¢ Rac A.

Remarque : Un peut : couto T 3 COrpS
A Lomn 1} ~ EECTR £ P - A
SRS SHE S O EAE BN i LS AN TTresdue de

Dedekind™(3)), A est la borne supericure d'une famille de topologies défin:
par des valuations essentielles (p-adiquec’, sl et oo lement si A est de
Dedekind, c'est-a-dire que la propriéte introdulte par 1t théoréme caracté-

rise les Dedekind parmi les rrull et les "procque e Decerand”. En parti-

culier, *touc les anneaux de Priifer n=

nous ne savons ras caractériser ceuw

On peut au se poser la guestion plus géniraie cuioos o D

anneau intégralement clos A, K son corps des fractiors ev 'v,) wme fami.:le

de valuations de K telle que A = (VA

- P , . _ o
) les topologies définiss sur ¥ opar ‘es v . onoent caraciériser

A pour que toute tomologsie Ao corps, 1néoive

d'une sous famiile

les
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