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CALCULS SUR LES MODULES PROJECTIFS 

Daniel LAZARD 

I - Introduction 

Les calculs exposés ici ont été menés à bien afin de tester sur 

ordinateur le conjecture suivante de Serre : tout module projectif sur un 

anneau de polynômes est libre ^ \ 

Pour préciser les idées, il est utile de rappeler les principaux 

résultats obtenus dans cette direction. 

1. Tout module projectif sur un anneau de polynômes en variables non com­

mutât ives est libre (P.M. Cohn \jj ). 

2. Si A est un anneau commutatif de spectre maximal noethérien et de spectre 

connexe, tout module projectif de rang infini est libre. En particulier, 

tout K[X-p... ,Xj -module projectif de rang infini est libre (Hinohara [T] ; 

voir aussi Bass [jf] ). 

3. Si A est un anneau commutatif de spectre maximal noethérien de dimension 

d et de spectre connexe, tout module projectif de rang > d possède un fac­

teur direct libre non nul (Serre [Y] amélioré par Bass JjQ ). 

4. Tout K{X.p... ,X̂ J -module projectif de rang > d est libre (Bass pf] ). 

5. Si P + A - A^ n, P possède un facteur direct libre non trivial (Bass f3J) 

6. Tout K£XJ,X^]-module projectif est libre (Seshadri ] X [ ) ' 

7. Sur un anneau factoriel, tout module projectif de rang I est libre. 

(I) "Anneau de polynômes" signifie dans tout ce texte "anneau de polynômes 

en un nombre fini df interminées sur un corps" - Les calculs ont été ef­

fectués sur les ordinateurs 360/30 de l'OPE et 360/7 5 du CIRCE. 
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On voit donc que pour les rangs élevés, le problème est résolu. 

En particulier pour résoudre le problème pour les anneaux de polynômes à 

3 variables, il suffit dTétudier le rang 2. 

II - Terminologie 

Appelons système projectif de rang n-I sur un anneau A, un sys­

tème de 2n éléments 
x r...,x n 

tels que 
n 
l x.y. = I. 
. L-r 1^1 
i=I 

Un tel système définit un module projectif P tel que P # A - A n : P est le 

noyau du morphisme A n — • A de matrice (x.p . •. ,x^) et le conoyau du mor-

phisme A — y A n de matrice 
- y r 

Lféchange des x et des y revient à remplacer P par son dual P . On appelera 

donc système dual, le nouveau système ainsi obtenu. 

Appelons transformations élémentaires du système projectif les 

transformations de 1Tensemble des systèmes projectifs qui sont composées de 

transformations de l'un des types suivants, qui conservent P à isomorphisme 

près : 

1. Modification de la numérotation (permutation des éléments de base de A n ) . 

2. Remplacement de x^,x^ 5y^^ par x^-ax^^x^^y^^y^+ay^. 

Cela revient à faire un automorphisme élémentaire au sens de Bass. 

3. Remplacement de x j 5 x 2 5 y ; p y 2 p a P 

XI' X2 > yl + a x2 > y2~ a xl O U p a r x l + a y 2 > x2~ a yI> yI> y2 ' 
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ce qui revient à changer lTun des deux morphismes <f ou V sans changer 1Tautre. 

2 2 
4-. Si = I+zzT et - z , remplacement de par I-zzT, de par z T et, 

pour i > 2, remplacement de y^ par 0. 

5. Si 0 est un automorphisme de A, remplacement pour tout i, de x. par 0(xO 

et de y^ par 0(yO. 

Par ailleurs, si y^ = 0, P possède un facteur1 ûirect libre de rang 

I et si y^ est inversible, P qui est engendre par n-I éléments est libre. 

II en est de même si x. = 0 ou si x. est inversible. Dans tous ces cas, nous 
i i 5 

dirons que le système projectif est trivial. Un système projectif qui peut-

être rendu trivial par transformations élémentaires sera dit élémentairement 

trivial. On a donc : 

Lénine I. Le jnodule projectif défini par un système é lément airement trivial 

]Dpssèdetun facteur direct libre de rang; 

Si A est gradue, on appellera degré du système projectif 

I' n 

la borne supérieure des degrés de ses éléments. 

Un système projectif est libre si le module qu!il définit est 

libre. 

III - Calculus en caractéristique 2. 

On suppose ici que A = K[X,Y,Z], le corps K étant le corps à 

deux éléments. Les résultats obtenus sont les suivants : 

Théorème I. Tout A-système projectif de rang 2 et de degré 2 qui n'est pas 

élémentairement trivial est élément airement équivalent au système 
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r I+Y+Z+XZ , Y2+YZ+Z2 , Z+XY ) 

2 2 2 (* } 

I+Y+Z+XZ+Y +YZ+Z , X+Y+Z+X +XZ , Y+XY+XZ 

l i 

Indications sur les méthodes de calculs : 

A lTaide des transformations élémentaires, on peut supposer que 

XI e _ t -̂ 1 °n-t= P o u r terme constant I et que les autres coefficients n'ont pas 

de terme constant. On peut également ramener le système des parties de de­

gré <_ I à six formes très simples. Si on écrit que J X2^i = 1 5 on obtient 

un certain nombre de relations entre les coefficients des x. et des y.. 

Après résolution de celles de ces relations qui sont du premier degré, le 

nombre des coefficients qui restent indéterminésest assez petit pour que 

toutes les possibilités soient exanûnées a l'ordinateur. Les transformations 

qui ont permis d'avoir des termes de degré 0 et I simples ont l'avantage que 

le nombre des solutions obtenues finalement est assez faible. Comme le pro­

gramme élimine celles qui sont trop manifestement élémentairement triviales, 

les solutions restantes sont assez peut nombreuses pour avoir été traitées 

à la main. 

Théorème 2. Le système (*) définit un module projectif qui est libre. 

Pour que (3c) définisse un module libre, il suffit qu'il existe 

des polynômes ,Â  5B^jB^,6^ de degré 2 tel que le déterminant 

I+Y+Z+XZ A][ B 

Z+XY A 2 B 0 

Y2+YZ+Z2 A 3 B 3 

soit égal a l . Si on fixe A T,A 0,A Q, ceci nous donne un système linéaire de 
J_ L O 

. 2 7 

83 équations a 77 inconnues. En faisant varier ApA^ ,A^, on obtient 2 

tels systèmes. En les résolvant systématiquement, nous avons trouvé la 
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solution : 

I+Y+Z+XZ X(Y+Z) Y+Z+X2 

Z+XY I+XCY+Z) X+Z+X2+XY+XZ = I 

Y2+YZ+Z2 Y(Y+Z) I+Y+Z+Y2+Z2+XY 

Cette liberté a pu apparaître comme un accident de la caracté­

ristique 2 ; aussi avons nous fait l'essai suivant en caractéristique 0. 

IV - Calculs en caractéristique 0 

Le système (x) peut se remonter en un Z [X ,Y,Z]-système 

I+Y+Z+XZ , Z-XY , Y2+YZ+Z2 

(**) ? 2 2 

I-(Y+Z+XZ)+(YZ+YZ+ZZ) , Y+XY+XZ , X-(Y+Z+XZ)+X 

Pour chercher s'il est libre sur R, nous avons développé le déterminant 

I+Y+Z+XZ A 3 X 

Z-XY A 2 B 2 

Y2+YZ+Z2 A 3 B 3 

où les A^ et les B^ sont des polynômes inconnus de degré 2, Dire que -ce poly­

nôme peut être égal au polynôme I revient à résoudre un système de 83 équa-
27 27 

tions bilinéaires sur ïR x IR̂  . 
Nous avons, sur ordinateur, développé ce déterminant pour obtenir 

Y 2 

ces équations f^, et calculé F = l ft et grad(F). 

Le problème est donc ramené à chercher si F a un minimum nul. Pour cela, on 

choisit une valeur initiale arbitraire que l'on fait varier de manière a 

diminuer F. 

Ce problème d'optimisation s'est avéré très mal conditionné. 

Parmi les nombreuses méthodes, seule celle de Davidon-Fletcher-Powell a pu 

aonner des résultat ; encore a-t-il fallu la reprogrammer pour améliorer 

ses performances dans ce cas précis. 
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En partant des valeurs initiales (0,0,...,0) et (10,10,...,10), 

. . -3 

on aboutit au même minimum non nul pour lequel G est de 1!ordre de 1,78.10 

Mais, en partant de (10,-10,10,...,+10,-10), on aboutit a un minimum nul qui 

nous donne la solution : 

1+(Y+Z+XZ) X-(Y+Z+XZ) Y+Z+XZ 

(Mot) Z-XY I-(Z-XY) X+(Z-XY) = I 

Y2+YZ+Z2 Y+Z+XY-(Y2+YZ+Z2 ) I-Y+XZ+(Y2+YZ+Z2 ) 

Donc : 

Théorème 3. Le Zfx,Y,z\-système projectif (**) est.libre. 

Remarque : Pour limiter le nombre des solutions, on avait imposé au départ 

la forme ci-dessus pour les termes de degré 0. 

V - Conclusions. 

Il est manifeste qu'aucun résultat tangible n Ta été obtenu. 

On peut faire cependant les remarques suivantes : 

1. Nous nous sommes limités au degré 2, mais l'expérience que nous avons 

nous laisse conjecturer que si la conjecture de Serre est fausse, il y a 

un contre-exemple en degré 2. 

2. Aussi bien en caractéristique 2 qu'en caractéristique 0, la liberté de 

(XX) semble bien accidentelle. 

Il est possible que d'autres relèvements de (#) sur Z soient non libres. 

3. Il semble que le minimum nul obtenu pour F soit le seul. En tout cas, 

il y a peu de tels minima. Il y a deux arguments qui nous font penser cela ; 

a) le point de départ est très loin du minimum ; 

b) le fait surprenant que les valeurs des variables au minimum soient 

entières. 



I-7 

En effet, s'il y a une seule solution complexe, elle est inva­

riante pour tout automorphisme algébrique de C. Elle est donc rationnelle. 

Il resterait à expliquer pourquoi les valeurs de la variable au minimuni 

sont entières et de valeur absolue <• I. 

Tout ceci fait penser que pourrait être un élément de SL^ 

qui nTest pas dans E^ (au sens de Bass). 

Comme la borne supérieure des valeurs absolues des coefficients 

trouvés est inférieure à la borne supérieure des coefficients du système 

projectif de départ, on est amené à faire la conjecture. "Si un système pro­

jectif de degré p est libre, on peut plonger sa premiere ligne dans une ma­

trice de déterminant I, et dont les éléments sont de degré au plus p. 

(Le lien avec ce qui précède est clair si on généralise cette conjecture en 

terme de valuations). 
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