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COURBES LISSES QUI NE SONT PAS INTERSECTION

DE 3 SURFACES DANS L'ESPACE PROJECTIF

Christian PESKINE

On se propose essentiellement ici, de montrer qu'il existe dans
1l'espace projectif des courbes lisses, qui ne sont pas 1l'intersection de

3 surfaces.

Définition : On dira qu'une variété V de PQ (resp. Aﬁ) est 1'intersection

des hypersurfaces Si d'équations fi‘gi

V = Proj (k[XO,...,Xn]/(fi))

(resp. V = Spec(k[XI,...,XAl/(fi)).

Rappelons qu'Abyankhar a montré que sur un corps algébriquement clos k, toute
courbe lisse. dans 1l'espace affine est 1'intersection de 3 surfaces.

Montrons qu'il n'en est pas de méme dans Pi.
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d > I dans PQ. Supposons que V admet un cbdne de Cohen-Macaulay, et que V est

L . . <, ¥ . . .
génériquement une intersection complete . Alors si V est 1'intersection de

(n-d+I) hypersurfaces dans P.', 1'unique idéal gradué a tel que

k,
V = Proj k[X ,...,X ]/a

et gue.kD{]/a est de Cohen-Macaulay est engendré par (n-d+I) équations.

A un leme d'évitement prés, ce théoréme se démontre comme le théoreme local

suivant :

Théoréme I bis : Soit R un anneau local régulier de dimension n. Soit R/a

un quotient de R, de dimension d > 2, de Cohen-Macaulay et génériquement une

intersection compléte dans R. Supposons que le corps résiduel k de R est in-
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fini. Alors i il existe n-d+I éléments de a , soient Upseees0l 4T tels que

a/ (aI,.. . ’an—d+I) est un module de longueur finie, 1'idéal a est engendré

par au plus (n-d+I) éléments.

Définition : Dire que V (resp.R/a ) est génériquement une intersection com-
pléte dans (PE (fesp. R), c'est-d-dire qu'il existe une intersection complete
X dans lPi (resp. R/I dans R) et une immersion V&— X (resp. une surjection
R/I — R/a — 0), induisant un isomorphisme et un ouvert dense de V sur
un ouvert de X (resp. tel qu'il existe un élément S de R tel que 1'applica-
tion (R/I)S — (R/a)s soit un isomorphisme et que Spec (R/a)S soit dense

dans Spec R/a ).

Remarque : Si V (resp. R/a ) est réduite et équidimensionnelle, V (resp. R/a)

est génériquement une intersection compléte.
On aura besoin du résultat préliminaire suivant :

Proposition (P. Dubreil) : Soit k un anneau local de Gorenstein de dimension

> I. Soient a et b deux idéaux de R tels que

I)an b =0

2) R/a et R/b sont sans composante immergée

3) V(a) 0N V(b) est de codimension 3

I dans V(a) et V(b).

Alors
(1) Hom(R/a, R) = b et Hom(R/b, R) = a

(ii) R/a de Cohen-Macaulay <== R/b de Cohen-Macaulay.

i) aa = O > a(atb) c b == o e b (par 2)).

1i) Rappelons la proposition suivante
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Proposition (Auslander) : Pour tout R-module de type fini M, on a la relation

Prof.M + sup {i, Ext (M,A) # 0} = dim R.

Supposons R/a de Cohen-Macaulay. Cela implique Ext'(R/a, R) = O pour i > O.
Soit L.une résolution libre minimale du R-module R/a.
Apppliquons lui le foncteur . Hom(.,R), on trouve une suite exacte :

0 — R/a’ —> Lg' —_ LY — —_— L.V ...

I Tt i
Comme (R/a)Y = b et comme LO = R, on en déduit que R/b est un n-module de
Syzygies pour tout n, ce qui implique que R/b est de Cohen-Macaulay.
Montrons maintenant les deux théorémes. Comme les déronstrations sont iden-
tiques, appelons aussi R 1'anneau gradué]<DQf...,XA].
Soient PI""’Pr les idéaux premiers de R, minimaux contenant & (Dans le cas
gradué, ils sont homogénes). Remarquons qu'on peut choisir les €léments
(homogénes dans le cas gradué) tels que o = a a est

7o 0% g

= a RP pour i = I,...,r.
i

IR

une suite R-régulieére, et que o Rp
i

C'est une conséquence de

Proposition : Soit A un anneau local de Cohen-Macaulay (resp. une algébre

graduée de type fini sur un corps). Soit a un idéal (resp. gradué) de A tel

que si PI"“’PP sont les idéaux premiers minimaux contenant a de A et si

r - - . - ~ . N
S =(E)(A—Pi), 1'idéal a STTA est engendré par une suite S IArregullere de

longueur g.

Alors si le corps résiduel (resp. le corps de base) k de A est infini, il
existe des éléments (resp. homogenes) Apseeesty de a , tels que

I)a= aI,...,ag est une suite A-réguliere

2) aI,...,ag se prolonge en un systéme minimal de générateurs (resp. homo-

génes) de a4

I

3) a s7la = a s7A.
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La proposition est évidente pour g = 0. Faisons donc une récurrence.
I1 suffit évidemment de montrer qu'il existe un élément (resp. homogeéne) a

de a, tel que

I) o est A-régulier i.e q #_g pour tout idéal premier q associé & A

2) o appartient 4 un systéme minimal de générateurs de a, i.e a ¢ ma ou m
est 1'idéal maximal de A (resp. 1'idéal des éléments homogénes de 4° > 0)

3) L'image de o dans S appartient 4 un systeéme minimal de générateurs de

aS_IA, ie a ¢ P.(a Ay )N A, pour tout 1 = I,...,r
1

Pour le cas local, cette proposition est une conséquence immédiate du lemme

sulvant :

Lemme : Soit A un anneau local noethérien de corps résiduel infini. Alors si

un idéal de A est contenu dans une réunion finie d'idéaux, il est contenu

dans 1'un de ces idéaux.

Ce lemme se démontre facilement au moyen du lemme d'évitement pour les espaces
vectoriels de type fini sur un corps infini, et du lemme de Nakayama.
Pour le cas gradué, on procéde différemment : si a = 'Z ass soit n le plus
>
grand entier tel que ah'¢;nu4 On montre alors que : e
@, ¢ g pour tout idéal premier g associé d A, et que
a ¢‘(Pi(a APi)IW A)n pour i = I,...,r.
On conclut alors de nouveau au moyen du lemme d'évitement sur les corps in-
finis.
Revenons alors 4 la démonstration des théoreémes.

Considérons 1'idéal a = (@ry... ). En écrivant une décomposition primaire

a
*"n-d

de 2, on constate qu'il existe un idéal b de R tel que & = a N b, que V(a)

et V(b) solent sans composante immergée, et que V(a) N V(b) soit de codimen-
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sion > I dans V(a) et V(b). D'aprés le théoréme de Dubreil, R/b est un anneau

b.

de Cohen Macaulay (gradué dans le cas gradué). On vérifie que a : O a4 T

En effet, o x ¢ o implique x a e a pour m > o, donc x &€ b.

n-d+I

On en déduit une suite exacte :

(#) O — R/b ala a/asa — 0.
Comme R/b et a/a sont des modules de Cohen-Macaulay de dimension > 2, on a

prof a/o,a I, oual/a,a = 0 en chaque point fermé de R/a.

n-d+I1

» Ce que nous voulions démontrer.

n-d+I 7

Cela implique bien a = Q50 G+T

Corollaire. Soit k un corps algébriquement clos. Il existe des courbes lisses

et irréductibles de Pi qui ne sont pas intersection de 3 surfaces.

Compte tenu du théoreme, il suffit de montrer qu'il existe des courbes arith-
métiquement normales dans P3, dont 1'idéal premier gradué ne peut pas &tre
engendré par 3 éléments.

Pour cela, considérons par exemple une matrice (n,ntI) a coefficients indé-
terminés X%. Ses n-déterminants définissent dans Pi(n+l)_1 une variété V de
codimension 2, dont le odne est de Cohen-Macaulay. Le lieu singulier de V est
le fermé défini par les (n-I)-déterminants de la matrice. Il est de codimen-
sion 6 dans 1'espace pr(n+D)-I

k

que V est géométriquement Ry

. Si k est algébriquenment clos, on en déduit

D'aprés le théoréme de Bertini, on peut couper V par n(n+I)-4 hyperplans, de
fagon d obtenir une courbe lisse dans Pi. Soit C cette courbe. Comme C est
une intersection compléte dans V, C a un cSne de Cohen-Macaulay. Donc C est
connexe, et donc réduite et irréductible.

Soit P 1'idéal premier gradué de C dans Pi. Si a est 1'idéal gradué premier

de V dans Pi(n+1)—I, et si o sont les équations des hyperplans

T2 2 %n(n+I)-4
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. +
par lesquels on a coupé V, on a P = ££7;Jl Nvoalo A d.
Mais comme les a, forment une suite régulieére dans l'anneau intégre du cdne
de V, on a afa= aa, donc P = a/aa , ce qui prouve bien que P est engen-

dré par (n+I) éléments.

Remarque I : C'est un simple exercice d'algébre commutative de montrer que

toute courbe lisse de Pi est 1l'intersection de 4 surfaces.

Question : Le probléme reste ouvert pour les courbes lisses qui ne sont pas

arithmétiquement normales.
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