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UNE PROPRIETE DES COUPLES HENSELILNS

Laurent Gruson

On suppcse connues les propriétés élémentaires des algebres
étales (voir les premiers chapitre de [5]).

Soit X un schéma. Rappelons que X est local hensélien s'il

est loccal de point fermé x et si le théoréme des fonctions implicites
vaut au-dessus de x, i.e. si pour tout X-schéma Y et tout point y de Y
au-dessus de x, tels que Y soit X-étale en y et k(x) = k(y), il existe
une X-section s de Y telle que s(x) = y.
(NB. s est nécescairement unicue).
On définit les couples henséliens (EGA IV I8.5.5) en "glcbalisant"

la définition précédente. On se limitera ici aux schemas affines.

Définiticn. Soient X = Spec(A) un schéna affine, X un sous-schéma fermé

de X. On dit que (X,X) est un couple hensélien si X contient les points

fermés de X et si le théoréme des fonctions implicites vaut au-dessus de
X, i.e. si pow tout X-schéma Y et tout X-morphisme s : ¥ — Y tel que Y
soit X-étale aux points de s(X), il existe une X-section s de Y prolongeant

s. (NB. s est nécessairement unique).

Les couples henséliens ont été étudiés par Kurke [4]. On se pro-

pose ici de présenter 1'échantillon suivant des résultats de [U] :

Théoréme (Kurke [4], Satz 4.4.5). Soit (X,X) un couple hensélien.
Le foncteur de restriction & X est une équivalence de la catégorie des
revétements étales de X sur la catéporie des revétements étales de X.

(Par "revétement étale" de X, on entend un X-schina fini et étale).
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On connalt plusieurs démonstrations de ce théoreme. Résumons
rapidement celle de Kurke : on se raméne, par passage a la limite, au cas
ou X est noethérien et universellement japonais ; on introduit le camplété
Y de X le long de X, et 1'on montre que le foncteur de changement de base
Z v ZXXY est pleinement fidele sur la catégorie des X-shémas étales.

On en déduilt par un procédé de recollement que ce foncteur est une équi-
valence ertre revétements étales de X et revétements étales de Y.

I1 suffit alors de Gémontrer le théoréne pour le couple (Y,XXXY), ce qui
est facile. Cette démonstration utilise EGA IV 7.

Une autre démonstration est donnée par Greco [3] qui utilise les
"schémas henséliens" de Kurke [u].

On donne ici une démenstration complétement élémentaire, fondée

sur une idée d'Artin [I]. Résumcns-la. Soient A 1'anneau de X, I 1'idéal
de A définissant X, P un A-module projectif de type fini. On paramétre
1l'ensemble des structures de A-algébre étale de P par un X-schémra affine
et lisse T (n° 2). On se donne maintenant une structure de (A/I)-algébre
étale sur P/IP, c'est-3-dire (n° 2) un X-morphisme s : X — T.
D'apreés une version du théoréme des fonctions implicites prouvée au n® T,
on peut trouver une X-section s de T prolongeant s (car (X,X) est un
couple hensélien). La section s définit (n° 2) une structure de A-algébre
étale sur P, relevant la structure donnée. Le thécréme en résulte facile-
ment (n° 3).

Je voudrais remercier ici J.P. Olivier et M. Raynaud de m'avoir

fait connaitre la thése de Kurke, en espérant que la présente variation

sur cette thése pourra rendre un service analogue.
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I. Une version du théoréme des fonctions implicites.

Pour motiver la considération des couples henséliens, on va tout
d'abord résumer les premiers résultats de la thése de Kurke.

Dans la suite, on appelle couple la donnée d'un schéma affine X
et d'un sous-schéma fermé X de X. On appelle morphisme du couple (Y,Y)
dans le couple (X,X) un morphisme de schémas f : Y —> X qui induit un

morphisme de Y dans X. Soit (X,X) un couple ; on appelle voisinage étale

de ¥ dans X un merphisre de couples f : (Y,¥) — (X,X) qui est étale et
induit un isomorphi‘:-me‘de Y sur X.

On peut vérifier qu'un couple (X,X) est hersélien, si et seule-
ment si tout voisinage étale de X dans X posséde une section unique (au
sens dg la catégorie des couples) ;; dans la suite, cette caractérisation

nous servira de définition.

Théoréme (I.I). (Kurke [4], Satz 3.I.I). Soient C la catégorie des couples,

H la sous-catégcrie pleine de C formée des couples henséliens.

L'inclusion de H dans C a un adjoint 3 gauche (X,X) —> (‘/{h,i—h), et le

morphisme canonique X, — X est ind-étale et induit un isomorphisme

_Xh = R
On montre que la catégorie des voisinages étales de X dans X est
pseudo-filtrante et équivalente & une petite catégorie ; on prend pour
(X ,—Xh) la limite projective de cette catégorie et 1l'on verifie formelle-
ment les propriétés annoncées. On dit que (Xh,}—‘\:h) est le hensélisé de (X,X).
Soit (X,X) fm couple ; pour avoir prise sur son hensélisé, on
décrit un systéme fondamental simple de voisinage étales de X dans X.
Notons A 1'anneau de X, I 1'idéal de A définissant X ; soient T

une indéterminée, P = a *taT+..+ an”[n un élément de A[T] ; notcns B
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1'anneau quotient A[T]/(P), t 1'image de T dans B, f 1'image dans B du poly-
néme dérivé de P : on sait que Be est une A-algébre étale ([5] TI, prcp. 8).

Supposons a_ € I et a. inversible modulo I ; soit J 1'idéal de B

L f

engerdré par IBf et t. On voit tout de suite que 1l'homcmorphisme canonique
A/T — Bf/J est un isomorphisme. Posons Y = Spec(Bf), Y = V(J) ; alors

(Y,Y) est un voisinage étale de X dans X : on 1'appelle le voisinage &tale

stancard défini par P.
On montre que tout voisinage étale est "localement isomorphe' &

un voisinage étale standard :

Théoreme (I.2) (Kurke IHI, Satz 3.4.3). Soient (X,X) un couple, A 1'anneau

de X, I 1'idéal de A définissant X, (Y,Y) un voisinage étale de X dans X.

I1 existe un entier n et un polyndme unitaire P € A[T], congru d T(T-T)"

modulo I, vérifiant la cordition suivante : soit (Z,%) le voisinage étale

standard de ¥ dans X défini par P ; il existe un (X,X)-isomorphisme d'un

voisinage ouvert de Y dans Y sur un voisinage ouvert de 7 dans 7.

Résumons la démonstration. Par passage a la limite, on peut sup-
poser I contenu dans le radical de A. Comme Y — X est quasi-fini, il
existe d'aprés le Main thecrem une sous A-algebre finie C de B telle que
Y — Spec(C) soit une immersion ouverte. Notons J 1'idéal de B définis-
sant Y. Comme le compcsé de la séquence A/I — B/IB —> B/J est un iso-
morphisme, et comme B/IB est étale sur A/I, B/J est plat sur B/IB et aussi
sur C/IC, donc le noyau de la surjection C/IC w% B/J est engendré par un
idempotent e.
Soient % un reldvement de e dans C, y = I-x, D = A[x]. Si p est un point
de Y d'images respectives q et r dans Spec(C) et Spec(D), on voit aisément

que D — Cq est injectif, fini et net ; comme de plus k(q) = k(r), on
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conclut que D = Cq (lemme de Nakayama) ; on en conclut que quitte a rem-
placer Y par un ouvert affine contenant Y, on peut supposer que Y — Spec(D)
est une immersion ouverte. En particulier (D/ID)y —> B/J est un isomorhisme,
de scrte que xyng: IA[}] pour tout entier n assez grand , quitte & augmen-
ter n, on peut donc trouver un polynfme unitaire P e A[T] congru a T(T-1)"
modulo I et annulant x. En cutre P'(x) est congru & (-1 modulo J, donc,
quitte & restreindre Y, on peut le supposer inversible, de sorte que (Y,Y)

se factorise par le voisinage étale standard (Z,7) défini par P, et on vé-
rifie tout de suite que ¥ — Z est une immersion cuverte, cqgfd (cf.[5] V,

théoréme I).

Corollaire (I.3). Soient (X,X) un couple, A 1'anneau de X, T 1'idéal de A

définissant X ; pour que (X,X) soit un couple hensélien, il faut et il

suffit que la condition suivante soit vérifiée :

(Lemme de Newton) Tout polyndme unitaire a, ta T+ ™, tel

que a €I et a; soient inversibles modulo I, a un zéro unique cans I.

On dispose d'autres caractérisation des couples henséliens :

Théordme (I.4). (Kurke [4], Satz 2.2.1). Les conditions de I.3 sont &qui-

valentes a chacune des conditions suivantes :

(relévement des idempotents) Pour toute A-algebre finie B et tout
idempotent e de B/IB, il existe un idempotent unique e de B d'image e ,

(Lemme de Hensel) Pour tout polyndme unitaire P € A[T] de ré-
duction P modulo I, et toute décomposition P = Q R de P en produit de
polynémes unitaires fortement étrangers, il existe une décomposition

unique P = QR de P en produit de polynémes unitaires fortement etrangers,

relevant la décomposition donnée.
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L'essentiel de ce résultat est aussi démontré dans r?l.

Corollaire (I.5). Soit (X,X) un couple hensélien ; pour tout X-schéma fini

Y, le couple (Y,Yxki) est hensélien.

Or utilise la caractérisation par relévement d'idempotents.

Corollaire (I.6). Soient (¥,X) un couple hensélien, A 1'anneau de X,

I 1'idéal de A définissant X, B une A-algébre finie non nécessairement

commutative, e un idempotent de B/IB ; il existe un idempotent e de B

d'image e (B. e n'est pas unique en général).

Démonstration. Soient x un relévement arbitraire de e dans B, C la sous-

algdbre (commutative) de B engendrée par x. Comme B est un C-module fidéle
et un A-module de type fini, C est finie sur A. Le noyau de 1'homomorphisme
C/IC — B/IB est nilpotent, et son image contient e ; par relévement in-

finitésimal d'idempotents ([5] I, lemme 2), on obtient un icempotent f de

C/IC d'image e, et par I.4, il existe un idempotent e de C c'image f, cqfd.

Corollaire (I.7). Soient (X,x) un couple hensélien, A 1'anneau de X,

I 1'idéal de A définissant X, P un (A/I)-module projectif de type fini.

T1 existe un couple (P,u), unigue a isomorphisme (non unique) pres, formé

d'un A-module projectif de type fini P et d'un iscmorphisme u : P/IP . P

Démonstration. L'assertion d'unicité résulte du fait que X contient les

points fermés de X. Pour prouver l'assertion d'existence, on peut supposer
que P est donné comme 1'image d'un projecteur p de &/ ol n est wn
entier convenable, et le probléme revient a relever p en un rrojecteur de

5

A" : clest un cas particulier du probléme traité en I.6 (avec B = EndA(An)).

On peut maintenant prouver une version du théoreme des foncticns

implicites.
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Théoréme (I.8). Soient (X,X) un couple hensélien, T un X-schéma affine et

lisse, s : X —» T un X-morphisme ; il existe une X-section s de T qui
L e

prolonge s (NB. s n'est pas unique en général).

Démonstration. En utilisant I.7, on va congtruire un sous-schéma fermé X!

de T contenant s(X) et X-étale aux points de s(X), puis on appliquera la
définition des couples henséliens pour prolonger s en une X-section s de

X', ce qui entralnera le théoreme.

On note A 1'anneau de X, I 1'idéal de A définissant le sous-
schéma fermé X de X, B l'anneau de T, J 1'idéal de B définissant le sous-
schéma fermé s(X) de T. Alors J contient IB et 1'homororphisme composé de
la séquence A/I — B/IB — B/J est un isomorphisme. Comme B/IB est une
(A/I)-algébre lisse, on voit que le (A/I)-module P = J/(J2+IB) est pro-
jectif de type fini et que, si S désigne 1'algebre symétrique du (A/I1)-
module P, 1'homomorphisme canonique S — ggJ(B/IB) est un isomorphisme.

Comme le couple (X,X) est hensélien, on peut, utilisant I.7,
trouver un couple (P,u) formé d'un A-module projectif de type fini P et
d'une application A-linéaire u : P — J définissant par passage au quo-
tient un isomorphisme P/IP L. J/(J2+IB). Notons S 1l'algébre symétrique
du A-module P, h : S — B 1'unique A-homomorphisme qui prolonge u, K
1'idéal de S engendré par P. Par construction méme, h définit par passage

aux gradués associés un isomorphisme ng(S/IS) —— ng(B/IB).

Lemme (I.9). Spec(h) est étale aux point de s(X) = V).

Comme S et B sont A-lisses, il suffit, d'aprés le critere de
lissité par fibres (EGA IV I7.I1.I), de vérifier que si g est un point de

V(J) d'images respectives p et r dans X et Spec(S), Spec(h @ k(p)) est



étale en q. Pour cela, on pose S' = (S @Ak(p))r et B' = (B &Ak(p))q 1 ce
sont des anneaux locaux noethériens dont les complétés sont isomorphes,
grdce a 1'isomorphisme ng(S') —3Larng(A') : 1'assertion en résulte
aussitot.

Soit X' le sous-schéma fermé de T défini par 1'idéal KB de B.
Comme 1'homomorphisme composé A —s S —— S5/K est un isomorrhisme, il
résulte de 1.9 que X' est X-étale aux points de s(X). Tl existe donc un
voisinage ouvert de s(X) dans X' qui est un voisinage étale de X dans X,
de sorte que, puisque le couple (¥,X) est hensélien, il existe une sec-
tion s de X' qui prolonge s ; cette section répond évidemment a la ques-

tion, cqfd.

2. Etude des structures de revétement étale sur un module dorné.

Soient A un anneau, P un A-module projectif de type fini ; pour
toute A-algebre B, on note F(B) 1l'ensemble des lois de composition B-bi-
linéaires ("multiplications'") du B-module B ?AP’ qui font de B ?AP une
B-algébre étale. On définit ainsi un foncteur F de la catégorie des A-
algébres dans la catégorie des ensembles. L'objet de ce numéro est de

prouver le résultat suivant :

Proposition (2.I). F est représentable pour une A-algébre lisse.

Autrement dit, il existe un couple (U,mU) formé d'une A-algébre
U et d'une multiplication étale m; de U &P, qui vérifie la propriété uni-
verselle suivante : pour tout couple (B,m) formé d'une A-algébre B et d'une
multiplication étale mUde B gk, il existe un A-homomorphisme unique de U
dans B par lequel 1'image directe de e soit égale a m. En outre, le couple

(U,mU) est unique a isomorphisme unique prés (comme toujours) et U est A-

lisse.



Ce résultat est connu, et prouvé dans un contexte bien plus
général dans [I], exposé XIII ; donnons quand méme une démenstration.

Supposons prouvée la représentabilité de F et vérifions que le
représentant U de F est lisse. Cela revient a dire que "le foncteur F
est de présentation finie et formellement lisse", autrement dit, on est
ramené a prouver les deux assertions suivantes :

(1) le foncteur F commute aux limites inductives filtrantes ;
(ii) pour toute A-algébre B et tout idéal nilpotent I de B, 1'appli-

cation canonique F(B) — F(B/IB) est surjective.

Prouvons (1) : soit (Bi) un systeme inductif filtrant de A-al-
gebres de limite B et soit m un élément de F(Bi) , pour 1 assez grand,
m provient d'une multiplication m. de B, @,P, et quitte 4 augmenter i,
on peut supposer que m; est étale ; d'autre part, si M, et mi sont aeux
multiplications de Bi @AP Ce méme image directe par Bi — B, ii existe
j > 1 tel que m. et Hﬁ aient mémg image directe par Bi — Bj , d'ou (1).

Prouvons (ii) : posons B = B/IB ; soit m un élément de F(B).
D'apreés le relévement infinitésimal des algebres étales (EGA IV I8.I1.2),
il existe une B-algdbre étale E et un isomorphisme de E/IE sur B @,P muni
de m ; comme E est un revétement étale, le B-module sous-jacent & E est
projectif, dont 1'isomomorphisme précédent se releve en une application
linéaire u : E — B @, P qui est nécessairement un isomorphisme. En trans-
portant & B m,P la multiplication de E par u, on obtient un élément m de
F(B) qui reléve m, cqfd.

Reste & prouver que I est représentable. Pour simplifier, on va
supposer que P est un A-module libre de base (ei)i e > On peut toujours
se ramener d ce cas, puisque le probléme posé est local pour la topologie

de Zariski sur Spec(A) (il est d'ailleurs facile d'adapter le raisonne-

ment qui suit au cas général).
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Soit B une A-algébre. On remarque que F(B) est canoniquement
isomorphe & 1'ensemble des couples (m,e) formés d'une multiplication étale

m sur Be,P et de 1'élément unité e de cette multiplication.

La multiplication m est déterminée par sa "table", c'est-d-dire

la famille (m..,) d'éléments de B qui vérifie les rela-

13k’ (1,7,k) € IxIxI

tions Z
m(e.,e.) = m... e ((1,3) € IxI).
1°7] K eI 11k 7k

L'associativité, resp. la commutativité de m se traduisent sur
la table par la validité des relations

( ((i,3,k,m) € TH

51 M T M1 mipy) =0

lel
(resp. M., - mfey =0 ((1,3,K) € Io))
. l:]k jﬂ( >J 3 3
d'autre part, 1'é€lément e est déterminé par ses cocrdonnées (Xi)i ¢ 7 dans

la base <ei)iE£I et le fait que e soit élément unité pour m se traduit par

la validité des relations

. . 2
) . m... = ) XK. M. = 6. ((3,k) € I7)
ie1 1 17k i éT 1 ]ik jk

ou ij désigne le symbole de Kronecker. Enfin, si 1'on suppose vérifiées

les relations précédentes, on peut exprimer que m est étale de la fagon

suivante : notons Tr la forme trace sur Bu,P, de sorte que Tr(x) est la

trace de l'endomorphisme m(x,.) du B-module libre BEAP ; alors le "dis-

criminant" det((Tr(m(ei,ej)) ) est un élément inversible de B.

(1,3) € IxI

En explicitant, on trouve la condition cherchée sous la forme

X
(k,1) g Lt | iK1 M (1,5 € T € B
9 )

det((

En résumé, on obtient un isomorphisme canonique de F(B) sur 1'en-

=l e <
senble des couples ((mijk>(i,j,k) € TxIxT’ (Xi) ) de familles d'éléments

de B qui vérifient les relations écrites ci-dessus.

ie I
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. ~ . I ~/_
Soient alors (Tijk)(i,j,k) c TxTxI et (z(i)i eI deux familles d'indé

terminées, U, 1'anneau de polyndmes construit sur ces indéterminées a

coefficients dans A, m la multiplication de UOEAP dont la table est

r 'o ~ . 5 l‘ )v/ _
(rijk)(i,j,k) € TxIxI’ On forme 1'idéal J de UO engendré par les poly

PN v - . . 4
ndmes ) Tis1 T ™ Tjkl T.p, (Gudskom) e I0

lel
Tijk - 1jik ((i,3,k) e I7) ) Xy Tijk - sk (G5,k) € IxI)
1el
on pose D = dét(( ) Topq Toqdes =y o ).
(k,1) & TxI ikl "31k7(1i,3) € IxI

. . -1 . . . . . ..
Soient U 1l'anneau (UO/J) [D77] et m; la multiplication de Um, P image di-
recte de m_. Alors |1 est clair que le couple (U,mU) représenté le fone-

teur F, cqfd.

3. Démonstration du théoréme.

Soient (X,X) un couple hensélien, A 1l'anneau de X, I 1'idéal de
A gqui définit X. On veut prouver que le foncteur 7 +—— Zxxi'est une équi-
valence entre revétements étales de X et revétement étales de X.

(1) Montrons que le foncteur est pleinement fideéle ; plus générale-
ment, montrons que si Y est X-étale et Z est X-fini, 1'application cano-
nique HomX(Z,Y) — HomX(ZXXXQYxxiﬁ est bijective. Or, pour tout X-schéma
X', on a une bijection canonique de HomX,(ZXXX',YXXX') sur l'ensemble des
sections du ZxXX'—schéma YXXZXXX' : cette bijection transforme un morphisme
en son grarhe. Mais, comme le couple (Z,ZXXX) est hensélien, tout Z-mor-
phisme de Zxxi dans Yx,Z se prolonge de maniére unique en une Z-section
de Yx, 7 (car Yx,Z est Z-étale), ce qui prouve 1l'assertion.

(ii) Montrons que le foncteur est essentiellement surjectif. Soit Z

un revétement étale de X, d'anneau E. D'aprés I.7, il existe un A-module
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projectif de type fini P et un isomorphisme u de P/IP sur le module de E.
Soit T le spectre de 1l'algébre qui représente le fcencteur des multiplica-
tions étales de P (2.I) 5 T est lisse. En transportant par u a P/IP la

multiplication de E, on obtient un X-morphisme s : X — T, qui, par 1.8,
se prolonge en une X-section s de T ; celle-ci définit une multiplication

étale sur P ; si Z est le spectre du revétement étale de X ainsi défini,

. . . . . 5 v —
on a bilen par construction un 1somorphisme ZXXX — 7, cqfd.
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