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O - INTRODUCTION. ~

Soient Tl’ T2, e Td des contractions d'un espace

Ll

(X,F,u) ot (X,F,u) estur egpace mesuré ¢ - fini. Ces contracti’
non nécessairement positives, commutent deux 3 deux et vérifient
en outre la condition

. . 1
(1) VieN 1<3j<d VoeL nlL HTprmillﬂlw

On se propose dans cet article de prouver le théoréme

ergodique

Théoréme O-1

Pour tout f ¢ Lt » i1 existe fJe el tel que
1 a n-lg ~

(1) lim =3 n T.) §f) = f U p.p-
n n® j=1 x=0 J

(2) J [£] d w < J [f] 4
(3) pour tout j = 1,2,...,d on a % £=F , T. (§5 =
Tg désignant la transposée de Tj et h la conju-

guée complexe de h.

Suivant des méthodes standard en théorie ergodique, cn
peut déduire aisément de ce théoréme un résultat établi par Dun-
ford et Schwartz en 1956 [3] relatif 3 un semi - groupe 3 d pera-
métres de contractions T d'un espace Ll qui posce?
L (51’82""’Sd)
dent la propriété (1).

On commence par établir le théoréme pour des contrac-
tions positives et 1l'on utilise ensuite le module linéaire de
Chacon - Krengel [2] en tenant compte de résultats récents

d'Akoglu et Brunel [1] .
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La méthode suivie dans le cas des opérateurs positifs est basé:

sur la proposition-‘suivante

Proposition 0-1

I1 existe une série 3 termes positifs

3 3
(2) S = > 11... Tdd
(3yse--rig) €0

et E:; a 3. ...5.° 1

(§ye--3g) €W

a. . T
d Jy-0+3g

et il existe un nombre ne dépendant que de d, X > 0,

tel que

3 3 N s
¥ne® n>1 i > ntordexi 2
n" 0<j;<n "q 0<j<n.
Oijd<n
-m
en désignant par ny la partie entidre de n’ si

m-1

2™ < d < 2™,

Comme dans le travail, cité plus haut, de Dunford <t
Schwartz, cette propesition se démontre par récurrence sur d.
en partant du cas particulier d = 2 pour lequel S est la ccntrac-
tion :

(3) S =(r -VI- T,) (I - VI- Ty)

1l'expression (2) s'obtenant en développant (3) suivant les puis-
sanees de T1 et T2.
Nous commencerons par établir le cas d = 1 comme conséquence du
théoréme de Chacon et Ornstein et nous identifierons la limite.
n-1 .
I - 1lim & . T3 f
n =0
n
On sait que pour T > O, T\f peut &tre défini pour \p mesurable

et positive. Alors, la condition (1) s'écrit tout simplement

T 1 <1.
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Soit T* la transposée de T, T¥ &tant une contmaction positiv:

de Lw.

Lemme 1-1

SiT1<1, T et T* ont la méme décomposition de Hort,
X = CUD et la sous tribu j des invariants sur C est la mé&me

pour T et T*.

Ll ©
D est l'union des A ¢ ¥ tels que g T 1l , or

ceci entraine A C D* . On a donc])CIf*et 1'on démontre de meme

1'inclusion opposée. En outre, ceci prouve que T 1 < 1 d'od

D D

' £ 3.3 - m¥ -
l'on déduit T 1C =T lC = 10 .

Ensuite, si A ¢ ], relativement 3 T, soit T 1p ° %A
mod u , on a aussi T 1, , = 1, ,mod u , done L, T 1, , =0
En intégrant, on obtient

- = x
0 = JlA (T 1, ) d = J(T 1,0 1.4 w,

c'est 3 dire T®1_, < 1, (mod u) , donc T*1, = 1, (mod

A - "A A
Soit v , 0 <v <1, vE ol La fonction
- n-1 .
v = lim o (j§0 TIv) est comprise entre O et 1 et vérifis
o =

1'inégalité v > T V. En outre,V = 0 sur D, donc V = TV = T*¥
0

Posons B = {0> 0} . B €Jetved par le lemme de Fatou.

¢

La mesure finie V . u est portée par B et est invariantec rclati-

vement 3 T. Le lemme ergodique maximal montre alors gque

Mo 4 1 ,n-1 3 dl . s s

vV = 1lim = (g~ T-V) car pour tout autre A € J, disjoint do B
n j=o ~

onaw (A) = O ou + « . Il est aussi clair que u(v) < p (v).

~

Si maintenant f est quelconque dans Ll; le théore

de Chacon ~ Ornstein appliqué 3 f et v implique la
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Propositiqn I-1

Sife ml, lim % I TIf = f existe u pP-pP. et au
1 n 1=
sens de L~.
est nulle hors de B et, sur B,

Ve & l.B‘If]n B) ,

e he

l'espérance conditionnelle étant prise relativement 3 la mesure

L d * ~
finie v u .
“~

~ *"\, R
f , puis {f 4 u= fd .

On a donc aussi ?J= T £ =T

IT - Quelques propriétés des coefficients des développements

——————

de Taylor des fonctions EM(x) od E(x) =1 -V 1-«x.

Ecrivons les développements

n - n _p 1 n = T n xp
4 (x) P_g_o Gp X s —V-T—'-X £ (x) p>o BP .
Clairement, les ag et Bg sont > 0 pour p > n.
O pour p < n. De plus, = ol = 1.
p>0 P
En dérivant E7(x) on déduit les relations
ol = - Bn-l . Un simple calcul de résidus donne
S |
p>n Bg - 2n—2p (Zp - Ny
p
Lemme II-1

I1 existe une constante ab§olue C > 0 telle que

n2_<_p —-yaglcnp

I1 revient au méme de prouver l'existence de y > 0.
. . . .n-2p, 21
tel que, s1 p , n = = avec n2 <p, l'on ait lim 2 PcoE

ce qui se fait simplement en utilisant la formule de Stirling. -

Pour tout réel a > 0, nous noterons [a] la partie entiére de a.
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Lemme II-2
Il existe une constante absolue C' > 0, telle quc
pour tous entiers p, q, n et en posant n' = [Yﬁ] + 1,
1 b j 3 c' .
¥n>1 = o as > =5 s1 p qQ <n
- n j<n' p Q- n2 ’
Supposons qQ [p On peut écrire les inégalités
L I 43 c’ c'
a a > ———7 X > 377 > ==
j<n' P q (pg) j=0 - p3 2 n'3 ®

III - Démonstration de la proposition 0-1.-

Soient T, et T, des contractions qui commutent.
Posons .
1 1 ] 3
S = & (Tl) £ (T2) = E:; a. a. 71 T22
(3123 0enN¥1 J2 1

S est aussi une contraction.

Lemme III-1

I1 existe une constante absolue § > 0 telle que

si Tl et T, sont des operateurs p051t1fs qui_commutent, on ai-

i, 3 :
vn>1 i Tl o< & 53
n

0<j;-J,<n 1 "2 n' 0<j<n'
1 I 3 Z 1 T ] :] jl j2 c! S jl
= sd = , G a. e T T, 25 Lo
j<n' (jl,jz)éN j<n' 1 J9 n" 3;3,<n
en appliquant le lemme II-2 et il suffit de poser L. § . @

Cl
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Si 1'on a ensuite 4 contractions Tj 4 3 s 1,2,3,4, positives
et commutant deux 3 deux, on pose successivepent

Sl I 4 (Tl) €(T2) ’ 82 s E(Ts) £ (Tu)

et § = § (S) & (s,). Posong n" = (n')'. On peut écrire les

inégalitég : R
. . . 2 . . 3 _
1 > 32 3w > Ky Koo S
T, oL 0 T T T Ty g ient S S 2k
n 31332:33:]q‘n n' 172 n'

Par récurrence sur m, on démontre ainsi la proposition 0-1 paur

d = 2™ . par l'opératecur

]
identité I, on obtient le cas général ol S a bien la forme indi-

. Si 1'on remplace alors plusieurs des T

quée. ®

Nous aurons besoin d'une autre inégalité entye opéra-
teurs dans le cas ou les Ti ne sont plus nécessairement pcsitifs,
mais sont des contractions sur l'espace ml de fonctions 3 valours

complexes, satisfaisant toujours & la condition (1).

Proposition III-1

I1 existe une constante X > O et une contraction posi-
tive U telle que U1 < 1 , vérifiant pour tout entier n > 0, ot

toute fonction f € @l , 1'inégalité

] 3 A\ 3 3 S
iy | > 1 Lorfe o Ao 21t Tdd‘(lfl))f_}— Lo vl
n

jla"ajd<ln n jl,..,]d<n

En fait, avec les notations de la proposition 0-1., il

suffira de prendre . .
5] Ja

U S I b Y

= a. .
(3ys--a3g0et? 10 3q

avec, pour chaque i, ITiI s module linéaire de Ti au sens dc

Chacon - Krengel (ou Dunford et Schwartz). Manifestement U est

une contraction positive et U 1 < 1 puisque lTil(l) < 1.



La seule difficulté est que les T; commutent deux d deux, m-iz

il n'est plus siir que les |T.| jouissent de la méme propriét .

il
Dans le cas positif, 1'inégalité se vérifie mondmec par mondm-
i 94

de la forme ¢ T, ... T . Il est alors aisé d'en déduire 17i:nd -

1 d
galité de la proposition III-1 , en écrivant de la méme wmanicdi:

les mondmes de Uj et ceux de Sj. a
IV - Commengons par prouver le théoréme 0O-1 pour d = 1, T n'’
pas nécessairement positif. Nous utiliserons un résultat dc
Akcoglu et Brunel [1] suivant lequel il existe une décompcsi-
tion de la partie conservative C de |T| : C = TU A et un-
fonction complexe s de module 1 sur I' ayant les propriétés sui-
vantes
1) (1 - T) @.1(a) est dense dans Ll(a) pour la tcpolnei-
induite par ml.
Z2) pour tout g(;Ll(F) , T g=¢5 |T| (sg) (B8 = conjuruic
3) T et A appartiennent 3 la tribu 7 des invariants
de |T} .
En effet, les résultats obtenus dans I montrent quc

si 1'on pose

1]
H
-]

h g

bl

1]
U
~

r 7lg r |T]3 (sg)) — 5(s&)
j<n j<n

S+
S -2

% I mIh = 0 et
¢j<N

avec sg = |T] (sg) = |TI* (sg) et Jéﬁ dup = fsg d u
B

Or, dans [1] il est démontré que
T™*h = s |T]* (8h) et |T]|¥*= |T
Ceci entraine, en posant £ = § (s8)

T*(F) = s |T|* [§g) = s |T|%¥(s8) = s (sg) = f.

sthans.

de



~

La relation T f = f est vidente. On a aussi JIE] dwu < Jlfl d u
Les conditions 1), 2) et 3) du théoréme 0-1 sont ainsi satis-
faites pour 4@ = 1.

Une conséquence de ce théoréme ergodique est que, pour tcut

f ¢ ml et tout € > 0, il existe unec décomposition de f sous

la forme
(%) F=E+(I-T)E +¢
avec £' € LI n L etvwewd Il <€ .

[2

En effet, la décomposition (4) existe évidemment avec f' € L°'.
Puis, par troncation, on écrit f' = f" + y avec f"E(Llfﬁ 1
et |lvl] , suffisamment petit.

Nous sommes mainteaant en mesure de prouver le théoréme fonda-
mental par récurrence sur d. Supposons-le vrai pour d ~ 1 <t

posons pour simplifier

Bn a alors, en écrivant f = f; + (I - T;) f; + Y. clest a

dire la décomposition (4) relativement 3 f et T

l’
n
(5) aAfr=prf +I=-T1ipg¢e' 4
n ~ “n1 n n + ’n\F'
. > o Pl ~ T KF .
Mais, Bn fl — f avec f = TS f, f = ij pour 2 < j < d

-, “J

et [IFl awse [If1aws<fiel as

ve deuxiéme terme de (5) tend uniformément vers O , donc
lt:'ilm IAnf-ff < lri1m IAn\P|.

En appliquant la proposition III-1, on majore le second membre

par X 1im (¢ X UlC(IPl 0) =X v avec [lvlly < I1yllq< e
n

j<n



On a donc
a—— ~J
Jlim |Anf—fldu:XG.

3
On a bien prouvé que f = 1lim Anf U~ P.P..
~ Nn
! - -
D'autre part, anl = BnTlfl = T1

Cette dernilére égalité montre que.supp f C T 1 (décomposition

~J

anl - Tlf = f

Qs

de Akcoglu - Brunel relative Tl) et 1l'on obtient

d

x % . o~
T (B = sy [T "D = sy T *¥(s ) =

V - Pour préciger le rdle des opérateurs barycentrcs S nous

allons plus généralement considérer un opérateur V de la forme

N Jq ]
vV o= L 4 b, . Tl*.. Tdd ,
(Gpseesiglen™  J1vtda -t ,
. e J1 Ja
combinaison convexe infinie des mondmes Tl .. Td , et montrer

que s'il v a suffisamment de coefficients non nuls, le thiorame
ergodique appliqué 3 V donne la méme limite que le thécrems O-L.
Pour parvenir 3 cela, nous commengons par un théoreéme géniral
sur les points fixes d'une famille commutative de contractions

d'un sspace de Banach.

THéoréme V-1

Scit £ un espace de Banach , (Ua)ae A une famiile

dénombrable de contractions de (E, commutant deux 3 deux,

~ Z . ol 1 et o
U = @« € A Ca U, un barycentre des U, avec des coefficisnts
Cy 2 0 Alors
E 3 x=Ux &V a¢€A Ua X = X

I1 suffit de montrer le résultat pour deux contrac-

tions U, et U, et un barycentre U=oc U1 + ¢, U2.

Si V est une contraction, posoms E (V) = % exniV) =
T A
e 320 Jre
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On a

n _ 1 _
(E(V))" = ;H exp (nV) = ng
et (I - V) (E(v))? =2 (a?

Ceci donne

[l - vy (Rev)™

done lim || (I - V) (E(V
n

C

P - Pl I - ‘2

t — = ——
L'égalité c 8] ‘Ul + o

-
e ©1 exp (i— U)
€1

Les trois termes &étant des
a aussi, pour tout n ,

X

n .,n
(E(U;N? V) X

X - upxils < 1 @ -up
X = U;X .

L'autre implication du théo

Revenons 3 l'opérateur V in

Le théoréme V-1 montee alor

Ll f=vre
<._...-——._>

Si, pour chaque entier k, 1

et b.

que b, 3

]l...jk...jd
alors clair que

10

f et 1'on obtient 1'é

VE &=V

ka

(6) s £

n 5D S o By | _n?
vd =, a. Vv avec a, = ~--—
el 320 73 iy 2
- n .j (6} n =4
aj—l’ V) en posant a_; = 0.
X n
< 5=0 ]aj - aj—ll =2 a_,
N = 0
U2 donne
_ 22
c e
- 1 2
= E (Ul) e exp (EI U2)
= E (Ul) V2 s
contractions de E. Si U X = X, ¢n
et ,
(ECU; N 'l x || , done

réme est évidente. @
troduit au début de ce paragranho.
s que
jl jd . .
rf =Ty ... Ty f pour les (]1,.~,Jd)
tels que b, . £ 0.
. LRI
< k £ d, il existe (jl""jd) tele
. . sont non nuls, 11 =st
.]kfl,..,]d
quivalence
k = 1,2,..,d ka = f

En particulier S posséde la propriété (6).



Proposition V-1

w

i une contraction barycentre V posséde la propriic?

(6), pour tout f ¢ ml, on

S o
o1

lim A_(f) = lim vif B o= pP.p-

n n

Relativement 3 V, f se déwompose en

fenwl f=pg+h ,g=Vg ethe (I-V) L

Mais 1l'orthogonal de (I - V) Ll dans L” est le noyau de I - V¥ .

Le thécréme V-1 montre que

= %
1”3 P =V T peays Tk*\p Xk =1,2,...,d., donc que
Ker(I—\iS:f". Ker(I-T]f),
1<k<d

qui implique 3 son tour

(1 - v) Lt - EZl (I - T) ol.
1¢k<d

Cette derniére propriété entraine la limite
lim An h =0 L =~ PP-s
n

et comme Ang = g, on a aussi lim Anf T g. &
n

VI - Donnons briévement pour terminer la démonstratiocn du

théoréme de Dunford - Schwartz mentionné dans 1'introduction.
(1)
Nous nous bornerons 3 considérer un semi - groupe (Tx) T
X ¢ iR}
contractions de ml vérifiant la condition (1). *
Pour t > O, on pose B, = {x = (x;,%,) |0<xi<t, O<x,<t}
et l'on considére les moyennes ergodiques
1 21 N -
fel M = =5 l J (Txf) dd (x) ou d (x) = dxy dx,
t
t L.
. : 4 1-
Pour - (j,k) ¢ mz, posons M. K = I I Txdl(x) = T? TZ o
kix2<k+l
= = 0 | = = 0
Ty T(l,O) et T2 T(o,l) n a alors Mn AnMO,O MO,O A

ruu?r n entier et avec les notations employées dans le cas discred

(1) Le semi-groupe est supposé étre fortement mesurable.
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1

On déduft de 13 que si ge L™ N L, (M, - M(t]) g — 0

(dans mm Y. Etablissons maintenant le

Lemme VI-1

sifept j 1im M f] a w < 8 el
t>w

( 8§ utilisé dans le lemme III-1)

Mf] < i 7. C(1£]) d A(x) < & I T[]0 d 2
t - 2 X - 2 4
t° /B +
t n+l
avec n = [t] . Et ensuite
1 J1 ;32 =
IMth < = EL_ | T,° T, [ |M0’0|(|f|)).

t j1:j0<n+l

En appliquant la proposition III-1 et tenant compte da fait que

]MO o|est aussi une contraction de Ll cn obtient 1'inégalité vovive
?

Pour tout € > 0, on a une décomposition de f,
f=g+¢ avec g wltaa” el < e
Ce qui précéde montre que

lim | M - Mt,fl du<22d8g
ty,tl» +.

puisque M[f] g et M[t’] g convergent vers MO,Og U - T.p..
V )

Nous avons ainsi prouvé que Mtf ~ f = MO 5 f »vw-nr.p.,

~ : b4

f ayant #té définie dans le cas du semi - groupe discret

engendré par T, et T,.

La limite ergodique est invariante pour les moyennes Mﬁ o Fuies
. —~ ~ '%

que £ = T{f = T,f. En utilisant des décompositions de R, en
rarrés de cbté lﬁ , on obtient

2

f = =5 J (T,£) d A(x) , v -~ p.pP-
2P 2P
k k+ih

-—gX <

2P~ 2 9P




v,
Si X, est un point de continuité de 1l'application yu—prVf de
~/ v -
2 dans &l, on en déduit f = Txf ¥ - p.p. Et , d'aprés les
0
propriétés de continuité des semi - groupes fortement mesurs-

v

. v
bles [Q] , on en déduit que f = Txf a lieu aussi presque par-

R,

tout en x.

I1 est aussi possible d'obtenir 1l'analogue de 1la
proposition V-1, sous la forme suivante
Soit w : X —>» w (x) une fonction > O, borélienne bornée, ot

telle que ~ ® (x) d A(x) = 1. Appelons W la contraction
R

+ N

barycentre

W = fZ w (x) T, d x (x).

R,

Proposition VI-1

Pour tout f & ml, on a

lim M = lim I I Wf u - p.p.
t >4+ n j<n

Le théoréme V-1 donne pour tout borilien B de mz et tout pcint

fixe h de W dans Ll,

20

- ( w (x) T hd A(x) = h w - p.
f w d A Jp
B

U

On en déduit en presque tout peint Xg s TX h=h wu- p.
©
Soit alors f = h + f' la décomposition de f relativement 3

Ts

W, c'est 3 dire telle que h = Wh , f' ¢ (I - W) ot
f' est orthogonale & tous les ¥>{,mm vérifiant *?= VI*kP.
Mais, cette derniére égalité entmaine \P'z T:\P pour presqus
tout X € Rz . Denc f' - M f! 1 \p oce qui implique
f' - 1im M_f' L .

UL S €

Puisque h = W h on en déduit

f - 1lim M. f L
tr+w t \-P ’
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D

F
donc h - lim M. f L quel que soitv & Ker (I - W) dans L

tr4 t
Or h -~ lim Mtf est W - invariante, donc nulle (mod u). =
t+4 >

Nous avons voulu signaler le réle de ces contractions barycentres
qui, du point de vue ergodique, se ccmportent comme les ncyennesg
ergodiques. Et ceci se généralise - t - il, peut - &tre, & drs
moyennes ergodiques plus générales que celles qui ont éte wnvi-

sagées jusqu'ad présent, tout au mcins dans le cas des opérateurs

On peut enfin identifier la limite de M. f en utilisant la propo-
sition I-1 et les résultats du paragraphe IV.

Soit w la fonction qui est 3 W ce que v est 3 T dans 1la propeosi-
tion I-1, g la fonction associée 3 la décomposition de Akcoglu
Brunel de 1l'opérateur W. On peut écrire

lim  M.f = g wE [% Vlasupp (8)]
T4

~ P4 - - e .
supp (w) , l'espérancc conditionnelle étant trise

ou supp (s)

~ . . ~/
par rapport a 12 mesure finie w.u .

y
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