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A PROPOS DE LA GENERALISATION D'UN RESULTAT
DE THEORIE ERGODIQUE A DES ESPACES UNIFORMEMENT CONVEXES
PAR

Monsieur G. BRAY *

INTRODUCTION, -
En théorie srgodique, nous avons le résultat suivant [?] .

Soit T une contraction unitaire sur un espace de Hilbert, si ..

suite {Tn} converge faiblement vers une projection P alors pour toute
neN 1 " ki
suite croissante d’entiers {ky} la moysnns arithmétique-; 151 T X
neN

converge fortement vers P (x]}.

M. Sucheston m'a demandé d'étudier la généralisation de ce rés:.li-
tat au cas d'une contraction opérant sur un espace uniformément convexe.

Ces résultats sont généralisés dans deux cas :

1, A une isométrie inversible sur un espace E uniformément r
dont le dual E¥ est strictement convexe, l'application de dualité J de F
dans E¥ étant faiblement continue. Nous avons remarqué qu'il 8tait poss.
dans ce @as de définir le J - adjoint d'un opérateur T ¢ sﬁ (E), cette n.
présentant des analogies avec la notion d’adjoint dans les espaces de Hi
bert. Cette notion est déja implicitement contenue dans les travaux c» -
1vant ¢ [11] , [12] ).

2. Cas d'une contraction normale sur un espace de Hilbert.

Depuils que cette étude a été commencée, de nombreux résultate
dans cette direction ont 8té obtenus, en particulier par Lee Kenneth J-
[13] et Mustafa Akcoglu et Louis Sucheston [14] . 11 semble cependant qu

question posée par le Professeur Louis Suchsston reste ouverte.

Le paragraphe IV donne une réponse affimmative & une questicn
posée par le Professsur S, Kakutani au Congrés de théorie ergodique de

Paimpol de 1971.
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I - NOTION D’OPERATEUR J ~ ADJDINT

DANS UN ESPACE UNTFORMEMENT CONVEXE

1 - Résultats préliminaires

1.1 On pourra trouver les définitions et résultats exposés dans c=

paragraphe principalement dans [3] [21 et [1}

Définition 1 : Un espace de Banach est strictemsnt convexe si

[Ix+ yl| = |Ixli*lvl] == y=2x 2r¢&R

Corollaire 1 : Un espace ce Banach E réel est strictement convexe si c.
seulement si tout x¥ € E*atteint sa norme en au plus un point de la bouvls

unité de E.

Définition 2 : Un espace de Banach E est uniformément convexe si

¥Ye >0 3 & (e) >0 tel que :

[}

¥x, ye £ ||x}] Hyll =1

[Ix = yll 2e == [lx+yll <20~ &en

Définition 3 : Un espace de Banach E est uniformément lisse si

Ve >0 Js(e)>0telquesi [|x||] = [|lyll =1

[[x = y[] < 8 (e [+ yll e ey > x|+ [yl

Propriété 1 : Le dual d'un espace de Banach aniformément convexs (resp.

uniformément lisse} est uniformément lisse (resp. unfc mément convexe).

Propriété 2 : Un espace de Banach E uniformément convexe est réflexif -

strictementconvexe.

Propriété 3 : Une suite X d'éléments d'un espaceE uniformément
neN o

convexe convergeant faiblement vers X converge fortemeht vers X5 si et

seulement si lim |!xn|| = I]xoll .
-7



- 157 -

1.2 Applications de dualité :

R désigne 1l'ensemble des nombres réels positifs ou nuls, E est
un espace de Banach, E® son dual,ei xe€ E et x* ¢ gX (x*;x] désigne 1la
dualité entre EX et E.

Définition 4 : Scit %)une application continue de R+ dans R strictement
cooissante tells que P (0) = 0 et limp(r) = =,
-5

Une epplication J de E dans E ¥ est dite application de duc-
lité (associée a \P] si et sealement si

VuetE T,y ==l | ull

[ERCIERQIMIE

Propriétés : a) Pour tout espace de Banach E il existe une epplication e

dualité de £ dans E ¥ (non nécessairement univoque) associée a .

b) i E* est strictement convexe, il existe exactement une

application de dualité J pour toute fonction P vérifiant les conditions ¢

la définition 4.

c) Si E est réflexif et strictement convexe alors 1'applice-
tion de duslité correspondent & chaque \pest continue de E dans la topolc-

gie faible EX.

Définition 5 : Une application de dualité J sera dite faiblement continue
si elle est continue ds E muni de sa topologie faible dans E¥ muni de ==

topologie faible.

Définition 6 : Dans un sspace de Banach X x sera dit orthogonal a y si =t
seulement si :
VvkecC |lx-+ Kyi|_3 [|x|| (Nous noterons x s—sy)

Cettes notion n'est pas symétrigus en généfal.

Propriétés : x =st orthogonal & y si et saulement si

IR

0

il existe x"’O € x™ tel que (x;(", x}

XN~
et [xO s V)

{cf. 7 The 2.1 et § 5)
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Corollaire : Si E est un espace de Banach et E ¥ strictement convexe nlore
X bt—>vy si et rrulement si
(IJx,y) = 0O

Si Xt —>y on dira aussi gue x wst J - orthogonal & vy.

2 - Notion d'opérateur J - adjoint dans un espace uniformément convexe,

Soit E un espace uniformémant convexe, son dual E* étant stric-
tement convexe. Socit J 1'application de dualité de E dans E*associée a

une foncticn \P possé&dant les propriétés de la définition 4.

Définttion 2.1 : Soit T un opérateur de HEY ; si J-l tT J appartient a

1

-1t . . Py
Ji {(E) on dira que J T J est 1'opérateur J - adjoint de T (noté T}.

Definttion 2.2 : Soit T ¢ ~B(E) admettant un opérateur J - adjoint

T=3t5y

2) T sera dit J - normal &=y T ?= ? T

) T sera dit J - autcedjointe=T = 'Tv

c) T sera dit J - unritoire gmeyT T = 7T = I

Proposition 2.1 : Si T est une isométrie de E sur E alors T est J - unitaire,

Démonstration : En effet, J T-l x est 1'unique forms linéaire de E*tallu

que
Wt T = 1 TN T = e
st 3TN = T = k]|
or 1 oG T ) = Uox x) = PO Ix] o [x]
et 57 ax] | <[ lax]] = e x| ] )
or x| Hax] ] = e = Fray < T < 15T ax] I | < Bax] | ]
aron |[°T ax|| = [[ax]]= O] )
a2t en vertu de l'unicité de la forme linéaire J T“1 X
¥ x¢E 177% = 1o«
-1 -1t .,

d’ ol T = ] TJ i, e. T est J - unitaire.
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Remarque : CBtte proposition met en évidence le fait qu'il existe des opé-
rateurs ayant un J - adjoint :

Dans [}z] , F.E. Sullivan et H.B. Cchen ont introduit dans un
sspace de Banach lo notien de 37— projection dont nous rappelons la défi-

niticn.

Définition 2.3 : Soit‘?rune fonction continue strictement croissante de R+

+ . I3 . P -
dans R , une projection P d’un espace de Banach E dans lui m8me est unc
€¥- projection si

Fxp =F pxf] )+ Fla-m ) ¥ xeE

Définition 2.4 : Dans un espace de Banach E, un scus espace X sera dit

J - orthogonal au sous espace Y (ce que 1'on notera X +—> Y} si et seule-
ment si :

V x ¢X Vye€ey X >y

X et Y seront dits orthogonaux si et seulement si X +—Y

et ¥ +—>X,

Proposition 2.2 : Soit E un espace uniformément convexe dont le dual £~

est strictement convexe, alors une projection P de E est une F - poojection
(avecF(r) = r\P[rJ ¥ r ¢ R} si et seulement si P et I-P) sont J - autc-

adjoints,

Démonstration : Soit P une projection de £ telle que P et (I - P) soient

J - autoadjoints alcrs :

(Ux,x) = (Ux,Px) & (Ix, (I-P)x) = ("PIx,Px) + (F(I-P)Jx, (I-P)x)

(IPx,Px) + (J(I-P)x, (I-P)x]
arod x| Clxll 0 = [IPx]] Cliex]] 3+ fla=pax]{}[a-p) tx)]
donc P est uns 3:- prcjection avec‘ﬁ:telle que

fF[r)=r\0(r) \er_R+
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Réciprecquament, soit P une ﬁ?- projection avec F comme précédemment alors
VzetE Hzll (lzl]. =lIPz|]  ([|Pz]]|) +||(1-P) z]| W ([ I=Przf !
considérant z = Px + k (I=-P) y X,y €E, k €C
On en dédult que
FPx + k (I=P) y|| v (| |Px+k(I-P) y|{) > ||Px||y (||Px]|])
\P etant croissante ceci égquivaot
[1Px + 1 (1= P) y]| > |[Px]]
d*oll ¥V u ¢ P (E) ¥Yv ellI-P)(E)etVketl
[+ kvl 2 fful]
Soit P (E} <4— (I - P) (E}. De la mé8me fagon, en considérant z = (I-P)x
on aurait (I - F) (E} L—3 P (E].
P (E) et (I - P} (E) étant J - crthogcnaux

¥ xetyec€E J Px, (I-P)y)=2

soit (I Px, y) = (P I Px, y) = 0 d'od J Px = © PIPx ¥ x €€

de méme an considérant (I - P) E +—5P (E)

¥ xetye€E (J(I=-P)x .Py)=0

dot (B (I-Plx, (I=-Plyl=0 (I-p)(x) y)
t

soit V x ¢ E I-P)J(I~-P)x J{I ~P) x

or P est une T projection

(Ix,x) (JPx,Px) + (J(I-P)x, (I=-P)x)

fi

[tPJPx,x] + [t[I—P) J (I-P) x, x)

d*oll an vertu de 1'unicité de Jx

Ix =P apx+ b I-P) U U-P) x

et compte tenu de ce qui précéde J x = JPx + J (I - P) x Y x €
En remarguant que (I - P) E +—>P (E) peut également s'écrire

¥ x € E tP J((I~P)x=20

comme FPJIx=CSPJ (Px+ (I-P) x) = CPIPx+ TP I (I-P) x

soit PP Ix="PIx="PIPx=JP x
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ce quli acheve la démcnstration du fait que , si P est une +- projection,
alors P et (I - P} sont J - autoadjoints.

Corollaire 2.2 : a) Pour touto fF-- projection P et tout x ¢ E, on a

Jx=J3JrP+JI(I~-F)x
b) Pour toute famille finie de F- projections [Pi l<i<n)
telle que

n
¥ Py =P
Pi/\ Pj =0 ViectV javecid]j

et pour toute suite de nombres complexes {ai | 1 1¢< i.i n}

J(

[ g Jib |

n
‘ a; Pi (x)) = .Z J (ai Pi (x]))
i=1 i=1
Bémcnstration :

Le a) résulte de la démcnstration qui en est donnée dans la pro-

position 2.2.

n
-+ = v
b} Soit vy iE1 9 Pi {x) i
Py ty) = & Pl {x) et (I - Pl) {y) = i§2 a; Py {x)
compte tenu de a)l.
n
= Z =
Jy=1J [alPl(x)) + ] (i=2 8y Pi {x))
n
comme P2 (I-Pl) y = a, P, (x) et [I-Pz) (I-P1] y = iES a; P1 (x)

on en déduit de proche en proche
n
= L
Jy J [ai Pi) (x))

i=1
Or, d'aprés un résultat de Browder, E étant uniformément convexe et E¥stric-
tement convexe
vtec 4 sw(t) € C tel que J {tw) = s, (t) J (w)
en effet J (tw) est 1'unique forme linéaire telle que
Geew), tw) = (I || tw]] et [|3 wd]] = w(l|tw]])
or (s 3 ), tw) = st [JI)||||w]|]3 ]| =€ |lw]])

donc si t = O prenons s, {t} =0
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o oo ww e
et sit« OOetw#DO sw (t} = g8 = ++3_TGTT+ =

d'ol (s 3 (w),tw) = ||J (ewd|] ||tw]]
gt sn' vertu de 1'unicité J (tw) = S, (t) J (w)

avec s (0) = O
Yewl t

Si on considere \P o telle que \Po (r} =1r Vr 61R+

sott)=0' VtelC

alors s, (t) = t Vwigo

et dans ce cas
n
z =
J (i=l a; Pi (%)) N

3

1 aiJ Pi {(x)

p~1

Si on place dans LP avec wit) =r Vv reR"

o)
alors S, (t) = —-IL[—- sit#0

t

De mtme V t € € Hs'w (t) ¢ € tel que

vweb* 37 (W) = s, (1) 7w

Pl D el
oyt

avec s* (t) =
W

Théoréme 2.1 : -
Soit dans Y5 (E) J une algébre bocléenne compléte de g .

projections,@_ 1'algébre faiblement fermée engendrée par ?. Supposons
de plue que s'w (t) est comme dans les excmples cl dessus une fonction
indépendante de w, (notée s' (t)), continuz de € dens C et telle que s'(C) = N
Alors T (x) = [s [y (W] A (dw) (x)
Tcut opérateur de G.est J - normal. Si de clus on suppose

\f = L]D , alors la J - adjonction est involutive.

Démonstration :

Il résulte du théoreme &,5 page 358 de [1] que &L est aussi
1’algebre uniformément fermée engendrée par?et que G est isomprphe a

1'algébre B () des fonctions continuss sur 1l'espace de représentaticn @

a°
de 3 hyperstonien,
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cet iscmorphisme &tant donné par
CI2h — f q h (w) p (dw)
ol A (.) est une mesure sur ¢ telle que pour tout sous ensemble ocuvert et
. > P N
ferméc g de g A lg) € J°. Nous désignerons par (R 1'algébre booléennz dus
ouverts et fermés de Q . Soit T € G alors il =xiste Vo€ C (Q) telle gus
T x = fﬂw 7 WA (aw) (x)
La notion d'intégrecle utilisée étant celle de Dunford cf [b] p. 340
) t y - t
On remarque que T x' = fng (w) = A (dw) (x")

en effet (Tx,x") =[x,tT x') = fwT (w) (Aldw) x,x")
2

= [up W) 065 Al (x'))
Y/

Soit une suite de fonctions g, avec
n

™M v

a1 94 (1O ] (w) Di e & et ai € 0
n in n n

g, (w) =

-

telle que lim g {w) = gy (w) sauf sur un ensemble de A mesura
N S

nulle donc rare.

T

“0

n

t " =
A (W) (x') =

t '
19 A(lO‘ } (x")
n i

n

Alcrs IQ g (w)

3

converge fortement vers t Tx, d’ol 1l résulte que J-l [f gn(thA (dw) (7
0

converge faiblement vers J-l th’ lcrsgue n tend vers 1'infini.
P
- n n -
or37t (5" e Ya den= s eyt )
s i 0, i =1 i 0,
in=1 n i, n n i,

Compte tenu du fait que les projections sunt des G - projections

P
n
-1 t ’ .z , t -1,
J (IQ g, () " Aldw) ")) = F 8 (e ) T A(L, ) (377D

n i
n

3

gui converge faiblement vers J-l t T x' lorsgue n tend vers 1'infini,

g {w) convergzant vers y T (w) sauf sur un ensemble de A mesure nulle,
s' étant continue s [én (w)] converge vers s [?(w)] lorsque n tend vers

1'infini sauf sur un ensemble de A mesure nulle et
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;” t -1
-1 s’ (ai ) A[lD J (2 "»'} converge fortement vers
n n i

n

i

1

[ s [op W] a7
9] _—

d'ot J T Tx*=[ s [}T (w)] E At 7
Q i

x
1]

[

—

[

x
[

- [ s By ] A (aw) (x)

= f9¢r (w) s Bﬁ.(w{] th (dw)  (x)

—
~
x
St

il
-
—2
~
X
—

L

donc T est J normal,
On remarque que
2 2 t
T= [, 5" [or W] " (@w)
et l'opération de J - adjonction est involutive si et seulement si

s [@T W] = Yr (W)

Remargues 3
l. On retrouve ici 1’analogie avec la notion d'adjcint tells
gu’on la trouve dans las espaces de Hilbert.
2. Etant donné un opérateur T eJi[E) il serait intéressant de
répondre aux questions suivantes :
a) Peut - on caractériser la classe des T € Jg (E) telle guo
? € J:(E) et T ?J= ?‘T olu tcut du moins est - 1l possible de donner des
conditions suffisantes pour qu*il en scit ainsi ?
b) Si T €-£(E) est J - ncrmal le sous algdbre faiblement
fermée deQﬁ (E) engendrée par T et ?Jest - elle engendrée par une algebrec

booléenne complete de 37- projections ?
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3. Quelques exemplos,

Soit (S,%,u) un espace de probabilité. Considérons les espaces
LP (S,z,p) et L” (S,z,u) gue nous noterons respectivoment LP et L~ . Soit
U une isométrie dc Lp sur Lp et g & L .

a) L'cpérateur Tl de LP dans LP defini par T.f = g U f pour tout

1
f de Lp gst tel que

P - s
?&f =0 (TR et Te LR
o« P -1 _ '1 -l
SideplusYhelL VveL™ U (hv) = U (h) U {v)

et si U—l (g J_l(g]] =g J-l[g] 1'cpéreteur est J -normal.

Démonstration

v -1t t ot
T f=J T, f  or T, Jf = TUlgdf)

t U (g J f}

or U est une isométrie de LP sur Lp donc est J - unitaire

g’ ol ?& f=u g
or dans Lp si on prend J f = IFI p-1 sgn f alors
37 gie) = 0T f
'?l f=u"t I en
ToT st @it et T, T fegut (g)
11 11

a%s
et compte tenu des hypothéses failtes ? T.o=T, T

b) L'opérateur T2 de L¥ dans L cefini par

v ¥¢ LP T, f = T (g U f) est J - normal

et T, f = TR IRIES

Le calcul est analogue au calcul précédent. On trouve

T,T, f=T,T, f=ut(gs?

2 15 5T (g) U )
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II - Un résultet de théorie ergodique. -

Thécréme 1 :

Soit E un wspace de Banach dont lc dual E’*est strictement con-
vexe, l'application de dualité de E dans E¥ 6tant faiblement continus.
Soit T une iscmétrie inversible sur E telle gue la suite {fn} neN convergs

faiblement vers un opérateur de projection P sur E lorsqu2 n tend vers 1'in~

fini. Alors, pour toute suite croissante d'entders {k.} , k., € N ; et
n K i 1eaN i
pour tout x de E -% igl T+ x converge fortement vers P (x).

Démonstration :

Il ast faclle de voir qu'il suffit de se restreindre &
x €E = { x| Px = 0 }. En effet des égalités

(7!

x, y) = (1" Tx,y) = (T T%,y) = (T"x, CTy)
1) résulte, en faisant tendre n vers l'infini et compte tenu
des hypothéses, que

TPx=PTx=Px

ce qui implique P X = X &= T X = Xx

et nk
n i LT e
.§ - Px = avec x = Px € E .
i=3 (e
n n
Soit x € Ec' montrons que
K K K. K
n i n i n i n i
r T x LI S S [ B S S S I S
GGE oL o=l E =My dlE 1)
n n n
tend vers zérc lorsgue n tend vers 1'infini,
k k K k
n i n i n : n i
T T 1 t.J T "%
= I, = )3 .
[J(i__)_l1 ), igl ) %1 7 T3 ( 15 - ) X )
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Or, d'aprés la prcposition 2.1, T est J - unitaire d'ol

K -k
frdgagrd

1’expression précédente est donc égale &

k,*k.
4
T 1 Ux
1 —————7r-. , X )

n .
1
i1 7 Uy

w3

lorsque n tend vers l'infini si on fait d’abord tendre i vers 1l'infini

J étant fixe.

kK,~k,
T* X —— 0 ( —— désigne la convergence faible)
1 n ki-Kj
et = igl T X —30, comme J est faiblemebt continue
. Tki-K X
SIOT ) , x) —>0

et la moyenne arithnitique de ces guantités tend aussi vers zérc.,

La fonctionkP qui deéfinit 1'application de duaslité J étant conti-
nue strictement croissante, il an est de m3me de la Fonctionﬁz
3r(r] = r Le[r] VreR gui admet une fonction réciproque
-1

continue telle que T (0) = O.

_ AN i
On viznt de démontrer que lim 3”(||_2 T X My = o
n —>e i=1 n
Il an résulte que
; Tkix '
vm || o, ———— il =0
n —>® i= n

ce qui achéve la démonstration du théoréme.
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II1 - Cas d'un copérateur normal :

Théoréme :

Scit T une contraction nourmale sur un espace de Hilbert ‘?@
telle que la.suite {Tn}n&N converge faiblement vers un opérateur de prc-
Jeetion P, Alors pour toute suite croissante d’entgers {kn} el et pour

tout x € E, la suite

converge fortement vers P x ¥V x € 9@.

Démonstration :

Des~

Dy

Soit G la WX - algébre engendrée par T. &, est iscmorphe
pace des fonctions continues C {M) sur le spectreTQckzélqui est hyperst.-
nian. ScitLPS € C 0M) 1’image d'un cpérateur S de Gl par l'iscmerphisme ...
Gelfand et scit A la mesure spectrale sur ™, on a

s 11 = 1lsl]
S x = ITQfFS ) A (dm) (%)
La suite {Tn} nel convergeant faiblement vers P, alcrs P € &

1. (m} A (dm) (x) ol O est un gous ensemble ouvert =t turme

et P (x]) = Ln* 0
de M, .
L'hypctheése se¢ traduit par :
Vx,y c¢f lim | DPTH (m) - 1, (m)] < Aldm) x,y > =0
n—>x M
T étaent une contracticn I?T (m) | < 1.

Posons

7Q1 mimem et |p (m}| =1
m, = [ mem et |f m] <1

Vm(-_—’”ﬁ lim ngn {m) =0

n —>»w
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L'ensemble ’P’VZ2 peut Ctre remplace par un rsemble cuvert et
fermé ”m,é gui cdifferc de ’V‘QZ Far un eneemble rars doois de mesure
< A (gm) x,y > nulle pour tout X et tout vy de ¥, ricrs, d'aprés le théc-

réme de convirgence dcminée de Lebesgue

lim | ,\92 (w) < A (am) (x),y> =0 ¥xetycH
n—w /n%
!
’cu en désignant par /”2.1 1'cnsemble cuvert et fermé comple-
)
mentaire de ’WZ,Z qui ¢iffere do 7’7)1 par un ensemble rare donc de mesure
< A (dm) x,y > nulle pour tout x et tcut vy,
lim j' [\10; (m)} - 1D (m)] <A (dm) x, y>=20
n —jo !

{Dans cette formule, on zeut d'ailleurs remplacer m’l par 7721).

Démontrons maintenant qus V x € Eo ou ED = { x | X ¢ ’}fo =

n K
DI L 2 n k_ n k_
=1 1 5 P .
1im 2 = lim < T x, T x»>=25
2 n=1 p=1
n—=wo n n—» n
k K
n - n n r K k
1 < I T'Jx, szx>=i— R Z<Tqux,x>
2 p=1 p=1l 2 p=1 g=1
n n
1 n n Kp _ kg
o Sf1 o g fm\{) yo My (md < hlamd o, x>

n k kK
T P T 9 (.
o1 fmz Wo o m) S T ) < Alam) (), x>

k K
or, d'aprés ce qui précéde m Q'ﬁ?z | \PTp {m) L(Tq [m]| <1
K k
) 8] — 4
et lim \'OT (m) kPT (m} =0

Kk —>o
g
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K -K
d'cld  lim f’"l.z ¥, P m) \qu (m) < A (dm) x, x >

k —> o

M« intenant feisons tendroe n vers 1'infini

n 1 n kp 'kq
3 [" GE1 f"zg “PT (m) .7 (m) < Alam) x, x >}

2
n _n

D
Le crcchet est la moyenne arithmétique de quantités qui tendent vers zirc
dont il tend vers zérc lorsque n tend vers 1'infini. L’expression gui 2st
une moyenne arithmétique de quantités qui taendent vers zéro tend vers zirc.

Etudions mainteneant

1 g Kp -kp
1 L‘E p=lf‘"%\PT (m]\{’Y (m) < A (dm) x, x >]

nmJ

2
n g

A
Désignons par \PT 1a restriction de kPT a WWi.

L’expression s'écrit alers ¢

kK =~k
n A~ P q

!
= Z
1 L n p=1 fhh‘fT (m} <A  (dm) x, x> }

i O

2
n g

Faisons tendre n vers 1'infini et remarquons due d'aprés 1'hypothése

k =k
A P Qg

Jlim Iqt \eT m} <A (dn x, x> =0 x € EO
po

et comme pour 1'intégrale étendue a TQZ. la limite est nulle ce qui achéve

la démonstration du théoreme.

Remargue :

Ce résultat s'étend sans aucune difficulté au cas d'un opérateur
J - normal appartenant & la sous - algébre de JZ[X] (cd x est uniformément
convexe) faiblement fermée engendrée par une famille booléenns de ﬂf_ pro-
Jection. Mais ceci présente peu d*intér&t tant gu'on ne sait pas répondrs

a la question 2b du Ch. I.
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IV = Un thénoréme d’existence :

La démmnstration qul st.% est basée sur un lemme de S. Kakutani

[151 et est trés voisine de la démonstraeticn de son théoreme [15] .

Lemme :
Soient E un espace uniformément convexe et {xn} e une sufte
d*éléments de E telle que pour tout n ||xn||A§ M et gui converge faible-

ment vers zéro. Alors, il existe une sous suite {x_ } , 1 < m, <m, <.,
m néanN 1 2

n
extraite de X telle que :

< EVM pour n N

ol % Max L% , 1 -8 E%) < 1 est une constantc indépendante de 1la suite

donnée,
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& est le mocule d'uniforme convexité défini par la condition

Ve> 0 368(()>0 Hx = yll > e mex (]jx}]|, ]yl D
> =52 || < 1= ctend max (]]«]].]]yl])
Théoréme :

Soient £ un espace uniformément convexe séparable, Tn unu suit:
de coentractions de £ telle que pour tout x € E Tq x converge faiblemcnt
vers zéro, Alors, 1l existe une sous suite croissante d'entiers ni telle

n,
i .
T x convergent fortement vers zirc

neo

guc les moyennes de Césaro %

i=1

pour tout x € E.

Démonstration :

Soit S = {x } une suite tctale dans E avec |lx =1 .

k keild K|;

I1 suffit do preouver gue le théoréme est vrai peour tout Xy € S.
Soit la suite

2 Xqr ree s T X. s aes avec ||Tn X

n %1 <1 (¥ n)

1

Alers, 11 existe une sous suite {ml} d’entéers telle gue

p peN, p > 1
1 1 1

1< my < m, <...< mp oo @t gui vérifie :

Tml X4 + Tml Xy
(v p€MN) 2p~-1 2p < B
p>1 2 ‘ -

ot O 2 €té céfini dans le lemme.

Pour tout x = A X, ¥ {1 - X} x A e[b,l] considérons la

2'
suitc
T1X+T1X T 1 X"‘Tlx
m3 my m2p-l m2p
2 s 20ae 2 F]
alors il existe une scus suite croissante d'sntiers { mi } Dem extroite

i) F2) 1te 1 Y:
de la suite { mp 1 peN, po>3 telle ‘que



- 173 -

T x+T5 + T 2 + T 2 X
n m m m
4Kk+1 4K+2 4k+3 4({k+1)

< énm ke

-

T4 x+ T 1 x

ms.._ m
avec M = Sup 2p-1 2p
peN 2
P22
od © est indépendant ue la suite donnée donc de x.
si A=1 x= Xy et M= O d'eprés la premiere partie
A =0 x = X5 et M =1

Par conséquent, 1'in€galité ci dessus nous donne pour

1
Tm2 Xy * Tmz X, ¥ Tmz .3 X, * Tmﬁ[r+14 X3
4p+1 4p+2 P P
X = X
4 l
T X, + T X+ T X, + T X
2 2 2 2 2 2 2 2
p+1 4p+2 4p+3 4{p+1)
X = X
2 4 ]

pour x = x, avec 1 > 2, ces sommes de 4 termes scnt évidemment majcrizs

i
par 1.

Poursuivons le raiscnnement par récurrence. Supposons gue &
1’étape n nous ayons trouvé une suite {m:} pen telle que les blucs
dyadigues dz longueur 2"

T x+ T4 X+ ,au + T
m _n m on m n
n_  k 2+l k20 +2 (k+1)2
x = kEN
k 2n

soilent majorés par'E*n+l-p pour x = x_p 1,2, vea, D

et par 1 pour x

"
x
RS
\
3

Considérons alors une suite de tels bleocs dyadiques obtenue

en supprimant la premier de ces blocs (k > 0) et avec

A

A9
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r|+l i i l 2 ‘f
x = BT xg MeR, A+ =1, 0215 L2000
[ T n x v T X+ wea v T
m o n m' m n
n Kk 241 k 21 (k+1)2
x SN k>1

Par applicaticon du lemme, il oxiste une sous suite d'entiers { ki}
i

ieid
telle que
n
X + X
k?i—l 21 n
= < &M avec M = Sup lekll
2 k€N
Posons alors :
mn+l o mn+1 - n+l " n mn+l
Y =N n ) ass 3 = n » ! = s esa, -1 =
1 Ko 2 o1 N [ko+l]2 2n+1 kq 2'+1 it l
mn n mn+1 I mn+1 - mn
(kyr13 2 12™1 k2" (102)2"  k+222"
1'inégalitd ci dessus s'écrit :
-
' Tmrwl +] T Tmm-ln-ﬁ]. et rﬂh+1 +l><
neiff k 2" k2" % 2 (k+1) 2" o
X K = < ™
h 2n+l

Pcsens X F

1 pecur p € {1,2,...

n} alurs x = X «t ¢'aprés

1'hypothése de récurrence M = ern*i=e » done pour x = X P ¢{1,3,..,n}
le bloc dyadique correspondant noté x:+i est tel gue
-

.

lmn+1 xD + Tmn+l xP *oues t Tmn+1 xp
n+1 K 2"y k 2™ k)22 PSS
X < <
P,k ’ n+l -

2

Sip=zn+lonax = X sl et le bloc dyadique =st majoré par &
Pour g > n + 1, les blocs dyadiques sont majerés par 1, ce qui aochaévi o

raiscnnemant par récurrrencs.



- 175 -

Construisons alors la sous suite {Tn} en posant
1 1 1P e . 5

n, =1, n2 = m1 . n3 = m2 s sse n2p = m1 s sae 5 N = m

et montrons que pour tcut X4 € 38 les moyennes de Césaro

P
T X5 convergent fortement vers zéro.

0l

Soit p tel que r 29 < p (r+1) 29 r ot qg €N

—

alors :

—
1

T ok T g
k2

nr2q+1 D

q

d*'ol en remarguant gque le second terme de cette somme est une somme ce x5

avec k = 1,2,... (r-1)

on a sig>31

q grl-i
I
d*ol
T x, + T X, * «aa + T X, .
n, i n, i n_ i (g+1-1)
P . Lhnse-n® + 29
P B P

Faisons tendre r vers 1'infini alors p —> <« et

T X, * aae + T X
n i n

1 o] *

< 1lim

1im
p—»

{r-1) ©-a*1-i E},Q*l‘i
p

Mais, comme g est arbitraire et que <1 on a

T X, * ses * T X
n i n
1 £

P

¢ S ce qui acheéve la démonstration.

i

1im
P

pour tout x

=0

i
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