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S U R LA D E R I V A T I O N D ' U N E M E S U R E V E C T O R I E L L E 

p a r 

Jean P E L L A U M A I L 

M a î t r e - A s s i s t a n t - D é p a r t e m e n t de M a t h é m a t i q u e s 

F a c u l t é des S c i e n c e s d e R e n n e s 

I n t r o d u c t i o n . 

D a n s t o u t e c e t t e é t u d e , on c o n s i d è r e u n e s p a c e m e s u r e (ft,^,y) 

(avec y a - f i n i e ) , u n e s p a c e v e c t o r i e l V en d u a l i t é a v e c V et une f o n c t i o n 

cf d é f i n i e sur *t* B à v a l e u r s d a n s V , a - a d d i t i v e p o u r la t o p o l o g i e a ( V , V ] 

et d o m i n é e p a r y. 

Au p a r a g r a p h e A, en u t i l i s a n t la p r o p r i é t é d e " l i f t i n g " (cf. \p\) 

on m o n t r e l ' e x i s t e n c e d ' u n e b a s e de d é r i v a t i o n p r i v i l é g i é e : r e l a t i v e m e n t 

à c e t t e b a s e d e d é r i v a t i o n , la c o n v e r g e n c e p r e s q u e - p a r t o u t des d é r i v a n t s 

est r e m p l a c é e par la c o n v e r g e n c e p a r t o u t dans c e r t a i n s t h é o r è m e s c l a s s i q u e s 

où y est s u p p o s é e f i n i e . 

A u p a r a g r a p h e B , on é t u d i e le cas où les "mesures s c a l a i r e s " a s s o ­

ciées à o n t d e s d e n s i t é s b o r n é e s . L'idée d u lemme é l é m e n t a i r e B-l est l'une des 

idées d i r e c t r i c e s d e l ' étude, à s a v o i r : à t o u t e p o s i t i f , on a s s o c i e une p a r t i -
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t i o n a t e l l e que p o u r t o u t e p a r t i t i o n plus fine 3 on ait - _< e 

(en d é s i g n a n t p a r le d é r i v a n t a s s o c i é à la p a r t i t i o n a ) . 

L ' u t i l i s a t i o n de ce lemme et de la b a s e d e d é r i v a t i o n d é f i n i e au 

p a r a g r a p h e A p e r m e t de p r é c i s e r le t h é o r è m e 7 de \§] et d'en s i m p l i f i e r la 

d é m o n s t r a t i o n -

D a n s t o u t e la s u i t e d u c h a p i t r e , on s u p p o s e que V e s t un e s p a c e 

de B a n a c h et que est f o r t e m e n t a - a d d i t i v e . 

A u p a r a g r a p h e C, on étudie le c o m p o r t e m e n t d e s d é r i v a n t s q u a n d 

la v a r i a t i o n t o t a l e de e| n'est pas a - f i n i e . L ' i d é e d u l e m m e 0 3 e s t a n a ­

logue à c e l l e du l e m m e B-l q u a n d on se p l a c e au v o i s i n a g e de l ' i n f i n i : 

à t o u t e n t i e r p , on a s s o c i e une p a r t i t i o n a t e l l e que p o u r t o u t e p a r t i t i o n 

plus f i n i e 6 on ait \D^\ j> p. 

D e p l u s , un c o n t r e - e x e m p l e s i m p l e m o n t r e q u e , m ê m e si V est r é f l e x i f 

s e p a r a b l e , la v a r i a t i o n t o t a l e d e <JÇ> peut ne pas être a - f i n i e , ce q u i d i f f é ­

r e n c i e le cas d ' u n e s p a c e v e c t o r i e l de d i m e n s i o n i n f i n i e du cas d'un e s p a c e 

v e c t o r i e l de d i m e n s i o n f i n i e . 

E n f i n , au p a r a g r a p h e D, on é t u d i e l'existence ou l ' a b s e n c e de 

" d e n s i t é f a i b l e " : on m o n t r e s u r t o u t qu'il n'y a pas d e d e n s i t é f a i b l e si 

la v a r i a t i o n t o t a l e n'est pas a - f i n i e , r é s u l t a t que laissait e s p é r e r le 

p a r a g r a p h e C. 
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L e t h é o r è m e D-4 r e p r e n d les r é s u l t a t s e s s e n t i e l s du c h a p i t r e 

q u a n d V est u n e s p a c e d e B a n a c h . E n s i m p l i f i a n t , ce t h é o r è m e d i t q u e l'es­

pace i n i t i a l Q se d é c o m p o s e en d e u x p a r t i e s : 

- u n e p a r t i e K où " r i e n ne m a r c h e " c ' e s t - à - d i r e que l a v a r i a t i o n t o ­

t a l e n ' e s t p a s a - f i n i e , q u ' i l n'y a pas d e d e n s i t é f a i b l e et q u e la n o r m e 

d e s d é r i v a n t s ( a s s o c i é s à u n e b a s e de d é r i v a t i o n p r i v i l é g i é e ) ' c o n v e r g e 

p r e s q u e - p a r t o u t v e r s l ' i n f i n i , 

- u n e p a r t i e (îî \ K) où "tout m a r c h e b i e n " c ' e s t - à - d i r e q u e la v a ­

r i a t i o n t o t a l e est a - f i n i e , q u ' i l e x i s t e u n e d e n s i t é f a i b l e et que les 

d é r i v a n t s ( a s s o c i é s à u n e b a s e de d é r i v a t i o n p r i v i l é g i é e ) c o n v e r g e n t f a i ­

b l e m e n t p r e s q u e - p a r t o q t v e r s c e t t e d e n s i t é f a i b l e . S i V çst r é f l e x i f , c e t ­

te d e n s i t é f a i b l e e s t a u s s i u n e d e n s i t é f o r t e . 

A - l . N o t a t i o n s : 

D a n s ce c h a p i t r e , o n u t i l i s e r a les d é f i n i t i o n s et les n o t a t i o n s 

d e [6], P l u s p r é c i s é m e n t , on c o n s i d é r e r a : 

a) u n e s p a c e m e s u r é ( f l , $ , y ) , la m e s u r e é t a n t s u p p o s é e p o s i t i v e et 

a - f i n i e , 

b) u n e s p a c e l o c a l e m e n t c o n v e x e V e n d u a l i t é a v e c V (cf. [l])> 

c) u n e f o n c t i o n d é f i n i e s u r , à v a l e u r s .dans V, a - a d d i t i v e p o u r 

la t o p o l o g i e a ( V , V ) et d o m i n é e p a r y, c ' e s t - à - d i r e q u e , si A a p p a r t i e n t 

à $ et si y (A) = 0, a l o r s cf(A) = 0. 
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A - 2 . " R e l è v e m e n t " : 

S o i t (fi ) 0 u n e p a r t i t i o n de fi t e l l e q u e , p o u r tout n , fi a p -
n n>u n 

p a r t i e n t à $ et y(fi^) < + 00 ; s o i t ^ l ' e n s e m b l e d e s é l é m e n t s d e *S< 

c o n t e n u s d a n s fi . D ' a p r è s [5] * on s a i t q u e , quel que soit n , il e x i s t e 

un a n n e a u ck s a t i s f a i s a n t aux c o n d i t i o n s s u i v a n t e s : 
n 

(i) ^ c <?n 

(ii) ft a p p a r t i e n t à Je 
n n 

(iii) s i A a p p a r t i e n t à ck et si y(A) = a l o r s A = 0 

(iv) s i B a p p a r t i e n t à ^ , il e x i s t e B' a p p a r t e n a n t à Ji^ tel que 

y ( B A B') =• 0 (en d é s i g n a n t p a r A la d i f f é r e n c e s y m é t r i q u e ) . O n d é s i g n e r a 

p a r cfc l'anneau e n g e n d r é par la r é u n i o n d e s . 

A - 3 . B a s e de d é r i v a t i o n " p r i v i l é g i é e " : 

O n d é s i g n e r a p a r ^ ^ a ^ a e I

 l a f a m i l l e d e s p a r t i t i o n s d é n o m b r a b l e s 

de Çl, p a r t i t i o n s c o n s t i t u é e s d ' é l é m e n t s de àt ; une t e l l e b a s e de d é r i v a ­

t i o n s e f a a p p e l é e b a s e de d é r i v a t i o n o r i v i l é g i é e ( a s s o c i é e à l'anneau 

S u r I on i n t r o d u i t la r e l a t i o n d ' o r d r e f i l t r a n t e : 

a < 3 si et s e u l e m e n t s i plus f i n e que . 
~~ ex p 

A - 4 . D é r i v a n t s : 

E t a n t d o n n é a a p p a r t e n a n t à I, on p o s e : 

" D ^ o O = 1E2 . (on note que y (F) * 0 ) . 

a 
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b o r n é e _ g t _ f a i b l e m e n t _ c o m g l è t e . 

B - l . L e m m e : 

Soit m une mesure réelle définie sur et admettant3 par rap­

port à ]ij une densité y - • e s s e n t i e l l e m e n t bornée ; alors* pour tout e posi­

tif* i l existe a élément de I tel que : a j> g implique 

D m ( w ) - D , ( w ) | < e. 
CX p — 

P r e u v e : N o t o n s , d ' a b o r d , que ce lemme est t r è s v o i s i n d u lemme V I - 8 - 3 de 

[ĵ'J . S o i t f u n e f o n c t i o n b o r n é e d é f i n i e s u r fi et à va l e u r s d a n s fP t e l l e 

que m = / f . d y. E t a n t d o n n é iï^ (cf. A - 2 c i - d e s s u s ) , e p o s i t i f et p a p p a r ­

t e n a n t à TZ., s o i t A ( n , e , p ) le d o m a i n e d e 0^ où l'on a : p.e <_ f <_ (p+l).e . 

S o i t , a l o r s , A ' ( n , e , p ) l'é l é m e n t d e $ t e l q u e y [Àtn,e,p) A A'Cn,e,p)J = •. 

L a f a m i l l e (A'(n,e,p)) 0 ~ est un é l é m e n t ex d e I q u i s a t i s f a i t à la c o n -

n>0,çcT 

d i t ion d u l e m m e . 

B - 2 . T h é o r è m e : 

On suppose qu'il existe une partie H de M bornée et complète pour 

la topologie C J ( V , V ) telle que3 pour tout élément A de 3\, *f^) appartien-
yCA) 

ne à H. Alors 

1°) cp admet une densité faible f relativement à y (cf. [fi] ) . 

2°) Pour toute base privilégiée3 les dérivants ( D ^ a e j convergent3 sui­

vant I3 faiblement uniformément vers f. 

Pr e u v e : D ' a p r è s le t h é o r è m e de R a d o n - N i k o d y m , les h y p o t h è s e s d u t h é o r è m e 

B-2 i m p l i q u e n t q u e , p o u r tout y a p p a r t e n a n t à V , la m e s u r e s c a l a i r e 
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<u(,y> a d m e t , p a r r a p p o r t à y, une d e n s i t é y - e s s e n t i e l l e m e n t b o r n é e . 

Le lemme 2-1 e x p r i m e a l o r s que la f a m i l l e d e s d é r i v a n t s (D ) _ est r a a €.1 

f a i b l e m e n t u n i f o r m é m e n t de C a u c h y . On en d é d u i t le t h é o r è m e B-2 p u i s q u e 

H est une p a r t i e c o m p l è t e . 

B - 3 . E x e m p l e : 

Da n s [jî], D I N C U L E A N U d é m o n t r e , e n t r e a u t r e s , un t h é o r è m e de 

R a d o n - N i k o d y m où la m e s u r e est à v a l e u r s d a n s un e s p a c e d ' o p é r a t e u r s 

(cf. t h é o r è m e 1 de |3Q ) • On peut n o t e r q u e c e r é s u l t a t e s t un cas p a r ­

t i c u l i e r d u t h é o r è m e B - 2 . U t i l i s o n s les n o t a t i o n s de , c ' e s t - à - d i r e : 

§> e s t un an n e a u de p a r t i e s de T, E et F sont d e u x e s p a c e s d e B a n a c h , 

Z e s t un s o u s - e s p a c e d u d u a l f o r t F' de F , Z' est le d u a l f o r t d e Z et m 

est u ne f o n c t i o n a - a d d i t i v e , d é f i n i e sur QL> et à v a l e u r s d a n s 

dont la v a r i a t i o n t o t a l e y est f i n i e . 

On se propose de prouver qu'il existe une application U m de T 

dans o£>(E,Z') telle que3 si x appartient à Eâ si z appartient à I et si 

A appartient à B 3 on a : < m ( A ] . x , z > = ^ <U ( t ) . x , z > d y ( t ) . 

[ r é s u l t a t de la 31èm e ligne d e la page 186 de ). 

P r e u v e : On d é c o m p o s e la d é m o n s t r a t i o n en d e u x parties» 

a) D é s i g n o n s p a r h l ' a p p l i c a t i o n c a n o n i q u e de <&CE,F] d a n s ^>(E,Z') 

d é f i n i e par <ux , z > = < h ( u ) x , z > p o u r x a p p a r t e n a n t à E , z a p p a r t e n a n t à Z 

et u a p p a r t e n a n t à , F ] , Cette a p p l i c a t i o n a une n o r m e i n f é r i e u r e ou 

ég a l e à 1. L a f o n c t i o n h o m est d o n c u ne m e s u r e v e c t o r i e l l e d é f i n i e s u r 

§b , à v a l e u r s dans & ( E , Z ' ) et de v a r i a t i o n t o t a l e i n f é r i e u r e o u égal e 

à y. On pose £f = h ° m . 
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b) O n d é s i g n e p a r t o p o l o g i e s u r V = 4>(E,Z') la t o p o l o g i e d e la 

c o n v e r g e n c e s i m p l e s u r E : , Z' é t a n t m u n i d e la t o p o l o g i e f a i b l e 

o ( Z ' , Z ) . O n d é s i g n e p a r V le d u a l d e V p o u r la t o p o l o g i e . D ' a p r è s ft] 5 2 , 

C o r . 3 , 1 a b o u l e u n i t é de o £ ( E , Z ' ) e s t r e l a t i v e m e n t c o m p a c t e p o u r la t o ­

p o l o g i e ^ > . O n p e u t d o n c a p p l i q u e r le t h é o r è m e B-2 c i - d e s s u s en p o s a n t 

T c ft, - 6 - a n n e a u e n g e n d r é p a r fi et = f Cm se p r o l o n g e é v i d e m m e n t 

à 3* p u i s q u e l a v a r i a t i o n t o t a l e d e m e s t f i n i e ) 

c) N o t o n s q u e , d a n s le cas d e [jl] # la n o r m e de h e s t é g a l e à 1 

(cf. h a u t d e la p a g e 183) d o n c la n o r m e d e U m e s t é g a l e à 1. 

6-4. R e m a r q u e s s u r l ' h y p o t h è s e " c o m p l e t " . 

D a n s c e p a r a g r a p h e , on s u p p o s e q u e —j-j- (ck) e s t c o n t e n u d a n s 

uno p a r t i e H b o r n é e p o u r l a t o p o l o g i e a C V j V ) . P o u r p o u v o i r a p p l i q u e r 

le t h é o r è m e B - 2 , il s u f f i t q u e l ' a d h é r e n c e H d e H s o i t c o m p l è t e . N o t a m ­

m e n t : 

a) S i V e s t le d u a l W d ' u n e s p a c e t o n n e l é s é p a r é , o n s a i t que 

V = W e s t quasi^-complet p o u r la t o p o l o g i e a ( V , W ) d o n c H est c o m p l e t . 

b) S i V e s t u n e s p a c e t o n n e l é , d é s i g n o n s p a r V s o n d u a l et V " s o n 

b i d u a l ; V p e u t ê t r e c o n s i d é r é c o m m e p l o n g é d a n s V " d o n c cp p e u t ê t r e 

c o n s i d é r é e c o m m e u n e f o n c t i o n à v a l e u r s d a n s V " . 'D'après B-2 et B - 4 - a , 

il e x i s t e d o n c u n e d e n s i t é à v a l e u r s d a n s V " , d e n s i t é p o u r la t o p o l o ­

gie o ( V " , V » ) . 
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C - l . H y p p t h è s e s et n o t a t i o n s : 

Da n s t o u t ce p a r a g r a p h e B, on c o n s e r v e les h y p o t h è s e s i n d i q u é e s 

e n A-l et on s u p p o s e , d e p l u s , que V e s t u n e s p a c e de B a n a c h et que e s t 

f o r t e m e n t a - a d d i t i v e , ce qui é q u i v a u t (cf. [fQ ) à p r e n d r e p o u r V le d u a l 

d e V da n s l ' h y p o t h è s e A - l - c . La no r m e d a n s V s e r a n o t é e |.| . 

No t o n s que le fait d e s u p p o s e r l ' e x i s t e n c e de y ne r e s t r e i n t e n 

r i e n la g é n é r a l i t é d e cp à c a u s e d u lemme f o n d a m e n t a l I V - 1 0 - 5 de . 

On d é s i g n e p a r v(A) la v a r i a t i o n t o t a l e de cf s u r A (A é t a n t 

un é l é m e n t de ^ ). On d é s i g n e p a r o la f a m i l l e d e s é l é m e n t s S de 

tels que : si B a p p a r t i e n t à et si B est c o n t e n u d a n s S, a l o r s v(B) 

es t s o i t n u l l e s o i t i n f i n i e . O n v é r i f i e que est s t a b l e p o u r la r é u n i o n 

d é n o m b r a b l e et q u e , si S a p p a r t i e n t à ^ f , s i A a p p a r t i e n t à ^ et s i A 

est c o n t e n u d a n s S, a l o r s A a p p a r t i e n t à ^f. 

C-2. L e m m e : 

II existe un element K de if tel que la variation totale de 

soit a-finie sur (fi \ K). 

P r e u v e : S u p p o s o n s y f i n i e (cf. lemme I V - 1 0 - 5 de ). Soit a la b o r n e 

s u p é r i e u r e d e s y (A) p o u r t o u s les é l é m e n t s A de ^ t e l s q u e v ( A ) < + 0 0. 

Soit (A ) _ une s u i t e d ' é l é m e n t s A de ^ t e l l e que : 
n n 0 n 

- d ' u n e p a r t , p o u r t o u t n , v(A ) < + «> 
n 

- d ' a u t r e p a r t , a = S u p . y (A ). 

n>0 n 
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ll s u f f i t , a l o r s , de p r e n d r e p o u r K le c o m p l é m e n t a i r e d e la r é u ­

n i o n d e s e n s e m b l e s A . 

n 

S u r (fi \ K ) , on c o n n a î t le c o m p o r t e m e n t d e s d é r i v a n t s (cf. B-2 

c i - d e s s u s ) . O n v a d o n c , m a i n t e n a n t , é t u d i e r le c o m p o r t e m e n t d e s d é r i v a n t s 

s u r K . 

C - 3 . L e m m e (fond.amenta 1 ) : 

Quel que soit l'élément S de f et quel que soit l'entier posi­

tif p., i l existe une partition dênanbràble ( S n ) ^ > 0 de S telle que .: D con­

tenu dans S et y(D) ¥ 0 implique ^ [^l > p. 

P r e u v e : P o u r a l l é g e r l ' é c r i t u r e , on d i r a q u ' u n é l é m e n t A d e *J s a t i s f a i t 

à la c o n d i t i o n p * s'il e x i s t e u n e p a r t i t i o n (A ) n d e A t e l l e que : D 
r n n>0 

o>(D) 
c o n t e n u d a n s A et y(D) ¥ • i m p l i q u e ' > p. 

n n y (D J — 

O n c o n s i d è r e , a l o r s , u n e n t i e r p o s i t i f p , u n é l é m e n t S d e if et 

une p a r t i t i o n (R ) n d e S t e l l e q u e , p o u r t o u t n , y ( R ) soit f i n i e . S o i t 
n n > 0 n 

(ft^ la f a m i l l e d e s é l é m e n t s d e $ c o n t e n u s d a n s et s a t i s f a i s a n t à la c o n ­

d i t i o n p*". S o i t a ^ la b o r n e s u p é r i e u r e d e s y (A) p o u r t o u s les é l é m e n t s A 

de e t soit (R . ) . u n e s u i t e d ' é l é m e n t s d i s j o i n t s de $k t e l l e aue 
n n,k K>0 n 

a = S u p . H j R .1 • S o i t B = R. n = R \ I I R , . O n v a d ' a b o r d p r o u -

n k>o b<K H D' n fe& n'k 

v e r que y(B) = 0. P o u r c e l a , r a i s o n n o n s p a r l ' a b s u r d e . O n s u p p o s e d o n c 

y ( B ) ¥ 0, c e qui i m p l i q u e v(B) ¥ 0. Il e x i s t e d o n c u n e p a r t i t i o n f i n i e 

^ B k ' k c K d e B t e l l e c' L , e : 
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Z M B J I 1 2 P • 1 ^ B J = 2 P - PCBD 
k é K • keK 

d o n c il e x i s t e un é l é m e n t k c de K t e l que y ( B ) ¥ • et 

(B )| > 2p . y ( B ). E t a n t d o n n é le v e c t e u r x = c f (B ), d ' a p r è s le 
1 K 0 . K c K 

t h é o r è m e de H a h n - B a n a c h , il e x i s t e ùn é l é m e n t y du d u a l V de V t e l q u e 

|y| = 1 et <x,y> = |x|. S o i t f la d e n s i t é , r e l a t i v e m e n t à y, d e la m e s u r e 

r é e l l e < ^ p , y > . P a r c o n s t r u c t i o n , on a «f"(B. ),y> = | co [ B. D | > 2 p . y ( B , ) 

d o n c le d o m a i n e Q, où f est s u p é r i e u r o u é g a l à p , a u n e m e s u r e y(Q) n o n 

n u l l e . M a i s , p o u r tout é l é m e n t D d e ̂  c o n t e n u d a n s Q, on a > p 

y (D J — 
ce q u i c o n t r e d i t la d é f i n i t i o n de a . 

n 

• n en d é d u i t , a l o r s , que (R . ) _ , ̂ n c o n s t i t u e u n e p a r t i t i o n 
n,k n > 0 , k > 0 

d e S q u i s a t i s f a i t à la c o n d i t i o n d u l e m m e . 

0 4 . T h é o r è m e : (Etude d e s d é r i v a n t s s u r K) 

Soit (ft, 3^,y) un espace mesuré> la mesure y étant positive et 

o-finie. Soit ( ) T une base de dérivation privilégiée (of. A - 3 c i -

d e s s u s ) . Soit V un espace de Banach et ayune application de dans V 

fortement o-additive et dominée par y. Soit K un élément de tel que3 

pour tout élément A de $ contenu dans K, la variation totale v(A) de 

sur A est soit nulle soit infinie. Alors3 i l existe un élément K' de 

tel que y(K') = v(K') = • et tel que la farmlle converge3 suivant Ij 

vers + « sur ( K \ K ' ). 

P r e u v e : On d é s i g n e p a r ck et par [Q ) n l ' a n n e a u et la p a r t i t i o n a s -
° n n>U 

s o c i é s à la b a s e de d é r i v a t i o n p r i v i l é g i é e c o n s i d é r é e (cf. A - 3 c i - d e s s u s ) 

P o u r a l l é g e r l ' é c r i t u r e , on s u p p o s e que K e s t c o n t e n u d a n s l'un d e s Q . 
n 
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A t o u t e n t i e r p, a s s o c i o n s u n e p a r t i t i o n (K P) n d e K t e l l e 
h K n n>0 

que D c o n t e n u d a n s K P , D é l é m e n t de 3* e t y(D) / 0 imp l i q u e C ^ | ^ >. p. 

(cf. C-3 c i - d e s s u s ) . E t a n t d o n n é K P , s o i t K , P l ' é l é m e n t d e ^ t e l q u e 
n n 

y ( K P A K , P > = 0. P o s o n s : K' = V ,̂ J ( K P \ K ' P ) . O n a y(K') = 0. S o i t 

n n — Z n n n 
n> Û , p > 0 

u n e n t i e r p et u n é l é m e n t a) d e (K v K ' ) . Il e x i s t e n G tel que co a p p a r -

t i s n n e à K , P . S o i t a la p a r t i t i o n ( K ' P , (fi \ K ' p ), (fij • } : p o u r 

t o u t e p a r t i t i o n 3 plus f i n e q u e a, o n a u r a |D,f(u>)| > p. (c.q.f.d.) 
P ~ ~ 

C - 5 . C o n t r e - e x e m p l e s ; 

On d é s i g n e p a r c D l ' e s p a c e d e B a n a c h d e s s u i t e s ^ x

n ^ n > 0 d e 

réels c o n v e r g e a n t v e r s 0 m u n i d e l a n o r m e : ||x|| = Su p |x L (cf. [k] )• 
n>0 n 

N o t o n s q u e c 0 et so n d u a l f o r t s o n t s é p a r a b l e s . 

a) Premier contre-exemple : le but du contre-exemple qui suit est 

de montrer que la variation totale peut être o-finie sans être finie : 

la question se pose car* si V est de dimension finie* alors la variation 

totale est finie puisque est o-additive. 

O n p r e n d fi = fN et V = c Q ; on p r e n d p o u r ^ la t r i b u d e s p a r ­

t i e s d e IN i e n f i n , on pos e ({n}) = — (6 ) n a v e c 6 = 1 si n = p 
1 n n , p p > u n,p 

et 6 * 0 s i n ¥ p. 
n,p 

O n v é r i f i e f a c i l e m e n t que e s t a - a d d i t i v e d e v a r i a t i o n t o t a l e 

o - f i n i e m a i s n o n f i n i e . 
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b) Deuxième contre-exemple : le but du contre-exemple qui suit est de 

montrer que l* ensemble K du lemme C-2 ou du théorème C-4 n'est pas néces­

sairement de mesure nulle 3 <f étant à valeurs dans un espace réflexif sépara-

ble* 

On p ose fi = [p#lj* = t r i b u d es b o r é l i e n s de fi et y = m e s u r e de 

L e b e s g u e s u r S o i t V = L^(y] (espace de H i l b e r t s e p a r a b l e ) et so i t cp 

l ' a p p l i c a t i o n de d a n s V d é f i n i e p a r Cp(A) = 1^. 

A l o r s , est u n e a p p l i c a t i o n f o r t e m e n t a - a d d i t i v e de 7* d a n s V 

d o m i n é e par y. De p l u s , si A a p p a r t i e n t à ^ et s i y (A) / 0, il e x i s t e B 

et C é l é m e n t s d e 5̂  tels que B O C = 0, A = B U C et y (B) = y(C) ce q u i i m ­

pliq u e | cp (B) | + |q> (C) | = /2 . | cf (A) |. On e n d é d u i t f a c i l e m e n t que la 

v a r i a t i o n t o t a l e de cf est i n f i n i e s u r to u t b o r é l i e n D d e m e s u r e y(D) 

no n n u l l e . 

D - l . H y p o t h è s e s et n o t a t i o n s : 

D a n s t o u t ce p a r a g r a p h e D, en plus d e s h y p o t h è s e s i n d i q u é e s en 

A - l , on s u p p o s e que V est un d u a l W d ' e s p a c e d e B a n a c h W et que cp est 

f o r t e m e n t cr-additive. L es n o r m e s d a n s W et W s e r o n t n o t é e s |.| . R e m a r -

^ Ce c o n t r e - e x e m p l e m ' a été s i g n a l é par M o n s i e u r C H O Q U E T . 
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q u o n s q u e , si V est un e s p a c e d e B a n a c h q u e l c o n q u e , tout ce qui su i t s'ap­

p l i q u e à c o n d i t i o n de c o n s i d é r e r M c o m m e " p l o n g é " dans son b i d u a l V". 

On c o n s e r v e les n o t a t i o n s i n d i q u é e s e n C - l . 

D ~ 2 . L e m m e (topologique) : 

Soit H une partie separable du dual W d'un espace de Banach W ; 

alirSj i l existe une famille dênombrable ( z n ) n > Q d'éléments dp la boule 

unité de W telle que* pour tout élément y de H * on ait : 

IVI = S u p |<z , y > | . 

n> 0 

P r e u v e : S o i t (y ) ^ urfe s u i t e d ' é l é m e n t s d e la b o u l e u n i t é d e H, d e n s e 
Jn n>0 

d a n s c e t t e b o u l e . E t a n t d o n n é s d e u x e n t i e r s n et k, soit x , un é l é m e n t 
n,k 

de la b o u l e u n i t é de W tel que <y ,x > > 1 - 1/k. La f a m i l l e d é n o m -
M 1 J n n,k 1 — ^ 

b r a b l e (x , ) 0 , 0 s a t i s f a i t aux c o n d i t i o n s du l e m m e . 
n,k n > 0 , k > 0 

D - 3 . L e m m e : 

En plus des hypothèses indiquées en D-l^ on suppose qu'il exis-
de«f 

te une densité faibïe\/relativement à la dualité (W',W) * c'est-à-dire une 

application f de fi dans W telle que* pour tout élément x de W 3 et pour 

tout élément A de * on ait : <cf(A),x> - / A < f , x > . d y . Soit vK une 

tribu à base dênombrable contenue dans : alors* i l existe une tribu ^ 

telle que ^ c C^^3' et telle que* relativement à ^ * a une varia­

tion totale o-finie. 

P r e u v e : S o i t (C,), 0 u n e p a r t i t i o n de fi ( c o n s t i t u é e d ' é l é m e n t s d e s ) 

k k>0 
t e l l e q u e , p o u r t o u t k, y ( C ) < + «>. 

K 
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O n d é s i g n e p a r la t r i b u e n g e n d r é e p a r \$ et la p a r t i t i o n 

c i - d e s s u s . O n c o n s t r u i t ^ n P a r r é c u r r e n c e d e la f a ç o n s u i v a n t e : 

E t a n t d o n n é e % t r i b u à b a s e d é n o m b r a b l e , soit K le s o u s - e s p a c e v e c -
J n n 

t o r i e l d e W f o r t e m e n t f e r m é e n g e n d r é p a r tft^j^ (qui e s t d o n c s e p a r a b l e ) . 

D ' a p r è s le lemme D - 2 , il e x i s t e u n e s u i t e (z ) n (n fixé) t e l l e q u e , 

po u r t o u t K, |z .| = 1 et |y| = S u p | <z . , y > | . S o i t % 3a t r i b u q u i 
n , K ^ > Q n , K (jn+i 

c o n t i e n t et qui rend m e s u r a b l e t o u t e s les " p r o j e c t i o n s " < ^ ^ z

n ^ > p o u r 

n f i x é et K p o s i t i f (la t r i b u ^ n + i
 e s t ^ b a s e d é n o m b r a b l e p u i s q u e la t r i ­

bu d e s b o r é l i e n s d e fR e s t à b a s e d é n o m b r a b l e ) . 

O n d é s i g n e , a l o r s , p a r ̂  la t r i b u e n g e n d r é e p a r la r é u n i o n d e s 

(pour, n p o s i t i f ) et p a r K le s o u s - e s p a c e v e c t o r i e l d e W f o r t e m e n t f e r ­

m é e n g e n d r é par la r é u n i o n d e s K n (pour n p o s i t i f ) . 

S o i t A P , l ' e n s e m b l e d e s é l é m e n t s a) d e fi t e l s q u e fcfCoOjZ . >"! < 

n , K - i l n , k .im­

p o s o n s a l o r s A p = ( ^ A P , (ce q u i d é f i n i t u n é l é m e n t de % ) . 

n > 0 , k > 0 n ' k * 

fi = (J A P e t , si B a p p a r t i e n t à *3* et est c o n t e n u dans A P , la v a r i a t i o n 
p>0 

t o t a l e de <-p s u r B , v a r i a t i o n r e l a t i v e m e n t à la t r i b u ^ e s t i n f é r i e u r e ou 

é g a l e à [p.y(B)J d o n c la v a r i a t i o n t o t a l e d e ĉ > est cr-finie r e l a t i v e m e n t à 

la t r i b u ^ . 

D-4. T h é o r è m e : 

Soit W un dual d1 espace de Banach W, soit fi un ensemble et 

une tribu de parties de fi3 soit cp une application de dans W fortement 

o-additive. Alorsâ i l existe un élément K de S tel que3 quelle que soit 

la mesure y positive o-finie dominant ^ et quelle que soit la famille 
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* D a * a e I ^ e s dérivants associés à une base privilégiée (cf. A - 3 ai-dessus) 

on a : 

d'une partj sur (ft \ K) : 

a) la variation totale de est o-finie* 

b) sauf sur un ensemble de mesure \i-nulle* converge* suivant 

Ij uniformément pour a f W S W ) , vers une densité faible* pour la dualité 

,V1)* de cf relativement à y ; 

d9autre part : 

a) K appartient à ^ (cf. C - I j , 

b) sur K* la famille | D a | converge* suivant I* v^presque 

partout vers +«% 

c) sur tout élément & de contenu dans K tel que y (S) ¥ 0* 

n'admet pas de densité faible relativement à y. 

L a p r e m i è r e p a r t i e de ce t h é o r è m e d é c o u l e d e C-2 et B-2 e t le b) 

de la d e u x i è m e p a r t i e s e d é d u i t d e C-4 . S o i t , a l o r s , u n é l é m e n t S d e 

comme i n d i q u é au c) ; à t o u t e n t i e r p o s i t i f p, o n a s s o c i e u n e p a r t i t i o n 

( S ; ^ ) n > Q d e s c o m m e i n d i q u é e n C-3 ; on d é s i g n e p a r la t r i b u e n g e n d r é e 

p a r la f a m i l l e ( S P ) _ _ ; le lemme D - 3 m o n t r e a l o r s q u ' o n ne peut p a s 
n n > u , p > u 

a v o i r de d e n s i t é f a i b l e , p u i s q u e la v a r i a t i o n d e cp r e l a t i v e m e n t à t o u t e 

t r i b u c o n t e n a n t $ e s t , p a r c o n s t r u c t i o n d e n o n a - f i n i e . 

C o r o l l a i r e : 

Si W est un espace réflexif* cf admet une densité faible si et 

seulement si admet une densité forte. 

P r e u v e : Il s u f f i t d ' u t i l i s e r le t h é o r è m e 11 d e [é]. ( V o i r a u s s i le t h é o ­

rème 7 d e [V| ). 
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