JEAN PELLAUMAIL
Sur la dérivation d’une mesure vectorielle

Publications des séminaires de mathématiques et informatique de Rennes, 1969-1970, fas-
cicule 2
« Séminaire de probabilités et statistiques », , exp. n°2, p. 1-16

<http://www.numdam.org/item?id=PSMIR_1969-1970___ 2 A2 0>

© Département de mathématiques et informatique, université de Rennes,
1969-1970, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la série « Publications mathématiques et informa-
tiques de Rennes » implique 1’accord avec les conditions générales d’utili-
sation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou
impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie
ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=PSMIR_1969-1970___2_A2_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

SUR LA DERIVATION D'UNE MESURE VECTORIELLE
par

Jean PELLAUMAIL

Maltre-Assistant - Département de Mathématiques

Faculté des Sciences de Rennes

Introduction.

Dans toute cette étude, on considere un espace mesure [Q.ji.u]
(avec u o-finie), un espace vectoriel V en dualité avec V' et une fonction
Lf définie sur ﬁF, a valeurs dans V, o-additive pour la topoleogie o(V,V']
et dominée par u.

Au paragraphe A, en utilisant la propriété de "lifting” (cf. Dﬂ)
on montre 1l'existence d'une base de dérivation privilégiée : relativement

a cette base de dérivation, la convergence presque-partout des dérivants

est remplacée par la convergence partout dans certains thécrémes classigues

ol ¥ est supposée finie.

Au paragraphe B, on étudie le cas ol les "mesures scalaires” asso-
ciées a ¢ ont des densités bornées. L'idée du lemme élémentaire B-1 est 1'une des

idées directrices de 1'étude, & savoir : & tout € positif, on associe une parti-



tion o telle gue pour toute partition plus fine B on ait |Du -0 <e

!
{en désignant par Da le dérivant associé a la partition a).
[L'utilisation de ce lemme et de la base de dérivation définie au
paragraphe A permet de préciser le théoréme 7 de [5] et d'en simplifier 1la
démonstration.
Dans toute la suite du chapitre, on suppose gue V est un espace

de Banach et que G est fortement o-additive.

Au paragraphe C, on étudie 1le comportement des dérivants guand
la variation totale de « n'est pas o-finie. L'idée du lemme C-3 est ana-
logue & celle du lemme B-1 gquand on se place au voisinage de 1'infini
3 tout entier p, on associe une partition ¢ telle que pour toute partition

plus finie B on ait |DB| > p.

De plus, un contre-exemple simple montre gue, méme si V est réflexif
séparable, la variation totale de ¢ peut ne pas étre o-finle, ce qui diffé-
rencie le cas d'un espace vectoriel de dimension infinie du cas d’un espace
vectoriel de dimension finie.

Enfin, au paraegraphe D, on étudie l'existence ou 1'absence de
"densité faible” : on montre surtout gqu’il n'y a pas de densité faible si
la variation totale n'est pas o-finile, résultat gue laissait espérer le

paragraphe C.



Le théoréme D-4 reprend les résultats essentiels du chapitre
quand V est un espace de Banach. En simplifiant, ce théoréme dit que 1l'es-
pace initial @ se décompose en deux parties

- une partie K ol "rien ne marche” c'est-a-dire que la variation to-
tale n'est pas o-Finie, qu'il n'y a pas de densité faible et que la norme
des dérivants (associés & une basé de dérivation privilégiéel) converge
presque-partout vers 1'infini,

- une partie (& \ K) ol "tout marche bien” c'est-a-dire que la va-
riation totale est o-finie, qu'il existe une densité faible et que les
dérivants (associés & une base de dérivation privilégiée) convergent fai-
blement presque-partout vers cette densité faible. Si V est réflexif, cet-

te densité faible est aussi une densité forte.

A-Notations et choix d'une base de dérivation.

A-1. Notations :

Dans ce chapitre, on utilisera les définitions et les notations

de [6]. Plus précisément, on considérera :

a) un espace mesuré (Q, % ,u), la mesure étant supposée positive et
o-finie,

b) un espace localement convexe V en dualité avec V' (cf. [1]),

c) une fonction ¢f définie sur ﬁ:, & valeurs .dans V. o-additive pour

la topologie o(V,V') et dominée par u, c'est-a-dire que, si A appartient

a% et si p(A) = 0, alors cg(A] = 0.
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A-2. "Rel&vement"”

Soit (Qn]n>D une partition de © telle que, pour tout n, Qn ap-
partient & Sf et u(QnJ < + o ; goit 3; 1'ensemble des éléments de O°
contenus dans Qn. D’apres 15] , on sait que, guel que soit n, il existe
un anneau cth satisfalisant aux conditions suivantes
. N (’
(1) X, < F,

(ii) Qn appartient & Jtn

g

(iii) si A appartient & c.7i“n et si p(A) = 0, alors A
(iv) si B appartient a QFB, il existe B' appartenant & (i% tel que
u(B A B') = 0 (en désignant par A la différence symétrigue). On désignera
par A 1'anneau engendré par la réunion des &ﬁf
A-3. Base de dérivation "privilégiée"

D
)a]aeI

On désignera par ( la famille des partitions dénombrables
de , partitions constituées d’'éléments de d& ; une telle base de dériva-
tion sera appelée base de dérivation privilégiée (associée & 1'anneau &t].

Sur I on introduit la relation d'ordre filtrante

a < B si et seulement si Gl plus fine que QP

g
A-4. Dérivants :

Etant donné a appartenant & I, on pose

'de(wl = 23 1_(w) .-iELEl (on note que w(F) # 0).
o o F L![F]
Fé)a
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B~1. Lemme :
Soit m une mesure réelle défintie sur T et admettant, par rap-
port a4 u, une densité u—essentiellement bornée ; alors, pour tout e posi-
tif, <1 existe o élément de I tel que : a > B implique

m

B

Preuve : Notons, d'abord, que ce lemme est trés voisin du lemme VI-8-3 de

lDZ(m] - D, (w] < e.

[ﬁ] . Soit f une fonction bornée définie sur Q et & valeurs dans (R telle
que m = ff.d u. Etant donné Qn {cf. A-2 ci-dessus), € positif et p appar-
tenant &8 Z, soit A(n,e,p) le domaine de 9, ol 1'on a : p.e < f < (p+l).e .
Soit, alors, A'{n,e,p) 1'élément de éf% tel que u[}(n.e,p]A A'[n,e,p)] = 0.

La famille (A'(n,e,pl) est un élément o de I qui satisfait & la con-—

n>0,peZ
dition du lemme.
B~2. Théoréme :
On suppose qu'il existe une partie H de V bornée et compléte pour

la topologie o(V,V') telle que, pour tout élément A de ¥, iEA; appartien—
ulA

ne a H. Alors
1°)  adnet une densité faible ¥ relativement & v (cf. [6] ).
2°) Pour toute base privilégide, les dérivants O convergent, sui-
aoel
vant I, faiblement untformément vers f.
Preuve : D'aprgs le théoréme de Radon-Nikodym, les hypothéses du théoreme

B-2 impliquent gque, pour tout y appartenant a V', la mesure scalaire



<4,y> admet, par rapport a4 u, une densité u-essentiellement bornée.

Le lemme 2-1 exprime alors gue la famille des dérivants (Da)a el est
faiblement uniformément de Cauchy. 0On en déduit le théoréme B-2 puisque
H est une partie compléte.

B-3. Exemple :

Dans Bﬂ, DINCULEANU démontre, entre autres, un théoréme de
Radon-Nikodym ol la mesure est & valeurs dans un espace d'opérateurs
(cf. théoréme 1 de Ei]]. On peut noter que ce résultat est un cas par-
ticulier du théoréme B-2. Utilisons les notations de Eﬂ , c'est-a-dire
® est un anneau de parties de T, E et F sont deux espaces de Banach,

Z est un sous-espace du dual fort F' de F, 7' est le dual fort de Z et m
est une fonction o-additive, définie sur © et & valeurs dans éS[E,F]
dont la variation totale u est finie.

On se propose de prowver qu'il existe une application U, de T
dans $H(E,2') telle que, 81 x appartient & E, 81 z appartient 4 7 et si
A appartient & &, on a : <m(A).x,z> = L <Um(t].x,z>d pt).

(résultat de la 3léme ligne de la page 186 de [3]).
Preuve : On décompose la démonstration en deux parties.

a) Désignons par h 1'application cancnigue de BE,F) dans ji(E,Z']
définie par <ux,z> = <h(u)x,z> pour x appartenant & E, z appartenant a Z
et u appartenant a Sg[E.F]. Cette application a une norme inférieure ou
égale & 1. La fonction h o m est donc une mesure vectorielle définie sur

®, 3 valeurs dans &(E,Z') et de veriation totale inférieure ou égale

a . On pose ¢ = h om.



b) On désigne par topologie‘€ sur V = éﬁ[E,Z'] la topologie de 1la
convergence simple sur E , Z' étant muni de la topologie faible
o(Z',2). On désigne par V' le dual de V pour la topologie € . D'apres 1] $2,
Cor. 3,la boule unité de Zg(E,Z'] est relativement compacte pour la to-
pologie %2. On peut donc appliquer le théoréme B-2 ci-dessus en posant
T = Q,f? = §-anneau engendré par ® et Um = f (m se prolonge évidemment

a 53 puisque la variation totale de m est finie)

c) Notons que, dans le cas de [3J » la norme de h est égalea 1

(cf. haut de la page 183) donc la norme de Um est égale a 1.

B-4. Remarques sur 1l'hypothése "complet”.

Dans ce paragraphe, on suppose que :f— (df) est contenu dans
unn partie H bornée pour la topologie ¢(V,V')}. Pour pouvoir appliquer
le théoréme B-2, il suffit que 1'adhérence H de H soit complete. Notam-
ment @

a) Si V est le dual W' d'un espace tonnelé séparé, on sait que
V = W' est gquasi-complet pour la topologie o(V,W) denc H est complet.
b) Si V est un espace tonnelé, désignons par V' son dual et V" son
bidual ; V peut E&tre considéré comme plongé dans V" donc ¢ peut &tre
considérée comme une fonction & valeurs dans V". D'aprés B=-2 ét B-4-a,

il existe donc une densité & valeurs dans V", densité pour la topolo-

gie o(V",V']).



C~1. Hyppthéses et notations

Dans tout ce paragraphe B, on conserve les hypotheéses indiquées
en A-1 et on suppose, de plus, gue V est un espace de Banach et que cf est

fortement o-additive, ce qui éguivaut (cf. Bﬂ] & prendre pour V' le dual

de V dans 1l'hypothése A-1l-c. La norme dans V sera notée |.
Notons gue le fait de supposer 1l'existence de u ne restreint en
rien la généralité de ¢ & cause du lemme fondamental IV-10-5 de Dﬂ.

On désigne par v(A) la variation totale de ¢y sur A (A étant
un élément de T ). On désigne par tf la famille des éléments S de T°
tels que : si B appartient & J et si B est contenu dans S, alors v(B)
est soit nulle soit infinie. On vérifie que tf est stable pour la réunion
dénombrable et que, si S appartient a tf, si A appartient a T et si A
est contenu dans S, alors A appartient & 2?.

C-2. Lemme :
Il existe un élément K de tf tel que la variation totale de p
soit o—finte sur (Q \ K).

Preuve : Supposons p finie (cf. lemme IV-10-5 de [4]). Spit a la borne

supérieure des u(A) pour tous les éléments A de F tels gue v(A) < + o,

Soit (An]n une suite d'éléments An de 9; telle que

0

- d'une part, pour tout n, V[An] < + o

- d'autre part, a = Sup . u (A J.
n>0 n



Il suffit, alors, de prendre pour K le complémentaire de la réu-

nion des ensembles An.

Sur (£ \ K), on connait le comportement des dérivants (cf. B~2
ci~dessus). On va donc, maintenant, étudier le comportement des dérivants
sur K.

C-3. Lemme (fondamental)

Quel que soit 1l'élément S de S et quel que soit l'entier posi-

tif p, 1l existe une partition dénombrable (Sn]n

¢4’ (D)
u(D) Z P

>0 de S telle que : D con—

tenu dans Sh et u(D) # 0 “mplique

Preuve : Pour aliéger l'écriture, on dira gu'un élément A de T satisfait

A la condition p* s'il existe une partition (A),,g de A telle que : D

{(D)
u (D)

On considére, alors, un entier positif p, un élément S de S et

coirtenu dans An et u(B) # 0 implique > p.

une partition (Rn]n>0 de S telle que, pour tout n, u(Rn] soit finie. Soit
ng la famille des éléments de & contenus dans Rn et satisfaisant & la con-

dition p*. Soit a, la borne supérieure des u(A) pour tous les éléments A

de(ﬂ;l1 et soit [Rn,k]k>0 une suite d'éléments disjoints de-ﬁh telle que
a = Sup . (U R_ .| « Soit B = R. =R \ L_) R . On va d'abord prou-
" k0 [j<k n 0,0 N sy Mk

ver que u(B) = 0. Pour cela, raisonnons par 1l'absurde. On suppose donc
u(B) # 0, ce qui implique v(B) # 0. Il existe donc une partition finie

(B, )

k) kek de B telle gque :
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T |<\’[BKJ| >2 . & u(B) = 2p. u(B)
ke K - kek

donc il existe un élément k, de K tel que u[BK } #0 et
o]
lcf(Bk )| > 2p . u(B, ). Etant donné le vecteur x = LP(BK], d'aprés le
0. [e]
théoréme de Hahn-Banach, il existe un élément y du dual V' de V tel gue

]yl =1 et <x,y> = lx]. Soit f la densité, relativement & p, de la mesure

réelle <¢P,y>. Par construction, on a <{(B, J,y> = |[¢ (B )] > 2p.u(BK )
(4] o [+]

donc le domaine §, ol f est supérieur ou égal & p, a une mesure u(Q) non

. o T (D)
nulle. Mails, pour tout élément D de contenu dans Q, on a —ETaT >p
ce qui contredit la définition de .-

On en déduit, alors, que (R ) constitue une partition

n,k'n>0,k>0
de S qui satisfait & la condition du lemme.
C-4. Théoréme : (Etude des dérivants sur K)

Sott (Q, F,u) un espace mesuré, la mesure w étant positive et
o-finie. Soit ((?a)ael. une base de dérivation privilégiée (ef. A-3 ci-
dessus). Sott V un espace de Banach et <pune application de ¥ dans V
fortement o-gdditive et dominée par w. Soit K un élément de T tel que,
pour tout élément A de J contenu dans K, la variation totale v(A) de <p
sur A est soit nulle soit infinie. Alors, 1l existe un élément K' de T
tel que n(K') = v(K') = 0 et tel que la famille Idfl converge, suivant I,

vers + o gur (K \ K'J.

Preuve : On désigne par éf et par [Qn]n l1'anneau et la partition as-~

>0

sociés & la base de dérivation privilégiée considérée (cf. A-3 ci-dessus).

Pour alléger 1'écriture, on suppose que K est contenu dans 1'un des Qn.
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A tout entier p, associons une partition [Ks)n>0 de K telle

<p (D)
u(D)

{(cf. C-3 ci-dessus)}. Etant donné KE. soit K'E 1'élément de iftel que

que D contenu dans KE. D élément de 3: et u(B) # O implique

u(k? a k*Py = 0. Posons : K’ = __J (Ks \ K'ﬁ). On a n(K') = O. Soit
n n n>0,p>0
un entier p et un élément w de (K N\ K'). Il existe n, tel que w appar-

tiznne a K'P . soit o 1a partition P, ~NxPy, o) } : pour
n n n No k™ k

° o o #no

<
toute partition B plus fine que a, on aura |D§(m]|_i D. {c.g.f.d.)

C-5. Contre-exemples

On désigne par c, 1l'espace de Banach des suites (xn]n>0 de

réels convergeant vers 0 muni de la norme : lellm = Sup lxn[, (cf. [#]]
n>0
Notons que co et son dual fort 21 sont séparables.

a) Premier contre-exemple : le but du contre-exemple qui suit est
de montrer que la variation totale peut étre o-finie sans étre finie :

la question se pose car, st V est de dimension finie, alors la variation

totale est finie puisque P est o-additive.

On prend § =MN et V = ¢, 3 on prend pour ¥ 1a tribu des par-

1
= s - -
Y (Gn,p]p>0 avec n.p lsin-=p

it

ties de N ; enfin, on pose < ({n})
et Gn,p =0sin#p.

On vérifie facilement que p est o-additive de variation totale

o~finie mais non finie.
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b) Deuxiéme contre—exemple : le but du contre-exemple qui suit est de
montrer que l'ensemble K du lemme C-2 ou du théoréme C-4 n'est pas néces-
satrement de mesure nulle, § étant a valeurs dans un espace réflexif sépara-
ble. (1)

On pose Q = EL]J, :F = tribu des boréliens de Q et yu = mesure de
Lebesgue surfy. Soit V = szu) (espace de Hilbert séparable)] et soit L?
1'application de ?F dans V définie par ¢f(A) = 1A'
Alors, q’ est une application fortement o-additive de ﬁrdans Vv

dominée par u. De plus, si A appartient a 3: et si u(A) # 0, 11 existe B

et C éléments de ﬂ: tels que BNAC = @, A = BUC et u(B) = p(C) ce qui im-

pligue |CP (B)] + IL?[CJI =2 . Icf[A) . On en déduit facilement gue la
variation totale de { est infinie sur tout borélien D de mesure u(D)

non nulle.

D-1. Hypothéses et notations :

Dans tout ce paragraphe D, en plus des hypothéses indiquées en

A-1, on suppose que V est un dual W' d’espace de Banach W et que f est

fortement ¢-additive. Les normes dans W et W' seront notées . Remar-

(1) Ce contre-exemple m’'a été signalé par Monsieur CHOQUET.



quons gque, si V est un espace de Banach cuelconque, tout ce qui suit s'ap-
plique & condition de considérer V comme "plongé" dans son bidual V".
On conserve les notations indiquées en C-1.

D-2. Lemme (topologique) :

Sott H une partie séparable du dual W' d'un espace de Banach W :

alors, i1 existe une famille dénombrable (z ) .q d'éléments de la boule

>

unité de W telle que, pour tout élément y de H, on ait :

vl = sup |<zn,y>] .
n>0
Preuve : Soit (yn]n>O une suite d'éléments de la boule unité de H, dense
dans cette boule. Etant donnés deux entiers n et k, soit x un élément

n,k
de la boule unité de W tel gue |<yn,xn k>l > 1~ 1/k. Lg famille dénom-

brable [xn.kJn>0,k>O satisfait aux conditions du lemme.

D-3. Lemme

En plus des hypothéses indiquées en D-1, on suppose qu'il exis-
te une densité fbiblé%%glativement 4 la dualité (W', W) , e'est-d—dire une
application f de Q dans W' telle que, pour tout élément x de W, et pour
tout élément A de T s on ait : <P(A},x> = fA <f,x>.du. Soit W une
tribu & base dénombrable contenmue dans ¥ : alors, 1l existe une tribu %}
telle que 3&C3q%<f¥ et telle que, relativement 4 (&é, @ a une varia-
tion totale o-finie.
Preuve : Soit (Ck]k>0 une partition de @ (constituée d'é&léments de 37]
telle que, pour tout k, u[CK] < + w,
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On désigne par «%1 la tribu engendrée par é% et la partition
ci-dessus. On construit Q%n par récurrence de la fagon suivente :
Etant donnée q%n tribu & base dénombrable, soit Kn le sous-espace vec-
toriel de W' fortement fermé engendré par CF(Q%n) {qui est donc séparable).

D'aprés le lemme D-2, il existe une suite (zn k)K>O (n fixé) telle que,

pour tout K, lz =1 et Iyl = i:g |<Zn.k'y>l . Soit a%n+l Ja tribu qui

contient d}n et qui rend mesurable toutes les "projections" <f

n,k|

z > pour
Zok” P

est & base dénombrable puisque la tri-

n fixé et k positif (la tribu q%n+l

bu des boréliens de R est a base dénombrable).
On désigne, alors, par Q% la tribu engendrée par la réunion des
Q%n (pour. n positif) et par K le sous-espace vectoriel de W' fortement fer-

mé engendré par la réunion des Kn {pour n positif).

. p ' sz .
Soit An,k l'ensemble des éléments w de Q tels que E<f(w],zn’Kil§ N
Posons alors AP = \ AE K (ce qui définit un élément de q%].

n>0, k>0

Q= AP et, si B appartient a ?F et est contenu dans AP, 1a variation

>
tota?eode<+7sur B, variation relativement & la tribu ‘%& est inférieure ou
égale a [b.u(BJJ donc la variation totale de ¢f est o-finie relativement 3
la tribu Q%.

0-4. Théoreme :

Soit W' un dual d'espace de Banach W, soit Q un ensemble ct ﬂf

une tribu de parties de 9, soit (¢ une application de ¥ dans w' fortement

o-additive. Alors, il existe un élément K de T tel que, quelle que soit

la mesure u positive o-finie dominant P et quelle que soit la famille



_15—

(Da]ae‘I des dérivants associés d une base privilégiée (cf. A-3 ci-dessus)
on a :
d'une part, sur (2 \ K)

a) la variation totale de ¢f est o-fintie,

b) sauf sur un ensemble de mesure uw—nulle, Da converge, sutvant
I, uniformément pour o(W',W), vers une densité faible, pour la dualité
(W',W), decp relativement a u ;

d'autre part :

a) K appartient a f (ef. c-1),

b) sur K, la famille ID(,| converge, suivant I, u-presque
partout vers +e,

| ¢)  sur tout élément & de F contenu dans K tel que u(S) # 0O,
¢ n'admet pas de densité faible relativement 4 .

La premiére partie de ce théoréme découle de C-2 et B~2 et le b)
de la deuxieme partie se déduit de C-4. Soit, alors, un élément S de 3j
comme indiqué au c) ; & tout entier positif p, on associe une partition
de 5§ comme indiqué en C-3 ; on désigne par‘éﬁla tribu engendrée

P
(&an>0

par la famille s?)

n’n>0, p>0 ; le lemme D-~3 montre alors qu'on ne peut pas

avoir de densité faible, puisque la variation de <P relativement & toute
tribu contenant aC est, par construction de é&. non o-finie.
B-5. Corollaire :
Si W est un espace réflexif, <p admet une densité faible si et
seulement si ¢ admet une densité forte.

Preuve : Il suffit d'utiliser le théoréme 11 de Bﬂ. (Voir aussi le théo-

réme 7 de ﬂﬂl.
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