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INTEGRALE DE DANIELL A VALEURS 

DANS UN GROUPE 

par J. PELLAUMAIL, Maître-Assistant à l'I.N.S.A. 

1 - Introduction 

La construction d'une intégrale par la méthode du prolongement de 

Danieli est bien connue. Le but essentiel du travail exposé ici est de prouver 

le théorème indiqué en 4.5., théorème généralisant le prolongement de Danieli 

au cas où l'intégrale considérée est à valeurs dans un groupe topo logique abélien. 

RappelonSjd'abord, quelques résultats antérieurs : 

Dans {j6J , SION a donné des conditions nécessaires et suffisantes 
pour qu'une mesure à valeurs dans un groupe topo logique abélien et définie sur 

une algèbre se prolonge à la tribu engendrée. Les résultats essentiels concernant 

le cas où la mesure est à valeurs dans un espace vectoriel topologique sont 

indiqués dans [l], [6], [7], [8], [9], [10], [ i l ] et [13]. 

Dans [l2] , KLUVANEK a montré que la méthode de Danieli se généralise 
au cas où les fonctions prennent leurs valeurs dans un espace vectoriel topolo

gique (voir aussi [17] ). 

La méthode que nous utilisons généralise celle utilisée par KLUVANEK 

qui a repris l'algorithme lebesguien indiqué dans |J4J • P a r contre, mis à part 

le lemme élémentaire indiqué en 3 .1.C., cette méthode est techniquement assez 
différente de celle de SION qui a repris la méthode de CARATHEODORY (cf [4] ). 

Ceci nous semble plus naturel et montre mieux comment s'effectue le prolongement. 

Le théorème de prolongement énoncé en 4.5. montre que les résultats 

de [12] , prouvés si E est un espace de Banach, restent valables si E est un 
groupe topologïque abélien complet : notons que l'extension des résultats de [12] 
au cas où E est un espace vectoriel topologique localement convexe peut s'effec

tuer directement en considérant séparément chaque famille de semi-normes ; par 

contre l'extension au cas où E est un groupe nécessitait une réétude complète 

du problème. 

La proposition 2.5. concerne le cas où E est un espace vectoriel loca

lement convexe, proposition qui donne quelques exemples d'application du théorème 

4.5. 
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2 ~ Espace de Daniel 1 généralisé : 

2 . 1 . Définition 

On appellera espace de Daniel I généralisé la donnée : 

- d Tun ensemble ft 

- d'un ensemble^ de fonctions réelles définies sur Q tel que, 

si f et g appartiennent à X , alors (f A g) et (f - g) appar

tiennent à £ . 

- d'un groupe topologique abélien E séparé et complet 

- d'une application I de £ dans E telle que : 

(i) si f et g appartiennent h<£ , l (f-g) - I (f) - I (g) 
(îi) si (f ) est une suite d'éléments de tel le que n 

f + 0 , alors, Iim . 1 (f ) = 0 n n 
n -> oo 

2 . 2 . Définition 

On dira qu'un espace de Daniel I généralisé (Q D est saturable 

s'il satisfait è la condition suivante : 

si (u ) ^ est une suite d'éléments positifs de* ô telle que n n ̂  o v ^ 

Z u $ u , alors lim. I (u ) = 0 n o n n>o n 00 

(le théorème 4 .5 . justifiera l'utilisation de cet adjectif "saturable". 

2.3. Remarque 

Les définitions 1 et 2 qui précèdent généralisent très exactement les 
définitions énoncées au paragraphe 2-2 de [12] : notons que la définition 

de "sàtiirab-le" énoncée au paragraphe 2-2 de [12] sous-entend, évidemment, 
que la série considérée est faiblement convergente vers un point de E comme 

le montre Te lemma2-5 de [l2] . 
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2.4. Cas où E est un espace vectoriel localement convexe : 

Les résultats de la proposition ci-dessous sont connus : toutefois, 

il nous a semblé intéressant de les rappeler, en différenciant : 

- d fune part la condition (M.) (I est une application "continue") 

qui découle de l'hypothèse "bornée" quand les fonctions consi

dérées sont des fonctions continues à support compact. 

- dfautre part, la condition (iii) qui, elle aussi, est étroitement 

liée à lfhypothèse "bornée" et qui est plus faible que la condition 
Co 

(v) fréquemment utilisée (cf. par exemple, la condition 3 

du théorème 6 p. 160 de [10] . 

Lfintérêt de cette proposition est évidemment de donner des condi

tions suffisantes pour que les définitions 2-1 ou 2-2 soient satisfaites. 

2 .5 . Proposition 

Soit Q un ensemble. Soit<^f un ensemble de fonctions réelles définies 

sur fi tel que, si f et g appartiennent à ot , alors (f A g) et (f • X g) 

appartiennent à < £ . Soit E un espace vectoriel localement convexe et séparé. 

Soit 1 une application linéaire deo^dans E. 

On désignera par topologie initiale la topologie donnée sur E, 

par E f le dual de E et par topologie faible la topologie a (E, E M . 

On considère les conditions suivantes : 

(ii) si (f ) est une suite dféléments d e ^ telle que f .+ 0, alors lim. I(f )=0 n ^ n n 
n -*» 

(III) si (u ) ^ est une suite dféléments positifs d e o ^ tel le que n n £o r -i 

l u s u , alors IIm. I (u ) » 0 
n > o n ° n - - n ^ 

(îv) pour tout élément positif de < £ , I (f) est borné dans E (cf. définition 

de I (f) en 3.2.) 

(v) si .(f ) est une suite croissante d'éléments d e c ^ dominée par g élément de 

£ , alors I (f ) converge vers un élément de E. 
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Soit E c le complété de E pour la topologie initiale. 

Rappelons que ( , <>ô , E°, T ) est un espace de Danieli généralisé 

(resp. saturable) si la condition (ii) est satisfaite (resp. si les conditions 

(ii) et (îii) sont satisfaites). 

_ On désignerais ( i i )^ , ( 1 î I )^ , (iv)^ , (v)^ (resp. (îî)^, 

(iîî)^ , (iv)^\ (v/^ ) les conditions (ii), (iii), (iv), (v) où la topo

logie considérée est la topologie initiale (resp. la topologie a (E, E').). 

On a alors : 

& f f <& € 
(v)<=>(v) ==^(i i i) ==> (iii) <=> (iv) <=^> (iv) 

De plus, si I k<£ ) est contenu dans une partie faiblement séquen-

tiellement complète de E, alors (iv) « ^ ( v H 

Enfin, si ft est un espace topologique, s î ^ e s t l'ensemble des fonc

tions réelles continues à support compact et si, pour tout compact K, il existe 

un élément f de £ tel que 

K £ f> alors (iv) (ii)^ 

PREUVE 

$ € 
1°) (v) <==>(v) dfaprès le théorème dfOrI icz-Banach : dans [15] 

p. 282, ce théorème est prouvé si E est un espace de Banach mais 

le résultat reste exact si E est localement convexe puisque, 

dans ce cas, la topologie de E peut être définie par une 

famille de semi-normes (cf. [3] )• 
2°) On a, évidemment, (v) Œ > ( i i i ) (iii) 

3°) (iv) — > (îii) 

En effet, soit (u ) une suite d'éléments positifs de°C n n^ o v 

telle que E u ^ u • Soit x ? un élément de E T . On pose n o n > O v V 

v = u si (V, I (u )> > 0 et v » 0 si < x \ I (u )> < 0 n n \ n / ' n \ n/ 

wn = u n si ^x', I (un)) < 0 et wn = 0 si <V, I <u ^ 0 
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On a u n = + w^. D'après (iv) , la série de terme général / x ' , I (v y 

^resp. ̂ x ' ,X < w

n^) est majorée et donc convergente. La série de terme 

général I (un> est donc faiblement de Cauchy. 

4°) (non (iv) ) =*(non (iii) ). 

En effet, supposons qu'il existe un élément f de<^ + tel que î (f) 

ne soit pas faiblement borné. Soit un élément x' de E' tel que <x', i (f)) 

ne soit pas borné. 

On va construire,par récurrence, une suite (f ) d'éléments de 

telle que, pour tout n, f p + 1 x< f p N< f J (x', I (f R)) | j n et ( x f , t (f p)) 

non borné. On pose fQ = f. Supposons f n déterminée. Puisque ^x', î (f ) ̂  n'est 

pas borné, il existe un élément g n de
; + tel que g n < f et 

| ( x ' , I (gn)^> | > n '«• |{ x', I (f n)) | ce qui implique |<^x',I ( w) | n. 

Soit f - - g ou f - g en sorte que /x', î (f ne soit pas borne n+l n n ^n \ n+1 / 

(si <(x', T (f n- 9 n ^
 e + ^ x ' , I ^ 9 n ^ étaient bornés, il en serait de même 

de ^ x ' , I ( f n ^ )• Ceci achève la construction de la suite (f n>par récurrence. 

On pose u n = f n - f n + 1 : pour tout n, on a u^^ d&+ et 

| ( x', I (u^y \>y

 n ce qui contredit (iii)". 

5 ) (iv)^=^ (iv) puisque les parties bornées pour la topologie 

faible et pour la topologie initiale sont les mêmes. 

6°) I ( ) contenu dans une partie faiblement séquentiellement 

complète de E et (iv)^ implique (v). 

En effet, soit (f ) > une suite d'éléments de c£ + dominée par g 
n n " <^ 

élément de ¿0 . On pose f = 0 et u = f - f On a £ u £ g. D'aorès (iv) r o n n n - 1 . ^ n ^ n > o 

et le 3°) ci-dessus, la série de terme général I (u^) est faiblement de Cauchy. 

Puisque 1 (cfâ ) est contenu dans une partie faiblement séquentiellement complète 

de E, cette série converge faiblement vers un point de E. 
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7°) Montrons la dernière propriété de la proposition. 

Soit (f ) une suite d'éléments de telle que f * 0, n ^ n 
Soit K le support de (donc K contient le support de chaque 

fonction f n>. D'après le lemme de Dîni, la suite (f ) converge 

uniformément vers 0. 

Soit V un voisinage équilibré de 0 dans E (voisinage pour la 

topologle initiale). Soit g un élément deo8 tel que 1 ^ < g. 

D'après (iv)^ , il existe X>o tel que I (g)C\ V ce qui 

Implique I ( e. g) C V si e - \/\ . Or, Il existe p tel que 

n > p implique f $ E • 1 « N e. g ce qui implique I (fn> Ç V 

ce qu i prouve ( I i )^ . 

3 - Construction analogue à celle de l'Intégrale supérieure 

3 . 1 . Structure sur E* 

Soit E un groupe topologique abélien 

a) on désignera par E l'ensemble des parties de E qui contiennent o. 

b) étant donnée une suite (U ) ^ d'éléments de E, on pose : 
n n > o 

(- U) = ensemble des éléments u de E tels que u = - x avec x élément de U. 

Uj + U2 = e n s e m b ' e ^ e s éléments u de E tels que u = u 1 + u 2 

avec u^ (resp. u 2) élément de (resp. U 2) 

£ U = ensemble des éléments u de E tels que u = Iim. u 
n > o n n + 00 n 

avec pour tout n, u élément de E U, 
n k*n K 

c) lemme : pour tout voisinage V de 0 dans E, il existe une suite (U ) 
r J / \ n n > o 

de voisinages de 0 dans E tel le que : ( E U JCV 
\ n > o n' 

PREUVE : soit V un voisinage de 0 dans E ; E est régulier (au sens topologique) 

donc il existe un voisinage fermé U Q de 0 dans E tel que U Q C V (cf. [2]). 

Ensuite, pour tout n > o, il existe un voisinage U de 0 dans E tel 
que (U + U ) £ U 1 # d'où le résultat. ^ n n n - 1 
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3. 2. Lemme 

Soît ( U ,Q(S , E, I) un espace de Daniel I généralisé. On pose : 

- ensemble des fonctions f définies sur Q , à valeurs dans R + et telles 

que il existe une suite (f ) d'éléments de oÉavec f • f. ^ n n 

L * fonction à valeurs dans E et définie s u r ^ par : 

I (f) - ensemble des x tels que x = L (g) avec |g| ̂  f et g élément deo^. 

Soit (u ) . une suite d'éléments de alors on a : 
n n > o 

a) X (u1 + u 2) C-(î (u t) + î (UJ)) 

b) î ( E u ) C E î (u ) 
n > o n n > o n 

c) Si l'espace de Daniel I considéré est saturable et s'il existe un élément 

h de tel que E u £ h , alors, pour tout voisinage V de 0 dans E, 
n > o n 

Il existe un entier n tel que Z ( t u. ) £ v . 
k > n K 

d) Si l'espace de Daniel I considéré est saturable, si g est un élément deà^et 

si (f ) est une suite d'éléments dec^ tel le aue f t f (resp. f + f) n n v n 
et pour tout n, |f | <: g, alors, pour tout voisinage V de 0 dans E, il 

n A A 

existe un entier n tel que I (f - f )CV (resp. I (f - f) C V). 

PREUVE 

a) Soit f Ço6+e' que J f J <j: u^ *** u2 

On sait qu'il existe (u j ) et (u 2> suites d'éléments de 

telles que u n^t u 1 et u
n

2 * u 2 (on peut supposer u ^ et u n

2 positifs). 
On pose f n = f* /\ (u"jj + u n

2) et g = f" A (un«| + u n

2 ) . 

On a f t f + g + f , f et g appartiennent à olG . n n n n r 
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Pour tout voisinage V de 0 dans E, il existe un entier n tel 

que I (f+ - f ) Ç V et I <f" - 9 n ^
v c e 9 U Î implique I (f - <f p- g n>) <c 2 V. 

On posé: f ; . f n A u n , , f V V f ' n 

9'n = 9 n A l j r \ ' 9" = 9 n ' 9 ' n 
n 

On a donc : f - g •» (f1 - g ! ) + -(f11. - 9 n > avec n n n n n n 

U'„- 9 ' „U< u", et | f " n - 9 " n l 

donc I (f - g ) 4 î (u,) * î (u,) donc 1 (f) C, î (u.) • î (u,) • 2 V 
n n 1 ^ \ c. 

Ceci étant vrai pour tout voisinage V de 0 dans E, on a : 

r (f) & ( î (Uj) + I (u2)) (c.q.f ;d.) 

b) Soit f éo^avec |f| < Z u n 

n > o + 

On sait que, pour tout n, il existe une suite (u k ) d'éléments de 
, n k > o k k + 

telle que u f u . On pose v = E u K puis f s f a v 
n n n î ^ L « n n n 

1 k n 
et f" » f"^ v ; 

n n 
+ 

On a : f et f" appartiennent à o£ , f ? t f et f" i f n n r r ' n n 

Par conséquent, pour tout voisinage V de 0 dans E, il existe un 

entier n tel que t (f+ ~ ff ) € V ̂ët I (f~ - f " \ é V ^ n n 

mais I (f1 - f" ) e ( E £ <uk^) (d'après le a) ) 
n n k > o r.. • • 

donc I (f ) - I (f - f ) e ( Z I <uk>) + 2 V 
k > o 

Ceci étant vrai pour tout V, on a I (f) £ ( E I (u )) (c.q.f.d.) 
k > o K 
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c) On décompose la démonstration en deux étapes 

1 ° / On va prouver que, pour tout voisinage V de 0 dans E, îl existe un entier 

n tel que, quel que soit k, on ait; 

pour cela, on raisonne par l'absurde : on suppose qu'il existe un voisinage 

V de 0 dans E et une suite a (n) croissante d'entiers telle que, pour tout n, 

( a(n + 1 ) \ 

E u.Jjt V 
i = a(n)+1 

Soit W un voisinage de 0 dans E tel que 2 W C V. Pour tout entier n, il existe 

un élément h de tel que 

l u i a(n + 1 ) 
lhnl * E u. et I (h ) 1É V 

l « a(n)+1 

donc, il existe q élément de c£ tel que I (g ) £ W et g < |h I ~n ^ a n a n ^ » n' 
, . u + . - ) . On a a lors : (on prend g = h ou g = h r ^n n ^n n 

E g < h et I (g ) £ W 
n > o 

ce qui contredit le fait que l'espace de Daniel I considéré est supposé 

prolongeable. 

2°/ Soit V un voisinage de 0 dans E. Soit (V ) une suite de voisinages 
^ n n > o ^ 

de 0 dans E tel le que 

( E V ) C V n n > o 

D'après le 1 ° / , pour tout n, il existe un entier a (n) tel que a (n + 1) > a(n) 

a(n + 1) N 

et I \ E u.) C V n 
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On a donc : 

î ( l u \ - ï ( l ( 1 > u.) ) 
\ n > ad) n/ \ n >r o M - a(n) • 1 " ' 

f * ( a ( n + 1 ) \ \ 
C l £ i V 2 u. ) ) (cf b ) ) 

\ n > o x i = a(n) + 1 1 ' ' 

\ n > o / 

on a donc trouvé un entier a (1) tel que î C l UÏ)C~ V c.q.f.d 
n>a ( 1 ) rt 

d) on pose u = f - f 1 (resp. u = f f ) r n n n - 1 r n n - 1 n 

Pour tout n, u appartient à £ et l u < g , donc (d'après 
n > o n 

le c) ci-dessus) il existe un entier n tel que 

T ( l u.) C V c.q.f.d 
i > n 1 

4 - Prolongement 

4.1. Soit Cn I) un espace de Daniell généra Iîsé. 

On désigne par fi l'ensemble des fonctions réelles définies sur fi . On définit 

et I comme indiqué au lemme 3.2. Enfin, à tout voisinage V de 0 dans E, 
on associe V défini par : 

f appartient à V si et seulement si f appartient à fi et s'il existe un élément 

g de ¿0 te I que | f | < g et I (g ) C V 

4.2. Topologie sur l'ensemble des fonctions 

Quand V parcourt l'ensemble des voisinages de 0 dans E, l3 famille des ensembles 

V constitue, dans fi, une base de filtre de l'élément neutre et ce filtre définît, 

sur fi , une topologie compatible avec la structure de groupe de fi . 
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PREUVE : 

On vérifie immédiatement que les axiomes (cf. |^2j ) d'une base de 

filtre de l'élément neutre sont satisfaits en utilisant le lemme 3 . 2 . 

4 .3 . Dans la suite des démonstrations, nous utiliserons souvent le 

résultat élémentaire suivant ; 

Si a, b, c et d sont des fonctions réelles, on a : 

|(a A b> - (c /sd)| < |a - c| + |b - d| 

I (a v b) - (c v/ d) I ^ |a - c| + (b - d| 

4.4. Prolongement de T : 

Désignons paroo l'adhérence de pour la topologie définie ci-dessus 

(on dira qu'une fonction est integrable si elle appartient à*L). Si on munit 

<£ de la topologie Induite par celle définie ci-dessus, l'application 1 est une 

représentation continue d e < ^ dans E. Par conséquent, elle admet un prolongement 

unique qui soit une représentation continue d e ^ dans E. On désignera par I (f) 

l'image, par ce prolongement, de la fonction integrable f. Autrement dit, 

un élément f de Q est une fonction integrable sl¿ et seulement si, pour tout 

voisinage V de 0 dans E, il existe un élément g dentei que (f - g) appartienne 

à V et, dans ce cas, T (f - g) appartient à V. 

PREUVE : 

La continuité de la fonction ï découle de ce que, si f appartient 

à V et à^, alors I (f) appartient à V. Peur la suite, cf. [2J . 

4.5. Théorème de prolongement 

Soit (£2 ,o£ , E, I) un espace de Danieli généralisé (cf. 2 . 1 . ) . 

Cet espace est saturable (cf. 2 .2 . ) si, et seulement si, il peut être plongé 

dans un espace de Danieli généralisé qui satisfait au théorème de convergence 

dominée, c'est-à-dire s'il existe un espace de Danieli généralisé ( Œ , ^ , E, I) 

tel que ou C¿C, la restriction de I coïncide avec x et, si (f ) 
n n > o 
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est une suite d'éléments de c& qui converge simplement vers f et^sî, pour 

tout n, |f k h avec h élément de alors f appartient à «if et 
I (f) = lim. 1 (fn) 

PREUVE : 

1°/ L'hypothèse saturable est évidemment nécessaire. 

Réciproquement, nous allons prouver que l'espace ( û, I) construit en 

4.4. satisfait au théorème de convergence dominée si l'espace Initial est 

saturable. 

2°/ Si f et g appartiennent à < ^ , on vérifie Immédiatement que 

(f - g) et (f A g) (cf. 4.3,) appartiennent à ^ et que I (f - g) « I (f)-I (g). 

3°/ On va d'abord prouver le théroème de convergence dominée dans 

le cas où (fn) est une suite de fonctions positives. Plus précisément, soit 

h un élément positif d e ^ , soit (f ) ^ une suite d'éléments de c ^ q u i v 9 n n > o ^ 
converge simplement vers f et telle que, pour tout n , 0 ̂  f $ h ; on se 

propose de prouver que, pour tout voisinage V de 0 dans E, Il existe un entier 

p et un élément w deJo+els que |f - f| $ w et I (w) C V . 

En effet, soit ( W p ) n > Q une suite de voisinages de 0 dans E telle que 

Soient d e 30 e£ t£c£avec |h - d| $ t et I (t) C W Q. De même, V n, soit 

h n é £ + et une£ tels que |h R - f j * u n e t î < u n > C W n . 

On pose u = E u (u ). On pose g = d A h (g e ) r n n n n n >o 

puis g' « lîm. tnf. g n et g" = lim. sup. g n 

n > o n > o 

On a : lf - g I - I (f A h) - (h A d) 1 ^ lf - h I + |h - d'I (cf 4.3.) 
1 n yrr 1 n n 1 ^ 1 n n 1 1 1 

donc, par passage à la limite, |f - g'| < + Sup. u n ,< t + u 

n>o 
et de même, |f - g"|$ t «• u 
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On pose g' . - 1nf. g, et g» . = Sup. g. 
n' k n s< i <? n +k

 1 n' k n < 1 $ irk 1 

Si on pose g' - Inf. gj et g" n • Sup. g. , on a}pour n fixé et k 
n i >n i > n 

tendant vers l'infini, g' . + g' et g" .+ g" 
+ 

9' u e + 9!? b s o n + d e s éléments de dominés par d : donc (cf. lemme 3.2.d) n, K n , K 

V n, il existe un entier a (n) tel que, si on pose v f

n = ̂
f

n,a(n) "
 s f n 

et v" = g" - g" , N, on a : n y n y n,a(n)' 

v f ç^£ et î (v' ) C W , v" é c f et I (v" n) C W n n n n n n 

On pose v' = E v f et v f l = E v" v n n n > o n > o 

On pose s' n - Sup. g ' M ( k ) et s« n = Inf. Q \ a i k ) 

puis s ! = Sup. s ? et s" = Inf. s" 
>/ n n n>o n>o 

On a s' t s' et s" + s" et toutes ces fonctions sont dominées n n 

par d, donc, dfaprès le lemme 3.2.d, il existe un entier p tel que 

I (sf - s f ) C W et î (s" - s") C V* 
p o p o 

On a : |s» n + 1 - g » n + î l - I ( s'n ̂  9'n+1,a(n+1)> " 9*^)1 

s< Is«n - g»J • |g' n + 1- g ' n + 1 , a ( n + 1 ) | ( c f. 4, 3 > ) 

On en déduit : |s' - g' | .< E v' ce qui implique, par passage 
n k<< n k 

à la I imite, |s' - g'| ,< v' 

On prouverait, de même, |s" n - g" n| <: v" et |s" - g" | .< v" 
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On a donc : 

| f " 9 p U I f " 9'p| • | f - 9 " p | (puisque g' p£ g p < g " p ) 

« |f - g'| • |g' - s'| + |s» - s'p| * |s' p - g» p | 

• |f - g"| + |g" - s»| + |s» - s"p| • |s» p - g" p | 

< w - | s' - s* | + | s" - s"| • 2 (u + t • v 1 + v") 
P P 

Mais w appartient à e t I (w) C v ce qui achève la démonstration du 3°). 

4°/ Il ne reste plus qu'à démontrer le théorème de convergence 

dominée dans le cas général. Soit (f^) une suite d'éléments de £ convergeant 

simplement vers f et dominée par h élément d e . La suite (resp. (f )) 

converge simplement vers f + (resp. f ) et est dominée par h : on peut donc lui 

appliquer le 3°/ et on a : 

f + et f" appartiennent à et I (f+) = Mm. I (f +

n) et I (f~) «-Mm. L (f~ > 

On en déduit (cf. 1 ° / ) : f appartient à l£ et I (f ) » I !m. I (f ) . 
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