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FwdFTI0NS DIFFERENTIELLES ABSTRAITES.
APP_ITATION AU PROBLEME OE CAUCHY-MELE
SCUR L'EQUATION DE LA CHALEUR.

par

Cleudio BAIOCCHI

. U ose Jdonne Jeux sspaces de Hilbert, K et H, avec K G H ; et un sous-espace

Vv o de K oimuni 2e le rorme induitel avec V dense dans H. On identifie H &

[ON

ferm
. »® .

con antidual HT et on peut alors plonger H dans V© (antidual de V) en obtenant

ar1si

fermé o
(7.1 Vv T K G H = H C. Vv

N denes T dense

Ayant K G v*, on peut considérer les espaces d'interpolation
derse

*

A
[%, U*jo ; on suppose

(1.2 0
7
(on remarquera cue, d'aprés Lions-Peetre Euﬂ, on a toujours

Ho- EV*L & [k, V]

A
2

]|

Psur tout o réel, on va désigner par H* (H) l'espace {V e Py,

(4-7%) e Q(“) € LZ[H}} oll V est la transformée de Fourier de V (au sens

de 'iH)] ; o, Schwartz [31]]. On a, d'aprés (1.2)

CP LWV

i (v 0 n (V) s H (H) .
| -

(7, a0 jTouLp voa LTKY H' (V) est {p.p. égale al) une fonction continue
!

a valeurs dans H.

On wva +alre io> identificetions suilvantes (qui sont évidemment
corpaziules asvec {(1.17)

e e s H Y, pour tout o réel,



(1.5) Q) C9H) € g'H) € PV = (Y v,

gt on remargue explicitement que 1'on a (grace aux identifications faites et

> y' = %% est linéaire continue de H*(H) dans Ha-1[H] pour

au fait que u

tout o réel)

la forme {u,v} —> <1/ u', v oo, est sesquilinéaire continue
H™ /2 (H) H2(H)
11.8) 1/
2 ; " )
sur H “(H) 5 si v ed(V) on a <_1/2 uv > o, = < i 1ult), vit) -
H (H} HOT(H @' (ve) g

2. On garde les hypothéses et notations du N° 1. On se donne K avec :

L2v) 6 XG LZ(K], X sous-espace
(2.1) 2
fermé de L(K) (muni de la norme induite)

et une forme {u,v} > k{u,v) sesquilinéaire sur ¥, continue et coercitive,

au sens suivant :

il existe M et o réels positifs avec :

(2.2) |me|iMMx"wK Vu vekX

Ré k(u,u) > o “u";é Yvu €X
On a le théoreme suivant :
Théoreme 1.

Sous les hypothéses et les identifications (1.1), (1.2), (1.4}, (1.5)

(2.1), (2.2), soit L : v «> L(v]) donnée avec :
(8.3) L est antilinéaire continue sur LZ[K).

Il existe u unique avec
%

(2.4) u € KNH (H)
.1/2
(2.5) <u',v + k(u,v) = L{v) vveXNH “(H.
—16 b%

H (H]) H “(H)
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En outre, u vérifie :
(2.6) ue HTV¥) A coH)
et dépend continument de L, d savoir

(2.7) < c

[ull + Jlul]
L2 (K) TNtV *

(L2(K))
C 8tant une constante indépendante de L.
Avant de donner la démonstration du théoréme, on va expliciter un cas
particulier. Précisément, solent encore K, H donnés avec
(2.8) K G H K,H Hilbert ; K séparable.
Pour presque tout teR on se donne V(t] et alt,u,v) avec

V(t) est spus espace fermé de K ; et 11 existe V avec

(2.9)
V ¢V(t] p.p, V remplissant (1.1), (1.2]).
({u,v}—> alt,u,v) est sesquilinéaire sur K ;
{2.10) t —» alt,u,v) & Lm(ﬂﬂ Y u, vé K

3a >0 avec Ré alt,u,v} > a “u"i Y ué K, P.p.

K étant séparable, pour u,v & L2(K), la fonction t-— alt,ult), viti)
est dans L' (R} ; on peut donc poser :

K = L2VIt)) = {u € L2(K) 5 ult) € V(t) pup.l

(2.11)

klu,v) = [ alt,ult), vit)) dt Y u,v & K,
/
R

et on vérifie aisément que 1'on a (2.1), (2.2), (pour (2.1), il suffit d'appliquer

le théoréme de Banach-Steinhaus).

On a alors



Théoréme 2.
Sous les hypothéses (2.8), (2.9), (2.10), soit f donmnée avec
(2.12) £ e LK™

Il existe u unique avec :

2 14
(2.13)  u €L®Vt)) A H 2(H)

(2.14) <_ u',v > + alt,ult),v(t]) dt = < flt), vit) > dt
14 1 K K
R

"
Y ove LSOVt A H 2(H)

(pour la démonstration, il suffit d'appliquer le théoréme 1 avec X, k donnés

par {2.11) et L donnée par L(v] = J s f{t), v(t] > dt ; on a évidemment
R K K

{(2.31).

On peut compléter un peu le théoreme 2, de fagon & y voir la résolu-

tion d'un probléme de Cauchy, de la fagon suivante

Théoréme 3.
Sous les hypothéses (2.8), (2.9), (2.10), (2.12), st f(t) = O pour

t <t et st V(t] = V[to] pour t <t ., ona ult) = 0 pour t <t

(il s'agit donc d'un probléme de Cauchy avec donnée initiale nulle
en tO]. Le théoréme suivant indigue de quelle fagon on peut résoudre un probléeme

de Cauchy avec donnée initiale non nulle

Théoréme 4.
On se domme K,H avec (2.8) ; on se donne ausst u, et pour presque

tout t > 0, V [t], a (t,u,v], f [t], avec :



( Vv (] est tel que, en posant (p.p.)

V*[t] pour t > O
(2,16) V(t) =

K pour t <0 ;

| on aitt (2.9).

[ a (t,u,v) est telle que, en posant (p.p.)

a (t.u,v] pour t > 0
Cusvly pour t < 0 ;

L on ait (2.10),

(2.17) £ (t) e L2, + = 5, K9 u, eH

Il existe alors un prolongement f de f,, > avec fée LZEK*] tel que la
solution u de (2,13), (2.14) (que l'on sait &étre fonction continue d valeurs

dans H) vérifie :
(2,18) u(0) = u
e]

ST £, . f, sont deux prolongements de . tels que les Uy » U, corres=
pondantes remplissent :

u1(0] = U - uZ[O] =u . ona uq(t] = u2[t] v t>0,

3. 0On va montrer de guelle fagon on peut traiter, & ltaide des théorémes 2 et 4,
le probleme de Cauchy mélé pour l1%&quation de la chaleur.
Soit 9 un ouvert de R" ; on désigne par‘§$1(§j l%ensemble des restric-

tions & Q des éléments dei$1( R") (fonctions continues ainsi que leurs dérivées

~

premiéres et & support compact]) ; et par Hq[QJ le complété de %ﬁq[ﬁj par rapport

/I

a la norme 2 n 2 =

) 2

lel - fheln, oz ¥y, A
H* (] L™ () i=1 i L7l



Il est bien connu gue si 1'on pose K = H1[Q], H = LZ[Q]. (2.8) est

remplie.

Si l'on désigne parlﬂl(Q] l1*adhérence dans Hq[QJ de C;(QJ, et par
H“1[QJ 1'antidual de H;(Q) (avec les identifications usuelles
LZ(Q] gz[LZ(QJ]*<L H_q[Q]J, et si la frontiére de Q est "suffisamment réguliére®,
on a &”[QJ, H-q(Qﬂv,= LZ(QJ {cf. p. ex. Baiocchi Bﬂ] ; on pourra donc choisir
vV o= Hl(Q) pour avoir2(1.2], (et (1.1) correspond alors aux identifications
usuelles]),

Soit donc @ tel que ci-dessus ; soit O le cylindre @ xR, et £ = 30 xR
sa frontiére. On se donne une partie quelconque ZD de £ ; et on pose, pour
presque tout toélR, P[tO] = E; n{t = to} 3 V(to] = adhérence dans H'(Q) des
gléments de€$1[§j nuls sur F[tD]. Avec le choix de V,K,H précédemment indiqué
on a évidemment (2.8), (2.9).

| On choisit enfin alt,u,v) = (u,v)K {pour un peu simplifier !) et on

va interpréter le théoreme 2, en supposant f(t) e L2[H].

En écrivant (2.14) avec veF (Q), on a

ou _ '
(3.1] 5f * U Ax us=f au sens de ﬁf (Q)
n a2
(Ax désignant le laplacien dans les "variables d'espace" : AX = X —5
i=1 axi
Xq o seens X étant le point générique de Q] ;
La condition u e LZ(V[tJ] s'interpréte
(3.2) ulx,t) =0 sur Eg

et finalement, compte-tenu de (2.14) et de (3.1), on a la validité d'une
relation telle qgue

(3.3) au =0 (v = normale a 3Q)

W g%
(a]

dés que 1'on pourra écrire une "demie formule de Green” (du type



{ (u - A uJdedt+J su dol(x,t) J.
X v

u v
X, ox, ] dx dt

q ‘ * q )

AN
(=

- Pour ce qui concerne le probléeme de Cauchy mé&lé par 1'équation de la chaleur,
le théoréme 4 nous assure gue, § étant donné comme auparavant, si

erx,t) e L% x]o,TD (Te Jo, » =[] et siu_(x) € L?(0), le probleme

r ou B
P Axu flx,t) dans @ ij,T[_
ulx,o) = uo(x] dans @

(3.4] < sur E; , ZO sous-ensemble quelcongue de
ulx,t) =0
3 x ]o,T[

Moo sur 3@ x ]0,T[ - T
7 X , o

admet une et une seule "solution faible" ol la solution faible est & interpréter
au sens suilvent
t , )
a) on remplace u par e u de fagon que 1'cpérateur 3% Ax se transforme
en o— - Ax + I (I = identité)

b) on prolonge f(x,t) par O pour t > T
c)] on considére ZO plongé dans T = 30 x R

d) on cherche a définir f pour t < 0 de fagon gue la scglution du probléme

posé sur la droite toute entigre vérifie ulx,o0l) = uo(xJ.

e)] on résoud le probléme sur la droite toute entidre grace au théorséme 4 ;

la solution étant indépendante du prolongement fait en d).

f) la solution trouvée (moduloc la transformation u - etu] vérifie
3¢ - O,u = f au sens de F' @ x ]D,TIE ; elle est fonction continue de t
a valeurs LZ(Q], et dans ce sens, vérifie ulx,o0) = uo(x] ; elle est nulle

sur E; au sens gu'elle peut étre approchée, p.p. en t, par rapport & la norme

de H1[Q] par des fonctions continues nulles sur cette partie de 3Q ;



finalement, on a %% = 0 hors de E; au sens d'une demi-formule de Green (for-

melle, gu'en général on n'a pas le droit d'écrire].

4, L'étude du probleme (3.4) avait été 1’'objet de nombreux travaux. L'étude

la plus proche de celle ici donnée est la suivante (Lions Eﬂ, chap. IV, n° 5)
on part d'un espace de Hilbert H et d'une famille V{(t] d’'espaces de Hilbert
avec V(t]} G H, famille mesurable sur [@,f] par rapport 3 la mesure dt, et d'une
forme al(t,u,v) associée & un opérateur Kty e L), vitdd, le champ d'opé-
rateurs Utft] gtant mesurable. Sous des hypothéses analogues a (2.10), on
démontre que, pour tout {f,uo} € L2(O,T 3 Hl x H, il existe ue.Je vit) ot

{espace remplagant Lz[v(t]]) telle que
T T
J [é[t,u[t], vit]) - (u(t), v'[t]lé] dt = f (F[t],v[t]]H dt +[uo,v(0]JH
(4.1) 0 ® 0
pour tout ve [ v(t) dt avec v' € LZ[O,T ;3 H), v(T) = 0.
J

(on a donc 1l'existence de la solution d'un probleme plus faible, sous des hypo-

theéses plus générales)] ; 1l'unicité de la solution de (4.1) est un probleéme ouvert.

Si 1'on suppose que les V(t) sont des sous-espaces fermés d'un

gspace K avec KG H, on connait 1'unicité de la solution guand :

(4.2) V(t} décroit lorsque t croit.
(4.33 alt,u,v) = alt,v,ul et t - alt,u,v] e C1([b,T]].

(cf. alors Lions, loc. cit.) ; ou bien, si en désignant par Pt la projection

orthogonale de K sur V(t), on a :
(4.4) t > (P.k, h) & ¢! ([o.1]) ¥ h,k e K

(cf. Lions Eﬂ_; cf. aussi Kato-Tanabe Eﬂ ot 1l'on démontre 1'unicité

en supposant (4.4) et (4.3) ; cf. aussi Cooper [5] et Carroll-Cooper [4| od,
P g



avec des hypotheéses anelogues, on traite le probléme pour des cpérateurs

monotones dans des espaces de Banach) ; toujours scus 1'hypothese V(t! < Kg H
fermé

j'avaeis démontré 1'unicité de la solution du probléme en supposant valable (2.9]
et sous une hypothése de densité

2 1, 2 ®§
(4.5) L7(Q,T 5 V(1) N H (0,7 ; H) est dense dans L7(0,T ; V()i N H “(C,T ; H)
(c*. D], Eﬂ ; ces résultats rentrent en particulier dans Brézis Ei] od 1'on
étudie plus en général des inéguations variationnelles).

Toutefois, dans les applications concréetes, les hypothéses (4.2]), (4.4),
(4.5) impliquent des restrictions sur le sous-ensemble ZO de Z.

La difficulté essentielle est que, jusqu'd ce que l'con reste sur 1'in-

1/2

tervalle DJ{G, la dérivée n'opére pas entre H (H} et son antidual ; de fagon

gue le crochet <172 u', v > 172 n'a pas de sens, et 1'on est forcé de le

H (H) H (H)
remplacer par
T
- J (u,v']H dt (cf. (4.1)) en ayant ainsi une éguation fonction-
0

nelle (& savoir (4.1])) avec peu de test-fonctions ; au contraire, en posant le

probleme sur la droite toute entiére, on peut chercher u "plus réguliére” (&

1/2 P L . N
savoir u € H {H)}) et donc écrire le crochet < u',v > ; on écrit 1'équation
pour "assez de test-fonctions” de sorte gque 1'unicité est maintenant immédiate ;

ici, c'est 1l'existence qui est plus difficile, dés que l'on cherche u "plus

réguliere”.

5. On va maintenant donner une esquisse des démonstrations. On étudiera, d'un
seul coup, deux types de problémes, & savoir (au lieu de (2.5) qui correspond

au signe + dans 1'éqguation (5.1) suivante
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1
(5.1) £ < ut,y >+ k(u,v) = L(v) pour tout v eX O H 2(H)

A 14
(o0 le crochet est, ici et dans la suite, l'antidualité entre H A[H] et H 2(H]J.

D*abord, 1'unicité : étant denné que 1'oan peut prendre dans (5.1) v = u, si on a

%

ueXnH “(H) qui remplit (5.1) avec L(v]) = 0, on écrit (5.1) avec v = u ;

et on prend la partie réelle des deux membres. Compte-tenu de (2.10) et du fait

1 _
gue Ré < u',u > = 0, pour tout u e H 2[H], on en tire Hu“K = 0, donc u = O.

Pour l'existence, on va faire usage d'un procédé de "régularisation

elliptigue” : pour tout ¢ > 0, on pose
+ 1
(5.2) %wwl=i<u5v»+kwm]+emmlv Y uveXnH (H)
H 2(H)
et on a (¢ aussi (1.6), (2.2))
. 14
(5.3) {u,v} » E;[u.v] est sesquilinéaire continue sur KN H “(H).

En employant encore la relation Ré < u',u > = 0 et (2.2), on a

évidemment :
16 2
(5.4 Ye>0, YueXaH (H), ReE (uu) >minu [e.a] |l ,, d'ot
XAH (H)
grace au lemme de Lax-Milgram, guelle gue soit L : v > L(v) avec (2.3}
15

¥ e>0 3 u_ unigue dans X N H “(H) avec
(5.5) 1é

E. (u_ »v) =Llv) ¥ v e XnH “(H).

En employant encore (2.2} et Ré < u',u » = 0, on a, de

Ea(u€ ,v] = L{v] avec v = u

(5.6) a!]uE”Ki_”L”( 2, %

K))

On prend maintenant, dans E (u ,v) = L(v), v € V) (ce qui est
€ €

possible car Y (V] < L2(V) C KJ ; on aura, compte-tenu de (1.6) et du fait

gue 1L
2 2 ~
(u_ ,v) = < (1+717) ad (t), vit) >
€ €

HHY 9w S (v



X
2.2+

| < [z it + e(1+17) u (), vit) > | = L) - klu_ vl <

g v %)

< Jic]] - vl + M u_flgn V]
(2K L2(K) eX K

(on applique (2.2))

IVI .
o D

vl
Wi L%
5 fermé fermé
(on appligue (5.6) et le fait que L7(V] cC K .

L2(K)) .

M

L™ (V)

L™ (V)

pour tout WeS(v),

Comme, pour v e $wvy, U décrit tout $ov), et que “v“ 5
L7(V)
(théoréme de Plancherel ; cf. Schwartz EH]], on en tire :
. 2 Vo » , " |
| N (21 tre (1417 7] u (), wlt) > <Ll *Hw[( 5
Qv L (L7(K))
2 1é - 2. %
d "ol [i 1+ e(1+1%) 1 UE(T] € L(V') et :
(5.7) f|[+1i7+ e[1+r211/2:| u (o) <01+ Dy
S (s B N (R (S D

En explicitant (5.7), on a :

~ 2 R 2
J T2 “UE(T]" % dr f_J [Tz + 62(1+T2]] HUE[T]” * dr = H[i it+e (11
V v

R R
2 2
<D
(L
d®oll évidemment (gréce aussi & (5.61))
ol s e el 2y )
u = liu + (1+17) |flu (1) dt < (1+c7) |[u +
JLZ[K]!\H/I(V*] L2 (K) b e~ L2 (K)
. 2 2 2 2
. f Sl IR ISP O T I 1Y [ E P N 1 A
v a (L (K)) @ (LE(K))

R

ol c est telle que ”v" 2 C HVH » pour tout v e V.
V

On a donc obtenu :

(K1)

>

14 2
2, 2m"
) ]UE(T)HZ

L

v



(5.8) Ju i 1 . < .
PO N H V) (L7K3)

. M+1+c . L
ot € <1+ " est indépendante de L et de €. On peut fonc extraire de
{u_} une suite <u_ } _ avec lim e = 0, telle que u_ —> u_ dans

£ €>0 € nN=1,2,... n € 0

5 — u U n
L7KI O H (V7).

?é
On aura, en particulier u_ - u, dans H “(H) (cf (1.3)) et UDCJC,
n
gtant donné que u_ e X paour tout n.
n Y

~

Ayant fixé v € K A H LLH], on peut passer & la limite dans

+
E; (u ,v) = L(v), et on obtient

1/
+ < ué , v >+ k (uo,v) = L(v) pour tout ve X QH 2[HJ.

Donc Ug est une solution de (5.1) qui vérifie uOé H1[V*] {et donc,

d'aprés (1.3], u, € C°(H) ; et (d'aprés (5.8))

(5.9) <cd

lu_| + Ju
%" %K) "y (v (2™

grace a l'unicité de la solution de (5.1), on a terminé ; en particulier le
théoreme 1 est démontre.

Le thécréve Z reéc=uite évidemment du théoréme 1 ; le théoréme 3 est
conséquence de résultats bien connus sur le probléme dans le cas ol VIit)
est indépendant de t {on se borne & travailler surgj—w,tO[ ol 1'on a bien
Vit) = V[tO]] (cf. alors Lions Dﬂ et Bﬂ] ; et le théordme 4 est une

adaptation simple des procédés employés dans D], théoreme 5.2.



_13_

BIBLIOGRAPHIE

D] C. BAIODCCHI : "Regolarita e unicita della soluzione diuna equazione
differentiale astratte”". Rend. Sem. Mat. Padova,

Vol. XXXV (1965), pages 380-417.
Eﬂ C. BAIOCCHI : "Sul problema unisto per l'equazione parabolica del tipo
del calcre”. Rend. Sem. Mat. Padaova, Vol. XXXVI (1386)

pages 80-121.

Eﬂ BREZIS : "Travail en préparation et communication personnelle"”.

Dﬂ R.W. CARRCLL et J.M. COOPER : "Sur les solutions d'une équation d'évolution

a domaine variable". C.R. Ac. Sc. Paris 270 (1970) p. 319-321.

Eﬂ J.M. COOPER : "Evolution Egquations in Banach Space with variable domain”.

Sous presse.

Bﬂ T. KATO et H. TANABE : "COn abstract evolution equation”. Osaka Math. J.

XIV (1962} pp. 107-133.

[?1 J.L. LIONS : "Equations différentieliles opérationnelles”.

Springer-Verlag - band 111.

Bﬂ J.L. LIONS : "Equations différentielles dans les espaces de Hilbert”.

Corso C.I.M.E. 1963 = Ediz. Cremonese.



L 9] J.L. LIONS : "Remargues sur les égeations différentielles cpératiornelies”

Osaka Mat. J. XV [19B3; pages 131-142.

Eﬂdj J.L. LIONS 2t /. PEETRE : "Sur une classe d'espaces d'interpolaticn”.

Publ. I.H.E.S. N° 19.

EM] L. SCHWARTZ : "Théorie des distributions & valeurs vectorielles” I et II.

Annales de 1'Institut Fourier 7 (1958) et 8 (19581.



