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ANALYCITE DES SOLUTIONS DU PROBLEME DE DIRICHLET HOMOGENE

par

M.S. BAQUENDI

(rédigé par B. Hanouzet et J.L. Durrmeyer)

Soit @ un ouvert borné tres régulier dean, de frontiere T analytique.

P(x,D) désigne un opérateur elliptique d'ordre 2 & coefficients analytigues dans Q.
Soit u € C (2) telle que

(P(x,D) u =¥

On se propose de démontrer gue si f est analytique dans @, alors u est

analytigue dans Q.

La démonstration est faite en deux étapes. Au I, on étudie 1'analycité
dans £, la démonstration est extraite de Hormander ([1]) ; au II, on étudie 1'analy-
cité au bord. Le résultat est aussi vrai pour un opérateur elliptique d'ordre Zm.
Pour des résultats analogues pour des systémes, on pourra consulter Morrey et

Nirenberg (Bﬂ], pour un opérateur elliptigque dégénéré, Baouendl et Goulaouic [Eﬂ].

I. ANALYCITE DANS Q.

1¢) Préliminaires et notations.
Notons w = {x e R" [ Jxl< R}, pour qu'une fonction g soit analytique dans w

il faut et i1 suffit gu'une des propriétés suivantes soit réalisée
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On démontre gue (1) f(resp. (21 éguivaut & (1') (resp.
formule de Stiriing. gue (1) éguivaut a (2) par le théoréme de Sobolev.

or suppose gue R < 1 et on note,

Un obtisnt une condition nécessaire d'analycité.

Proposition I.7.

Si g est analytique dans w, 11 existe wie ccnstante B > o telle g
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et de fagorn éguivaiente, en utilisant la norme L7 :

pour 0 < ¢ < R
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[je]l“' N (0%) _<_Ea]°‘|+1 |o¢||°‘I (4)
e el Ny g[e (0°8) < lel* (41).
Démonstration

Si j € > R alors sz = 4 et (3) est évident.

Si je <R, d'aprés (1'}, on a :

sup |D%(x)| < sup |D%(x)] _<_:3|°‘|”|m|l°‘I .

X Ew, X ew
JE €

et par suite, comme j €<R < 1

[je)lal sup D% (x)] :_B|a|+1 Iallal .

X €W,
Je

2°) Passons maintenant & 1'étude de 1'analycité dans Q. Ennongons le résultat

Théoreme 1.
Soit P(x,D) un opérateur elliptique d'ordre 2, & coefficients analytiques
dans Q. 57 u est une distribution telle que P(x,D)u est analytique dans R, alors u

est analytique dans Q.

Notons d'abord que, puisque P{x,D} est elliptique (donc hypoelliptique),
les hypothéses impliquent gue u e.Cm(Q]. D'autre part, l'analycité étant une propri-
été locale, il suffit de montrer le théoréme au voisinage de chaque point de 9, &
une translation prés, on peut se ramener & l'origine. Nous supposons donc que

u€cC (w

P(x,DJu = f est analytique dans w

P(x,D) = Z ag DB avec aB analytique dans w



D'aprés (1) et (2), on sait gu'il existe une constante A > o telle que

¥ oo em" ,|Daf|2 i/J“L”'laHal (5)
L™ (w]
vV aem’ 2 sup \DuaB(x]| §_AIGI+1|u|Ia| (6)
|B|i? X €W

Lemme I.1.

Soit v € C (w), o €N avee |a| = 2, i1 existe une constante C, < o telle

que, pour tout e, €, 205 € * £y < R, on aitt :

e? N 0%) < C. le2 N (P(x,DIv) +
gte - 1 €
L ! (7)

~]

om0t e )
le 1

P(x ; D) étant un opérateur elliptique sur §, il existe une constante C > o telle que

Vue9Dw ., Vaéﬂ\ln, |0L|f_2, on ait

[Daul 5 <C | P(x,D)u 5 (8]
L™ (w) L™ (w)
On prend alors u = fv avec ‘969[% ),
/l
oi"f’_<_ 1, Qix) = 1 sur O e et

B 1
sup_ 0% 9x)| < Ciaie o]
X €R

(Cla) est une constante > o indépendante de e].

Pour construire Y il suffit de prendre ¢;eCm(lP] telle gue YEtt) = 1 pour
t <o, plt) = opourt <1 et 0 <y(t) <1, puls de poser :

oo = wteT x| =R v e ).

Pour (8], on a

| v | <C [P(x,D) P v .
L2CRM) L% m™M)



et par ailleurs

a o ¢
Ne,e (V) =nN_ . (D(Pv)) < [D7(PvI]

1 1 L(m™M

On a :

P(x,0) (Pv) = PP(x,00v + [P(x,0), ¥ Jv .

| ¢ Pix,0)| <N (P(x,D)v).
LZir™ T 6

Développons le commutateur par la formule de Leibnitz :

[P(x.0),9] v= ag DB(?VJ ¢ 2 oy
|8]<2 |8]<2
B

8
- 7 a,fey s ] ag (D ey 0?2

et majorons chacun des termes :

| A

8 B
I(D ) v sup_ |D P3| N (v)
L2(RM T xer” €1

| A

e~ () N, (V)

/I
B B B B
|(D1\P][D2v]|2 LS sup [DW[xJINE 0?2V
L“(mR ) X MR 1

_ B
< C[61] > 1 N (D 2 V]
< 3

Il existe donc une constante C' > 0 telle qgue :

I[P(X,D],‘?] v| > 5_8'(8—1 z N (DBv] + e 2 N€ (v]]
LSCm™) [g]=1 ©1 1

ce qui termine la démonstration de 7.

Remarquons gue le lemme I.1. donne une majoration des dérivées d’ordre 2

par P(x,0)Jv et les dérivées d'ordre 1 et O sur un ouvert plus grand. Nous employons

une méthode "d'ouverts emboités” pour démontrer le résultat



Lemme I.Z.
Soit v € (w) teile que P(x,Dlv = f soit analytique dans w. Il eciste une

constante B > o telle que

o o]+

Y o €an , Y e > 01 gl N|d|€ (Dqu < B {(9).

la démonstration se failt par récurrence. Nous supposons que la relation (9)
e s - . s s n .
cest vérifiée & 1'ordre j (c'est-a-dire pour tout o &€ N, ]a|< J) et nous monirons
qu'on peut choisir une constante B > o telle gqu'elle soit encore vérifiée a 1'ordre

Jj*1, ce choix étant fait indépendamment de j.

Scit dorc o € N avec |al = j+1. On pose

o = a' * a" avec |a'| = j=1 et |a”| = 2.

On appligue la relation (7} en remplagant v par 0% v et a par o’

N ™) < { e N (P(x,D) 0% W)
ere, - 1 €

v ! '
ceo b TRV N (DY)
|8]=1 1 1
puis on choisit e, = je = [lu|—1]€ ce gquil donne
o o |l - o'
2 |
e VI s e e N gy, PLGD) DT )
yéu;—ﬂ T o'+ a2

+ gl ) o 3
,,T N[IOLI_IIJE (D V) € N(Ial_,l] (D VJ}

]b =1

Nous majorons separeinent chacun des termes intervenant a droite dans cette

derniere inégalite.

(i) Comme ]ai—1 et ]a’| = J=1, on a

.ldl—Z o' hlal—Z o'
€ N['OLI"T)C (D v] < ¢ IOL'[E

et par 1'hypothése de récurrence



elal=2 ') < gkl *1 _ glel-1 (1),

(la|-13¢e -
ii) Comme [B+u'| = ]B[ + ,a'l = ]al -1, ona:
] -1 Ba’ o]
€ N(|d|‘1]€ (D v) i_B
et par suite :

lel=t 1y 08"y < plol (1i).

IBI:__,' [IOLI‘1]€ - )

iii) Il reste a majorer le terme :

o (P(x,0) D% v).

© Nlal-1e
On a
P(x,0) D*'v = 0% (Plx,DIv) + [Px,03, 0] v
o I oy 0 .
y<o o [8]<2
[y] 21
et ainsi :
o o' o a'
€ N(lal_1]€ (P(x,D)} D V) i_E N([a|-1]€ (D" )
] (S L
« 7 ' ) alal[i ) sup 078 (x| Nejal-17e @ Y )
T < a ,6l<2 X ew
- - (la]-1)e
]2

Par (5] et (4'), on a :
o'l ey < aletle
ENE -
et comme |a|= ]a’l + 2

’a[ a’ lo] a’
€ N(la’_1]€ (D™ ) 5_6 NIQ’IE{D f)

2 alat 1, alo’[+1

<



* Comme |6 + a' - Yl < J, on peut appliquer l'hypothése de récurrence :

E|6|+[a'[ - iYI [D6+a' Ty < BI6|+‘Q,\ - lYl 1

Nelstelar|-]v]e

et par suite :

el b Ty < Zlslevdglellat =yl
\|0L|_1]€ -
o bl glsielarl= Tl + 1
v BIOLHY 1

< €
La derniére inegalité est obtenue en supposant B > 1 et en remarguant

gue ]a'l + (6’ i_‘a!*

% En utilisant (6] et (3}, i1 vient :

e:l“ﬂI ) sup \DY‘a (x)]| < A‘Ylfq Y ! [|a|-1J_IY|
|6]<2  xew 8 N
— (la|-1)e
* On remplace enfin la sommation sur les multi-indices y par une sommation simple

ce qui est possible en remarquant que le nombre de multi-indices y vérifiant

[v] < o] est majoré par n]a'l
et que (%) < (o - ol=2)
Yoy N
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e o] N Ja]orge POOD) D% W) <Al T e T ket
k=1 K
(|-~ glol-ke
o | -2 .
Or { ) —-————L~E <1 donc
K (lal-1)
: lor [+1 la[-2 _
el y P01 0% v« sl AT T T TR AR Ry (111)

(Jo|-1)e - gla] +1 k=1



Regrodpart (i}, (ii) et (1ii), on a alors

| { _
LIotl Nl l (0% uy < C. { B'al 1, n B|0L[
OL!E - A
AN
[P -
! f il [O‘| 2 - 3
. plal- | A' __ .a 1 B koak K
LBl k=1
1 _ _ |a’|+1 Ial-Z _
glol C, { 5% -np s A | sa 1 B RASGK
A Blol g k=1

A
On choisit B tel qus %§-< 1 donc

]2 o Al 1
A z B A n < X
k=1 B 1 - DA
B
et ensuite B suffisamment grand pour gue
1
T
4
On obtient alors la reletion (3) pour |al = 3+1
!a’ o |u|*1

Insistans bien sur le fait gue le choix de B est indépendant de j.

Démonstration du théoréme I.

cr - ‘s c
Soit C > 0 tel que W ¢ w. Dans 1le lemme I.2, nous choisissons ¢ = T—~
o

pour un multi-indice o fixé.

D'apres (8], il vient

_C ‘ lDOL VE , iBIa|41
|a;|a| L™ (e )
IOL]*-/’
donc 0% v| ., < B i&i!ul
Llw] C|al

qui montre l'analycité de v sur BL {par (27)).



IT. ANALYCITE AU BORD.

On démontre un résultat dans R\ = {x € R" ‘xn > 0}.

1

n
+
On pose x = (x',y) avec x' em’ ', y €R,

Pour 0 <R <1 et 0 < e < R, nous notons maintenant

w = {x 6‘R2 I Ix] <R}
w= {xe RZ | x| <R
W {xe RT | [x| < R-el.

Pour o eiNn on pose o = {a',k]) avec a'é ﬂVn—q, k e N.
Pour P(x,D) opérateur elliptique dans w on pose

P(x,B) = D2 Z a (x) D
Y |
0

Théoreme II.

Soit P(x,D) un opérateur elliptique d'ordre 2 dans w, & coefficients
analytiques dans w. St v € C” (@) avee vix',0) = o et P(x,Dlv analytique dans w

alors v est analytique dans ZE quel que soit c € JO,R[ -
Nous démontrons comme au I.

Lemme II.1.
Soit v e C(w) telle que v(x',0) = o, aeN", |a| = 2. Il existe une

> 0 telle que pour tout €, €, >0, € + €, <R

constante C ; 1

1

2

e N . [Dav] <C 2

{e N€ (P(x,D)v)

! 1

—

(7')

+ £ % NE [DB v) + NE (v)}

e 1 1



Nous utiliscns la régularité pour le probléeme de Dirichlet homogéene. P(x,D)
étant elliptigue dans w, il existe une constante C > O telle que

¥ u € P avec uix',o0), ¥V a em” avec |a|§_2
on ait

|Da ul 2 < C |P(x,Dul 5

L (w) L7 (w)

On obtient ensuite (7') en appliquant 2 u = P v cette dernigdre inégalité.

Nous ne pouvons obtenir 1'analogue du lemme I.2 pour toutes les dérivées,
mais seulement pour les dérivées tangentielles. En effet, si ver (w) avec v(x',o)=0
on a encore

v €C (@) avec v(x',0) = o, on a encore

o 0 - n . , o .
D" v el (w) pour tout o €W ', si a = (a',0) on a O vix',o) = o,
mais si D% contient une dérivation normale d'ordre > 1, on n'a plus a priori

p% vix',o0) = 0.

En appliguant (7'), en remplagant v par p% v, @ = (a',0), on obtient :

Lemme II.2.
Soit v € C (w) avee vix',0) = o telle que P(x,D) = f soit analytique dans w.
Il existe une constante B > o telle que :
v aelN” vérifiant o = (a',k), kK < 2, V¢ > O

e“"l N (0% v) < glol+ I
|ale ~

Ce lemme permet de conclure que, pour C > 0 avec w. C w , 1l existe une

C
constante B > 0 telle gue
¥ o e N vérifiant a = (a',k), k < 2
1 R
0% vl , _<_B|°‘I+ lof (10)
L™ (w_ )

c
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Le théoréme Il sera démontré si nous prou.ons la relation (10) pour tout

n PR
o €N . Plus précisemert, nous avars

Lemme II.3.

Sous les hypothéses du lemme II.2, pour C c—]D,R[, 1l existe dewr constantes

Eet F >0 telles que :

v oaeN, o= (a',k) ¢ 0% v] . < E F o] 1 (11)

D'aprés (10}, on sait que la relation (11) est vraie pour tout o' €& an-1
et k= 0,1,2. Ndus montrons qu'en peut choisir E et F telles que, si (11) est vraie
a 1l’ordre k, quel gue scit o', alors elle est aussi vraie & l'ordreyk+1, quel gue
soit a', le choix de E et F étant indépendant de k.

Nous dérivons la relation P(x,D)v = f & 1l'ordre (a', k-1)

D[u ,K*ﬂ]v - D(a R ) (4 D[a yk=1) 0By + Dj(a ,k—1], a] DBv]
. B B
8]<2
g#£(0,2]
et nous majorons chacun des termes obtenus.
i) Par (%), on a :
’ _ "'
jpte’ K 5 ;_Ala R et k-1 (i)
L7 (w_]
c
’ — "R — [a'+8'
1) Z X D[a sk=1) DB . Z 56 D(a 81,K 1] 1y 2 0 2
|gl<2 P B=181 ) B=(8 )
(0,2) - ’

ERCHE [[u'|+]8%i+ k=1) |

| |,+ v
e TE3 R ar s Jasl 4 k0
L [wC]

» KJ
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En tenant compte de

B%| < 2, IBé|§j et en supposant 1 < E < F , on a :

l v 2 la’ k=1) DBV] <
| el F 5
| g#(072) L)
c
T 1 .
clot o1 gk (o] -k+1) 1 %E—. (i1)
iii) Majorons les termes intervenant dans la commutation.
Par la formule de Leibnitz, on a :
[:D[Oc ,K—’i], aBjI DBV _ z rlo ,K"’!J](DYGB} D(OL SJk=1) =y + BV
r<la',k=1) v
v#0
donc, par (6)
'Lk=1)
i[D(u K 'l,, ag‘} D'B Vl , <
4 L™ (w_ ]
c
- N " - -
E () A e e,
v<la’ k=13 L 1Y

thwCJ
+1#0

En posant v = (y', y"), 8 = (B', B"J, comme k-1-y" + B" < k, on a par

1'hypotheése de récurrence :

|ple’ k-1)=v=8, < glat-ytes
thwcl"

+ Fk_q_Y"+B“ (|a’]+ K—1—|y|+|8|] !

< E!d,]‘}yz B

< R e e en - D
(en supposant © < E < FJ.

On obtient alors

f _ IOL' "i"K_/! N ' K_/I ¥ s .
[ k1 a,] 0Bl < o' |+k=1) I (o' lek=3) 501
L™ (o ) 3=1 Joe
423 . ‘ [’ [+k=1 j
5_E|a [+2-3 gk o' |+k+1-3)1 j_Ela [+1 F Y o ket é? L [ %? }
=1
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Fn désignant par N le nombre de multi-indices de longueur < 2, on a alors

I Z‘ FD[CX')K—/!J, a] DB V‘ 2
i sl<z " ' L% tw )
|8#(0,2) ; (111)
e s lo' | k-1 3
CEld TR ey o NAE ! (28
— ! F . s
3=1
En regroupant (i), (ii) et (iii)
jpte K1y <l ket (o' ]+ k+1) 1 x
2 —_
L (w_ ]
C
f |a'|+K |u'I+P~1 Al
A (o' [*k=1)1 . AE L\ AE lZ ( DA,
o T+ _k+1 , F F L E
\E F (la' |+ k+1)! j=1

.

On choisit d'abord E telle gue %? < 1, puls F telle que { } <t

Ceci termine la démonstration du lemme II.3 donc celle du théoreme II.

On en déduit, par un difféomorphisme analytique, le résultat

Théoreme III.

Sotent Q un ouwvert de R', P = P(x,D) un opérateur elliptique dans Q, & un
ouvert de R". On suppose que les coefficients de P sont analytiques dans © 0 Q, que
30 N ©& est analytique ; soilt u une fonction C” dans & 0 a-vérifiant :

-Ju|a§2n9’= 0

\P(X,Dlu analytique dans O’ N Q

Alors la fonction u est analytique dans ©0 Q -
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