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Un théorsme d'existence et d'unidité pour 1'équation :

u’' + Au=f
8]
Z o u(q‘) =
o
par

Raymond PAVEC

Scient V et H deux espaces de Hilbert. On suppose que V est
contenu dans H, est dense dans H =2t qus :
(1°) 1'injection de V dans H est compacte.

En identifiant H & son antidual on a alors :

VvV HC V',

Soit a une forme hermitienne continus coercive sur V :

-Vue v, Vve v faww]sn (], I'v,

-Vué\/:bm.wlaalhﬂa.

I1 existe alors un isomorphisme A de V sur V' tel que

-Yue V,Vvév valu, vl = <Au,v>, Y
Soit T > o, On désigne aussi par A 1'isomorphisme de LZ(D, T, V) dans
L2(0, T, V') défini par

u € %0, T, V) 3 (At € 4o, 7, V).

Soit (f, £) € L%(0, T, V) x H. On considére le probléme :
Déterminer u tel que :

vE %0, T, W

(1) ut(t) + A u(t) = £f(t) , ppté[o, T]

3 o u(tk] =g

=0



ol uké; R, t0 =g < t1 < eesa< tp,f T. On suppose

a_ 7o
(2) ° -At,
Y A >0 s E o, e Z O.
& K
k=g
Théoréme 1. Si 1'hypothése (2) est vérifiée, le probléme (I) admst

une solution u et une seule, et 1'application

f, &) MU

est un isomorphisme de

L2(0, T, V') x H—gW(0, T, V) ={u | vel?m, 1, VI, welln, T, w} :

Soit D(A) =Ju&V | Aue H} » muni de la norme du graphe
; 2 2 2
HullZeny = Tul?+ Ayl (ul = July)
L'opérateur (A, D(A)) est un opérateur non borné autec-adjoint dens H

et son inverse est compact d'aprés 1'hypothése (1). Le spectre de A est

constitué d’une suite (A,) vérifiant : o & A, & A ’

i 1€ W i 1+1
iim A =+ o gt on peut trouver une base orthonormée de H constituée

i

de vecteurs propres (wi] de A. Si u€ V' on a alors :
i€ N

[o2]
u = iZg uy Wi » 8vec wu, = < u, wi >V' x V.

et 1’epplication u—-—-}(ui) ast un isomorphisme entre les espaces

suivants :
2
- 2| (i, u 1E & -2
D(A) y O(A)) -{[uile % i i
- 2 2
v ___;vo-{fﬁléz !(W&ufé:g}
2
H by H = %
v — 3y fwned | b e a?
7o e Kng_ *

L.*opérateur A devient l'opérateur AD de V0 dans V'0 :

(ui]é_ V) > txi ui)(-‘_— V'
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De m8me si u& L2(D, T, V') en posant

ui[tJ = < ult) , wi Ut x V

on obtient un isomorphisme entre les espaces :

L%w©, T, 0(A)) —— 3 %@, T, D(A_))

L%w, 1, V) > %o, T, V)
L%, T, H) — s %, T, 4%

2

L%, T, V') — 5 P, T, v

En utilisant ces iscomorphismes on montre l’équivalence du
probleme (I) et du probléme (II) suivant :
Trouver [ui[t]) vérifiant :

() & L%, T, V)
8]

(I1) wie) vy ue) = F ), pet& oI, 1€ M.
p .
Z o ult) =g ielN.
k=0
od ft) = } £ (t) W , & =.Z g W,
o 1=0

La résolution du systeme (II} donne :

-Ait t Au
u, (t) = e {c, + J e - f,(u) du)
i i o i

p -li tK tk AU
(3) ) a e (e, + [ e T f.(u) du) = £,
& K i i i
k=0 8]
et la derniére équation donne Cy» compte tenu de (2). 11 reste donc a
montrer que (ui(t]] 3 LZ(G. T, VO].
Soit v la salution du probléeme :
vE LZ(D. T, V)
(I11) vi(t) + A vit) = Ff(t)
vio) = o

En résclvant ce systéme de la mBme maniére que (I) on trouvs :



-l

® -Ait t ALu
vit) = J v (t) W, , avec v, (t) = e J e £, (u) du
£ 1 i i i

i=o 's]
et on sait que :

C

2
Hvi W, T, V) N HEll 2, 1, vy

vit JE H , soit (v,(t &€ 22.
k ik
On a donc :

-1t
u,(t) =e, e T + v, (t)
i i i

B

]

avec (¢ ;) = (g, - ) o v[tkléf 22,
k=0

On en déduit (ci)éi 22 car le dénominateur est non nul pour tout
Ai et tend vers aD quand i tend vers 1'infini : il est donc minoré par

une constante. On a donc :

T -A. t > 2 T =2X2 .t
j le, e 1|4 dt < |e.| J e * dt
o * )

lc, |2 -2).T
< = 1 =8 1
~N zji
2
Cc.
e
2),
1
Ce qui donne :
2
o T -t © Jc,|
i"2 i 2 2
Iy [ e e FlRae 1 — cedall s 119172, 1, 0y

On a donc :

2
(ui(tll & Lo, T, VOJ



=G

2 2 2
e % 2, o, vy $ ciely « 1A 20, 1, v

Le probléme (I) admet donc une solution et une seule donnée

par :
u = .2 ui[t) wi
1=0
W =Ff-Au&E L2(D, T, V")
2
2 2 . +|ul], 2
Py, 1, i€ 2, 1, 100112, 7, P
T’ V]
2 2
\< C (lgtH + H-FH L2[0, T, Vv]}'
L'application

(£, )€ L%@, T, V') x H ——> u€ WD, T, V)
est done continue et injective. Elle est surjective car si
u&E WO, T, V) :

W+ AuE LY, T, V')

g o u[tK] & H

C'est donc un isomorphisme.

Théoréme 2. Si (f, £)l& LZ(D, T,H) x V alors la solution du probléme
{I) appartient & l'espace :

uéLzm.T,DM)].u%ELzm,T,H§
et 1'application (f, £)_._) u est un isomorphisme entre ces espaces.

Plus généralement cette application est un isomorphisme de :
1
2 4
L%, T, 0(A®)) x D(AS'D) —-—-—-;{uéLZIO. 1, 0a%h), we LZ(D.T,D[ASJJ}

La démonstration du théoréme 1 donne :

-Ait
ui(t] =c; e + vi(t]

et on utilise le fait que si f € L°(0, T, D(AS))



~G=

1
st3

alors (A .°  f.(t) € L%, T, v)
i i o

Remargues : 1) L'hypothese (2) peut &tre remplacée par :

o £ 0
(4) ©

=it

p
Z @, e k # o0 pour toute valeur proprs de A.

k=0

| ~1T0
[*3

>
o
-

2} On suppose e # 0. Soit a()) =
k=0
Quand A —>+ = a(A) tend vers a et donc a(X)} est non nul pour A
assez grand. Soit I < N 1l’ensemble fini des indices i tels que :
a[)\) = 0
i
Pour i §£ I les équations (3) donnent &y de maniere unique, et pour

i & I on obtient ;
-X. tk tK A
(4) E @, e el fw=¢ , i1 &1
k o i i

Si ces équations sont vérifiées il y a une infinité de solutions,

les cy étant arbitraires pour i & I. Si 1'upe au moins des relations

(4) n'est pas vérifiée il n'y a pas de solution.



