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Coercivité de formes sesquilinéaires intégro-différentielles
dans des espaces de Sobolev avec poids.

par

P. BOERD et R. PAVEC

Le but de ce travail est d'étudier la coercivité de formes
sesquilinéaires intégro-différentielles "formellement positives” dégénérées
sur la frontiére de l'ouvert. Dans la premiére partie, on suppose qus
1'ouvert est borné et a frontiére de classe C et on étend les résultats
obtenus par Aronszajn dans le cas de formes du mS8me type définies .sur
H™JY. Dans la deuxidme partie, on suppose 1l'ouvert moins régulier, et on
obtient une caractérisation des formes coercives d'ordre 2 et quelques
résultats partiels dans le cas de formes d'’ordre 2m. Dans lea deux cas,
la méthade de démonstration consiste & se ramener & 1'étude de formes sur

l'ouvert!RT (1° partie) oG(Rn-J X (R+)j , (2° partie).



I - FORMES DEFINIES SUR UN OUVERT BORNE A FRONTIERE C .

1. Notations, hypothéses st &noncé des résultats.

Soit y une fonction de classe € sur R" et & 1'ouvert défini
par :
2 ={(x| xeR" : ¥(x) > o}
On suppose gque cet ouvert est non vide et borné et qu'en tout point de
la frontidre I' de @ la différentielle de ¥ est non nulle. r étant un
nombre réel positif ou nul, on pose pour tout x € 2 :
Yix) = ¥ (x)

Soit 0" , we W) 1'opérateur différentiel

a n a .,
= 1 pJd, 0D, =
jaq 3 k|

3
BXJ *

[ PN

Définissons les espaces :
Wp) = ue D@ [vaen, folm: P2 o%e o)

ot me (N. On munit W$(Q) de la norme :

2
T % 1§72 o*l?,
Wp(2) fal<m L7 (R)
et on note :
2 \ 172 o 42
I = }[ I 0%ulf .
W)  af=m ¥ L)

Soient Pk(x,gl » K =1,...,N des polyndmes en £ de degré <m. On pose :
= ’
Pk[x,E) Pk[x,EJ + Rk(x,g)

ol P& est la partie principale de P, . On suppose que les coefficients de

k.
P& sont continus sur 9 et ceux de Rk dans Lw(QJ.
Posons : pour tout u,v € w";(m :

N
alu,v) = j L {CI) P (x.0)u P (x,D)v dx.
f k=1



Définition : On dit que la forme sesquilinéaire a est coercive sur

w&ka; s'il existe @ > pet Aoe_TR tels qgue :

alu,u) > o ﬂu”i - A "0"20

$(Q) 0 Wl

On donne des conditions nécessaires et suffisantes portant sur

les polyndmes P, pour que a soit coercive sur W$ﬁ21. Soit :

3

N
AGE) = ) IP,;tx,a)lz , xe, £ec.
k=1

THEOREME 1 : Pour que a soit coercive sur wﬂ;nl. il faut et il suffit que :

(A) Pour tout x ¢ £ et pour tout £ € R {o},on ait A(x,£) # 0 .

(B) Pour tout x€ T et pour tout £ € € = {0}/ de la forme

E =&, +1 52,00 516 mn et est tangent en x 3 T et 52 est le vecteur

1

unitaire de la normale en x & T, T € m/ on ait A(x,£) # o.

Ce résultat a été démontré par Aronszajn [3] dans le cas r=o,
c'est-a-dire pour des formes définies sur H"(2). On suppose donc dans la
suite gue r est strictement positif. Au § 6, on utilisera la proposition

suivante (Agmon [1] , Aronszajn [3]).

Proposition 1. Soient Qk » k=1,...,N des polyndmes homogénes de degré

m, a coefficients constants tels que :

N
pour tout € = (',E) Ao , £'¢R,E eC: Yy |e (g)lz # o.
n n k= K
Alors la forme :
(] EmGr
Alu,v) = Q, (0lu @ (D)v dx
JQ k=1 k k

t

définie sur Hm(Qt). avec Qt = Rn-1 xj]t , «n[ , Vérifie

voueH Q) : Alu,u) > a Iul2 _
t - m
HY(@,)

at la constante « est indépendante de t.
-




2. La condition (A) est nécessaire.

Si a est coercive sur w$(9) alors pour tout ouvert Q'@ Q

(i.e. Q' < Q) la forme :

N
A, (u,v) = J Z P, (x,BJu P _(x,D)v dx
Q Q ka1 k k

est coercive sur H:[Q'). Ceci résulte immédiatement du fait que si on
prolonge u € HZ(Q'] par o dans Q - Q' on obtient un élémentde WQ{Q] at
qu'il existe myo et M <+~ tels que
¥V xe :m< ¥x) <M
La condition (A) résulte alors de la réciproque de 1'inégalité de Garding.
On suppose maintenant la condition (A) réalisée et il reste a
démontrer 1l'équivalence de (B) et de la coercivité de a. Pour cela, on va

se ramgnsr a R:. Explicitons d'abord les hypothéses faites sur Q.

3. Explicitation dss.hypothdses faites sur Q.

Soient :
n
r=1{xeR | |x]<1}
= {xezx Ixn > o}
£={xect |x =ol.
0 n
Nous allons montrer gque pour tout X5 & I 11 existe un voisinage Vb de X
et un difféomorphisme O de \/O dans EO tel que le poids ¢ se transforme en
X et que les hypothéses (A) et (B) soient conservées.
Supposons X, ® 0. Par une transformation unitaire de matrice A,
on transforme Q en {' de frontiére I'' tel gue ce plan tangent en o a I’

1

soit R" ' x {o}. Posons pour x' € Q'

= ¢ <i<n-
yi xi 1_{_n 1

-1 ] - ¥
n e YA (x')) = ¢1[x )

A

(1)

f..._._..)x.,
<



La différentielle de cette application en x' a pour matrice :

a)

I .

J(x') = o
oy Ay _aj"t
a » a ’ s 0n i
x1 x2 3xn

I étant la matrice unité d’'ordre n=-1. La différentielle de ¢ étant non
nulle en tout point de I' , on en déduit :

3 N
3—% (04 #0

Il existe donc un voisinage ouvert V0 de Xy tel que J(x') inversible sur
NVB. En composant A et 1l'application (1),on obtient un difféomorphisme O
possédant les propriétés suivantes :

0

-vNQ —— 1,
0 +
- vot\ r ——El—* L.
- La différentielle de O au point x & UB a pour matrice :
D(x) = J(A(x)) o A
-1
pO© “(v)) Yo+ Y E O[vo)

Pour tout u satisfaisant a :

2) u € W) , supp uc V_NT
posons
(3) uo 9-1 sy

En prolongeant v par o a R:, on a:

n -
(4) v € w:r (R+) , supp v C e[vofW Q)

et 11 existe t:ng constance ¢ >0 telle que :

o el < e P
LR} Wi () W
x (R}

X
n n e

1 2
(5) = ""“wm

pour tout u satisfaisant & (2).



Posons :

blv,v) = alu,u) = alvo©, v o9)

N
= f Qx) ) IPk[x,D](v 0 e)|2 dx.
Q k=1

Faisons le changement de variable ©0(x]) = y. Il vient en prolongeant toutes
les fonctions par o é!RT :

N
(6) blv,v) = [ y; ) lpkte"1cy3,o) tvoo) © ynl? |i] dy
n k=1
R

+

ou IJI = |D(x)|., jacobien du changement de variable est non nul. D'aprés

la forme de dérivation des fonctions composées :

N
blv,v) = j yi lal ) le(y,D]vlz dy.
Rn k=1

+
Avec

(9, (y.D)v1@ = P, (67 (y),D) (vad)
pour toute fonction v de classe Cm par exemple., Prenons :

iAEy

viy) = 8 ,Ee ', 2eR

Qk(y.D]v = Qk[y,kilv

On a :

1 9 n 3‘%(X)

-i‘—a';(-; vol (x)= A( Z EJ 5 } voO([x) = A E;j vad(x) ; y = 0(x).
j=1 i

en posant

£ = (£') = Yo,

i"i=1,..4,0
En itérant, on en déduit :
D* vod(x) = (A!a‘ g% 4 R,(E',A)) vod (x)
o R (£',1) est un polyndme de degré <la} en X; soit
P (x,D) voO(x) = D™ prix,En) + R (E*,0)] oo (x)
ot R, est de degré < m en A. On déduit donc :

k
Q (v.28) = AT P (x,ET) + R (E"A) L y = 0lx).



Donc en divisant par A et en prenant la limite guand k**”,
Qk[y.i) a Pk(x.i )

(7) £ = ‘Dix) €
y = 0(x)

La matrice tD(x) étant non singuliére, 1’hypothése (A) se conserve donc.

~

Soit y & ZO et T et N les sous-espaces tangent et normal & Zo :

T={xeR"| x =0 }

N:{xe Rn I x HA e , B = [0,..-.011)}0
n n n

Soient N' et T' les sous-espaces transformés de N et T par tD(x) ; x=9‘1(y].
Puisque tD[x) est non singuliére N' et T' engendrent R". vérifions gue T'
est la direction de la normale en x = 0-1(y] al, Ona:

e' = tD(x) e
n n
Soit :
e = Aty e =AM trax)e )
n n n
Cr

?

9
tJ(Ax]e = —27 {(Ax} . e
n an n
donc est nornmal & I’ en Ax. A étant unitaire ea est donc orthogonal & T en x.
L'hypothése (B} se conserve donc puisque tD(x) transforme la normale en y

a Eo en la normale a T en x = 6-1[y).

D’'aprés ce qui précéde, on peut donc trouver un recouvrement ouvert de £

(0.)

i o<i<p
tel que : - 00 € Q
- Oi est voisinage d'un point Xg de T et il existe un difféo~

morphisme Gi de Di dans I possédant les propriétés de 0 énoncées précédemment.

On utilisera dans la suite une partition de l'unité :

($)) , q)i €D (o,)

i=o0,p

aveg

E Wi(x) = 1, pour tout x € Q.
i=o



n . r .
Dans R+ le poids se transforme en X I1 existe une fonction en

escalier h définie sur [0,1] telle que :

(8) vitelo . 5t" < n <t
h peut se construire de la maniére suivante. Soit (ti]i=o la suite définie
1.8

par :

to = 1

r 1.,r .

biag "2 8 0 120
Cette suite tend vers 0. En effet :

i+1 X
_ 1,1/ _ 4, r “=

ti+1 = LEJ ti = [21 = ' _
Posons : t2 t1 tO t

hlo) = o

r

hit) = ti,, pour t € [t ,.t.]

Soit
o si t<o
y(t) =
1 si1i t>o.
Alors :
v _,r r _1.,r
hit) = ) o, ylt-t) , o =ty -ty =5t > o,

i=1
Au paragraphe 4, on démontre deux lemmes qui vont permettire de
"localiser” le probléme en utilisant 1la partition de 1'unité qui vient

d'étre introduite plus haut.



4 - Inégalités entre les normes de w"‘%[g] , w“ﬂ?"'(sz) , w‘?,(m,

Lemme 4.1. Soit b une forme sesquilinéaire sur w@(a]. du type

(1) blu,v} = I Wix) a B(x] p*u DBV dx ; a . €L (2).
f af<m of
|81<m
[01]Qﬁi§p et ((?i)Qiiip étant les ouverts et les fonctions introduites au

§ 3, on a pour tout u ¢ W$(Q]

(2) blu,u) = E b(‘?iu, %iu) + R(u)
i=0
et

3) Rty < c Jull

ol
Wip(2) We @)
La formule de Leibinz appliquée au développement de b(‘?iu, ?iu]

montre gue R(ul est une somme de termes de la forme :

j Yix) fix) 0% Py ax
Q

o«
feL) et la|<m, [B]<m, |a| + |8] < 2m-1.

La majoration (3) résulte donc de 1’inégalité de Schwarz,

Lemme 4.2. Pour tout e>0, il existe des constantes cle) et 01{5) telles

que pour tout W%[Q] :

2 2 2
@ ol <ellul® veted ful?
¥4 Q) w¢91 W%QJ
sy full Mol o, <elulP s+ oeted Juf?,
WY“U WW 1§93 W?KN W?UU

Remarquons d'abord que (5) résulte de (4) et de :

o2 1 2
2 flull boll (g 2nlull®,  + 5 luf - ; n>o.

1
WW[Q] ng () W?(Q] W(? Q)

La démonstration de (4} se fait en ramenant & RT. On utilisera

le lemme :



Lamme 4.3. L'inégalité (4) est vérifiée dans 1'espace :

r
X

_m n
1 {ue W (R,) 5 suppu C L, u ZO}.
n

En effet, en utilisant la fonction étagée h introduite au § 3:

M LT 1D o
m=-1,.n J n
WR) Yon b km=1
X +
n
<2 j hix ) ¢ 1%yl %) ox
]" oc]im—1 N
+
<2 oy jm j ) | o” 12 dx
i=1 ti Rn—1 !a|<m-1
On obtient donc :
2 5 2
) Jull® _ <2} o fulc .
wmr1[R';‘J i=1 H TR % Jt,,e])
X
n

Or on sait que pour tout e>o il existe cle)

e Jul? + cte) ful?,

2
IU” m=1. n-1 hd m,_n-1 n=1
HRY T x Tt ) HTR™ T x ], «[) LYR™ ] .4

et la constante cle) ne dépend pas de i. En reportant dans (6), il vient

donc :
4 2 2
fol? . <2 ] a6 P s ate) Jul®, )
TR T e 1 HM R T ¢, o R, =D
xr + i i
n
< 2c¢ [ h[xn] { Z |Dau|2] dx + 2cle) J h(an lu[x]|2 dx
Rn al<m Rn
+ - +
2 2
< 2 (E"U” + cle) |ul .
B W' (R™) we_(R™)
r + r +
X X
n ]

Démonstration du lemme 4.2.

On fait une démonstration par récurrence sur m. D'aprés le lemme 4,1

2 2
Wi . = 5 leelRl « R
Wy i 1 w“.‘;‘w1(9]
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avec

IR(W[ < e full . lull -
= Wl W)

et d'aprés 1'hypothése de récurrence et (5) :

(7) lR(u]l_i c.€ Hu“zm_1 + c.c1(€J Huﬂz0
W (Q) W?(Q)
En prenant € = é% ; on obtlent donc 3
|c2 2 2
© Bt <z 5 leulP o eo P .
w’{l“m" i=g T w{?_.%m 1 v@r(m
La foncticn Y u € H™(2). Donc en posant m = inf Yix) , M= sup
s}
x€ O x€0
o )
on a
e 2 2 2
Bfui o <M dleull < mte ¢ _ul +cte) 1y ull
T o gy T ° WM q) ° %)
MC 2
L R [T
W%JQ] W@(Q]

Yix),

Pour i>1, en utilisant les difféomorphismes Oi introduits au § 3 posons :

-1
vy ® (%&u) 0 0;

D'aprés le lemme 4.3 :

lIv, 12

2
= < eliv]
oo, W RN R™)

~ s r o+ r o+

X
n n n

2
+ cl(e) "vino (

et d’epreés les inégalités (3.5}, on a donc :
||2 2
19,0l ey < e lull + c,le)  |['pull .
PG e T wpa) 2 T ()
En reportaent dans (8), on obtient donc :

@ P, <e 1wl vege fulg
W%a (Q) i=g WQ(Q) w$191

puisque

il ~—T10

leul®, = BulP, .
o] W (Q)

2
w%{ﬂl

i
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L'inégalité (4) résulte alors de (9) en remarquant que :

) 2 2 .
loul? <o ol . isomewp

Mf“” W?HN

Pour m=1, 1'inégalité (4) est immédiate : il suffit de prendre cle) = 1

pour tout €.

Remarque 4.1. : L'inégalité (4) est vérifiée dans 1l'espace :

{ue W? R & ]0.1[) , supp u borné}

ol E(x) = xr(1-x )r.
n n
n=1

13 n-=1 1
En effet en prenant 01 R x] 73 L. 02 R x ] Z

Hlun
™™

et ?1 et Wz telles que :
13
¥, € D z'z[l
15
Vgitt) + ‘F;(t) =1 , tefo,1].
La démonstration précédente s'applique puisque le lemme 4.3.

permet de majorer

_ 2
le,ul? et [e,ull” _ )
TR 2 R )] e
Xn (1~xn)

Cette remarque sera utilisée au paragraphe 5.

5. Condition nécessaire : la coercivité entraine (B).

Soit X €T et V; et © le voisinage de Xo et le difféomcrphisme

introduits au § 3. Alors la forme déduite de a :
N

I‘ et ———————————
blu,v) = j X n 9 (x,Dlu G (x,Dlv dx
Rn k=1
+
est coercive sur l'aespace :
(1) {ue er (RY) , supp u C olv N}

X
n
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et d'aprés le § 3 pour montrer que les polyndmes Pk vérifient 1'hypothése

(B) en X2 11 suffit de montrer que :
N

(B') Pour tout £ = (£',€ ) £ o, &'¢ RV, &t € ¢ : ) |0'(0.£]|2 # 0.
n n K= 1 k
Posons
r N A ———————
bQ(u,v) = f ] x k§1 Qé[o.D]u . Qé[o.D]v dx

R

+
m n . .
u,v € W r [R+] et a support borné.

X
n

Lemme 5.1. bO est coercive sur :

{ue wmr (RT] , supp u bornél,

n
n
muni de la norme induite par wmrﬂR+).

X
n

Si u est & support borné pour A assez grand :

~

uA[x] = y(Ax) , x € R: , est a support contenu dans @(vofiﬁj et on a :

2 2
(2) blu,,us) > o Ju, S N
MAT= e TAAM RYy 0 T AR R

r + r o+
X X
n n

Exprimons les deux membres de {2) par rapport & u. bo(uA’ UA]

est de la forme :

N
(3) AZm-n-r j Y 1000y ux|? dx + R.
n n = k™A
Ry k=1

ot R est une somme de termes du méme type que dans (3) mais avec pour exposant

de A : 2p-n-r avec p<m-1. De méme dans le deuxiéme membre de (2) le terme
de plus haut degré en ) est :
p2m-n-r j x; % IDau|2 dx.
" al=m

+

Lorsque X tend vers +~ : les coefficients de Qéﬁ%,D) convergent uniformément
R
, A
versoceux de Qk[o.D) sur supp u et AZm-n-r tend vers g«
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On obtient donc :
(4) bo[uk,u\].i o Iu]2m A
’ W' (R)
T +
X
n

Posons maintenant :

Q, = Rn-1 X ]0.1[ » Elx]) = x;(1-xn]r

1
N e —————————————
(s) b, (u,v) = f Elx) ) 9, (0,D)u G (o, DIV dx
Q2 k=1

1
pour u et v appartenant a 1'espace :

m

(6) {ue wg

[91) , supp u bornél.

Lemme 5.2. lLa forme b1 définie par (5) est coercive .- sur l'espace dé&fini

par (B).

Soient W1 et ‘?2 les fonctions introduites dans le rsmarque 4.1.
D'aprés le lemme 4.1.

b1[u,u] = b1( ?1u, %%u) + b2[ %bu, Wéu) + R(u)

et d'aprés la remarque 4.1.
Rl <e ful?,  voter Lol
193
wgt 1) wg(Q1J
b1( Wiu. ?iu] , 1=1,2, s minore en utilisant le lemme 5.1. Il vient :

2 " 2
b, (u,u} > al |\¢,ul 1, ul ) - |RM)].
1 — 1 W 1 wm(

£ 91) £ 91)
En utilisant 3 nouveau les lemmes du paragraphe 4, on obtient :
b,](u,u] >0 lu[‘im - € Hu"i'm - cle) ”u“zo
g(821] 5(91} w6(91)
(7) blww >3 ol - o, .
WE[Q1] WE(Q1)
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Démonstration de (B').

Posons Qk(D] = Q&(O,D). En introduisant la transformation de

Fourier partielle dans Rn—1, on peut écrire :
1 r N 2
bylu,u) = J £(x) dx J Lol 0]t dxt . x = (x',x)
n k n
0 n-1 k=1
R
1 N 2
=J E(x) dx f . e gr,pater,x )|° der.
n K n n .
0 Rn—1 k=1

Soit v € QD[Rn-1] et Enél € - {o}. Posons :

u(x'.xn] = vix') eignxn

L o + — [ & ) ig x
QK[E .Dn]u(E .xn] = Qk(ﬁ .En] V') e7°n"n.
Donc :
1 i€ x (2 N 2 2
b, (u,u) = J £(x) |e**n”n| dx_ [ o) IQK[EJl o |“ .
a)

Rn-1 k=1

En transformant de la méme maniére le second membre de (7), et aprés

1 .
simplication par j £{x]) |elgnxn|2 dx, il vient donc :
O
N —-—
[ [ lo )17 - ta % £ 8% - Jler? a2 0
n=1 k=1 af=m

R
apaily -
et cette inégalité est vérifiée pour toute fonction U< \}’(uD(Rn 1)). donc

pour toute fonction de\j>(Rn—1). On en déduit :

N
veer T, ] lg@©)?>a £ g% -
K - 1 4
k=1 la]=m
ce qui donne, compte tenu de 1'homogénéité :
N 2 o =0 n-1
Z [Q, (€1 > a & £, pour tout £' € R et £ € € -~ {o}
ksq N = 1 lal=m n

et la condition {B'}) en résulte.
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6. Condition suffisante : (B) entraine la coercivité de a,

Soit x € T, vb et O le voisinage de Xq et le difféomorphisme

introduits au § 3. Alors la forme déduite de a :

N
- r ’ A o Rl
(1) blu,v) = j X ké1 9,(x,0) GO0V dx

n

(2) uwve wmr(R+). et a support dans O(Vofﬁﬁj vérifie :

X
n
(A') Pour tout x € O(VBF‘Q]’ pour tout £ € R" - {o}:

N 2
) lo;, (x.8)]° # o
k=1

(B') Pour tout x €.@(V0(7T], pour tout & = (E’.En] £o, g eR

N 2
) lﬂé(x.ﬁ)l £ 0.
k=1

1

, &nez g :

Lemme 6.1. La forme b définie par (1) sst coerci ve sur l'espace défini

tpar (2).

La démonstration de ce lemme se fait en deux étapes :

1) Cas ou les polyndmes §, sont homogénes & coefficients constants.

Les deux hypotheses (A’') et (B') se réduisent alors 3 :

n-1

(C) Pour tout & = [6',€n) Ao, &8 eR , En < € :

N
L o 6)]? £,
k=1
Alors d'aprés la proposition 1.1. la forme :
N

At(u,v) = jt dx' I Z QK[D]U QK(DJV dx

Rn-1 k=1

est coercive sur Hm(Rn.1 x ] t.+w[), et on a 1’inégalité :

A lu,u) > a ME , ue H'-R"T X7 t, 4]

HPRM™T x ] t, +f

et @ ne dépend pas de t.
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On va en déduire la coercivité de b. On a :

N
blu,u) > f» h(xn) j Z IQK(U3UI2 dx
] n=1 k=1

o

> ) a, A_ (u,u)
T oqe 1Y

blu,u) > « o, | |2m =1
i=1 H(R x ] ti.*”[)
> a Im h(xn) dxn ( % IDFUIZ dx’
0 Rn-1 Ia =M
D'ol
2 o
(3) blu,u) > a, |ul , avec a, ==,
-1 W ™ 1 2
r 4+
X
n

2. Cas général.

Soit b’ la partie principale de b, c'est-a&dire :

r

N 2
blu,u) = f X ) IQé(x.D]ul dx

k=1
D'aprés le lemme 4.2.
o' tww-btw, | < e Julf  eoted Luf?
W' (R W _(R))
r + r e
X X
n n
I1 suffit donc de montrer gque b' est coercive.

Soit x € O(v N T). Montrons qu'il existe §>0 , a >0, Ao € R

tel que si u est a support contenu dans. la bouyle de centre x0 et de rayon ¢ :

2 2
4 b'(u,ul > o Jul -2l
-0 W R ° w®_(R™M
r =+ b o
*n *n
Posons :

' = a
9) (x,D) % 8y, () D
al=m

’ 4 - o
Q) (x,D)u = @ (x_,DJu + a§=m (ay, (x)-ay ( (x )] Du
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Soit wlp) = sup Iqa kIXJ—aa,k[xo]I ol le sup est pris pour

Ial =m, k=1,N , x e Q(VOf\ﬁd , Ix-xol<o .

D'aprés la continuité des coefficients 8k limw(p) = o.
» p+o
5i u est & support dans la boule de centre X5 et rayon p , on a donc :

< [9: (x,0)u +uwe) ol ;
R~ K W @R’™) W (R™)
+ r + r +
xn xn

7y
g ox, ol
W
r
X
n
On en déduit :

bl (u,u) < clb’ (u,u) + w’te) [ul? )

n
0 w’;‘rmg

n
avec :

N
' - r . 2
bx (u,u) j X Z IQk[xD,D]uI gx.
a} k=1

Donec d’'aprés 1'inégalité (3) du lemme 6.1 :

a, |ul? < clb'(u,u) + w2 (0) luf J.

2
1 n m n
W' R)) WR)
X X
n n

On en déduit (4) en prenant p assez petit et en utilisant le lemme 4.3.
Gtvof\P] étant compact, on peut en trouver un recouvrement fini
par des boules de centre x4 et de rayon Gtxi). Soient Ui , 1= 1,g ces

boules et U0 un ouvert tel gue :

S, q
@(vof\ﬂl C ig)o u, » et UD@.Z+

I1 existe des fonction wi € JS(Ui] telles que :

g
) iP:Z.L(x) =1, x€0v NA)
i=0

D'aprés les lemmes 4.1. et 4.3.

b'(u,u) = f b'(¢.u.¢iu) + R{u)
i=0 ‘

lR(u)l < € “u"z + cl(e) ﬂu"2
- W' (R™) w®_(R™M
r + r o+

X X

n n
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Le terme b(wou,wou) se minore en la coercivité de :

f N

) lQé[x.D]ulzdx
4 k=1

(8}

sur H:(Uo)' qui résulte de (A’') et de 1'inégalité de Garding.

b(wiu,¢iu1 se minore en utilisent (4], pour 1< i < g. On obtient :

b'(u,u) > «a Zq Ilwiullzm o

-2 ful? - |Rw)]
i=0 W (R)) W
r +

(R")

r +
X X
n n

et en utilisant & nouveau les lemmes 4.1. et 4.3.

| T AN [ G
o W™ ®Y R
r  + r +
xn xn
avec
2 2
IR (W] < ¢ }ul + cle) Jul
1 - n o] n
W' RD) W _IR))
X Xn

Démonstration de la coercivité de a.

Soit (Di)i=0 . le recouvrement de £ introduit au paragraphe (3)

alu,u) = E al q&u, Wiu} + Ri{u)

i=0

Rl < e llul® +cted Julf, .
W (2) Wp(a)

al %Bu. qgu) se minore en utilisant i’hypothése (A) et 1'ingégalité de Garding.
{ -1 - . .

al @u, .u) = bllY,u)o 0, ,{¢,ujo 0,) , 1 <i<p, et on utilise la

coercivité de b qui résulte du lemme 6.1. On termine alors comme dans la

démonstration précédente.
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7. Cas des coefficients constants.

Lorsque Pk(x,DJ = Pk[D) les hypothéses (A} et (B) sont équi-
valentes a :

N
(1) vee o - (o} ] |P,(e)]% # o
k=1

En effet (1) résulte du fait que pour tout £ € ¢ - {o}, il

existe x €T , 51 tangent & T en x, £, normal en x a T et 1 € C tel que :

2

£=£1+T£2.

8. Cas ol m=1,

Soit a une forme sesquilinéaire sur w;{ﬂ) dont la partie principale

a s'écrit :
?
a'l(u,v) = { Yix) a,.(x) D,uB,vdx |
Q i,j=1 1 ]

Les coefficients aij étant continus sur @ .

Théoreéme 8.1. Pour gque a soit coercive sur w;[Q], il faut et il suffit qu'il

existe o>0 tel gue :

(A') Pour tout £ € R et pour tout x € @ :
n

Re( Z

() £, £ > a |g)?
i,j=1 J

3

(B') Pour tout X € T et pour tout £ € ¢" de la forme Eq * 1T £2 ol 51 gst

tangent en x a T, 52 étant le vecteur unitaire de la normale en x 8 I' et

T€ C :

\ 2
aij[xl £y 53’/3 o ||

Re‘

O~

ij=1
On se raméne au cas d'une forme hermitienne en posant :

b{u,v) =%(a(u.v] + 3lv.un).
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On a :
{b(u.v] = bv,u)

bl{u,u) = Re alu,u).

n _
et si ) b,,(x) £, E, désigne la forme hermitienne dans
13=1 i3 173
] ) i
Re a, . (x) E.E, = b,.(x) &, E..
1,320 0 P g WL

La démonstration du théoréme 1 s’adapte a ce cas :

si b est coercive, on en déduit :

N
(A) vxe@,vEeR - {o}: )
1j=1

(B ¥vxeol, V¢ = 51 + T €2 seens

(x) Ei £, ¥ o,

i
b
j=q M ]

3=1

La condition (A) donne immédiatement (A'), (B) donne :

Vxe&l, 3alx) >0 : VE = 61

) by;(x) £, &

> a(x)

3

bij[x] Ei Ej £ o

+T£2

B35

De la continuité de bi sur T, il résulte :

3

inf alx) = a>o,
X « T

~

Si (A') et (B') sont réalisées,

Cn

associé a b :

la démronstration de la coercivité

se fait comme pour le théoréme 1, sauf pour la premiére partie du lemme 6.1

(cas des coefficients constants dans RT], ot on ne peut plus faire appel au

résultat d’Aronszajn : on pourrait décomposer b en somme de carrés, mais on

aurait une expression de la forme :

r 2
[ X Z € |0k(D]ul dx

X
Rn k=1

+

avaec €k=:1 et les hypothéses (A’') et (B') n'entrainent pas ek-¢1.
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Démontrons donc directement que la forme :

(1) blu,v) = f xg
]" i,
L 3

n
Z o, Diu D,v dx
j=1 J j

est coercive sur 1l’espace :
uge W r[RT] , supp u borné.
X
n
Les coefficients aij vérifiant :

) ~ 2
(2) §= a;5 6y &y 20 |]

i,3=1

pour tout £ = (5'.§n) R E'é:fRn-1 . Enéi(C

Remarquons d'abord que si & est la forme :

(3) E=08,6) . ec, &'er’ g el
£
1'inégalité (2) est encore vérifiée : il suffit de 1’écrire pour [g';;?]
et de multiplier les deux membres par [AIZ. s'écrit :
b(u,u) =I X dxn) (. Z %5 £ EJ.J dg
0 n-1  ij=1
R
oG £ est donné par (3} avec :
- '
A acg ,xn]
1 38 ...,
gn —1'3';— alg ,Xn].
n
En appliquant (2), on en déduit donc :
[ r f ne1 2 30 2
] v g ! —— v »
blu,u) > @ | * dxnj ) lgi ace .xn)l + 13x (g',x 3|%) ot
8] n=1 1i=1 n
R
> a Iulzq -
W _(R))
T +
X

n
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II -~ LE CAS D'UN OUVERT AVEC COINS,

Dans cette partie, on suppose gue 1'ouvert gst borné et que
tout point de la frontiére posséde un voisinage V tel que VAN © s' applique
sur [R+]j X Rn-j. {Le cube ]0,1[n de R" posséde cette propriété).

La méthode de démonstration est analogie wutilisée en (I).

1. Hypothéses et énoncé des résultats.

o
Soient (f1 , +§"""+p’ des fonctions de classe C sur R et :

2={xeR |4, x>0 , 1<1<plh
On suppose @ non vide et borné. Si xe T , la frontigre de @ ,
1'une au moins de§ fonctions ‘P, s'annule en x. Soit :
Itx) = {ief{i,2,...,p} . tfi(xJ = o}
On suppose que pour tout x € T , I(x) a au plus n &léments. Soit :
Fj ={xer| [16)] =3} , 1<3<n,
Soit T(x) le sous-espace de Rn orthogonal au systeme de vacteurs
figmad W?i(x)].

i e I(x)

" dans . On syppose que sl x & Fj ,» T{x}) est de dimension n-j.

; et Nc(x] le sous-espace engendré par ce systéme

- Soit pour tout x ¢ Q

n r,
P (x) = T ‘filix) ,ourT &R,

i=1
On définit 1'espace w@tn) comme au {(I). On considére comme au (I) la forme :
N T ——————————————
alu,v) = j  x) z P (x,DJu P, _(x,D)v dx.
Q k=1 © Kk

THEOREME 1.

y . , . . m
1) Conditions nécessaires;si a est coercive sur W {2} alors :

(A) Pour tout x ¢ @ et tout g er"” - {o}, on a Alx,&) # o
(B) Pour tout x E-Pj et £e L' ~ {0} de la forme £ = £1 + 52

ou 51 & T(x) et 52 € NC[X) on a Alx,&) # o0, (1<j<nl.
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2} Conditions suffisantes : La condition {A) et la condition [81]

suivante entrainent la coercivité de a :

- Pour tout x ¢ F1 et tout £ € " - {0} de la forme £ = 51 + 52

ou 61 € T(x) et 52 € NC[xJ on a : Alx,8) # o.

.Pour tout x ¢ Fj , avec j>2, et tout £ € " - {0} on a : Alx.E) # o.

2. La condition (A) est nécessaire.(md8me démonstration qu'au (I)].

3. Explicitation des hypothéses faites sur & .

On démontre gque tout point ﬁjé Fj posséde un voisinage VO

tel gque :
v 12 = {x | v iellx): g .0 >0}V
vO(\ r={x|vie Ix )+ fy(x) = o} v,
voﬂrk=¢ si Kk>j

et tel qu'il existe un difféomorphisme © possédant les propriétés :

v 0 a— R*Y x r"I = Qj

. . J
V0 AT — (R x R"I) 4 {x | T« X; = o}
i=1

Vxe o Ne) s ¢ 0700 = x4 1<)
(En supposant I(x) = {1,2,...,3})
La différentielle de O en X5 transforme T(xo] et N[xol en
{o} x R"J et rd x {0} respectivement.
On vérifie alors de la méme manire qu'au (I) que les propriétés (A), (B)

et (B1) se conservent dans ce difféomorphisme. Le poids se transforme donc en :

en :

J ry
Ax) = T x,
¢ i
J i=1
On utilisera les inégalités :
r
1 < it i
(1) 5 H(x1,...xj]\ o Xy ~.H[x1,x2....,xj)
ou
J

H[X :-l-:x.] = I h[X.] (I-B]
1 J . i
i=1
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4. Inégalités entre les normes.

Lemme 4.1. Pour tout e€>0, il existe cle) tel que pour tout u ¢ WT[Q]

¥

”U‘Fm 1 £ " U“2 + CIE ) " U”2
- m—1 T]
i w? (ol W* ) w?[Q)

La démonstration est analogue & celle de (I-4). On vérifie que le lemme est
également valable pour 1'ouvert

' J n=j . v ;
Q. = 51 R s 1 d . . L (1=x1.
3 Jo,1[” x avec le poids \DJ[x] \{«JH x)

5. Conditions nécessaires.

On suppose a coercive. Soit X, € Fj. En utilisant le difféomorphisme
@ introduit au § 3, on démontfe que si la forme :

f ) 2
blv,v) = %’.(x] Lo leix, D] dx
JQJ I k=

est coercive sur

{ue W' (2.) , supp u borné}
Yy
alors :
N 2 n
) IQ&(O.E]' ¥ o pour £ €C - {0} de la forme
k=1

E=(,6") ougre oJ et £m e RTI,

On montre d'abord gue la forme :
f N 2
b'(v,v) = | ¢.(x). §.(1-x) )} 19! (0,DIu]” dx.
Jo J J k=1 <
J

En introduisant alors les fonctions e§ Xu[x”], o x = {x',x") et en

~

utilisant la transformation de Fourier partielle par rapport a x", on en

déduit le résultat cherché,

6. Conditions suffisantes de coercivité.

En utilisant un recouvrement convenable et une partition de

1'unité associée & ce recouvrement, on se raméne & montrer que la forme :
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N
1) blu,v) = L ?J(M l£10kuﬂﬂu E;?ﬁﬁv dx
J
gst coercive sur :
(2) {uew" [QJ) | supp uc I}
J
sachant que :
Y n
1°) k§1 Qu(x,8) # o pour x € et § €C - {o} si P22 ,
¥ -1
2°) ] 0p(x.E) Aopourx€Ietf = (§,6"),¢EeC, e R sij=t,
k=1

Le cas j=1 a été triaté au (I). Si j>2, on procéde de la méme
maniére:dans le cas des coefficients constants, on utilise les inégalités

3-1 et le fait la forme :

N 2
[ Z le[D]ul dx
194 k=1

J
N
est coercive sur Hm(Qj] sachant que Z |Qk(£]|2 ¥ o pour tout £¢ c" - {o},
k=1

d’aprés un résultat de Smith (4).

7. Cas de formes d'ordre 2.

On considére sur W} (Q) une forme sesquilinéaire dont la partie

¥

principale s'écrit

a'(u,v) = [ (x)
Q‘P

. 13

aij(x] D,u EGV dx

i' =1

les cosfficients a,, étant continus sur Q, Posons pour tout x € Q@ et tout

ij
£ e’

n
A(x,E) = Re( _ Z

(x) E, € )
i,j=1 :

J

aij

Théoréme 7.1. : Pour que a soit coercive sur w%(n], il faut et il suffit gue

(A') Pour tout & & R™ - {0} et tout xe @ on ait : Alx,£) » o.

(B') Pour tout x € T, et pour tout £é& " - {0} de la forme :

J
E = 51 + 52 ou 51 € T(x) et thé-NE(x) on ait A(x,E] » o.
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Comme au I-8, on se ramene au cas ou a est hermitisnne.
La démonstration du théoréme 1.1. s'adapte, sauf la démonstration des

conditions suffisantes de coercivité ; il reste & vérifier que :

n ———
b(u,v) = [ 5o, (x) .. D,u D,v dx
a T i,§=1 SN
J
est coercive sur {u€ W™ [Qj) , supp u borné} sachant que :
f;
y 3 3 n-J
z a . E, & >o0opour & = (E',8") #0, £'€ L€ ,8"€ R
i,5=0 ¥ 717

On en déduit :

(€r,eme o x R™

z >a IEI2 pour §

%3 %1 &

et de méme gu'au I-8 :

1) L aiJ Ei Ej-i o '5’2 pour & = (£',AE") , E'&\'Cj , E” &I'Rn—j , AE T
En utilisant la transformation de Fourier en x”
[ E —
blv,v) = [ Y. (x')dx' R a . & E ) dE”
R Jgr 1,310 3 11
ou
= (By)iaq,n = (87287
avec
‘A - G(xl’gl!]
<00 4w -
Ei-s;T(X.EJ, i=1,]
i
D'apres 1'inégalité (1), il vient donc :
f 30 2 3 2
blv,v) > a . (x')dx’ j o g —(x',e")|“+ ) |&.6(x',E")]|“)cE”
J(R+JJ 1 R =1 ¥y i=jer T
> ful?,
W (Q,)
fy 3

d'ol la coercivité de b.
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