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PROBLEMES ELLIPTIQUES DANS DES OUVERTS NON BORNES

par

B. HANOUZET.

On se propose de résoudre le probléems devDirichlet pour certains
opérateurs elliptiques définis dans 1'espace entier ou dans un demi espace.
On obtient des résultaté pour des opérateurs elliptigques dégénérés ou non,
la dégénérescence signifie ici, que les coefficients de la partie principale
de 1l'opérateur tendent vers zéro ou vers l'infini, quand [xl tend vers 1'in-
fini.

J. BARROS NETO traite dans [é] un probleme analogue pour des opé-~
rateurs elliptiques homogenes ; dans cet article, il utilise les espaces o"
obtenus par complétion de l'espace des fonctions £° 3 support compact par
rapport & la norme de Dirichlet ([j] et [5]). Ces espaces sont des espaces
normaux de distributions guand %-- %»> 0, (n est la dimension de 1l'espacel,
la méthodé utilisée ne s'applique donc pas en particulier a 1'opérateur de
Laplace en dimension 2.

On introduit ici des espaces de Sobolev avec poids, ces espaces
colncident avec les espaces g" pour certaines valeurs des paramétres (théo-
reme I.2). Notons que c'est 1'inégalité de Hardy [4] qui, pour un ouvert
non borné, joue le rdle de 1 inégalité de Poincaré (voir Bﬂ par sxemple)

.valable pour un ouvert borné dans une direction. Citons aussi
L.D. KUDRJACEV [B] qui introduit des espaces analogues pour des fonctions
poids tenant vers zéro a 1'infini.

Dans la premieére partie, on introduit les espaces, et on étudie

certaines de leurs propriétés.



Dans la deuxiéme pac<tie, on pose le probléme dans 1'espace entier par la
méthode variationnelle. Les résultats de régularité (théoreme II.1) sont
obtenus en apnrochant le probléme par une famille de "probiumes tronqués”,
et en démontrait des inégalitids & priori sur ces problémes tronqués.

Cette méthocs peut &tre rapprochée de la méthede de régularisation ellip~
tique utilisée pour des opérateurs elliptiques dégénérés définis dans un
ouvert borné (vair [i] par exemple}. On traite aussi de 13 méme fagon le

problé—~- de Dirichlet hompegne dans un cemi espacs.
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I - LES ESPACES

1- Notations et premieres propriétés

n .. . ya . , n
[R" désignant 1'espace euclidien de dimension n, on noteR_ le

demi espace ouvert : {x eR" |xn > o} et(RT le demi espace fermé :

{x QERnI x >0 }. Le point générique deiR: sera aussi noté (x',y) avec

n-1

X' = [(X,,000,%x_ _,JEMR et y = x €M . D, désignant la dérivée partielle
1 n-1 n + i
3
-, pour & EINn on pose
X, I
i 2 ) |2
p* =0 ...0"- )
1 °°" ™n [} [
1 n
X, aseadX
1 n

Les notations relatives aux espaces de distributions sont cellss de Bﬂ.

Introduisons enfin les fonctions poids [1+02]a, a €R, ol la fonction o
n

est définie par p(x) = |x]| = [121 x§]1/2.

Nous pouvons maintenant introduire les espaces

Définition I.1

n

Pour a€¢R, pe®R, 1<p<>®,melM, =R oule, on pose :

> u-m+il]

WP@) =lue @ | (195 2 D'ue P ;5 fe] <mb
On a immédiatement
1°) WZ’D(Q] est un espace de Banach pour la norme :
a-m+[2[ 1/p

= ( lts5y 2  p%lP. ) (1.1)
[2]<m LP o)

Ulw’“"
N ()
2°) On a les inclusions suivantes, avec injections continues

P m-1,p - 0,p
WP e W P ... G ouWzha.

3°) Pour Ye B R"), 1'application :

u p— LPu

gst linéaire continue de WZ'DURn) dans W“'pﬂRn) et, de méme, pour



Ve @(Rf] (1) , 1'application :
uv—r ¥y
est linéaire continue de w;n’pUR’:) dans vf"'pﬁR':). W P@) désigne 1'espace

de Sobolev habituel, voir rJ] par exemple.

4°) Dans le cas particulier p=2, on note WZISZ) = WS’Z(QJ,

zg:mjl_l I3 2
WIQ) = {ue D) | (14097 2 D'u € L) ;5 |&f<m}.

Cet espace est un espace de Hilbert quand on le munit du produit scalaire :

{u,v) = f [1+02)a—m+|2| Dzu Dzv dx.
W) |2l Yo

2= Espaces duals

Nous commengons par démontrer un résultat de densité :

Théorems I.1

DMR") est dense dans W'PERM

W
W

@(IRT] gst dense dans ’p(:R:).

Démontrons seulement la premiére partie. On se raméne, par troncatures, aux
propriétés de W’ PmR").
Soit Ye DER") avec P(x) = 1 pour p(x) <1, $(x) = o pour p(x) >2,
o < P(x) < 1 et posons :
kf’x(x] = \P(%) 3 Uy o= \P)\ Ue
Nous montrons que, pour u € hf:'pURn), u, —> u dans bf:'pﬂRn) quand A——>+e,

Soit 1€ N, |i| < m et exprimons :

1) &)URT] désigne 1'espace des restrictions élR: des fonctions de SDOR™).



{ A (1 2y @mel 1105 |0y, ~u)| P ax
R )
= j n (1+02)(a-m+li|ﬂ% [ Z [q) Dj 'S Di_j u - Diulp dx
I-R s 3 1 EiN
j<i

J

el 11 1P C s
< C {[ (123 @110z Y leh o \Py 0 Iyl P ax
A<p (x)<2h i T

Jr 1l

.1 4P .
2 oy
'j 2y @ ™HDT e P olypP ax),
p (x]J>A
Il est immédiat que le dernier terme dans l°'accolade tend vers zéro quand A
tend vers 1'infini. Pour les autres termes, on a :

J oo ey o 1 ey (X
D *X[x) = _;TET (DY) (A]

donc, pour j<i, j#i :

[ (1+02)[a-m+|ii]%_ IDj qa Di—julp dx <
A<p {x)<2A -
C { (o2 @™ IDE  -lale iy e g, <
A <p(x)<2A
|3]p . 0. -
ey e alle 2 eemelil=lshE iy o

c |
A<p (x)<2\

2y lam+]i-3])5 102734 |P ax.

(1407

<c[
A<p (x)<2)

Cette derniére expression tend vers O quand A tend vers +w,
Soit méintenant U & support compact, alors u gppartient & Wz'pﬂRn] implique
que u appartient a W P®R™). Par suite il existe une suite %‘16 2D R"),
u et {Wh}“>1 3 supports dans un compact fixe, telle que :
?i — 4 dans wm’pURn) quand 4 —> + =
mais alors , d'apreés la propriété des supports :

%L —* u dans wz'pﬂRn] quand u —> + «-



Conséquence :
wg'pGRn) gst un espace normal, par suite son dual est un espace
de distributions. Par définition, on pose :
w"mlp (Rn) =(wmlpURn]]| f _1_ +1' = 1,
- a p P
On obtient immédiatement :

151 T € M;'%R”n'. i1 existe une famille de fonctions

, [—1'1-.1: 1)‘
p

, £ € woP
D

t#y} g~ C-aem-| 2]

|2]<m

telle que : 2

T-= D" f,.
|2§_<_m :

2) WQ'pGRn] est un Banach réflexif.

3- Comparaison a ™ P r™)

On étudie d'abord le cas ¢ = o et on démontre l'identité de

wg’pURn] et de 0P @®R") pour certaines valsurs des paramétres,

Définition I.2

Pour m € N, on note D PR") le complété de DR™) pour la norme :
M = % IDgulpp n ]1/p
D'TER) |2]=m L7 (R)

lul
Pour-% - % > o cet espace est un espace de distributions, et on a :

Théoréme 1.2

Pour-% -~§ > o0, les espaces WE'pURn) et 0"'P@R™) coIncident,

algébriquement et topologiquement.
Pour ¥ e DR"), on a '] m n < hd m 0.’ il suffit de montrer que :
o™PR™ WP R™)

iﬁi:ﬂ 2

veen", |e] <m, |01+ 2 DY¢| <c ||
LPR™ p™Pr™)

(I.2)



Nous utilisons les coordonnées polaires x = 00 , p>0, 0 € Sn_1[sphére
unité de R™) pour montrer d'abord que :

|2 -m
|7 2 o'y L) |p|k|-m ok ¢ | S & <)
LPwr™ Ikl =|2]+1 LPR™)
f-l-’-”
Pour ¥ € & R"), on a |¥(0)] il: lo, ¥(to)] at.

On obtient :

-m e
j [1+021[l2l m]2 IW(x]Ip dx
n
R
:
D

400 ¢ o
<C f do f p(|1|'m)p*”'1 ([ o, ¥rto)|dt) do.
- Sn-1 0 P t

+OO
n-1

400 - P. p
do f (1+p23[|2l m)3 ([ IDt Y(to)| dt) o do

Sn—1 o) p

Mais-% -~§ > o implique (]2[—m]pMn-1 > =1, on peut donc appliquer 1'inégalité

de Hardy [4] qui fournit :

[(1%5) 2 v <

!
PN
+o - - p 1/p
c ([ do j o &1 +1-m)p+n=1 b ¥o)| de)
n-1 )
S o
<c f o |21+1-m o, v0a
- i=1 LY R

En remplagant Y par Dz‘{ on obtient (I.,3}. Si |2i+1 < m, onpeut réitérer

le procédé qui fournit (I.23].

Remarque :

Supposant toujours-% --% > o, on sait que D™ PIR") est isomorphe

a l’espace :

qm

. q_ -
e L™mM | odu e ™hl g s il —— =



Pour+étudier le cas général (o guelconquel), nous montrons d’abord

que pour m fixé, deux espaces w@'pﬂRn) et wg'pﬂRn].sont isomorphes, plus

précisément :

Théoreme I.3

Pour ¢ , Be€elR et m-€.Z 1'application :

U — [1+pZJB/2 u

est un isomorphisme de \«l';’p(Rn) sur WZ_’_S&RHI.

{(L’application u — [1+p2]-8/2u gst 1'isomorphisme inverse]).

1°) Cas m>o

Pour u ¢ VR"),. posons v = [1+92]B/2u ; alors pour Ill:m, on a :
o = 7 () 0ty oKy

k<t
donc, puisque
B-lkl
IDk[1+02)B/Zl <C (1+0%y" 2,

on a

a-g-m+ || a-m+] 2-k| -
(14027 2 IDﬁv]_i ) (i) (1+0%) 2 Ip* Kyl

k<2
et par suite :

| (1407

W= e

o=R o
La réciproque est immédiaiz.

2°) Cas m<o

Il suffit de trenspossr le résultat précédent.

Corcllaire I.1

Pour n161N,-% --g > 0, 1l'application :
. p 1/p
s f 0t ae®Ml
%=m LPrR™)

»

définit une norme sur Wg'pﬂRn) équivalente & celle définie par (I.1).



En effet 1'gpplication uvY— (1+p230/2u est un isomorphisme de %:’pﬁRn] sur

Wg’pﬁ?n]. et on appligue le théoréme I.2

Corollaire 1.2

L'application ut—— (1+92]8/2 0Ju est linéaire continue de

Wz'pﬂRn) dans wg:éj"pﬂRn].

4- Propriétés de qy’pﬂR:J

Théoréme I.4 WZ’D(RT] coincide algébriquement et topologiquement avec 1l'espace

des restrictions éIR: des fonctions de %:'pURn).
Cette propriété découle immédiatement du résultat suivant :

Lemme I.1

I1 existe un prolongement linéaire continu de WE’DURSJ dans
WP @M.
a

On utilise la méthode de Babitch. Pour ¥ € §DmQ:], on pose :

LF(x',xn) si x >o
(PY)(x) = m+1
A, ®ixy-k x )} si x <o

k=1 © n
et on choisit les Ak sglutions du systéeme
m+1 j
R G S e B I PR PR D
k=1

On vérifie ensuite que

P | <c |¥|
W PwR™ T WP R™)
[s 3 +

d’'ol le lemme.

gDGRTJ n'est pas dense dans WZ‘DGRH], nous introduisons un nouvel espace :

Définition 1.4

° -
WZ'DQRT] désigne 1'adhérence da QDQRT) dans WZ’DGRT].
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On a les propriétés

Q
1°) Pour que u appartenant a WZ‘D(RSJ soit dans WZ'DURTJ, il faut et il

N
suffit gue son prolongement par O en dehors deiRT u soit dans WZ'pﬂRn).

- o -t
2°) Le dual W PR™ de WP ™, 1. J} = 1 est un espace de distri-
o+ T Ta T+ p o p

butions.

3°) Pour m€ N, a, B <R, 1l'application

u b (1+92)8/2u
[} [+
est un isomorphisme de WP R™) sur WP RY).
o + a-8" +

, m,p oh
Pour m € Z, cette application est un isomorphisme de ws DURTJ sur Wa p0R+J.
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II - LE PROBLEME DE DIRICHLET HOMOGENE - REGULARITE.

On traite de certains problémes de Dirilchlet homogénses dans R ou
SRT posés par la méthode variationnelle. L'existence et 1l'unité de la solution
sont immédiates. L'essentiel des résultats porte sur 1'étude de la régula-

rité de la solution.

1= Cas de l'espace entier.

On restreint 1'étude & une éguation elliptique d'ordre 2, 1'ordre
2m se traiterait de fagon analogue. On traite d'abord le cas od 1l'on peut
prendre LZ(Rn) comme espace pivot pour la méthode variationnelle (théoreme
II.1). Le cas général (théoréme 1I.2) sera ensuyite une conségquence du
théoreme I.3.

Soit a une forme intégro-différentielle définie sur SR™M x DR™) par :

ZZ 2 li|+|j| 1 T3
alu,v) = {(1+07) 2 a,.(x) DDu D'v dx (II.1)
R [1]<1 +J
[J1<1
On suppose que
© o n © N
aijGC RINL R (11.2)

ce qui implique que a est continue sur wlURn) X w:URn), et on suppose d'autre

part gue a est wlﬂRn]-coercitive :

48>0 tel que, Y u€ W:UR“], (II.3)
Re alu,u) > ¢ !ulz1 n
W1HR )

On a immédiatement :

Proposition
si € W.10R™), 1o probleme

1,00

u € W10R ) (II.4)
- , 1
alu,v) = (f,v) -1 1 ¥veu,

~q X ¥y

aomet une solution unique.
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Introduisons 1'opérateur A(x,D) associé a
. ii+1] .
A(x,D) = % (-1]'J| DJ ((1+92] 2 a, 5 0%y
il< J
[31<1
On obtient 1'énoncé équivalent
A est un isomorphisme de Wl sur w:1 (I1.5)

On se propose de déterminer des propriétés de u si Au appartient & un

espace plus petit que w:loR“), en particulier si Au {\ wiﬁRn].
k>0
Nous supposerons réalisées les hypothéses : -
b2 2.~ 2' n
Ic>o0 tel que |D aij|<C (1+p°) 2 , LE€NMN (I1.6)

Remarquons que ces dernieres hypothéses sont naturelles dans le cas d'une

variable pour assurer que A est linéaire continu de w:(R") dans lui-

k>0

méme .,

Les hypothéses II 2,3,6 étant réalisées, nous obtenons :

Théoreme II.1

Pour k>1, l'opérateur A est un isomorphisme topolcgique de WEﬂRnJ sur

k=2 ..n

I1 est immédiat par le corollaire 1.2 gque A est linéaire continu de wiUR”]
k=2 ,.n
dans W__, R,
Dans le lemmes qui suivent, nous démontrons d'abord que A[wgﬂRn]) = LzﬂRnJ.
c'est-a-dire que :
1 oD 2,.N 2,0
si u € w1UR J et Aue L"(R ') alors u € WZOR J.

L'isomorphisme est alors une conséquence du théoréme de Banach.

La démonstration du théoréme II.1 se termine ensuite par récurrence.

Lemme II.1

Siu¢€ w} ({Rn] et Aue LZURn] alors, pour tout X vérifiant |R| =2, on a

(1402372 e 2™,
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On utilise la méthode des quotients différentiels,
® N

Pour u € C (R'), on pose :
Zh ulx) = u[x1+h,’x2,....xn]

et pour T € ' &R"), ?ZhT est définie par :

<G T,Y> = <T,G, ¥ v Ye QIRM.

h J>'X§D h S

Formellement on a :
ZLu-u G, =T T A-A

h L )%y (1I.7)

Ab——) = - h h

€ w, R") pour h#o.

On vérifie que "

Puis des inclusions topologiques :

n, (2)

RN S H'RN & LIPRN S 1T RN G R

on tire que pour f €.LZQRnJ
1
(5 F-f)| _ <c |
hoh Wi T L2r™
A-A
J?Zhu ; pour cela écrivons d'abord A sous la forme :

h

2 Ikl K

A(x,D) = % (14572 a (x) D
k[<2

On étudie ensuite (

L'hypothése II.6 implique que

')
veem : |0¥ e, 0] < clas?(x))” 2 (II.6°)

J
De Iaj(x)|_i C et ID aj[x)|_i C, on tire que, pour v € w1aR”). on a :
?ShA-A

h

vi _ < C |v|
W RN T Wl iR™)
-1 1
et comme !Z%ul 4 n € lul 4 p.+ On déduit avec (II.5) et (II.7]) :
W, IR W, R
1 1

‘ohA-A

G u

h h

lzshu-u
h

|G,
<t {l R l -1 ¥ -1,.n
w}(\R") - W_ (R™) W R

<c Jlf| s |ul
- { L2 @M Wi ")

(2) HSURn] désigne l'espace de Saobolev usuel, voir Li] par exemple
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Par argument de compacité faible de la boule unité de wlﬂRn], on déduit que :
1.0
e »
D1u W1GR )
Le raisonnement est identique pour les autres dérivées premieres, donc le

lemme II.1 est vérifié.

Pour poursuivre la démonstration, il serait intéressant d’'étudier un terme

de la forme : . u-u
[1+p2]1/2 hh ,

: N s e . 1,0
mais on ne peut savoir & priori si cette expression est dans W10R J.
Remarquons d'autre part gue nous n’avons pas utilisé le maximum sur f.

On a en effet

G f-f
etV | el
W_, (R LR
Le lemme I1.1 permet d'affirmer en particulier que u € HiocﬂRn].

Nous utiliserons ce résultat en tronquant la solution du probléme II.4,
puis en démontrant des inégalités a priori indépendantes de la troncature.

Introduisons :

Le probléme tronqué

Soit ¥ € ébmq”J, 0<¥<1, satisfaisant :
¥(x) = 1 pour p(x) < 1, ¥(x) = o pour p(x} > 2,

X =
Posons Wk(xJ WEE) et u Wku.

K
Alors si u (dans w1ﬁRn)] est solution de Au = f, uk(dans wz) gst solution

du probleme tronqué :

(pk) Auk =g = WK Au + [A,Wk} u

("A,¥ ] est le commutateur de A et ¥ A,Y. | u = A(Y, u) - ¥ Aul.
- 3 k k k

K:
Lemme II.2

. 1400 _ 2.0 . .
Siue W1UR J et Au = f € L"(R') alors il existe C>o0 telle que :
<c {lul , + |Aul }

LZgr") ~ Wy R") L2 R™)

lg|
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Il est immédiat que IW Aul |Au[ .
K2Ry L2 (R™)
Etudions [A,‘i’k]u : | | I ’
a )
[Av Ju = (%Y 2 a ) o u) - ¥, (14272 a (x) Ou.
ks af<2 o k K o

Il suffit d’étudier trois types de termes :

2.1/2 2 2 .
(1+0°) (0, ¥ Ju s (%) (0 %) (D) 5 (1+0°) (D, Dy ¥, Ju.

1) fan®) @, v3ul?, -
J L eR™)
j (0% S 1016917 [ul? ax <
k<p (x)<2k K J
2
C f 1+4; lulz dx < C f Iul2 dx
k<p (x)<2k K R"
2 2
2°) | (1+p°) (D, ¥,) D,u| =
ORI 20
[ (10?5 o0 €917 [o.ul? dx <
k<p (x)<2k K J
[ 1+4K2 2 2 2.1/2 2
C 5 (1+p°(x) |D,ul” dx < € | (1+p%) D,ul 2 n
Jkep (x)<2k K ] I LfR™
2 2
3°) | (1+“) (D, D, ¥ )ul
175 K 2en
2.2 ;
<C [ ll:ﬂ%—l— |u|2 gx < C Iulz2 n.*
k<p (x3<2k K LER™)

Ces trois majorations montrent que :

Ay, ] ul < ¢ |u
k - w::(an]

ol C est une constante qui dépend de Y mais qui ne dépend pas de k.

N

Démontrons maintenant une nouvelle inégalité & priori :
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Lemme II.3

Siuc¢ wl(Rn) et Aue LzﬂRn) alors il existe une constante C>o telle que :

2,1/2 D

|(1+o ) u

| < ¢ {]Ad + lul }
k w: wr™ T L2 1R™) w}m”)

{D désigne une dérivée quelconguel.

2,142

{1+ 7} Duk est solution de :

attw®)V% oy ) - (140232 pg

k
_ 2.1/2 P ,
Le lemme II.1 assure gue (1+07) Du, € N1(R ) et par (II.5), on obtient :

K
o200t < claw® o« e dlul
iR T Wl R")

+ [A, [1&2]1/2 D] U

I1 suffit de majorer le deuxigme membre indépendamment de k. Par le lemme

II:7, on a :

2,1/2

| (140%) Dg < ¢ {]y ] + |Au]

WiR™ T Wy R") L2 R™)

Reste a étudier :

il -
[, (10272 ], - % (v?7 7 600 o), (™7 oy
<2

L3l

J
. % (9% [t+®72 a,00.0) lu.
Jil<2 J

}.

En tenant compte de II.B6', on obtient

| 1”32 el |
-1

Clu < C|U|1

TNy — P
W1GR ) H1OR }

n Kl

(R
De ce dernier lemme, on déduit par argument de compacité faible de la boule
u nité de w1aR”J gue (1+02)1/2 Du ¢ N}ﬂ?n] donc u € wgﬂRnJ.

La démonstration du théoreéme II.1 se termine par récurrence. Supposons dé-

montré, pour k>1, que les conditions uce WtﬂRn] et Au € WE::GRHJ impliquent

uc Wt:}ﬂRn). Supposons Au € wtﬂRn] ; alors (1+92)1/2 Du €& WtﬂRn] et
AL+ Y2 puy = (1902372 peawy + [A, (1404 V2 o,
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On vérifie que :

(14042 peaw)| heq S C [Aul .
W W
k=1 k
|[A.(1+02]1/2 o} ul kg S C lul K+
Wie=1 K+

et d'aprés 1l'hypothése de récurrence, on a:

2.1/2 k+1, n k42 ._n
; i
(1407} Du & wk+1ﬁR ) donc u € .fJK+2[IR ).

Le théoreme II.1 nous donne un résultat de régularité pour des opérateurs
dans R" tels gue les coefficients de la partie principale tendent vers 1'in-
fini quand p(x) tend vers l'infini. Le théoréme I.3 va nous permettre d'uti~
liser ces résultats pour des problémes dégénérés & 1'infini.

Soit blu,v) une forme intégro-différentielle définie sur DR™ x DR par:

2,51 + 14lal -y
blu,v]) = n (14p7) 2 by ;(x) D7u Dv dx
R™ |i<q J
131<1

On suppose que bij e ¢ ®™ NL”®™), (donc b est continue sur w;ﬁRanWl(Rn]]
et que b est w;—coercitive.

L.’ opérateur

v 3] .3 2.1 o L2131 i
B = % (-1) DY ((1+07) 2 b,, 07)
1 +
13121
s : . 1 g =150
définit alors un isomorphisme de WSGR } sur W_SOR ).

S'il existe une constante C>o telle gue : | |
£

‘Q -
veen, |p bijl < ¢ (4% 3
On obtient

Théoreme II.2

L.'opérateur B est un isomorphisme de

Kk n k-2
W 1&? }osur Wl g

n
(0 s k>1.
kege R} 5 K1
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Pour u € OR™) on pose Tu = [1ﬂ)2]r/2 u.

La forme intégro-différentielle a définie par :

alu,v]) = b (T T )

1= T4-gY
vérifie alors les hypothéses II.2, II.3, II.6. L'opérateur A associé a a

k=2 ,..n

est donc un iscmorphisme de WEUR”) sur W, R, k>1.

Mais d'autre part B = T AT le théoreme II.2 vient donc par le

s-1 s=-1°

théoreme I.3.

Conséguence

. M k-2 n . 10 y £ , -
Si fe k> 1 W-s+k—1nR }, la solution u dans WSGR ) de 1’équation Bu = f est
K n
dans é;% wk+5_1ﬁR ).

En particulier si € D (R") alors ue C R").

Plus précisément, dans le cas du théoreme II.1, on trouve u€ i]o Wi&Rn].
Ce dernier espace est strictement plus petit que {)0 HkﬂRn]. En effet, en

dimension 1 considérons u = Log [1+[1+x2)a] avec o < = %u

Alors u ¢ {10 HKUR] et cependant [1+x2]1/2 u'ﬁé LZGR).

2~ Cas du demi espace

On définit une forme intégro-différentielle a sur ébGRT) X éDURT) par

|1]+13] .
atu,v) = f ] (1?72 ey, (x) D'y Dy ox
RT |i]<1 J
+ e
131<1
On suppose que_:
© N @ n
aijEC m+)ﬂL m+) (1I.8)
°1..n s
a est w1[R+] coercitive {II.9)

~

o
alors 1'opérateur A(x;D) associé & a est un isomorphisme de WiﬂRn] sur
w::GRT). On suppose de plus gue :

v el
Fv>o|v xer], B 0] >y (II.10)

3 Ll
Jcrolveen”, o aijl < € (1405 732 (1I.41)
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On obtient le résultat suivant

Théoréme II.3

Vs ey . ' KD °1 2N k=2 ,.n
L'opérateur A(x,D) est un lsomorphisme de WK(R+) N w1mR+J sur WK-ZQR+)‘ k>1.
On commence par étudier 1r cas k=2. A(x,D) est linéaire continue de

o -~ ~
WD) MW RT) dans LPR)).
Il suffit de montrer que les conditions :

°4 N 2.0
ue W1UR+) » Au € LT(R)
2.0

impliguent u g WZBR+].
La démonstration est analogue & celle du théoréme II.41, on doit cependant
distinguer ici les variables tangentielles et la variable normale.

Par la méthode des quotients différentiels, on obtient d'abord :

| Lemme I1.4
o
Si D est une dérivée tangentielle, alors u e wanS) et Au E.LZURTI impliquent

°4..n
Du € W1GR+).

En introduisant ensuite le probleme trongué :

Lemme II.5
. P . ~ o1..n 2..n \
Si D est une dérivie L --antielle, alors u < W1UR+J et Au € L ﬂR+J impliquent

Q
(1402312 UJE'WlﬁR:].

En utilisant ensuite (II.10) on obtiient le théoréme I1I.3 pour k=2,

La démonstration se termine ensuite par récurrence.
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