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PROBLEMES ELLIPTIQUES DANS DES OUVERTS NON BORNES 

par 

B. HANOUZET. 

On se propose de résoudre le problème de D i r ich le t pour certa ins 

opérateurs e l l i p t i q u e s d é f i n i s dans l 'espace ent ier ou dans un demi espace. 

On obtient des résu l ta ts pour des opérateurs e l l i p t i q u e s dégénérés ou non, 

la dégénérescence s i g n i f i e i c i , que les coe f f i c ien ts de la part ie p r inc ipa le 

de l 'opérateur tendent vers zéro ou vers l ' i n f i n i , quand jx j tend vers l ' i n ­

f i n i . 

J . BARROS NETO t r a i t e dans [2] un problème analogue pour des opé­

rateurs e l l i p t i q u e s homogènes ; dans cet a r t i c l e , i l u t i l i s e les espaces Dm 

obtenus par complétion de l 'espace des fonctions €° à support compact par 

rapport à l a norme de D i r i ch le t ( [3] et [ 5 ] ) • Ces espaces sont des espaces 

normaux de d is t r ibut ions quand ~ - ~ > o, (n est l a dimension de l ' espace ) , 

la méthode u t i l i s é e ne s 'appl ique donc pas en p a r t i c u l i e r à l 'opérateur de 

Laplace en dimension 2 . 

On introduit i c i des espaces de Sobolev avec poids, ces espaces 

coïncident avec les espaces rf71 pour certaines valeurs des paramètres (théo­

rème 1 . 2 ) . Notons que c ' e s t l ' i n é g a l i t é de Hardy [4] q u i , pour un ouvert 

non borné, joue le rô le de l ' i n é g a l i t é de Poincaré (voi r [f] par exemple) 

valable pour un ouvert borné dans une d i r e c t i o n . Citons auss i 

L.D. KUDRJACEV [B ] qui introduit des espaces analogues pour des fonctions 

poids tenant vers zéro à l ' i n f i n i . 

Dans la première p a r t i e , on introduit les espaces, et on étudie 

certa ines de leurs propr iétés• 
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Dans la deuxième p a r t i e , on pose le problème dans l 'espace ent ier par l a 

méthode var iât ionnel le„ Les résul ta ts de régu lar i té (théorème I I . 1 ) sont 

obtenus en approchant le problème par une fami l le de "problianes tronqués", 

et en demontr6.it des inégal i tés à p r i o r i sur ces problèmes tronqués. 

Cette méthocif peut t t re rapprochée de la méthode de régular isa t ion e l l i p ­

t ique u t i l i s é e pour des opérateurs e l l i p t i q u e s dégénérés d é f i n i s dans un 

ouvert borné (vo i r j j j par exemple). On t r a i t e auss i de la même façon le 

probl^ * de D i r i ch le t homc^éne dans un csmi espace. 

http://demontr6.it
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I - LES ESPACES 

1- Notations et premières propriétés 

[Rn désignant l'espace euclidien de dimension n, on note fR1^ le 

demi espace ouvert : {x £ lRn | x^ > o} et (R" le demi espace fermé s 

(x€fR n | x^ _> o }. Le point générique de (R̂  sera aussi noté (x',y) avec 

x' - (x,,...,x J € fRn 1 et y = x £ fR . D. désignant la dérivée partielle 1 n-1 y n + î & 

- 7 j — , pour l €. ÎN on pose 

0 ' D 1 °n ï • 
s 1 ~ n 

1 n 

Les notations relatives aux espaces de distributions sont celles de £ej . 
2 a 

Introduisons enfin les fonctions poids (1+o ) , a eïR, où la fonction p 

est définie par p(x) = I x l = (.̂  x 2 ) ^ 2 . 

Nous pouvons maintenant introduire les espaces : 
Définition 1,1 

Pour a £ fR, p e fR, 1 < p < 00 , m e AN, = fRn ou fR", on pose : 

a-rn» | £ | 

W™'P(ft) ={u6 SD'(n)|(1+p ) 2 D u € Lp(fl) ; |i| <m}. 

On a immédiatement 
1°) W ^ ' P C Œ ] est un espace de Banach pour la norme : a 

q-m+|&l 1/p 
| u | « ( I |(1+P ) 2 D u| ) (1.1J 

vP'PlQ) |£|<m L P ( Q ) a 1 

2°) On a les inclusions suivantes, avec injections continues : 

i ^ - P f n J S i / ^ ' P c n ) G > . . . . c> W ° ' P L Q ) . 

a ^ a-1 " a-m 

3°) Pour v?e5>(IR n), l'application : 

u |—• <f u 

est linéaire continue de W m , p(fR n) dans v/11 * pQR n) et, de même, pour 
a 
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" ^ C <2>(R") { 1 ) , l ' app l i ca t ion : 

u «—*• *u 

est l i n é a i r e continue de W ™ ' P 0 R " ) dans I ^ ' P I 1 R " ) . ( v / " ' P ( n ) désigne l 'espace 

de Sobolev habi tuel , v o i r [f\ par exemple. 

4 ° ) Dans le cas p a r t i c u l i e r p * 2 , on note vP&) = w J J 1 ' 2 ^ ) , 

m i ct-m+|fc| „ _ 
VÇCfl) - {u e Q)'(fl) | 2 D u € l / ( 0 ) s M<mh 

Cet espace est un espace de Hi lber t quand on le munit du produit s c a l a i r e : 

Cu.v) - F f ( H P 2 ) » " " * ! 4 ! û ' u T v ' d x . 

2 - Espaces duals 

Nous commençons par démontrer un résu l ta t de densité : 

Théorème 1 . 1 

3><JR n ) est dense dans w g ' p Q R n ) 

3 f l R " ) est dense dans l / ' p G R n ) . 

Démontrons seulement l a première p a r t i e . On se ramène, par t roncatures, aux 

propr iétés de u / " ' P 0 R N ) . 

Soit H 7 e § ) 0 R N ) avec <P(x) - 1 pour p(x) < 1. ^ ( x ) » o pour p(x) > 2 , 

o <̂  Yfx) _< 1 et posons : 

^ ( x ) - H>($ , u , - ^ u. 

Nous montrons que, pour u 6 vP'PQRn), u, — • u dans W^ ' p JR n ) quand A—•+<». 

Soit i 6 fIMn, | i | <̂  m et exprimons : 

( 1 ) o&ÛR )̂ désigne l 'espace des r e s t r i c t i o n s àfR^ des fonctions de 2>ffR nK 
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( n ( H p 2 ) ^ ' 1 ^ |D i(u A-u)|Pdx 

= f n ( l + p 2 ) ^ 1 ! # | l ih DJ ̂  D 1 ^ u - D V dx 
jÎR n j<i 1 

£ C f f d ^ Z j ^ l i l * l |(J)nJ V D ^ u l P d x 
1 JA<p (x)<_2A i^i 1 A 

* f ( H P V 0 ™ ! 1 ^ |<f.-i|P [D^IP dx.}. 
Jp(x)>A J 

Il est immédiat que le dernier terme dans l'accolade tend vers zéro quand /\ 

tend vers l'infini. Pour les autres termes, on a : 

donc, pour j < i , j ^ i : 

f ( 1.p2 )<«™UI4 InJtf Di"J u|P d x < 
A l p ' x ) l 2 A 

c f (i. p

2) ( a-" +li|* a - | J I P | Di-J u|P d x < 

c f i M 2 ) ^ A - I J I P M . P V ^ U I - I J I J S i D ^ u j P d x 

'X<p(x)<2A 

< C f C 1 . p 2 J C a " m * | l " j l ^ i D ^ u l P d x . 

Cette dernière expression tend vers 0 quand X tend vers +°°. 

Soit maintenant u à support compact, alors u appartient à l/|'P(/RN) implique 

que u appartient à v / N " P 0R n3. Par suite il existe une suite f ^6 • N Z X I R " ) , 

u et ^%^y>i ^ supports dans un compact fixe, telle que : 

*f — • u dans V^'PflR11) quand y — • + » 

mais alors , d'après la propriété des supports : 

Y — • u dans ^'P C R") quand y — • + » • y a 
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Conséquence : 

to/^'p8Rn) est un espace normal, par suite son dual est un espace 

de distributions. Par définition, on pose : 

W " m ' P V ) <^' P(fR n))' ; 1 . 1 , . 1. 
-a v a P P 

On obtient immédiatement : 

1) Si T e (Wm'p(!Rn))', il existe une famille de fonctions 
a 

telle que : Q 

1 = , l D V 
|£|<m * 

2) V^' P0R n) est un Banaoh réflexif. 
a 

3- Comparaison à D m , p0R n) 

On étudie d'abord le cas a « o et on démontre l'identité de 

0Rn) et de D m' pGR n) pour certaines valeurs des paramètres» 

Définition 1.2 

Pour m efN, on note Dm'p(îRn} le complété de 2)GRn) pour la norme : 

|u| - C l |D £u| P ) 1 / P 

D m' P0R n) |t]-m L P0R n) 

Pour — - — > o cet espace est un espace de distributions, et on a : 

Théorème 1.2 

P o u r 1 - HL > o, i e s espaces v/
n' pOR n) et Dm'pflRn) coïncident, 

p n o 

algébriquement et topologiquement. 

Pour Y e S6dfRn), on a \f\ < |f| m ^ „ , il suffit de montrer que : 
D m' PQR n) ~ W m' PIR n) o 

V £ € / N n , |l| < m . I C l . p 2 ) 1 ^ 3 D V | d n < c M m D n

 ( I , 2 ) 



- 7 -

Nous utilisons les coordonnées polaires x » QO , p>o, o € S^^ (sphère 

unité de [Rn) pour montrer d'abord que i 

I C I + P 2 ) - ^ 0*^1 < C I I P ^ 1 " " 1 D k^f| (1.3) 

L P ( iR n ) ~ | k | - U | . 1 L P 0 R N ) 

Pour » € £>((Rn), on a |Hpaî| ± £ I D t * (ta ) | dt. 

On obtient : 

f iï+P2)lW-m)2 h(x)| pdx 

< f do P d . p 2 ) 1 ' 4 ' - ™ ^ (f+a>|D ^(ta)| dt) P P n" 1 dP 
J„n-1 J o J P R 

O 

< C f „ do p M t | - m ) P * n - 1 ( | D V ( to j ld t ) dP. 

Mais — -~ > o irrplique (|i|-m)pMn-1 > -1, on peut donc appliquer l'inégalité 

de Hardy [4] qui fournit : 

|I1*P ) 2 V| < 
L P ( IR n ) 

r r+°° i « i D 1/p 
C C ria p t | £ | . 1 -m)p .n -1 , ( p a ) | d p , 

< C l | P I ^ + 1 - D i,(x)| n . 

i-i 1 L^m ) 

En remplaçant Vpar D £ H on obtient (1.3). Si < m, on peut réitérer 

le procédé qui fournit (1.2). 

Remarque : 

Supposant toujours ~ - ̂  > o, on sait que Dm'P(fRn) est isomorphe 

à l'espace : 
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Pour'étudier le cas général (et quelconque), nous montrons d'abord 

que pour m fixé, deux espaces W^' pflR n) et W^' p CR n ) sont isomorphes, plus 

précisément s 

Théorème 1.3 

Pour a , 6 e fR et nv e Z, l'application : 

, , f , 2 , 6 / 2 ' 
u \—• (1+p ) u 

est un isomorphisme de W m* pCR n) sur vT'^tRnU 
ot et—p 

2 "*6/2 
(L'application u — • (1+p ) u est l'isomorphisme inverse). 
1°) Cas m>o 

^ n 2 6/2 Pour u e 3>0R ), posons v « (1+p ) u ; alors pour |£|<m, on a : 

D 2 v = [ (J) D k ( C 1 + p V
/ 2 ) D*"ku 

k<£ K 

donc, puisque R i i 

| D k [ 1 + p 2 ) 6 / 2 | < C ( l - p 2 ) ^ , 

° n 3 ! «-B-m+Ul a-m+j*-k[ , £. K , 
C1-p^) 2 |D v| < C £ C ) (1 + p

Z ) 2 |o* K U | 
k<* K 

et par suite : 

|(1 + p 2) B / 2u| < C lui 

La réciproque est immédiate» 

2°) Cas m<o 

Il suffit de transposer le résultat précédent. 

Corollaire 1.1 
1 m Pour me/N, > o, l'application s p n 

r , l 2 a/2 ,P 1 / p 

A-m LPPR } 

définit une norme sur vP"p((Rn) équivalente à celle définie par (1.1). 
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En effet l'application u \ — • (1+p 2) a / 2u est un isomorphisme de Wm'p(IRn) sur 
a 

W^' P0R n), et on applique le théorème 1.2 

Corollaire 1,2 
2 3 /2 i 

L'application u l — • (1+p ) D Ju est linéaire continue de 

l/'PffRn) dans vP ' l J l'Pw"). 

ot o t — p 

4- Propriétés de vP'POR") 

Théorème 1.4 Wm'p(iRn) coïncide algébriquement et topologiquement avec l'espace 

des restrictions à fRn des fonctions de vP'^{JRn)m 

+ a 

Cette propriété découle immédiatement du résultat suivant i 

Lemme 1.1 
Il existe un prolongement linéaire continu de W™'P(iR^) dans 

On utilise la méthode de Babitch. Pour 4* e 2>flR^), on pose : 
fftx'jX ) si x > o 

( P ^ f H x î - J m+1 n n 

I ï i L H^xV-k x ) si x < o , . K J n n ^ K=1 

et on choisit les À solutions du système 

m+1 . 
I A t-kr = 1 , j = 0,1, . . . j . 

k-1 K 

On vérifie ensuite que 

| P < ? I m n n < c M n n 

^ ' P 0 R n } - lf'P(/Rn) a a + 
d'où le lemme. 

o£>0R^) n'est pas dense dans W ^ ' P 0 R N ) , nous introduisons un nouvel espace : 

Définition 1,4 

& J ' P 0 R ^ désigne l'adhérence de < 2 > 0 R " Î dans W ^ ' P G R " ) . 
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On a les propriétés : 

1°) Pour que u appartenant à W M , P 0 R N ) soit dans W^ÛR* 1), il faut et il 

suffit que son prolongement par 0 en dehors de IR u soit dans 

2°) Le dual W~ m' pGR n) de W ^ ' C R 1 1 ) , - + - , = 1 est un espace de distri--a + a + p p 9 

butions. 

3°) Pour m £ (N, a, B E (R, l'application 

u I—• (1+p 2) 6 / 2u 

est un isomorphisme de W m* pÛR n) sur W m , p 0 R n ) . 

Pour m e TU cette application est un isomorphisme de W™'P0R") sur W™' P 0R^) . 
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II - LE PROBLEME DE DIRICHLET HOMOGENE - REGULARITE. 

On traite de certains problèmes de Dirichlet homogènes dans *Rn ou 

JR̂  posés par la méthode variâtionnelle. L'existence et l'unité de la solution 

sont irrmédiates. L'essentiel des résultats porte sur l'étude de la régula­

rité de la solution. 

1- Cas de l'espace entier. 

On restreint l'étude à une équation elliptique d'ordre 2, l'ordre 

2m se traiterait de façon analogue. On traite d'abord le cas où l'on peut 

prendre L 2(R n) comme espace pivot pour la méthode variationnelle (théorème 

II.1). Le cas général (théorème II.2) sera ensuite une conséquence du 

théorème 1.3. 

Soit a une forme intégro-différentielle définie sur & 0 R N ) x <2>(/Rn) par : 

a(u,v) = A (1+pH 2 a..(x) D u D Jv dx (II. 1) 
JfRn |i|<1 1 J 

U I £ 1 
On suppose que 

a±. € C* PRn) A L œ(R n) (II.2) 

ce qui implique que a est continue sur W^j0Rn3 x W ĵ(/Rn), et on suppose d'autre 

1 n 

part que a est OR )-coercitive : 

3ô>o tel que» V u e W^flRn), (II.3) 

Re a(u,u) 6 |CJ | 
W^JGRn) 

On a immédiatement s 

Proposition 

Si f e W^0R n), le problème 

f u € W > R ) (II.4J 
[ a(u,v) =» (f,\7) 1 V W € wj 

W ' x W ' 1 

-1 1 
admet une solution unique. 
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Introduisons l'opérateur A(x,D) associé à 

A C X . D J = I (-1)|JI
 D J C(1+p Z) 2 a.. D ) 

lit<1 1 J 

fj 111 

On obtient l'énoncé équivalent : 

1 -1 
A est un isomorphisme de sur (II.5) 

On se propose de déterminer des propriétés de u si Au appartient à un 

espace plus petit que W_^QR n), en particulier si Au e f~\ W^0R n). 
k>o 

Nous supposerons réalisées les hypothèses s 

3C > o tel que l ^ a ^ l < C (1+p 2f 2 , l e fNn (II.6) 

Remarquons que ces dernières hypothèses sont naturelles dans le cas d'une 

variable pour assurer que A est linéaire continu de w£(îRn) dans lui-

même • 

Les hypothèses II 2,3,6 étant réalisées, nous obtenons : 

Théorème II.1 
K n 

Pour k>1, l'opérateur A est un isomorphisme topolcgique de W^ÛR ) sur 
W ^ O R " ) . 

Il est immédiat par le corollaire 1.2 que A est linéaire continu de wî̂ ((Rn) 

K 

dans wJ^CR"). 
2 n 2 n 

Dans le lemmes qui suivent, nous démontrons d'abord que A(W2(<R )) » L 8R ), 

c'est-à-dire que : 
si u € w J p R n ) et Au € L2(R°) alors u € W 2QR n). 1 2 
L'isomorphisme est alors une conséquence du théorème de Banach. 
La démonstration du théorème II.1 se termine ensuite par récurrence. 

Lemme II.1 

Si u € Ŵ jfiRn) et Au e L 2 ÛRn ) alors, pour tout ̂ vérifiant \l\ = 2, on a 

(1 * P 2 ) 1 / 2 D £ u € L 2 ( R n ) . 
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On utilise la méthode des quotients différentiels. 

00 pi 
Pour u € C ÛR ), on pose : 

" S , u(x) * u(x *h,x-,..#,x ) 
h 1 À n 

et pour T £ 5>'6R n), *S»hT est définie par s 

h £ ' x # h 5 ) ' x S ) 

Formellement on a : 
^ hu-u f-f Z A-A 

h h n h 

On vérifie que — - — € OR ) pour h/o. 

Puis des inclusions topologiques : 

W^JÛR") <?. H 1ÛR n) C^L2ftRn) C>H"1(lRn) w"^ORn) U ) 

on tire que pour f C L 2 Q R N ) 

l4tSL f~f)| A < C | f | „ 
h h W^flRn) - L2flRn) 

On étudie ensuite (—r—) "<!>,_ u j pour cela écrivons d'abord A sous la forme : 

A(x.D) = > 2 a. (x) D 
| M < 2 K 

L'hypothèse II.6 implique que 

I ^ I 
V % S ( U n : \DZ a txj| C(1+p 2 ( x ) ) ~ ~ T ~ (II.6') 

1 n 
De |a.(x)l < C et |o a.(x)| < C, on tire que, pour v e W. ), on a : 

J — J - 1 

" S . A - A -V- v
 1 1

 C M -i 
H W " ^ ( / R N ) W ^ O R N ) 

et comme . |u| , on déduit avec (II.5) et (II.7) : 
H W,j « R N ) Ŵ j 0 R N ) 

Z u-u f £„f-f t. A-A ") 

h

 W l

1 0 R n ) - l h W I X ) H H W ^ O R V 

( L ^ ( I R N ) u^m")} 

L 2 ) H S ( / R N ) désigne l'espace de Sobolev usuel, voir {Yj par exemple 
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Par argument de compacité faible de la boule unité de W^GR n), on déduit que : 

D,u e W^ÛR n). 1 1 

Le raisonnement est identique pour les autres dérivées premières, donc le 

lemme II.1 est vérifié. 

Pour poursuivre la démonstration, il serait intéressant d'étudier un terme 

de la forme : ^ 
2 1/2 V ~ U 

(1+ P ^ ) L / Z J ~ — , 

mais on ne peut savoir à priori si cette expression est dans W^0R n). 

Remarquons d'autre part que nous n'avons pas utilisé le maximum sur f. 

On a en effet "S f f 

C 1 - P V / 2 -Vl -1 n i C l f l 2 n « 
n W _ , J ( K N ) l/(IRn) 

Le lemme II.1 permet d'affirmer e n particulier que u € ^ Q C ^ " ^ ' 

Nous utiliserons ce résultat en tronquant la solution du problème II.4, 

puis en démontrant des inégalités à priori indépendantes de la troncature. 

Introduisons : 

Le problème tronqué 

Soit * £ S)(R n), q < 1 , satisfaisant : 

YCx) = 1 pour p(x) <̂  1 , 4*(x) = o pour p(x) j> 2. 

Posons *. (x) - et u . = ï.u. 
K K K K 

Alors si u (dans W^j(fR n)) est solution de Au = f, u^Cdans W^j) est solution 

du problème tronqué : 

(pK) Au K - g k - ï k Au • [A.ïJ U 

e s t I e c o r r i T i u t a t e u r de A et Ï R i [ A ' \ 3 u • A ( ¥ K u ) - ^ Au). 

Lemme II.2 

Si u € W^(IR n) et Au = f € L 2(IR n) alors il existe O o telle que : 

|g | < C {|u| + |Au| } 
L OR 3 w}(lR n) L 2(|R n) 
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Il est immédiat que | V Au| „ < | Au| „ 
K L 2flR n) " L (!Rn ) 

Etudions [ A ^ I U : 
y M y M. 

[Mju = F ( 1 + p 2 ) 2 a (x) D V . U ) - Ï ( 1+P 2) 2 a (x) D V 
K |af<2 a 

Il suffit d'étudier trois types de termes : 

( 1 + P 2 ) 1 / 2 (D. f.)u ; ( 1+P 2) (D. ¥.) (D.u) s ( 1 + P 2 ) (•. D. *. )u. 
J K 1 K J 1 J * 

1 ° ) | ( 1 + p 2 ) V 2 ( D . \ l u | 2

 n -
3 K L O R ) 

f ( 1+P 2) - 1 | (D ) (•£) | 2 |u| 2 dx < 
Jk<p(x)<2k K 

C f ^£ |u| 2 dx < C f |u| 2 dx 
Jk<p(x)<2k k JIRn 

2°) | ( 1 + p 2 ) (D. \) D.u|2 

i k j L 2 ( | R n 3 

f ( 1 + P 2 ) 2 A= | C D . V J (|)|2 |D.u| 2dx< 
Jk<p(x)<2k k 3 

c f _Lt^ ( 1 + P

2 ( X ) ) | D u | 2 d x < C | ( 1 + P 2 ) V 2 D , | 2

 N 

Jk<p(x)<2k k^ J J L O R ) 

3 » ) | ( 1 + P 2 ) ( D I D J V u l ' 2 ( R n , 

< C f i l * £ f lui2
 d x < C |u| 2

2 p . 
Jk<p(xî<2k k* L UR ) 

Ces trois majorations montrent que : 

K L 8 R ) W ^ 0 R N J 

où C est une constante qui dépend de ¥ mais qui ne dépend pas de k. 

Démontrons maintenant une nouvelle inégalité à priori : 
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Lemme II,3 

Si u € Ŵ j(|Rn) et Au e L2flRn) alors il existe une constante C>o telle que ; 

I d + P 2 ) 1 7 2 D uj < C {|Au| . |u| } 
K W-j8Rn) L OR ) W^PRn) 

CD désigne une dérivée quelconque). 

2 1/2 
(1+P ) Du. est solution de : 

A((1+P 2) 1 / 2 Du K) - (1+P
2) 1 / 2 Dg K • [A,(1+P

2) V 2 Û ] U K . 

Le lemme II.1 assure que (1+P 2) 1 / 2 Du R € wJ(R
n) et par (II.5), on obtient : 

k W ^ ( | R n ) ~ K K W _ ^ Û R n ) 

Il suffit de majorer le deuxième membre indépendamment de K. Par le lemme 

II.-'"» on a : 

|(1+p 2) 1 / 2 Dg.| n < C ( l u i . + |Au| 2 n ). 

KW^8R n) W ^ ( Î R n ) l / ( l R n ) 

R e s t e à étudier : 

[A,(1+P 2) 1 / 2 D]U. = I (1+P2) 2 a.(x) [D J,(1+P 2) 1 / 2] DU . 
IJT<2 3 K 

+ y ( 1 + P 2 ) 1 / 2 [(1+p2)"^" a.(x),û] D J u v . 
|jf±2 3 K 

En tenant compte de II.6', on obtient s 

|[A,(1+P 2) 1 / 2 D ] u | < C |u | < C | u | . 
k W^QR") K w]|GRn) W 1

1 Û R n ) 

De ce dernier lemme, on déduit par argument de compacité faible d.e la boule 

unité de W ^ R n ) que ( 1 + p 2 ) 1 / 2 Du € W ^ 0 R n ) donc u € W 2 0 R n ) . 

La démonstration du théorème II.1 se termine par récurrence. Supposons dé­

montré, pour k>1, que les conditions u € W k 0 R n ) et Au € W k ~ ^ 0 R n ) impliquent 

u e W k ^ Q R n ) . Supposons Au € W k 8 R n ) -, alors ( 1 + P 2 ) 1 / 2 D u e W k ( l R n ) et 

A( ( 1 + p 2 ) 1 / 2 Du) = ( 1 + P 2 ) 1 / 2 D(Au) + [A, ( 1 + P 2 ) 1 7 2 D ] u . 
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•n vérifie que : 

| ( 1 + p 2 ) V 2 DCAu)| , . < C |Au| . 
W W k-1 k 

| [ A . ( 1 + P 2 ) V 2 D]u| < C |u| 
Wk~1 Wk+1 

et d'après l'hypothèse de récurrence, on as 

(1+P ) Du C W, , OR ) donc u € W. o0R ). 
K+1 K+2 

Le théorème II.1 nous donne un résultat de régularité pour des opérateurs 

dans lRn tels que les coefficients de la partie principale tendent vers l'in­

fini quand p(x) tend vers l'infini. Le théorème 1.3 va nous permettre d'uti­

liser ces résultats pour des problèmes dégénérés à l'infini. 

Soit b(u,v) une forme intégro-différentielle définie sur 3>ffRn) x <2>((Rn) par; 
f v 2 s-1 + M + ljl i - p 

b(u,v) = > (1+p ) 2 b..(x) D u D Jv dx 
W |ij<1 1 J 

U l±1 

On suppose que b.. € C°°(^n) O l°[\Rn), (donc b est continue sur W 1 6Rn) xW 1 (/Rn) ] 
1 J s s 

1 

et que b est Ws-coercitive. 

L'opérateur 
I i I i 2 s-1 + N + l j l i 

B = I (-1)IJI D J((1+ P n
S 1

 2 b. . D j 
|i|<1 1 J 

|j|±1 

définit alors un isomorphisme de W^fRn) sur W_^0Rn3. 

S'il existe une constante C>o telle que s 
Jii 

V 8. € N n
 , |0 b..| < C (1+P f 2 

1 J 

On obtient : 

Théorème II.2 

L'opérateur B est un isomorphisme de 
Wk

 Am
n) sur W k ~ 2 ,«Rn) ; k>1. k+s-1 -s+k-1 — 
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Pour u € £ > 8 R N ) on pose T ru = (1+P
2) r / 2 u. 

La forme intégro-différentielle a définie par i 

a(u,v) = b (T^ u, T^_s

v) 

vérifie alors les hypothèses II.2, II.3, II.6. L'opérateur A associé à a 

est donc un isomorphisme de w£(IRN) sur w £ _ 2 G R n J * • 

Mais d'autre part B = T . A T le théorème II .2 vient donc par le K s-1 s-1 K 

théorème 1.3. 

Conséquence 

Si f € QA W k~ 2. „(lRn), la solution u dans W 1 (|Rn) de l'équation Bu « f est k>1 -s+k-1 s H 

dans A wj\ „(IRn). k>1 k+s-1 

En particulier si f € 3>(lRn) alors u €. C°°flRn). 

Plus précisément, dans le cas du théorème II. 1, on trouve u € 0 W^ÔR n). 
K>o K 

Ce dernier espace est strictement plus petit que jQQ H^0R n). En effet, en 
2 a ~~ 1 

dimension 1 considérons u = Log (1+(1+x ) ) avec a < - —. 

Alors u c QQ HK(!R) et cependant (1+x 2) 1 / 2 u ' L 20R). 

2- Cas du demi espace 

On définit une forme intégro-différentielle a sur 2>ÛRn) x <2>(IRn) par 
f v 2-UliliL i - f 

a(u,v) = ) (1+P ) 2 a..(x) D u D Jv dx 
J<RN |ij<1 1 J 

On suppose que : 

a ^ e C"OR") f\ L ° ° ( I R " ) ( I I . 8 ) 

a est W ^ C R " ) coercitive ( I I .9) 

°1 n 

alors l'opérateur A(x;D) associé è a est un isomorphisme de (!R ) sur 

— 1 n 
W^^((R+). On suppose de plus que : 3 y > 0 | V x € R" , |a (x)| > Y (11.10) + nn — 

l i l 
3 C >o | V 1 £(N n , |û a ± J | < C (1+P 2)" 2 (11.11) 
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On obtient le résultat suivant : 

Théorème II.3 

L'opérateur A(x,D) est un isomorphisme de Wk(IRn) HW^0R n) sur W k" 2QR"), k>1. 

On commence par étudier 1»_ cas k=2. A(x,D) est linéaire continue de 

W2(lRn) nw^(lR n) dans L 2 CÎRP) -2 • 1 + + 

Il suffit de montrer que les conditions i 

u e Ŵ j OR") , Au e L2(IR^3 

impliquent u £ W 2pR^3. 

La démonstration est analogue à celle du théorème II. 1, on doit cependant 

distinguer ici les variables tangentielles et la variable normale. 

Par la méthode des quotients différentiels, on obtient d'abord : 

, Lemme II.4 

Si D est une dérivée tangentielle, alors u e W^OR^) et Au e L2ÛR^3 impliquent 

Du € W J Û R " ) . 

En introduisant ensuite le problème tronqué : 

Lemme II.5 

Si D est une dérivés torrentielle, alors u £ W (̂IR^3 et Au e L2((R^3 impliquent 
2 1/2 °1 n 

d*p ) ' Due W^OR"). 

En utilisant ensuite ( I I.10 3 on obtient le théorème II.3 pour k»2, 

La démonstration se termine ensuite par récurrence. 
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