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POINTS DE NON~PLATITUDE D'UN MORPHISME D'ESPACES ANALYTIRUES

par Jean-Claude TOUGERON

Nous proposons une démonstration du théoréme suivant, démontré
par J. FRISCH dans [3] :
Théorame. Soit £ : X—Y un morphisme d'espaces analytiques et soit F un
faisceau analytique cohérent sur X. L’ensemble Z des points x eX
en lesquels Q; n'est pas f-plat est un sous-ensemble analytique
ferm2 de X (i.e. Z est l'ensemble sous-jacent & un sous—-espace

analytique fermé de X).

Cette démonstration diffdre sensiblement de celle de FRISCH, mais
s'appuie, comme cette derniére, sur le théoréme du paragraphe 1 de Bﬂ.

S1 Y' est un sous-espace analytique fermé de Y, désignons par i
1'immersion fermée de f_l(Y'J dans X et par f' 1l’application induite par f
de F—I(Y’] dans Y'. On désignera par 0(Y') 1'ensemble des points><ef-1[Y') en
lesquels 1* (&) n'est pas f'-plat. Nous devons démontrer que Z = O{Y) est un
sous—ensemble analytique fermé de X.

Nous démontrons d’'abord guelgues lemmes :

Lemme 1. | Avec les notations précédentes :
-1 Sy
0 0f (v = (') U supp [Tor, (%, 0,,)]

e
Y e : . Tem Y,fx) g
Puisque To_l (f: @Y.]x To-l (GS)X-' @Y','F(X)

une conséquence du résultat bien connu (cf. [1], théoréme 1, chapitre III, § 5):

)], ce lemme est



Lemme 2 . Seient A et B deux anneaux locaux noethériens et soit @ A—B

un morphisme local de A dans 3. Si M est un module de type fini
sur B et si I est un idéal propre de A, les conditions suivantes
sont éguivalentes :

{1} M est un A-module plat.

(2) M/IM est un module plat sur A/I et Tori(M, A/I) = (0],
Pour la démonstration du lemme suivant, nous renvoyons 4 Eﬂ, cha-

pitre 4, § 6.9 :

Lemme 3. Soient A un anneau int&ere noethérien, B une A-algébre de type

fini et M un module de type fini sur B. Il existe fe A - (0) tel

que MF soit un module plat sur Af.

Corollaire.|Soit p un idéal premier d'un anneau noethérien A et soit M un mo-

dule de type fini sur A. I1 existe feA~p tel qus VWi €N,

i i+1

p 'MF/D 'MF soit un module plat sur AF/D'AF'

(o]

Démonstration. Le module gradué GPD(M] = & (pl.M/pl+l.M] est de type
m ! 1=0

fini sur GrD(A) = ® [p1/p1+l] et GrD[A) est une algébre de type fini sur A/n.
' i=0
' - R . B i i+l
D'aprés le lemme 3, il existe fe A-p tel aue [ﬁrD[M]]?.— & (p .M{/n 'MF)

i=0

Soit un module plat sur Af/p.A Cela entraine évidemment que Wi ¢ ¥,

.

v /ot M. soit un module plat sur AL/p.A
p .Mo/pT M. soit un m ep ur A/paig.

Lemme 4, Soit K un compact de Stein d'un sspace analytigue X. Si 5 est un

faisceau analytiqus coh&rent sur X, 1'apnlication canoninque
n 1

i » B © < ig I»} i
‘3, ;% (K) ®©X(K) X, X Sx est un isomorphisme.



Démonstration. Le faisceau Q§|K admet une présentation finis :

[@)X'K]m__t?_)(@xlmn W>‘§‘|K >0

Puisque K est de Stein, on a une suite exacte :

t@x(m)”‘w—i“—]—> ( @XrKn“-——?’i—K-’-»cS*(K) 0

N'ol un diagramme commutatif o0 les lignes sont exactes :
¢KIB1 YKI®1

m n %
(6,&N" © @X'x——————»(@x(m @@X_x—-———»%’tm ® @x,x >0
(e " ®x > (@, " *x
X, X i X, % ’SQ > 0

Puisque les dsux premiéres fléches verticales sont dss isomorphismes,
J est un isomorphisme.
Soit X un espace analytigue et soit X' un sous-aspace analytique

fermé de X. Supposons X' réduit (i.e. sans nilpotents]) et irréductible en un

point x, € X' (i.e. © est un anneau intégre). On sait qu’'il existe un

X', %o

voisinage compact K de x, dans X et un systéme fondamental de voisinages ou-

verts (U ) de K dans X tels que :
a €N

(1} Si X& est l’ensemble des points répguliers de X' de dimension

p = dim(X)'( ), Yaem, UGu N X4 est connexe =t dense dans Ua nXx'.

(]

(2) K est un compact de Stein semi-analytique.
Soit %un faisceau analytiaue cohérent sur X et soit ‘S le faisceau sur X des
germes de fonctions analytiques nuls sur X', Puisque X' est réduit,

Gy = O, I'S. En outre B (K) = (Fe@uK) 5 ¢ ¢ ’on} : en effet, si



fx eﬁx , soit F un représentant de f sur un ouvert Ua ;s F =0 sur Ua N X4 au
[+ -]

voisinage de x,, donc F = 0 sur la variété connexa Uar\X(, et donc sur Uq nX!

il en résulte que f ¢ "S(K). On en déduit immédiatement que 8(K) est un idéal
premier de <9X(K]n D’apres (2], @BX(K] est un anneau noethérien (cf Eﬂ]. Enfin,
puilsque K est un compact de Stein. Q§(K] est un module de type fini sur (EX(K].

Appliquons le corollaire du lemme 3 & l'anneau A = @ax(K] ;& 1tidéal
premier p = (K ot au module M = FK). I existe fe @x[K], . ¢t}x tel

] [}
que :
i i+l .
viem (DKI™ LK) /7 V) . “E(Kl)f soit un module plat

sur [@X[K] / ’S[Kl]_F.

Si x e X'nK et si f(x) # 0, on a un diagranme commutatif de mor-

phismes d’'anneaux :

éax (K) ————— é?x (K]f
\
On en déduit immédiatement que

iz i+l
Maat. &/t &) ®9x(K) o

>
v
@X,x

“gi est un module plat

? = @ =
(done 1ibre) sur [@,(K)/ (k)] ®@x‘” Oy , [(@X\*BJ(K)] ®g (k) Fox = G,

(d*aprés le lemme 4). Puisque r3(!(]1.‘;g(K]/"ﬁ(K)iﬂﬂ‘%(KJ = r%i.¢§/31+1.°§*)(K).
la lemme 4 entraine aussi que : ‘?i = 3:( . (k?x / ’bid . ‘S?x. Nous avons

démontré le :



Lemme 5. Avec les notations précédentes, il existe un voisinage ouvert V
de X, dans X et un sous-snsemble analytique fermé X” de X'aV tel

que X' £ X' et V¥xeX'nV - X", YielN, le module ".31°§ /»31+15;
Xo X x  Ux VX

o X

est libre sur®,, _.
XX

Démonstration du théoréme. Le théordme étant de nature locale, on psut

supposer que X est un sous-espace analytigue fermé d'un cuvert Q de En. On a :

f:To ¢, ol @ est 1'immersion fermée : X 3 x ma~>(x, fl{x}Je® x Y et 1

la projection : @ x Y3(w, ylamwsy €Y. Remplacant le faisceau % nar L?*Ig],

on peut donc supposer que X = £ x Y et que f est la projection de Q@ x Y sur Y.
Considérons le diagramme commutatif de mormhismes d’'espaces analy-

tiques :

Q x Q x Yﬁ—ii———>ﬂ x Y

L f! l f
QXY—L_>Y
ol Viw, w', y) e @ x @ x Y, ¢lw, ', y) = (w, y) et f'(w, w', y) = (', y) ct
f, ¢ sont les projections évidentes sur Y. Ce diagramme est ls produit fibré
des morphismes f et <« ; en outre < est un morphisme plat. Désignons par Z'
1’ensemble des points de © x © x Y en lesquzls ¢*(§§) n'est pas f'-plat. D'aprés
la proposition 2.4 et le corollaire 2.5 de 1l'’exposé 13 de Dﬂ, 7' = ¢-1[Z)-
Si A désigne la diagonale de Q@ x Q, ¢ induit un isomorphisme de

A x Y sur 2 x Y. Le théoreme sera donc démontr2 si 1’on prouve que (A x Y) N7’
est un sous-ensemble analytigue fermé de @ x @ x Y. Puisgue ' induit un iso-

morphisme de A x Y sur @ x Y, on est ramené A démontrer lz théoréme suivant :



Soit X' un sous-espace analytique fermé de Q x Y = X tel que ¥ in-
duisge un isomorphisme do X' sur Y. Alors 1l'ensemble Q(Y)NQ X' des
points x €X' en lesquels ‘§ n'est pas f=-plat est un sous-ensemble

analytique fermé de X'.

Soit x, €X' et posons y, = flx,). Montrons, par récurrence sur
p = dim(Yy }, que QLY) nX' est analytique au voisinage do x,. Remplacant si
o

nécessaire Y par un voisinage auvert de y,, on peut supposer que
]

Yy = U Yi’ ol les Yi sont des sous-espaces analytiques fermés réduits de VY,
i=1
irréductibles au point y,. D'aprés le lemme 1 :

S =] ©Y
vy = U ety,) U (supe [Tor, (3,6, 1])
1=1 Toan ! Yy

Puisque le support d'un faisceau analytique cohérent e2st un sous-
ensemble analytique fermé, tout revient a montrer que les Q(Yi)fEX' sont ana-
lytiques au voisinage de x,. On poeut donc supposer Y réduit et irréductible
au point yo. Dans ce cas X' est réduit et irréductible au point x,.

Soit ') le faisceau d'idéaux sur X tel que @bx, = @)X|5§. N'aprés
le lemme 5 (en remplagant si nécessaire Y par un voisinage ouvert du point y,J,
il existe un sous-espace analytigue ferm® Y” de Y tel que Y;o Y (donc

o

dim[Y; ) < dim[Yy )) et Vxex' - -F-I(Y”J et Vi€éN, le module
[

]

1 @ ,ni+l . N .
%x . k‘x/’ﬁx .‘?x gst libre sur ©X',x' donc sur @Y,Hx) Ax' Il en ré
sulte que ‘§1 « =‘§;/f3i+l . q;x ast un module libre sur Ax' Pour tout modulse

A
1

N de type fini sur Ax' le complété de Tor
A A
N -adique est égal & lim Tor.* (R, , N) = (0). Ainsi Tor,“ (% , N) = (0)
X — 1 i,x 1 X

X IT§X,N) pour la topologie



et Si est un A-module plat. On en déduit 1'inclusion :

AYIAX' < £ v nx.

D'aprés le lemme 1 :

6
O0Y) A HY") = QIY") U supp |:TorlY (';F,@Y,,J]
Bonc :
@
QX = @YINX ) VU (supp [Tor,' (F,0,,0] 0 x').

Par hypothése de récurrence, Q(Y") QX' est analytique au voisinage

de %o ; il en sera de méme de Q(Y)IOX', c.q.f.d.
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