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IDEAUX DE L'ANNEAU DES SERIES FORMELLES 

A COEFFICIENTS REELS ET VARIETES ASSOCIEES 

par 

Jean MERRIEN 

Introduction, 

Le but de cet article est d'dtudier certaines propriétés des idéaux 

de l'anneau ( R [ [ x n , x 11 en utilisant des "relèvements" différentiables L U 1 n J- J 

des séries formelles. 

n co 

Si X est un fermé de IR , df une fonction de classe C et f sa série 

de Taylor à l'origine, on dit que f est nulle sur X si | cp (x)| décroit plus 

vite que toute puissance de j |x|| quand xeX tend vers zéro. On associe ainsi 

à tout idéal I de R[[x^,...»x ]] l'ensemble VfI] des germes en 0 des fermés 

de l&P sur lesquels s'annulent tous les éléments de I. C'est la "variété for

melle" de l'idual I. 

Réciproquement, à un e n s e m b l e ^ d e germes en 0 de fermés d e f R n on 

associe l'idéal v}j C\ZT des séries formelles nulles sur les éléments de VI Le 

résultat principe! est que, si I = ^ C \ K l J ] , alors I est l'intersection des 

noyaux des homomorhismes de fR-aIgàfjre de R [(x^,... , x j ] dansfR[[t]] qui an

nulent I. On en déduit, par exemple, qu'un idéal est elliptique (c'est-à-dire 

de variété réduite à {0}) si, et seulement si, il n'est annulé que par l'ho-

momorphisme nul. 
On donne peur terminer quelques conséquences géométriques de ces 

résultats. 
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I On note S û R n ) l'algèbre des fonctions de classe C surfR n, 
n 

l'algèbre (R[[x^,... ,x n l ] , T i ^flfRn) ^ n l'application qui à une fonc

tion fait correspondre sa série de Taylor à l'origine. On désigne par ji 

l'idéal maximal de et par m l'idéal de S((R n] des fonctions nulles à 

l'origine. 

Le résultat suivant est classique (cf. MALGRANGE [ï] où il est dé

montré dans le cas analytique. La cas formel se traite de manière identique). 

Proposition 1. Soit p un idéal premier de ï , de hauteur k* Alors il exis

te n formes linéaires indépendantes y^, i = l,...,n, telles que ; 

a) l'application canonique : fR[[y-j •• •y n„p]] — * ^ n / p soit injective 

et fasse de ^ . - / P un fft[[y^.. .y J J - m o d u l e de type fini ; 

b) il existe un polynôme distingué P t y ' j y ^ ^ j ) ê p , où y' = (y^...y n ) 

de discriminant hty') $ p » et pour tout f £ il existe un polynôme, 

0 Cy ' s y n _ k + 1 ) de degré inférieur au degré de P, unique, t e l que A f - Q e p . 

Les polynômes correspondants aux éléments y^, i = n-k+2,...,n sont notés CL ; 

c) il existe un entier m t e l que, pour tout f e p , A m f appartient à 

l'idéal engendré par P et les éléments A y^ - Q , i€Jji-k+2,n] ; 

d) pour tout f è a , il existe g e ï , et f ' 6 (R [[y ,.,. ,y ]] , non nul, 
! n 1 n—K , 

tels que f g - f ' e p . 

Proposition 2. (théorème de Puiseux) : 

Soit P(t,°^) = ^ r + a ( t l l T 1
 + ... + a r ( t ) , où a ^ t ) est un élé

ment de £ [ [ t r ' J ] , d e terme constant nul. Alors il existe ^ ( t ) 6- ttQtJ], de 

terme constant nul, tel que P (t, i H t 39 = 0. 

De plus, si les coefficients a^ sont analytiques, toutes les solu

tions iï'it) sont analytiques. 
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Pour une démonstration voir Walker Qf|. 

Nous nous intéressons aux homomorphismes de IR-algèbre de fRf [x^. « x ^ l 

dansIRQV]]- Si y est un tel homomorphisme et si on pose y(x^) = ç^(t), on a, 

pour tout f£c$n' yCf) s ftç^(t),.•.,ç (t)). Cette correspondance entre y et 

ç = C ç ^ , - . . , ç n ) , où 5^(0) = 0 pour tout i, est évidemment bijective. On note

ra y = C*. 

Avec les hypothèses et notations de la proposition 1 (en remplaçant 

cependant y^ par x ) on a alors : 

Proposition 3. Soit Y' un homomorphisme de 3* , dans (RQt r"]l, où r est le , n-K " 

degré de P, défini par ç^Ct), ié[l,n-k]. S'il existe une solution 

in-k+1 ̂ ^ [ f e ] ] d e l'équation P(ç'(t) ; x q _ k < < t l )
 a D, 11 existe un homomor

phisme y* de dansfRJffiJ], unique, induisant Y' sur ffn„|,'
 e t tel que 

Pour la démonstration voir TOUGERON (jfj, où le cas complexe est 

traité. 

II Si x e l R n et 0 on note B(x,C) = {y, | | x-y | | _< C}. 

Soient X un fermé de (R n, f e J n et cp e & (fRn) tel que T <f = f. 

Définitions. 1) On dit que f est elliptique sur X s'il existe un nombre a > 0 

et un voisinage Œ de 0 tel que : 

V x € Q H X , jcp ( X)| > | j x | | a 

2) On dit que f est nulle sur X si pour tout a > 0 il existe 

un voisinage Q de 0 tel que : 

V x € fi O X . | q>(xî | < | | x 1 T . 
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On vérifie immédiatement que ces propriétés sont bien indépendantes 

de cp, tel que Tcf = f. D'autre part, elles ne dépendent que du germe en G 

du fermé X, ce qui permet de définir la notion de série formelle elliptique 

(resp. nulle) sur un germe de fermé à l'origine. 

Remarques % a) on voit que i f = 0 <==:=:> f est nulle sur le germe de X = fR n 

f € £ < = = = = ^ > f est nulle sur le germe de X = {Q}. 

b) Si f est elliptique sur le germe de fR n, on dit que f est el

liptique. 

c) Si f n'est pas elliptique sur X, il existe Y c X , Y ? {0}, 

tel que f soit nulle sur Y. 

d) Si f € jn n'est pas nul sur X, il existe YcrX, Y ? {•}, tel que 

f soit elliptique sur Y. 

Lemme 1. Soient (x P) une suite de points dans fR n, telle que lim x p = 0, 
p e iN » - — — 
^ p-K» 

et f eff ,.tels que f soit elliptique sur X = \J { x P > . Alors il existe un 
p eIN 

nombre p > 0, tel que f soit elliptique sur (J BCx P,|[x P|[ ). 
p €(N 

Démonstration. Soit c f 6 ^ ( ( R n ) , T cp = f. 

Il existe par hypothèse un nombre a > 0 tel que pour p assez grand 

a 

|tp(x P)| l l x ^ l l • D'autre part, d'après le théorème des accroissements fi

nis, il existe M > D tel que |cp (x)- <p(y) | ̂  M | |x-y | I, d'où 

k t y î l 1 I e ? Cx) | - M||x - y||, pour tout couple de points voisins de 0. Il 

suffit alors de prendre p > a. 

Lemme 2. Soient C x P > ^ efy\i une suite de points, telle que x P ¥ 0 pour tout p 

et lim x P = 0, f e 3? et p un nombre > 0. Si f est nulle sur U B C x P , | | x P | | P ] , 
p-x» p 

f est nulle. 
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P i p 
Démonstration. Posons B = B ( x P , | | x P | | ), B' = B ( x P , ̂ | | x P | | ). p i i i i p 2 1 1 1 1 

Il suffit de montrer que l'hypothèse entraîne que toute dérivée partielle 

3f a'^f 
première ^ — est nulle sur [) B' . En effet, par récurrence, — sera nulle 

X i p P dx°* 
D 1 D ^ 

sur U BCx , — \ — r llx M ) et f sera nulle, 
p 2 ^ 

Soient cp e S C(Rn), Tcp = f, et 3 > 0. 

Il existe un nombre M > 0 tel que : 

|cf (x 1) - q>(x) - l lx\ - x.) (x) | < M| | X - x' | | 2 (1) 
i=l 1 1 d x i 

pour tout couple (x,x') de points assez voisins de 0. 

Fixons i e et soit a > p. Si p est assez grand, pour tout x € il exis

te x' € B tel que : x. = xî si 1 / i et |x. - x' | = 1 1 x 1 1 ° • 

p H j J J 1 i i 

Pour deux tels points on déduit de (1) : 

||~£ (x)| \x'± - x i | < M||x - x'||
2 + |cp(x')| + |cpCx) | ( 2 ) . 

Soit alors a > a . Par hypothèse, pour p assez grand, 

I (x)| _f l|x|| a pour tout x e B p . On déduit alors de (2) : 

e x i l < d ! | x | | a * I M T + I H I " 
9 X i 1 1 x 1 1 ° 

et puisque | | x ' | | j : 2 l | x | | on a pour p assez grand : 

Vi V x e B ' ( x ) | i M | | x | r * i2a * 1) l l x l T " 0 (3). 
P ± 

Le nombre 3 étant fixé, si on a choisi a et a tels que a - a > 6 

et a > B, il existe p 0 tel que : 

Vi6[l.n] . \ / p l P , , VxeBJ : | | ^ ( x î | < | | x | | 0 . 
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3 f r "1 
Donc - r — est bien nul sur f J B 1 pour tout i G ll,r\\ • 

3 x . P 
i P 

Lemme 3. Soit cp(t,u) = u + a^Ct) u 3 ^ 1 + ... + a^(t), où a^Ct) est une 

co 

fonction de classe C , paire, nulle à l'origine. On suppose que f = Tcç est 

sans facteur multiple, donc que son discriminant A(t) est non nul, et que 

T a ie(R[[t
r !]'] » Si pour t / 0 l'équation q>(t,u) = 0 admet p racines réelles, 

il existe p fonctions de classe C , u^(t), t ^U-'Pj' de séries formelles dis

tinctes, telles que cpCt^^Ct)) = 0 . L'équation f(t,u) = 0 admet alors p 

solutions distinctes dans|Rf[t]]. 

Démonstration. Appelons vàê (f) (resp. % [ < ^ ) ) l'idéal de $ 2 tresp. 

$((R 2n engendré par | | et |~ (resp. |^ et ~ ) . D'après T0UGER0N [ 2 ] , f e#(f), 
3 f ————-

racine de Comme A est combinaison de f et on en déduit que A 

Donc il existe dans *3Mf} un élément non nul indépendant de u. Il en résulte 

que cet idéal est un idéal de définition de 3^, c'est-à-dire contient une 

puissance de l'idéal maximal. Donc ^C(tp ) contient une puissance de l'idéal 

m des fonctions nulles en 0 . 

Soient K et Z deux entiers. On pose b^ = T a^ (polynôme de Taylor 

de degré K ) , cp'(t,u) = u F + b 1 u
F 1 + ... + b et f = T 4>'„ Les b± sont 

des éléments de * R [ t r / ] , nuls en 0 . D'après ce qui précède on voit que, pour 

Z 2 
Z fixé, on peut trouver k tel que cf » - s m % (cp ) . D'après TOUGERON 

[2] proposition 2 , chapitre II, il existe alors a(t,u3 et (3(t,u) éléments de 

Z 
m % (q> ) tels que : 

*p(t,u) = «P'(t + a(t,u), u + 3(t,u)). 
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Si k a été choisi assez grand le discriminant A' de f est non nul. 

L'équation <f' tt,u) = 0 a alors, pour t ¥ 0, q racines réelles distinctes, 

où q est indépendant de t. D'après la proposition 2 il existe q fonctions 

analytiques réelles distinctes v^(t), au voisinage de 0, telles que : 

v^(û) = 0 et cf'(t,u) = 0 est équivalent à u = v^(t) pour un certain i. 

Par le théorème des fonctions implicites, il existe q fonctions 

00 

y.(t), de classe C , au voisinage de 0, avec y.CO] = 0 et T y . deux à deux 
i i l 

distincts, telles que u + B[t,u) = v_^(t + ct(t,u)) est équivalent à u = vAt) 

On a alors p = q et les solutions de cp(t,u) = 0 sont les fonction 

En effet : <f (t,u) = 0 <?' (t + a(t,u), u + 3(t,u))= 0 

<=> u + 3(t,u) = v i C t + a(t,u)) pour un 
certain i e [ l , q ] 

<=> 3i € [l,q] , u = \i±lt). 

III On désigne par $C l'ensemble des germes en 0 des fermés de (R n. 

Définition, Pour tout idéal I de on pose : 

^ ( 1 ) = { X e % , V f s I, f est nulle sur X}. L'ensemble T^(I) est appelé la 

variété formelle de l'idéal I. 

Pour tout <UTo %t on pose : $ (Û ) = {f e £ p, Vxe M^, f est 

nulle sur X}. 

^(V?) est manifestement un idéal dans $ n* 

Les propriétés suivantes sont immédiates : 

J^J2 —> ^ «T(i 2) 

J ( i r ( I ) ) o i et ^ ( ^ C ^ ) oUK 
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II en résulte que : 

tywtyem)) = y cm et ^r^anim = Viu. 

Définition. Un idéal I est elliptique s i ^ C I ) = {•}. 

Il est alors immédiat que les trois propriétés suivantes sont 

équivalentes : 

a) I est elliptique 

b) I contient un élément elliptique 

c) tyrtTd}) = n. 

On a aussi : 

tftlj + I 2 Î » U U ^ n V ^ ) , ^ ( - t t^ul i^) = ^ f C ^ Î A (̂<ir2) 

^ ( 1 ) = ̂ (i) où I est la racine de I. 

Notation, Si et VK^ sont deux parties de $ on pose : 

^ v ' U ^ = ( X e l ^ e ^ , lX2aW2, X = Xj U X^}-

Avec cette notation on a : 

^ o l j ) = T^CIj I 2 ) = VilJ v 1T(I 2 ) . 

En effet il est immédiat que C1^(I 1 I ^ o V d ^ I ^ V a ) v V ( l 2 ) . 

Réciproquement, soit X un fermé dont le germe appartient à 1^(1 I 2 ) . Soient 

alors f^, i e. [l,p] (resp. gy j^Q.qJ) u n système de générateurs de 1^ 

(resp. et < f . e £ ( i R n ) (resp. tels que T CP . = f. (resp. T ï. s g j . 

Si on pose XJ = { x e X, sup | <f J x ) | _< sup \v ,{x) | > 
1 1 j J 

et X 2 = ( x € X , sup | cp . CxJ | > sup |*.(x)|> 
1 1 J J 

on a X = X 1 U X 2 , X x e Dli ), X e ^ I ^ . 

d'où I ^ e ^ c i ^ v 1T(I2). 
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Définition. Une variété formelle 1^(1) est irréductible si tf-(I) = Tftl )v&î 1^ 

implique Vtl) « V ( I ) ou № ) = V d 2 ) . 

Les propriétés suivantes sont alors immédiates : 

Une variété formelle est irréductible si et seulement si 

^tV'(Iï) est premier. 

Toute variété formelle V" est "union" d'un nombre fini de variétés 

irréductibles : il existe un entier r et des variétés formelles irréducti

bles ^ . , 1 6 [l,r] telles que V * = v ... v . 

^ x u j 1 2 r 

De plus si c£ pour tout i ^ j, cette décomposition est unique. 

IV On désignera parfN^ofl^ O•.•* des sous-ensembles infinis de l'en

semble (N des entiers. Si x = (x.,...,x ), on pose x' = (x.,...,x 

I n 1 n-1 
Proposition 4. Soient f e*5* et (x P) m i une suite de points de IR n telle c n p £ IN • 

que x P ¥ 0 pour tout p et lim x P = 0 . On suppose f elliptique sur U ( x P K 
p-**> p GfN 

Alors il existe : 

a) un fermé F dans (R n, contenant une sous-suite de la suite (x P) et tel 

que f est elliptique sur F, et que F - { 0 } soit connexe, 

n 

l,nj, de 1R dans IR , de classe C , 
_—, , j_ ; é 

paire et nulle en 0 , telle que g(t) g F pour t voisin de 0 et que ç = T Ç 

soit non nul. 

Démonstration. Par récurrence sur n. Pour n = 1 le résultat est évi

dent. Pour passer de n-1 à n nous utiliserons le lemme suivant : 
Lemme 4. Soient P(x';x ) un polynôme distingué à coefficients dans 5* 

n . n-l 
sans facteur multiple, et A / 0 son discriminant. Soit d'autre part (x P) -, 

. _ * p 6 flM 
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une suite de points de /R n telle que x , P ¥ 0 pour tout p eIN, lim x P = 0 et 

que P soit elliptique sur (J { x P } . Il existe alors, pour tout p, une boule 
p€lN ' 

B de centre x P telle que s _ p , a — 

a) P est elliptique sur (J B 

P P 

b) il existe y P e B tel que y , p / 0 et A est elliptique sur U { y , P } « 
p p . 

QÊl1°QsÉrâti2D^Ëy-.l2î?ï!§-i• L'existence des boules B , qu'on peut prendre 

de rayon ||x P|| P# p > 1, vérifiant a) résulte du lemme 1. 

La projection de B p sur l'hyperplan x^ = 0 contient 

B ' p = B(x'
P||x' P|j 3 . 1 1 suffit de montrer qu'il existe y ' P e B' tel que A 

soit elliptique sur \J { y ' P h Pour cela soit 6 e $ 0Rn 1) tel que T 6 = A, et 
p 

prenons y ' P € B' tel que |6(y' P}| = sup |<5(y']|. Si A n'était pas ellip-
P y'eB' 

P 
tique sur (J { y , p } , on pourrait extraire de la suite (y' P3 m, une sous-

P K 

suite (y' p) ^ telle que A soit nulle sur [J { y ' p } . Puisque pour p 
P 1 peiN 

assez grand, et pour tout y'6B' , | | y , P ( | ^ 2| |y 1 | |, A serait nul sur 
P 

(J 0 f

D ' 0*après le lemme 2 ceci impliquerait A = 0, ce qui est contraire 
p€(H1

 P 

à l'hypothèse, et le lemme 4 est démontré. 

Revenons à la démonstration de la proposition 4. 

Soit ( X j#...*x n) un système de coordonnées tel que f soit régulier 

en x . c'est-à-dire f(0,...,0,x 3 / 0, et tel que pour une sous-suite conve-n n 

nable (x P3 -, de la suite (x P) -, on ait x ' P / 0 pour tout pefl\| p a r p € JN ̂ p6)N 1 

le théorème de préparation formel ([i]). il existe un polynôme distingué 

P(x';x 3, de degré m, rie différant de f que par un facteur inversible. On 
n 

peut supposer que f, et donc P, n'a pas de facteur multiple. Le discriminant 

A de P est donc non nul. 
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Par le lemme 4 on détermine une suite (y p) , y P e B , telle que 
pefl^ p 

A soit elliptique sur 0 { y ' P K L'hypothèse de récurrence, appliquée à A 

et à (y,P)p£fl\j * implique qu'il existe dans fR n , identifié à l'hyperplan 

d'équation x^ = 0 de lftn, un fermé F', F' - {•} connexe, contenant une sous-

suite (y' p) de la suite (y' P) », , et une fonction Ç'(t) = (Ç.(t)), 

p€/î\J2

 J p€iN^ i C -, n—1 °° 
l,n-lj, de (R dans JR , de classe C , paire, nulle et non plate en 0, 

telle que Ç ' ( t ) c F ' pour t assez petit. 

Soit % ( x ' ; x n ) un polynôme distingué à coefficients dans c? 0R n * ) , 

tel que T X = P. Si 6 est le discriminant de % , on a T 6 = A. Puisque <5 

est elliptique sur F', l'équation %.(X'ÎX^), n'a, pour x'<sF' - {•}, que 

des racines simples, et le nombre de ces racines qui sont réelles est un en

tier Z indépendant de x' {t = 0 s'il n'y a pas de racines réelles). 

Soient r^Cx') < r^Cx') < ... < r^Cx') ces racines réelles, et 

p (x'), . ..jP _,?(x') les racines complexes. On pose r 0(x') = -00, 
1 m— 

r £ + 1Cx') = +». 

Pour 0 _< i <_ t on pose A = {x = (x',x n) ; x' c F' - {0}, 

r. (x') < x^ < r. T C X ' ) } . Il existe k e [ b , £ ] et une sous-suite (y P) de 
1 n 1 + 1 P 

la suite (y P) -, , tels que 1 VpeJINL, y P e A, . 
J pefl\i2

 H 3 k 

Nous allons terminer la démonstration de la proposition 4 dans l'hy

pothèse k ¥ 0 et k / t. Ces deux cas se traiteraient de manière analogue. 

On sait (MALGRANGE (Yj chapitre IV) que les racines du polynôme distingué 

vérifient : |r.(x')| < H | |x' | | m 

1 1 (1) 

IPjCxMl < H j l x ' i r 
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où est une constante positive. 

Cette inégalité montre en particulier que les racines r^x') et 

P Ax' ) sont bornées quand x' est voisin de zéro. 

Il en résulte, puisque 6 est le produit des carrés des différences 

des racines de X ' qu'il existe une constante K 1 > 0 et un voisinage fl' ̂ de • 

dans IR n * tels que : 
1 

V x ' e f l ' A F ' V ( i n , i 9 ) V(j.,j 7) |r. (x'î-r. tx')| > K | 6 ( x ' ) | 2 

1 i z I z i 1 i 2 1 i (2) 

|p. ( x')-p. (x')| > K |6 C x ' ) | 2 

J l J 2 

D'après l'ellipticité de 6 sur F' il existe alors > 0 et un voisinage 

iï9

2 tels que : 

V x ' e f t ' ^ F ' V C i r i 2 ) V ( j r j 2 ) | r ± (x')-r. Cx')| > M x ' l l 

1 2 ( 3 ) 
a» 

|p. (x')-P. (x')| _> M x ' l l 
J l J 2 

Par le théorème des accroissements finis, il existe H 2

 > 0 tel que : 

Vx Vy \HM - X(y)\ < H2I jx - y|| (4) 

L'ellipticité de % sur (J {yp} entraîne qu'il existe oc > 0 et p 0 tels 

que : 

V P e ( N 3 , p > p 0 |T(y p)| > H y P l T 2 (5) 

On déduit de (4) et (5) : 

\/i e [l,£] , Vp eiN3 , p > po 

lly-PlT 2! I |ypl T 2 <|XCy p3[ = |%Cy p) - X ( y ' P , r i f y
p ) ) | 

- H 2 ' yn " r i ( y ' P ) l C 6 ) 
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Pour tout nombre réel a, tout x ' e F' et toute racine р ^ ( х ' ) on a : 

l a - P j ( x ' ) | > j | Р Л Х Ч - ТТЛ7)] . 
Donc, d'après (3) : V x ' e l i y F ' , V j e [ l , m - £ ] , |a - P j ( x ' ) | _ > ^ | | x ' | | 

Puisque, pour t o u t x ' e F' et tout x R e (R, on a 

£ m-t 
X ( x ' , x ) = П ( x - r.(x'i) П Cx - Р Л Х ' Л , on obtient : n . = 1 n i j = 1 n j 

V x * e f i ' 2 r > F ' , V x n e ( R ! X ( x ' , x n ) | > Ж з . п | х п - г Л х ' ) | ) l C-| | | x ' | | 1 J (7) 

Choisissons maintenant un nombre 3 > S u p f a ^ o ^ ) . et soit 
et 

ft'3 = { x ' e ^ ' 2 , | | x ' | | e < - | M x ' l l Ъ . 
C'est un voisinage de 0 dans ( R n On définit un fermé F^ dans | R n par : 

F n = {0} U { x = ( x ' , x ) 5 x ' e n* n(F' - {0}), 
i n o 

l l x ' M ^ Inf C x n - r Rtx'), r K + 1 ( x ' ) - x n ) > . 

C'est un formé connexe d'après (3). Nous allons voir que P, et 

donc f, est elliptique sur F^, et que y P e F^ pour p£lN^ assez grand : 

Le premier résultat provient de (7) et de (1) car : 

V x = c x ' , x n ) € F r |x(x)| > (!|х'|Г) ntèt M x ' l l 1 

et | x n| ̂  M i n(|r k(x')|. | r k + 1 ( x 4 | î < H j l x ' l T 

Le second provient de (8), puisque g > « 

On définit maintenant F par F = F- U ( (J В ). Il est immédiat 
p e ( N 3

 P 

que F - {0} est connexe et vérifie le a) de la proposition 4» 

Montrons qu'on a aussi le b) : par hypothèse de récurrence, il 

existe une fonction Ç ' de 1R —* (Rn 1, non plate en 0, paire et telle que 

Ç'(t)e F' pour t assez petit. 
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Considérons l'équation X ( Ç f ( t ) , x ) = 0. Le discriminant de 
n 

X (£'(t),x ) est ôtÇ'ftîî. D'après l'ellipticité de ô sur F', et puisque 
n 

£ ' ( t ) e F ' et est non plate en 0, la fonction <5(Ç'(tîJ est non plate en 0. 

Il en résulte que T }C(Ç'(t),x )> de discriminant T 6(Ç'(t)), est sans fac-

m! 

teur multiple. En remplaçant t par t on peut supposer satisfaites les con

ditions du lemme 3. Il .résulte alors de ce lemme qu'il existe deux fonctions 

de classe 0°°, y(tj et v(t), telles que : r, (Ç'(t)) = y(t) et 
K 

r ^ n U ' tt)J = v(t). k+1 

Prenons X, 0 < X < 1, et définissons Ç(t) = U ' ( t ) , X y(t) + (1 - X) v(tî). 

Pour un tel Ç on a : 
min(Ç- (t) - r. U ' t t ) ) , i\ . U 'ttî) - ç (t)) « min(X, 1 - X) (v(t) - y(tï) 

n K k +l n 

| U'(t)| | 1 minCX, 1 - X) d'après (3). 

Donc pour t assez petit Ç t t î ^ F j C F . D'autre part U / 0. 

IV Nous revenons aux notations du III. Pour tout idéal I de ^ , on 
n 

désignera par T(I) l'ensemble des homomorphismes de tR-algèbre y de 

dans!R[[t]] tels que y(I) = {0}. 

Théorème. Soit I un idéal de < £ r tel que I • ffrtl)). 

Alors I = C] Ker y. 
y c r m 

QÉÏ ÏSDËtEâÈîSQ* ®n P G U * supposer que I est premier. 

En effet on a I = H ... 0 p r où les sont les idéaux premiers des 

composantes irréductibles de I^CIÎ. Supposons le théorème démontré pour les 

idéaux premiers et soit f e O Ker y. Alors f € (~\ Ker y pour 

y£ rCIÎ yeTi p ) 
tout i, et donc f € pour tout i. 
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Supposons donc I = p premier, do hauteur K, et soit (x,,...,x ) 
l n 

un système de coordonnées satisfaisant aux conditions de la proposition 1. 

Soit d'autre part f ^ p . D'après la proposition 1, dont on reprend les 

notations avec le changement de y. en x., il existe f'e , i f / 0, et 
i x n—K 

g 6 $ , tels que f g - f ' e p . 

Puisque f' £ p et A ^ p , A f ^ p . L'idéal p étant l'idéal 

d'une variété formelle, il existe X p ) tel que A f ne soit pas nul 

sur X, et par suite il existe une suite ( x P)p Cf|\j' x
P ̂  0 pour tout p, con

vergeant vers 0, telle que A f soit elliptique sur U ( x P > . Si 

p e(N 
x = (x n,...,x ), on note x' = ( X . M . - . J X x" = (x n,...,x Le 

l n 1 n-K+1 1 n-k 

cas où f est inversible étant évident, on peut supposer f, et donc f , non 

inversible. En appliquant alors le théorème des accroissements finis à une 

fonction 0 R n ~ K ) , telle que TV = A f , et en utilisant l'ellipticité 

de A f sur \J {x }, on voit qu'il existe a > 0 tel que pour p assez 
peIN 

grand on ait : 
l | x " P | | > | | x P | | a > 0 (1) 

S o i t x i =
 V K + I +

 T/n
 a i ( x " ] W ' a i ( x " ) e ï f 0 R n" k )' 
1 = 0 

a 1(0) = 0 et T % = P. 

Puisque P est nul sur [) { x p } , la suite X Ax^) tend vers 0 
pefN 1 

plus vite que toute puissance do ||x'|| P et donc de ||x" P|| , car de l'iné-

ct 

galité (1) on déduit : ||x" P|| >; | | x * 3 1 | pour p assez grand. 

Il existe alors une sous-suite (x P) m i de (x P) -, et une fonc-
peflS^ peffM 

tion e(x"}£ t (IR n~ k), T e = 0, telles que e(x" P) = - X 1 ( x , P ) . Si on pose 



-16-

X 2

 = * e o n obtient un polynôme distingué, à coefficients dans <f 

nul aux points x ' P , pefN et tel que T % 2 = P. 

D'après la proposition 4, appliquée dans (R n ^ à A f et (x" P) 
p 6 ii\ 

n~K 
il existe un fermé Fc(R , F - {0} connexe, contenant une sous-suite 
(x" P) m i de (x" P) - J M , tel que A f , et à fortiori A et f , soit ellip-

p£flM 2 p^/Nj 

tique sur F, et une fonction Ç"(t) = {E,At)), i c [ l , n - k ] , de ÏR dans (Rn \ 

de classe C°°, non plate et nulle en 0, telle que Ç"Ct) € F pour t assez 

petit. Puisque le discriminant de % 2

 G S ^ elliptique sur F et que l'équa

tion X ( x " P , x , n) = 0 a des solutions réelles pour p 6 ( N n , l'équation 

^2 n-k+1 2 ^ 

X 0 ( x " , x . ) a des solutions réelles pour tout x " e F - {o} assez voisin 

Z n—K"*" J. 

de zéro. 

r! 
En remplaçant, si nécessaire, t par t l'équation 

(t) ,x . .-,) = 0 satisfait aux hypothèses du lemme 3, car A est ellip-
z n — X 

tique sur F. D'après ce lemme, si on pose T £" = Ç", il existe 

^ k + 1 ( t ) € fR[[t]] tel que P C ç H C t î , ç n . k + 1 ( t ) ) = 0. 

Par la proposition 3 il existe un homomorphisme y de 3? dans 

^[00] t e l Q u s Y t p ) = {0}, et induisant sur ̂ n _ k l'homomorphisme ç"*. 

De Ç M ( t ) e F et A f elliptique sur F on déduit ç"*(A f ) = y(A f ) / 0 , et 

à fortiori y(f') ¥ 0. Comme on a aussi y(fg) = y(f') on a y l-f) / 0. On a 

donc trouvé un élément y de r(p ) qui n'annule pas f ce qui termine la 

démonstration du théorème. 

Corollaire 1. Pour tout idéal I de , on a ^ ( I l l / _ 0 Ker y. 
n o-, - e r ( I J 

D'après le théorème il suffit de démontrer que r(I) = Tl*feCdïl)))* 
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Soient pour cola Y e T C D et f e ^-(Vtl)). Soient d'autre part ç 

tel que Ç* = Y et Ç tel que T Ç = ç. Si F = Im £ le germe de F à l'origine 

appartient à ^ C I ) . Il en résulte immédiatement que y(f) = 0 ce qui montre 

que r(I) e T[*£ (Vtl) ) ). L'autre inclusion est immédiate. 

On note 0 1'homomorphisme associé à ç = 0. Avec cette notation 

on a s 

Corollaire 2. Un idéal I est elliptique si et seulement si TU) = {Q}. 

En effet, on a vu, au paragraphe III, que I est elliptique si et seulement 

si fyiWtD) = n et il suffit d'appliquer le corollaire 1. 

Soient un idéal I de ^ , engendré par des éléments f f , 

n 1 p 
et K un entier positif. On définit les idéaux J. (I) et 0 CI) de la manière 

K K 

S U i V a n t e = DCf. f. ) 
1 1 K 

J. (I) est l'idéal engendré par I et les iacobiens ^ . 
* Dix ,...,x J 

J l ^k 

On vérifie immédiatement que J ^ C D ne dépend que de I et non du système 

de générateurs choisis. Si k > n ou k > s, J ^ t D = I-
0^(1) est l'idéal engendré par I et par les déterminants : 

3f, 3f. 
h h _ 

3x 3x. 
J l J k + 1 

3f. 3f. 
\ X K 

9x. 9x. 
Jl J k + 1 

x. ...... x. 
Jl J k + 1 
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II est encore immédiat que 0^CI] ne dépend pas du système de gé

nérateurs choisi. Si k > n ou k > s, O^CI) = I. 

On a toujours 0 ^ ( I ) c \ t l ) . L a Proposition suivante précise 

ce résultat. 

Proposition 5. Soit I un idgal de et k un entier positif. 

Alors V(J. ( D ) = Vto. (I))). 
k k— 

SÉE2Dâ£îI2ti2Q" D'après le corollaire I il suffit de montrer que tout 

homomorphisme annulant O^CI) annule J^C13 -

Soit y = ç * un homomorphisme annulant I et n'annulant pas J^CI). 

D C f ^ ...,f K) |3f. 
Supposons par exemple que Y ( ) = •m^m (ç(t)} ¥ 0. 

D(x^,...,x^) j 

Posons A =fR[[t]] et désignons par D f^, i € l'élément 

t-—1 (C(t))), jê[l>n], du A-module libre A . Par hypothèse les éléments 

X j r n 
D. f. sont indépendants. Si Y annule 0.(1) les éléments D f., i e | l , k j , 

t 1 K " C l - " 

et ç(t) sont liés. Donc il existe X ^ ( t ) € A , i e [ û , k ] , tels que 
k 

X 0(t) ç(t) + E X (t) D t f. = 0 et X c(t) / 0. 

i=l 

L'égalité précédente est équivalente à : 

k 3f. 

V j e [ l , n ] X Q(t)ç (t) + Z X.(t) (ç(t)) = 0. 
i=l 1 X j 

On obtient donc, en multipliant chacune de ces égalités par 

— — et en sommant : 
dt 

n dç. k 3f. d ç . 
I (X 0(t) ç,(t) — £ + £ X.(t) ~ (ç(t)) = 0. 

j-1 J d t i-1 1 9 X J d t 
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n dç. K n 3f. dç. 
Soit Z X 0(t) ç.(t) — r j + Z X.(t) ( E — - i (ç(t]) — = 0 (1) 

J-l J d t i-1 1 J-l 9 X J d t 

Mais, puisque Y annule I, -f\(ç(t)) = 0 pour tout i, d'où par dé

rivation : 

n 3f dç. 
Vie[l,k] Z -~ (çCt)) « 0. (2) 

J . . 9 x . dt 
J = l J 

n dç 
En comparant (1) et (2) on obtient A Q(t) Z ç.(t) — - = 0. 

J-l J d t 

Puisque A c(t) / 0 et que A est intègre on a : 

n dç 

j-l 3 d t 

* n 2 
Or y " ç est non nul, donc Z ç. ¥ 0 et n'est pas constant, 

J-l J 

n dç. 
d'où en dérivant Z ç. ¥ 0 et on aboutit à une contradiction. 

J-l 3 d t 

VI Si est un idéal de type fini de ^ 0 R n ) et K un entier positif, 

on définit J comme dans le cas formel. On appelle a ( 3 ) l'idéal en-
K K 

gendre par les éléments V de cf (IRn) tels qu'il existe cf ,..., (p dans ^5 

tels que ¥ ^ soit contenu dans l'idéal engendré par < f ^ , . . B J cp^. 

Nous nous plaçons dans la situation suivante : il existe dans 

J ^ ( ^ ) O aj^f^ ) un élément elliptique. Dans cette situation nous voulons 

étudier l'ensemble V(3 ) des zéros de l'idéal au voisinage de l'origine. 

Si I = T $ , il est immédiat que, sous l'hypothèse précédente, J.(I)rta (I) 
K K 

est elliptique. 

Proposition 6. Sous les hypothèses précédentes, il existe un voisinage Q 

de 0 tel que flnV(^ ) soit connexe et que (V(fl 3 - {0}) 0 Q ait un nombre 

fini de composantes connexes. 
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Démonstration. On suppose que 0 € V ( $ î . 

Par hypothèse il existe un voisinage fi^ tel que, au voisinage de 

tout point x 0 de fi^nv(3 ) " t0}, V(ÎJ ) soit l'ensemble des zéros de k fonc-

tions ,..., op k de tî * vérifiant -gj^ 5T~T ^ X ° ^ ̂  ° p o u r u n m u l t i ~ 
X i l ' " * " ' X i k 

indice (i^,...,i^3. 

Nous allons montrer qu'il existe une boule fermée fi C- fi^, telle 

que pour tout x 0 e fi C\ \lCS ) - {0} l'espace tangent à V ( ^ ) en x 0 ne soit 

pas orthogonal au vecteur 0 x o -

flontrons que pour un tel fi la proposition 6 est vérifiée. Si un 

point x e B n V ( i 3 ) - {0} n'appartenait pas à la composante connexe de 0 

dans V(*3) O fi , il existerait dans la composante connexe C^ de x un point y, 

tel que ||y|| soit minimum et ¥ 0 (parce que C^ est compact). En ce point y, 

\lCS ) est une variété régulière de codimension k, donc l'espace tangent en 

y n'est pas orthogonal à 0y. Ceci montre qu'il existe dans C , donc dans C^, 

un point z tel que ||z|| < ||y||* d'où contradiction. De la même manière, si 

S est une sphère de centre 0 contenue dans fi, on montre que, pour tout 

x e V ( ^ ) n fi - {0}, il existe y € S O V ( t i î tel que x et y soient dans la 

même composante connexe de fi O V(*3 ) - {0}. La transversalité de M Ci ) à 

S entraîne que V(ti ) A S est une sous-variété régulière de codimension k 

de S. Il en résulte que M Ci ) 0 S, qui est compact, n'a qu'un nombre fini 

de composantes connexes, ce qui montre la deuxième partie de la proposition. 

Montrons donc l'existence de cette boule fi. 
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Sinon, on pourrait trouver une suite de points (x P 3^ ^^ de 

V ( 3 ) A iï^ - {•}, convergeant vers 0, telle qu'en tout point x P l'espace 

tangent à V ( 3 ) soit orthogonal à 0 x P . En x p , pour tout c f ^ , . . . , ' ^ d s ^ ' 

tous les déterminants d'ordre (k+1) extrait de la matrice 

3 c p i 3<fx 

-j— ...... 17" 
1 n 

x. x 
1 n 

sont nuls. 

Il en résulte que tout f e 0.(1) est nul sur X 
p€fN 

D'après la proposition 5 tout f ej (I) est nul sur X. Or J. (I) est C H I P 
IE K 

tique, donc sa variété formelle est réduite à {0} et on obtient ainsi une 

contradiction. 
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