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IDEAUX DE FONCTIONS DIFFERENTIABLES, II Ge)

par

Jean-Claude TOUGERON et Jean MERRIEN

INTRODUCTION.

Le but de cet article est la démonstration d'un théor2me annoncé
dans [7].

Soient Qp {resp. 8 )} 1’anneau des germes de fonctions numérigues,
analytiques au voisinage de 1'origine de RP (resp. ¢’ au voisinage de 1'ori-
gine de an]. Désignons par Hom[ﬁ,p,‘él 1l'ensemble des homomorphismes © de
R-algébres de Qp dans €. Si ML est un module de type fini sur Qp. nous
montrons qu'’"en général", ‘H‘G®® '8 est un module de Fréchet sur & et qu’”en

général”, pour 1 > 1, les TDR__.L@

“16, €) sont des R-espaces vectoriels de
dimension finie, nuils pour i > sup(dh{#6) - n, 0). En particulier, pour tout
module de type fini H6 sur ﬁ'n = O, @a ‘é est un module de Fréchet ; en
outre 1'anneau & est un 6 -module plat. On retrouve un théoréme de B. Mal-
grange, [4]

Le chapitre I traite des modules de Fréchet. Soit &(Q) 1'anneau
des fonctions numériques € sur un ouvert 2 de®". Un module #06(Q) sur £(Q)
est un module de Fréchet, s'il existe une suite exacte :

(0) —— Bo(0) ——s &P —— H(2) ——> (0), ot R(R) est un sous-module

fermé de type fini de 8(Q]p. Un module 4 sur & est un module de Fréchet

(%) Cet article sera publié aux annales de 1'Institut Fourier, vol. I, 1970.



si #H6 = HL(Q) ® b (m'zf, olt Q est un voisinage de O et #6 (Q) un module
de Fréchet sur & (2). Un module de présentation finie H( sur & est un mo-

~

dule de Fréchet si et seulsment si 1'application canonique :'H(,-—>‘H()®£ ¥

est injective ( 6& est 1'anneau des germes de champs de séries formelles en 0).
Cette derniére caractérisation est importante, car elle pemmettra, au chapi-
tre III, d'utiliser des techniques, d'ailleurs trés élémentaires, d'algébre
homologigue.

Nous avons groupé au chapitre II, la partie (d'ailleurs essentielle)
de la démonstration, ot intsrviennent les technilgques propres aux fonctions
différentiables. L'inégalité de tojasiewicz y joue un r6le fondamental. Si
("3,%') est une k-strate de &(Q) vérifiant certaines conditions, et si 'y’
est un idéal fermé, 1'idéal '] est fermé (proposition S5). Ce dernier résultat
et ls critére de platitude (chapitre III, lemme 1) entrainent facilement le
résultat annoncé (chapitre I1III, théoréemes 1, 2, 3).

Nous donnons au chapitre IV trois applications des théoreémes fon-
damentaux. Signalons simplement les deux premiéres. Socit 7 un idéal de Cib
si 1'anneau pr/ﬂ gst réduit et équidimensionnel et si dh(CLp/WJ <n, "en
général” &/ (m. ée est "formellement réduit et équidimensionnel en tout
point voisin de 1’origine” ;5 si 1'anneau CLp/w est normal et si
dh(CLp/n] < n-1, "en général” ‘é,/c>(n1.8 gst "formellement normal en tout

point voisin de 1'origine”.



CHAPITRE T

§ 1 - MODULES DE FRECHET SUR £ ).

Soit © un ouvert de Rn, On désigne par é> le faisceau sur @ des ger-
mes de fonctions & valeurs réelles et de classe c”.
2]

Si F est un fermé de 2, on note mF

tions plates sur F (i.e. nulles sur F ainsi que toutes leurs dérivées) et 1l'on

1'idéal de &(9) formé des fonc-

pose &(F) = &) /7 E;' On désigne par TF la projection canonique :
(@) — &F).

Soit (xl,...,xn) un systéme de coordonnées de 1'espace euclidien
R" et scit F =IR[[x1,...,an] l'anneau des séries formelles en XyseresXy
3 coefficients réels. Si x e @, 1l'anneau &(x) est isomorphe a % (a tout
pe E[Q). on associe sa série de Taylor en x : l'application de %ﬁ(ﬂ] dans‘§
ainsi obtenue est surjective (théoréme de Borel généralisé) ot son noyau est

_mx]. Pour cette raison, 1'anneau & (x) sera noté ﬂFX. On a une injection ca-

nonique Lo Q) —s 77 & = F(0).
%
XERN

Munissons &(Q)P de sa topologie habituelle d'espace de Fréchet
{convergence uniforme des fonctions et de leurs dérivées sur tout compact
de Q). Soit M(2) un module de type fini sur 8(9) et considérons une suite

exacte :

> (0).

(%) (0) ———s Q) ———E (NP —— #6(2)



On munit #L(Q) de la topologie quotient de 'S(Q]plﬁﬁtﬂl : cotte to-

pologie T, est indépendante de la suite exacte (#). En effet, scit :

(x) (0) — 5 {2 (2) ————&(Q)P ———— #(Q) —— >(0)

une seconde sulte exacte. On peut construire un diagramme commutatlf :

(0)——> Ro(D) 5> R (I —— Q) >(0)
l L (q)
(0) — &’ () > € (P > H(R) — (0)

ce qui montre que T, > Tors De méme T < T’ donc T ™ Tors Cette topologie

sera dite canonique.
Proposition 1.

Si #(Q) est un module de présentation finie sur 4(Q) (i.e. &(Q)

est un module de type fini sur éﬁﬁ)], les conditions suivantes sont équi-

valentes :

1) #6(Q) muni de la topologie canonique sst un espace de Fréchet (i.e.

f(Q) est un sous-module fermé de &()F),

2) 1'application canonique :

L ~
#o(2) —— ) ) B ca) T () est injective.

Démonstration.

De 1a suite exacte (%), on dédult le diagramme commutatif :



0 — (N ®Q) +m . ")/ &) —> #2) —> qr

HO) @ ¥
XE X € &m X

. I#e2)
HL(Q)

N 44(2) Q&m%’(m

ol J désigne un morphisme fonctoriel évident entre deux foncteurs exacts a
droite. Le module #H6(Q) admet une présentation finie :
8(91q——>$(91p_>mm ~—{0}. Puisqus j"&(ﬂ]q’ jgg[mp sont des isomor-
phismes, 3%(9) ast un isomorphisme. La premiére ligne du diagramme &tant
sxacte, 1l'application "m,(m sera injective si et seulemsnt si

K@) = N Ria) + _n_\:.%[mp, i.e. si et seulement si &(Q) est fermé dans
ga)p [zs:ciz d'aprés le théoréme spectral ds Whitney ; cf. B. Malgrange [{].
chapitre II}.

Définition 1.

Un module #{f) sur 3(9) est un module de Fréchet s'il est de pré-

sentation finie sur %(Q) et s'il vérifie 1'une ou 1'autre des conditions
1) et 2) de la proposition précédents.

Proposition 2.

Soit M6(Q) un module de Fréchet sur ¥ (Q) et soit F un fermé de 9.

rJeo))
Ry

Cette proposition est une conséguence facile du lemms suivant :

On a 1'6galité : 7O (), €(F)) = (0).

Lemme.

Soit {Wi} une famille dénombrable de fonctions appartenant &
iel

1'idéal m:. Alors 11 existe Ye _rp_°° strictement positive sur @ - F et pour tout

F



[e o]

i€ N, une fonction hié m_, telles que : Wi = hi . Y.

En effet, supposons démontré le lemme précédent. Considérons une

suite exacte de modules sur &)

(0) s ®(Q) > &P 5>H,(0) ——> (C).

Nous devons montrer que 1'application : G (Q) ®8[Q] 8(F]-——>§(F]D

¢ ; = m P
est injective, i.e. que : m_ - &) = Koy n me . g P,

Soit (Wi) e ®(Q), les ¥, étant infiniment plates sur F. D'apres le

i

lemme précédent, 1l existe Wejﬁw, strictement positive sur Q@ - F et, pour tout

F
(2]
le [}, p], une fonction hi € Mes telles que Wi = hi Y.
Visiblement, (h,) e M &) + m . (@) = Gia) et
x € 8
(¢) =¥ . (hd)em . B(2), c.g.f.d.

Démonstration du lemme.

Par une partition de 1'unité, on se raméne au cas ol Q =R" et F est
n _ & (r" 5 . n
un compact de iR . S1 u = (uy,...,u ) € G(R) et si K ast un fermé deR ', on
pose

l'EJ'; = sup IDw ui[x]|. si xeR", on désigne par d{x,K) la dis-
xeK
ie[1,s]
|w|€'[0,r]

tance euclidienne de x a K.

Pour tout entler i > O, posons Ui = {xeﬁgj; d{x,F) < 1/21} :

=— - = n
F1 Ui Ui+1’ et pour 1 > O, Gi R

les fermés Fi et Gi est supérieure a

- Ui_l]kJ[Ui+2]. La distance entre

1 N
PR D'apres un lemme classiaue (cf.
2
B. Malgrange, Eﬂ, page 11, lemmes 4.2} nous pouvons construire des fonctions

&‘iég(Rn] telles que :



a) ei = 1 sur Fi H €y

b) 11 existe des constantes Cr indépandantes ds 1eN', telles que :

=0sur Gy 5 ¢ 20,
(1) e IT < e .27 .
R

Par hypothaése, Y, ¢ m°° 3 & tout entier r > O, on peut donc associer

i -
un entier ul(r) > 0 tel que, v'xeuu(r] et ¥ie [0.,r], on ait 1'inégalité :

2
(2) e, 1T < dtum)” .
X

On peut supposer la sulte p(r) croissante et tendant vers 1'infini
quand r tend vers 1'infini. Nous construisons une suite S(i) d'entlers posi-

tifs, comme suit : S(i) = r, si u(r) < 1 < p(r+l).

@ S(i)
Les inégalités (1) entrainent que la série I (-l] . gy
i=u(1) 2

converge uniformément sur fRn ainsi que toutes ses dérivées. Soit ¥’ eLn_: sa
limite. Puisque Y' est strictement positive sur U - F, ol U est un voisinage
de F, on psut en modifiant de fagon convenable ¥', construire une fonction
‘?e‘gﬁRn]. strictement positive sur R = F et égale 3 ¥’ dans un voisinage
1" h1 . ¥, o0 les hi sont indéfiniment

dérivables surfR” - F : il reste & montrer que les quotients hi sont prolon-

de F. Donc, en restriction é!Rn ~-F, ¥

geablses en des fonctions plates sur F,

Soit xe Uy () =~ U (pey) ¢ al0TS ><eFJ avec K(r) < j < ulr+l).
1.5(33 1.7 r
Ainsi : (3) ¥'(x) > (%) = (—5) > d(x,F) .
=3 IR

Pour tout se M, 11 cxiste des constantes C' > O, telles que :

S

8

.8 e, 13
(4) ieNet V Uy = F - <L ——
V =] X € Iy ‘I\{;.I'x_ [ !\P![x]|8+1



En définitive, si r > s et s1i xe U d'aprés (2), (3)

wr) ~ Yutren)’

et (4)
q& S ll“&'l: r{r-s-1)
¥ ie[o,s |1l < ¢f —— < C! d(x,F) -
- X — |W'[x]|5+l = s

Donc, lorsgue d{x,F) ——> 0, l‘hi"i —>0, i.e. lcs hi sont prolon-
geables en des fonctions infiniment plates sur F, c.g.f.d.
Corollaire 1.

Sgit : (0} ——a M’ (Q) > M(Q) —M," () ~>{0) une

suite exacte de modules sur € (Q). Si HI (D ct #M(Q) sont des modules do

Fréchet, HG(R) est un module de Fréchet.

Démaonstration.

Les modules 4 (R) =t #7(0) étant de présentation finie, il en se-
ra de méme do H((2). Considérons le diagramme commutatif ol les lignes sont
gxactes :
> (0)

(0) ————— M, () ———-HG(Q) - > M (R)

“ig () i) L (2)

N ~

H(2) @ T () —A6(0) @ T (R)—>#7(2) ® F(2)
|

Sy () RO o dmr

> (0)

™ ToRf‘Q’wrm,ﬁ().—> T 40 (QRF =T MR ‘Slx—~> T W(sz)@ﬂfx —>(0)

X € X€ 0 XE R

T0R gt

D'aprés la proposition 2, W 1

xe @
et!%ﬁ"[ﬂl étant injectives, L4%(Q] est injective, c.q.f.d.

(%"(Q].’Fx} = (0). Les

applications ¢

#, ()



Corollalre 2.

Soit HLQ) un module sur &(Q) admettant une 2-présentation finie :

8(Q)n?-————>§[€2)nl———>‘§[€2]no >#MLQ) ——>(0). Le moduls #,(Q) est
un module de Fréchet si et seulement si 'I'OF\’JTQQ[m (%[QJ,%[Q)/@[Q)) = (0).
Dans ce cas : TDRl\ém)['%(Ql. T = (0.
Démonstration.

En tensorisant par #6(Q) sur ¥ () la suite sxacte :

>FQ) / 8 (@)

{0) >8(ﬂ] -————-—-—»%m] > (0), on obtient une
suite exacte :
N " L o,
maf‘mm,tm. ‘an-—»,mﬂf“”mrm. P21/ €21 1—> #et2) X w0y @ 2 () 5@

Le module #:(Q) admettant une 2-présentation finie, on vérifie
&)

facilement que leK[mwﬁmJ.%'fmn = T TR,

(HL(R), ‘S\’x) .
x€ Q

Le corollaire 2 résulte alors immSdiatement des propositiens 1 et 2.

§ 2 - MODULES DE FRECHET LOCAUX.

Un faisceau différentiable 4{ sur @ (i.e. un falsceau de modules

sur &) ast quasi-flasque, si pour tout ouvert U de @, 1'application canoni-

que :
H#6{ Q) ®y(q) &(UI—>H6U) est un isomorphisme (J.C1. TOUGERON [B]).

Soit #4(Q) un module de présentation finic sur ¥ (Q). Il existe une

P

suite exacte : &(@)° 5 8 (2)P—— A6(0) — (0). Le morphisme Pq dé-

finit un morphisme ¢ :89__ %P, si Mt = coker ¢ » pour tout ouvert U



de @, #Hw) = W) ®8[P) 8(U) : 1o faisceau H6 est donc quasi-flasque.

o~
On définit un faisceau flasqgue % sur © en associant & tout ouvert

~ ~
Ude @ le module %% (U) sur G (U) (les morphismes de restriction sent les mor-

~J

phismes concniques évidents)., Vérifions gque ¥ est quasi-flasque, i.e. que
~ ~
1’application cancnigue : F () @g(m &) —>F(U) est un isomorphisme.

Elle est visiblement surjective. Soient S CEERTEFICI F(Q) ;
n x
1,.....~FD€8(U] tels que I = Fi = 0. D'aprés le lemme de [8]. il existe
' i=1
eeg (), telle gue ¢ soit plate sur Q@ - U, ne s'annule en aucun point de U

.F

et les fonctions € . Fi se prolongent en des fonctions Fi indéfiniment déri-

p
vables sur @, plates sur @ - U. Visiblement, I P +‘£ = 0 et
) i=1
P P L p
z &9, ®f; = z ¢, ®— = (.Z 1 ?i) ®1/e = 0, c.g.f.d.
i=1 i=1 i=1

~n
Les faisceaux MG et ¥ étant quasi-flasques, 1l en sera de mdme

de ’H‘G@g % 1 en effet, on a une suite exacte : @- ¢ >‘§p > 4, —> (0],
d'oll une sulte exacte : é"gq ———->'§sz ———).%@8%———9(0] 3 les faisceaux %q.
%p étant guasi-flasques, '%Qgg %: est quasi-flasgue (cf. EB], pronosition 1).
I1 en sera de méme de ker[Lm) ol b% gst 1l'application canonigue :
M —>H#, ® 23\5
<

Soit xe Q. Si # est un module do présentation finie sur ‘c"x, il
est aisé de construire un module de présentation finie #6(Q) sur &(Q) tel que
'?*(Jx = HLQ) ® € () 8)( (i.c. %x est la fibre en x du faisceau 6 assccié

au module M6(Q3). Un tel module #(Q) sera par définition un représentant de

M, sur Q.

X




Proposition 3.

S1i U est un ouvert de‘Q et si #6(Q) est un module de Fréchet sur

8 (0), H6LU) = H(Q) ®€(9)8[U] est un module de Fréchet sur & (U).

Démonstration.
I1 suffit de tensoriser par & (U) sur &(Q) 1'application "-fmm et
de remarquer que €(U) est un module plat sur B (Q) (cf. [8]. corollaire du
(g}

lemme) et que T est quasi~flasque.

Proposition 4.

Soit 44-(,5( un module de présentation finie sur fx. Les conditions

suivantes sont égquivalentes :

1) si M(Q) est un représentant de 4ﬁ& sur 9 , il existe un voisinage

ouvert U de x dans 2 tel que #((U) soit un module de Fréchet sur ¥ (U),

~
2) 1'application canonigue \,m,x Py, > 41(,x ® gx %?x est injective.

Démonstration.

Soit M, le faisceau associé au représentant #:(2). Le noyau
~

ker(LM) du morphisme canonique : H#{, —>M® T est quasi~flasque. La con-

&
dition 2) signifie que ker(gﬁg]x = (0) ; d'aprés la proposition 4 de Dﬂ,
il existe un voisinage ouvert U de x tel que ker[gm)ru = (0) ;5 i.e. L (U)
est injective, i.s. “HH(U) est un module de Fréchet sur € (U). Ainsi 2) en-
traine 1) et la réciproque est triviale.

Définition 2.

Un module ‘“tx sur Kx est un module de Fréchet s'il est de présen-

tation finie et s'il vérifie 1'une ou l'autre des conditions 1) et 2) de la

proposition 4.
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Un sous-module N de g 2 est fermé si ETE/NX est un module de Fré-
chet. Cela signifie que Nx est induit par un sous-module fermé, de type fini
de f(Q)p, o0 Q est un voisinage convenable de x.

Proposition 5.

Soit #,, un module de Fréchet sur 8x' On a 1'égalité :

TDR{X (M, T = (0

(ceci résulte trivialement de la définition précédente et de la proposition 2).

Proposition 8.

Soit 4ﬂ& un module sur"t_gx admettant une 2-présentation finie :

28" e
X X

X

>4«§ >(0). Le module #, est un module de Fré-

chet si et seulement si TOR?x (ﬁﬁx. T?x/ézx] = {(0). Dans ce cas :

&
TOR, X (#(_, S ) = (O).
(ceci résulte trivialement de la définition précédente et du corcllaire 2
de 1la proposition 2]).

Proposition 7.

o B
X X_ g
> My >Hb, —>(0) une suite exacte

Soit (0O} > WS

X

de modules sur ‘€x. Si +¢; et 1 ; sont des modules de Fréchet, M@x est un mo-

dule de Fréchet.

Démonstration.

Les modules 4%; et-+ﬂ§ €tant de présentation finie, il en est de
méme de 4“&' Scient ' (Q), HUQ), #I'(Q) des représentants sur Q de 4H§,/#&.
+%; respectivement ; M, M, M," les falsceaux associss a #('(Q), #HAQN),

#," (R) respectivement. D'aprés la proposition 5 de Eﬂ il existe un voisinage
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U de x et une suite de falsceaux : (0)—s#|U —2s 4 |U —Esp"iu —> (03,
telle que les morphismes a, 8 induisent respectivement en x les morphismes
a, et B . Les falsceaux ker a, Im 8, ker B/Im a sont quasi-flasques (cf. (8],
proposition 1) et (ker a]£=¢HJIm B)x = (ker 8/Im a)x = (0). D'aprés la propo-
sition 4 de Dﬂ, en diminuant U si nécessaire, la suite
(0) — 4 (U) —>M{U) —>#"(U) — (0) est exacte et 1'on peut supposer
que M’ (U} et #"(U) sont des modules de Fréchet sur &[U]. D'aprés le corol-
laire 1 de la proposition 2, 1% (U) est un module de Fréchet. Il en sera de
méme de 4“&'
Un exemple.

Soit_rp_x 1'idéal maximal de }fx e m est 1'idéal des germes nuls en
x et est engendré par les Xy = ay (les a; sont les coordonnées de xJ}. Visible-
ment, fx(mx est un module de Fréchet.

Soit N un module sur Efx et supposons que dinh[N] < ®, La suite des

mi » N est décroissante et donc stationnaire, i.e. 11 existe 1 tel que

mx .‘mi « N = E§ « N. I1 en résulte, par le lemme de Nakayama, que

_mi » N = (0). Alnsi N est un module de longueur finie sur 1l'annsau noethérien

{§x' I1 existe une suite croissante Nos«+esNo de sous-modules de N telle que

No = (0) ; Ngo = N et Vie[b,s-i] N, /N, = éx/mx' D'aprés la proposition 7,

S i+l 1

N est un module de Fréchet.



Proposition 8.

Un module 4%x, de présentation finie sur 8)( est un module de Fré-

chet, si et seulement si ker[lvﬂ% ) est un R-espace vectorisel de dimension

X

finie.

Démonstration.

La condition =5t évidemment nécessalre. Montrons qu'elle est suf-

t = . | ? P . PR 3
fisante. Pasons +Kx ker(l,ﬂ%x) 3 M 4ﬂ§ /+K&. On vérifie immédiatement
que ker(y  , ) = (0). i.e. *Hb; est un module de Fréchet. D’aprés la remarque

X

précédente, +ﬂ& est un module de Fréchst. Il suffit alors d’appliquer la

proposition 7.



CHAPITRE II

Dans ce chapitre Q désigne un ouvert de fRn. g 1'algdbre des
fonctions numériques de classe C sur Q. Si « = (fraenes ¢pg) est un €lément

de (¥ (2))°, on note () 1'idéal de 2 (2) engendré par Prreees P et
D[.Fl’...lfk)

D(X, ,eas%, )
4 L

Jk[cp] 1'idéal engendré par Pyoeverqp et tous les jacobiens
ol fl""’fk appartiennent a (¢ ).
Si x = (xl.....xn]efh on note ||x|| la norme suclidienne de x, et

si Fc @, d(x,F) désigne la distance de x & F. Si F est vide on pose

di{x,F) = 1,
On pose, pour p > 0, B(x,0) = {y,||x-y|| < p}.
w
Siw = (wl,...,wn)e N et ¢ € (2}, on note D% 1a dérivee
D x*
ool
m « 51 K est un compact de ©, et neN on pose
n
axl aecas axn
kol
el = s |22 0
xeK, jol<u ! D x
5 lI

Définition 1.

Soient F et G deux fermés de @, et f une fonction numérique sur Q.
On dit que f vérifie %H(F,G), ou que f vérifie sur G une inégalité de tojasie-
wlcz par rapport & F, si, pour tout compact K contenu dans G, 11 existe deux

constantes C > 0 et o > 0 telles que : V xe K ]f[x]l_z c d[x.F)a.
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Définition 2.

Soient '3 un idéal de type fini de 5(91, F 1’ensemble de ses zéros.

On dit gque j est un idéal de tojasiewicz s'il existe f € ] vérifiant
L.

On voit alors que, si cpl,....cps est un systéme quelcongue de gé-

s
k?il (ou I CP?) vérifie ob(F,Q).
1 i=1

nérateurs de 3 ’

f#ft M Wm

i

Proposition 1.

Avec les notations précédentes, les propriétés suivantes sont équi-

valentes :

a) " est un idéal de tojasiewicz.

Q-

b) Toute fonction de 8(9], plate sur F, appartient

yr

c) Toute fonction de ES(Q]. plate sur F, appartient

Démonstration.

al => b) : On choisit un systéme de générateurs Ppreees Pg et

5
s

on poseg f = I CP?. Soit ¢<p une fonction de el (s3] plate sur F. On conside-
i=1

re la fonction =E§ , définie et de classe CNo en dehors de F. Nous allons

montrer que ¥ se prelonge en une fonction de classe Cm sur , plate sur F.
Pour tout compact K il existe C > 0 et a > 0 telles que
Vxek |f(x)| > C d(x,F)”. D'autre part, pour tout multi-indice w, il exis-

te C' > 0 tel que :

o o
ek - r l plely " He Il Hepll,
xe K - x)] < C'———‘—‘r—Ff"i c’ ; .
D x¥ ey | 1eitt 1ol gy, ;y Hels D)o



-15-

Puisque ¢p est plate sur F, ||CP||LN| tend vers zéro plus vite que
w

toute puissance de d{x,F), quand d(x,F) tend vers zéro, et les ~— se pro-
D x

longent par continuité en des fonctions nulles sur F.
b} = c¢] : évident.

c) = a) : si tS n'était pas un idéal de tojasiewicz on pourrait cons-
truire une suite denpoints xp
S P P o P+l
telle que I l‘?i (x ]|_§ d(x",F) . En remplagant au besoin la suite x
i=1
par une sous-suite, on peut supposer que les boules B(xp, A-d(xp.F)] = Gbp

€Q - F, convergeant vers un élément xeF, et

p

2

sont deux & deux disjointes. Soit alors epe?f(ﬂ], tel que ep[xpl =1,

Cr

—

r
e = 0 sur le complémentaire de , et € , ou C_ est une
o P 8, I pH63 .

d(xp)F]r
constante indépendante de p ([4], chapitre IJ.

[+
p
La série I d(x",F) Ep converge vers une fonction ¢ € &(RQ), plate sur F.
p=1
Par hypothese Leefj. Or dans ce cas il existerait une constante C telle que
s
P p+l
|<P (xpll_j C PPi(xp]l, d'ol d[xp.F] <cC d(xP,F) , ce qui est im-
i=1
possible.

Proposition 2.

Tout idéal fermé, de type fini, de 8(Q) est de tojasiewicz.

Cela résulte immédiatement de la proposition 1 et du théoréme spectral de

Whitney ([4], chapitre II).
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§ 2.

Le lemme suivant précise le théoreme des fonctions implicites.

Lemme 1.

Soient { un compact de R" et O = [Gl....,On] une application de classc

D[Ol,...,On]

D(xl,...,xn)

2

C™ de Ri‘danS(Rn. Posons § = . I1 existe des constantes stricte-

ment positives, ¢, c', c" telles que : YVaeK avec 6(a) # O et ‘dpa, avec

0 < P < §(a), l'epplication O induit un difféomorphisme de

- _l ™~ - - ” « O -
Qjé = 0 (Gba](lB(a,coa) sur 8 , ol (Ea B(o(al), ¢ |6(a]]pa) + en outre

ar. o Bla,c’|6(a)|p_). Enfin on peut choisir 1a constance C de tellns sorte
~a a

que, Y x¢Bla,cl8(a)]|), on ait i&[x]‘_i-léigll .

Démonstration.

Secit aeK, tel que 8{a) # 0. Posons x - a =y et X - 6(a) =Y.

On appelle Aa la différentielle de @ en a et on définit Ga : R xR —R",

nar Ga(y,Y) = A;ltAa(y] - {gla+y) - 6(al)+ Y), dc telle sorte que X = 0(x)
est équivalent 3 y = GB(y,Y]c
La fonction Ga vérific Ga[D,O] =0 et pour i = 1,2,...,nN,

3G

3;9 {(0,Y} = 0. Par le théoréme des accroissements finis, il existe C1 > 0
i

indépendant de a, tel que :

C
| 1
YaekK, avec 8(a) # 0, ]|Ga[O,Y)|| < 503 IIYII (1)
De la mbme maniére, si 0 < h < 1, il existe C > 0 tel que :

Yaek, avec 6(a) # 0, ¥Yyer", Yy, avec Hyll <c lsta)], Vi =1,2,...,n,

aGa BGa 309 h
on ait ———-(y;Y]'l = ]'———* {y,Y) - —= (0,Y) g —— (2)
94 ‘ 04 ayi ~ ¥Yn
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et aussi |80(x)] Z.iéigll .

On déduit de (2), par une autre application du théoréme des accrois
sements finis :

Ny, Yy', avec ||yl < clsta)]| et |]y'l] _<_Cl'6(a]|.

H%wml-%wuwHihlw-yWI (3)

Soit ¢ D<p < |6(a)|, et posons C” =L {1 - hl.
a a-— Cl

Supposons Xe &Sa. a'ot ||v|] < c"|8ta)] o

Définissons par récurrence une suite xP de l'espaceIRn par les for-

mules x1 -a-= Ga[D,Y]....,xp -a-=s Ga(xp-l - a,Y). Vérifions par récur-

rence sur p que xPe B[a,Cpa]. C'est vrai pour x° = a. Supposcns qu'il en

soit ainsi de xp-l. Alors :

[IxP - al] Ilsa(xp'l - av) -6 O+ |5 0.0

| A

c
p-1 _ 1 "
W[ = el | v ety enlsta] e <

IA

Shee +ell-moe_=ce_,

d’aprés les inégalités (1) et (3}, 1l'bypothése de récurrence et le choix de C”.

p

La suite x~ est une suite de Cauchy ; en effet, d'apres (3)

[P - xp_lll e IIGatxp_1 - a,Y) - Ga[xp-2 - a, V| :_hllxp_l - P2,

p

Donc la suilte x~ converge vers un &élement Y[X]G'B[a,cpa].
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Puisque xp -a-= Ga(xp-1 - a,Y), un passage & la limite montre que
y(X) - a = Gatth] - a,Y), donc que O(y(X])) = X pour tout X e(Ba, et 0 induit
une surjection de Qfa sur Q’a"

Réciproguement, montrcns que pour tout X e‘U;, vy{0({x)) = x. En effet,
X -a-= Ga(x - a, 0(x) - 6(al)l, et v(8(x)) est la limite d'une suite de points
xPe Bla, ¢ pg) tels que xP - a = Ga(xp-1 - a, 0(x) - 0(=2)). Il résulte alors
de (3) que ||x - xpll :_hllx - xp_l|| et donc que x = 1im x” = v(0(x)).

peo

Finalement © induit une bijection de ‘vé sur Gba, qui est un dif-

féomorphisme puisque © est réguliére en tout point de ‘ra‘

L'existence de la constante ' résulte du fait que 0 est lipschit-

zienne. Il suffit en effet de déterminer E' > O telle que :

Bfa,C'|S(a)| p )SBla,€ 0 ) ot 0(Bla,C [6(a)] p Ve .
Corollaire,

soient Piseees Fy des Tonctions de classe C2 sur R', T 1’ensemble

D("‘?l,IlﬂjLek]

e ps 8= . .
des zéros de Py P Dtxl""'xk] et K un ccmpact de (R

Alors 11 existe des constantes H > 0 et H' > 0 telles que :

k
Vaek, I | (a)] > Hlsta)] inf(|sta)], H* dla,T).
i=1

Démonstration.

On applique le lemme 1 & la fonction
O[X] = (QP].[XJ,-"LPKIX)'XK"‘I,‘-.’XD] 6u X = [Xl,...,xn]; en pr@nant
Py = inf(lé(a)|,-% d(a,T}) =i a¢T.
La fonction P = (cel,,...cpk] ne s’annule pas & l'intérieur de la

boule Bla,g pa), et, puisquz ©(B(a,C pa)] 2 &%, le point
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a' = (0,...0,a ,...an] n'appartient pas & 1'intérisur de (Ba. Donc VaekK :

k+1

k
Z ol ta)] 2 [fa' - ota)|] > cvlstalle, > Hls(a)]| tnfC]sta)], H' dla,T])
i=1

en posant H = C” et H' =

Ol

§ 3.

Dans toute la suite de ce chapitre on étudiera la situation suivante :

L?l"""?s’ § sont des éléments de &(Q) ; M est 1'idséal engendré par
(Pl""’LPs et %3' celui engendré par 3 et § ; £ (resp. I') désigne l'ensem-

ble des zéros de '3 (resp. '), et V(8) 1l'ensemble des zéros de 6. On suppose

que Ge.Jk[C?l,...,cPP), racine de Jk(ﬂPl,...,cpk]. et que pour j = k+*l,..,s,
S mpas .
8 cpj appartient & 1'idé&al engendré par cPl,...,cpk.

Propazition 3.

Si 1'idéal 5' est de tojasiewicz, il en est de méme de ﬂ .

Démonstration.

En mzdifiant 8, on peut supposer gue celui-ci appartient & 1'idéal

DU?T.“.wkl

D[Xi .-“.xi )

engendré par les . Soit K un compact de f2. Par hypothése 11

1 K
existe H, > Oet a >0 tels que :
S o
Yxek e ]+ [8txd)] > H, dix, 29| (1).
1=1 * -1

On peut décomposer K en K = K'UK”, ol K' et K" sont définis par

H1 a
K' = {xeK, ke, (0] > = dlx,20) )

1 M0

i=1

7z
1]

H
xek, [80a] 22 dtx 29" 1.
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s H

Puisque Z'cI on a : VYxeK' z lcPi(x)| 3_-% d(x.ﬁ (2)
i=1

D'autre part il existe H2 > 0 tel que :

. ID(L?I""'&PK] RN .
¥xeK i |D(xi X 3 (x3 i.hz d{x,2’)" ol 1 = (11,n..,ik)
- 1 k
(1 Sip<ee<q < nl.
On peut alors écrire K* = U K; od
i =
DI unnns Q) H, N
n o~ ” — 1
K= ek e ok I 2 9zt
- i i C

1 k n

Notons I' 1’ensemble des zéros de fyrevees @y . Par hypothése
V(§) V £ 5T, d'oll dix,T) > infld(x,V(61),d(x,2)) > inf(H |6 (x)]|,d(x,2)) (3)

pour un H3 > 0.

D'aprés le corollaire du lemme 1, il existe H > 0 =t H' > 0 tels

que :

' D(C?l,....L?K]
k?i(x),_i H D[xi

. lD(‘?l,...,LPK]
yenasX, ) inf [ DIX, seea,%X, )
i i

1 K 1 k
Il résulte alors des définitions de K" et K{, de (3) et (4) que :

K
Vxek, I

, H d(x,F]] (4}
i

1

k H H H

Vxek's ¢ |, (x)] >H 2 4ex, 0% 1nf =2 dix, D)%, HH, — dix, 2%, H dix,2) )
i'yo, 4 = ok ck 3 2
n n

(5)

La proposition résulte de (2), (5) et de K = K' U( U K').,
i
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§ 4.

Proposition 4.

Si %' est un idéal de tojasiewicz, toute fonction de &(Q), plate

sur L' et nulle sur I, appartient a 5 .

Démonstration.

Nous utiliserons le lemme suivant (T désigne 1'ensemble des zéros

de 4&....,cpk) :

Lemme 2.

D[c?l....,c?kl
D(xl,.....,xk)

Soient F et G deux fermés, L' C F< G < I, telsque

vérifie J&(F,G]. et soit <f une fonction plate sur F et nulle sur T'. Alors il
k

existe k 8léments de &(R), Oys=ees0 5 plats sur F, tels gue - Eooy 9,
i=1

soit plat sur G.

Montrons comment la proposition 4 se déduit du lemme 2 :
soit fe &(Q), plate sur &', nulle sur I. Démontrons que fe'S. Puisque '3’ est
un idéal de tojasiewicz, d'aprés la proposition 1 : f ¢ m;,. M. L'idéal ¥’
étant engendré sur &(Q) par ' et &, on peut donc supposer, pour la démons-
tration, que f € EF- . 6§ et donec que f s'annule sur V(§) U I, ecnsemble qui

contient TI'. Puisque 'S’ est un idéal de tojasiewicz, & vérifie ﬁﬁ[Z'.Z). On

peut donc décomposer T en I = ? Ei

de telle sorte que, si i = (il""ikl'

D(L‘Pl)---)(‘PK)

DIX, seeosX, )
i i
. k 1.2 K
des multi-indices : i, 1 ....{ip,..., p < Cn, et on pose : F, = L',

vérifie :ﬁ[Z'.Zi]. On ordonne de maniére guelcongue l'ensemble

F o= U L ., pour p = 1,2,-..,Ck. Alors si i° = (i,,.+.,1 ) le jacobien

p . .J n - 1 k

J<p 1

D[CP l,'."gPK]

D(xi sreesXy )
1 K

vérifie cch(F
p~1

JF ]u
p
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On raisonne par récurrence sur p : on suppose que f = Wp + Wé. ol

Y est plate sur F
P P p-1

et ¥ €(¢9_,...,¢ ). En appliquant le lemme 2 &
p 1 k
D[C?I,...,LQKJ

¢ - Wp, F = Fp-l' G = Fp et en remplagant le jacobien Dtxl'-----'xkl par
D[qlg--"“?k] k
- z = r) .
Btx ek ) on trouve que Wp = a, cpi Wp+1 est plat sur Fp I1 en
11 ik K i=1 K
résulte que f = Wp+1 + iil ay CPi + Wp et la fonction ?p+1 = ifl aicyi + Wp

appartient a (Cel....,cpk]. Pour p = Cg onadonc =Y+ ¥, avec ¥'e 'S
et ¥ plate sur I, et d'aprds les propositions 1 et 3, ¥ € 3.

Démonstration du lemme 2.

Nous allons d‘*abord définir sur G - F des champs de séries formelles

k
snsy » - F, = .
Aqs Ak tels que pour tout xeG Tx <« ifl [Tx Ai](Tx<$1] Puis nous
montrerons que les champs Ai' prolongés par lez champ nul sur F, sont les
champs de fonctions a, de classe Cm sur .

i

Nous utiliserons la remarque suivante : soit W(xl.,...xn) une fonc-

i}

tion de classe C°° telle que ¥(0,..0,X 0. Alors

k

k17" %p!

i 1Y,
¥(X) = 151 SR %, 3 ST 0.

n
On définit © : @ = R, par O(x) = ICPI(XJ...,cpk[x).xk+l,...,xn].
D(('?ljntalagpk]
D[Xl,--.-.-,xk)

J"’an] dtl

Le Jacobien de O est et, pour tout aeG - F, © induit un dif-
féomorphisme d'un voisinage de a sur un volsinage de ©(a). Le lemme 1 indique
comment varient ces voisinages quand a reste dans un compact fixe K, ce que
nous pourrons supposer pour la suite de la démonstration.

Pour un tel compact il existe, par hypothése, deux constantes

C, >0et o >0, telles que :

1
DU eenns )
D(xl,......,xk]

¥xek NG, > ¢ odx, A

1



a) Définition des champs Ai'

Soit a € (G - FINK,., Avec les notations du lemme 1, ol on choisit

0, = ]Ma)l, © induit un difféomorphisme Ga de \)’a sur (Ba. Pour Xe@ba

posons Y (X3 = Q’IO;IIX)). On a donc :
k 1 BWa
¥ 00,00,0,X,  0eesX ) = 0ot ¥_(X) = 151 X, | =, (X, 0 s tX, 5Ky g0 Xt
En désignant par (Gij[x)) la matrice des cofacteurs de la matrice

Jacobienne de 8 en x, on a :

¥ n S..
260 = 1 2% ol A o o
ax , Ix a ) a
i j=1 J
d'ol
Y () = ¥ {80x)) = £ ()fl(gﬁfﬁfﬂ) (2 (x,£)) dt (1)
x € qra“? X1 = xgtPixid = 1=1 qﬁ X 0 §=1 ij § 0 QO tegtXe

ol Za[x.t) gst une fonction de classc c” 3 valeurs dans ’17} :

_ a1l
z@a[X,t) = ea [t Cflfx);---;tﬁek(X).Xk+1;-.-,Xn].

1" s S
Posons : A_ . = [T (& X )0 (£ (x,t)) dt.
ani 0 aX I a
j=1 J
Le chemin ﬁa[x,t) dépend de a et les foncticons AL= 5 aussi., Mais

si x€G, ¢, (x) = .ou = @ (x) =0, et ﬂa(x,t] = x. En particulier £ (x,t)
gst alors indépendant de a. Il en résulte que la série formelle en un point

X €& ﬂfa(\G de A est indépendante de a et définit done sur (6 - F)OK un

a,1i

champ ds séries formelles Ai.
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b) Prolongements des champs Ai.

Fixons me N. Nous allons d’abord majorer ||Aa i'lm

a
Pour tout multi-indice w = (wl...,wn] cn obtient en dérivant la

formule (1)

Aa,i 1 Py, X8
(2) VX € a)'a """"‘Tu-"‘_" (X) = J'D 2|LU|+1. dt
D x 8 ( za[x.t]]
]
. p'“le
ol Pi (x,t) est un polyndme en t, en les -5 (x) pour iw'| §_|wt + 1,
2 W 0 x
3"”"1(_?
et en les — ( za[x,tli pour lw"l f_]w' + 1, dont lss coefficients
3 X
sont indépendants de a. ,' ‘ m+1
¢
De (2) on déduit : (3) |[A_ iIlm <c, [£§f11a ,
- ﬂ&a d(a,F) )

pour tout 2 €(G - FIn K,

On voit facilement qu'il existe une constante C, > 0, telle que

3
¥xe 1?5. dix,F) < C3 d{a,F). Il en résulte, puisque < est plate sur F,
que pour tout ped, 11 existe une constante C(p), indépendante de a, telle

que : |la_ 1™ < cp) dla.F)P (4).
a,i(b.——

a
Désignons toujours par Ai les champs Ai prolongé par le champ

nul sur F. Pour montrer gue Ai gst le champ d’'une fonction de classe c” sur Q,
il faut montrer ([@], chapitre I) que, pour tout meN, 11 exists un module
de continuité e tel que :

Ya eGnK, YbsGNK, IxeR" :

7" A0 = 1" A ol < e = ™+ 1o = x11™ e tlie - bl]).
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Nous distinguerons trois cas. Dans chacun d'eux on peut déterminer
un tel module de continuite.
1°) a et b appartiennent & (G-F}NK et d(a,b) < C’ Cf d(a,F]Za_j
<ot s@|? = crlstalo,.
Alors, d'aprés le lemme 1, b e ﬂfé. Sur 1far18 le champ Ai est celui de 1la

fonction Aa . Il existe alors une constante H, > O telle que :

.1 1
1
172 A, 60 = 10 A 6] < HyHa=x] ™+ lo=x[ 1™ []a-b] ] !IAa'ilu:;
N m+1 P P
et d’aprés (4), ||Aa il] est bornée quand a décrit (G - F)nK.
' a

2°) a et b appartiennent & (G - F) NK et dfa,b) > C’ Ci d[a.F]za. On
voit alors facilement qu’'il existe une constante Ci telle que :
d(a,b) > C} d(b,F1%% .
D'apreés {4), il existe pour tout entier p, une constante H(p)
tellse que :

7" A(x) - Tbm A < ITam A+ lTbm A x)]

< H(p) (] la=x| ™ dta,F1P + (1+]]b-x||™ db,FIP)

-E -
< HpY tsupE=, =117 (2¢ | lamx| ™| lo-x| ™ | |a=t [
1 71

et 11 suffit de prendre p > 20 (m+l).
3°) Si a ou b appartient & FAK, 1'un des deux termes de la différence

'|Tam Ai(x] -1 Ai[x]' est nul et on majore l'autre comme dans le 2&me cas.

b
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§ 5.
Dans ce paragraphe on suppose, en outre, que 2 est un volsinage de
1'origine dans R".

Propositicn 5.

Si %' est fermé, et @i pour tout xeI - {0}, T 8 n'est pas divi-

seur de zéro dans 1'anneau “;}'\’X/Tx 3 . W est un idéal fermé.

Démonstration.

Soit < une fonction adhérente a'l. Puisque To QE T, Y, on peut

supposer T, ¢ = 0. Puisque Hen et que *J' est fermé, x> j' :

S
i 121 %1 91t H S

Dans cette égalité on peut supposer que ai,l gt Wl sont plates en 0 :
En effet, d'aprés le lemme du chapitre I, on peut écrire

G = ' T, ' et ¢ pletes en 0, P'(x) > O pour x #0  ; 1la

fonction " qui appartient ponctuellement & 9, appartient & %’ [Dﬂ s

chapitre II), ce gul donne le résultat.
s

= I ¥ $
Pour tout x # 0 ona T < o T, %1 TXCPi) * T ¥ T 0 et par

hypothése TXLPGT& H, Pulsque TX 8§ n'est pas divisesur de zéro dans Sa/Tx T

et que T, ¥, T 8eT Y, on a T Y € Tx‘j.

Comme on a aussi T, ¥ 0€To D, il résulte du théordme spectral

1

1

de Whitney [[ﬁ]. chapitre II) que ¥, est adhérente a J.

N S 2
D'od ¢ = iil (@, , + GGi,z)Cfi + ¥, 8% avec ¥, plate & 1'origine.
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)y gPHE

J
8 ®1,3+1 n+l

s P

En itérant ce raisonnement cn obtient : <« = I (I
o ¥V 3 4 =
aveg 0+l plate a 1'origine

Soit K un compact contenu dans V(§). S1 dp ast un nombre > 0, on

désignc par ep une fonction nulle sur {x, d(x,K) 3_32}. égale & 1 sur

P
{x, d{x,K) < —l—} et telle que :
- 2d
p

Dle € C "

l____._J2 < , 00C est indépendant de p ([4],

D x* - dlwl Iw!

p

chapitre I}.

Puisque la fonction P o, est nulle sur K, ainsi que ses déri-

i,p+l

vées jusqu'ad l'ordre p-1 inclu, on peut, par la formule de Leibnitz, déter-

miner la sulte de nombres dp de telle sorte que

e &P o, |IP7P < 2,

P i,p+1''Q - 5P

2
La série T ep sF ai p+l converge alors uniformément, ainsi que

p>0 ’
toutes ses dérivées. Soit a5k la somme de cette série. Pour tout p la faonc-
D »
tion a, -~ I §J o est p-plate sur K.
i,K 5=0 i,5+1

Par une partition de 1'unité on construit alors des fonctions

a € &), 1=1,...,s, telles que, pour tout p, la fonction

p :
- J - ,
o, 'Z 8 ai,j+1 soit p-plate sur V(§).
j=0 ] S p j p+1
La fonction <@~ I o, &, = L (L § ai,j+1 - ai]CPi + Wp+16

i=1 © Y i=1 j=0

est donc p-plate sur V(§), pour tout p. D'apres la proposition 4, et puisque

a, CPi appartient a 3.

4", fermé, est de tojasicwicz, la fonction <p -
1

i

i ™M o;m
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Corollajire.

Scient cpl....,cpp des éléments de & (9), Si Jpgf4j...,cpp) con-

tient une puissance de me (m, est 1'idéal de & (0) formé des fonctions nulles

a l'origine), 1'idéal (g’l,..a.qlpl est fermé.

Démonstration.

On appligue la proposition 5 avec : d - (¢ 1....,cpp] ;s K=8 =p

2
+
1

2
. . (D(c?].;-.-;(f’p]] .
1 i

{ Dlx; seeeax; )
1 p

On a V(8) = {0} et § vérifie 3§[O,Q). Liidéal M = U + {8) est

donc fermé. Les hypothéses de la proposition 5 sont vérifiées.



CHAPITRE TII

§ 1 - UN CRITERE DE PLATITUDE.

Soit A un anneau local régulier de dimension p, d'idéal maximal n,
de corps résiduel k = A/n. Soit 4, un module de type fini sur A ; supposons

46 # (0). On appelle #p-suite de A (J.P. Serre, Bﬂ, chapitre IV) toute suite

as {al,....ak} d’'éléments de n telle que, pour tout i, 1 <1 <Kk, ai*ne soit

pas diviseur de zéro dans -HG/(ao,...,ai_ll.-Ht (on pose a, = 0). On note
(a) 1'idéal engendré par Aysenesd dans A.

Soient A la catégorig abélienne des A-modules de type fini ; B une
catégorie abélienne ; €' une sous-catégorie abélienne de € telle que, pour
toute suite exacte C' — C — C" de la catégorie ¥, 1l'hypothése C', C" ¢ 6’
impligue C e €'. Si T est un foncteur additif, exact & droite, de A dans ‘8,
&me

on désigne par Li T, le i foncteur dérivé & gauche du foncteur T. La di-

mension homologique glohale de A étant égale & p, on a Li T=0,si1i°>np.

Lemme 1.
Soit 6 un module de type fini sur A. Il existe un nombre fini de
A-suites de A telles gque : pour tout foncteur additif et exact & droite

T de A dans €, 1'hypothése : pour tout a, L, T (A/(a))e €', implique :

Vi> 1, L, Title €',

Démonstration.

= {a.,eee,a,}

23 1 3
pour je [1.&] : @ = 0 et supposons gue les L1 T(A/(gj)] appartiennent & ¥€'.

Soit_g = {al,...,ak} une A-suite de A. Posons



Montrons, par récurrence sur j, que Vi > 1 Li T(A/(_qj]] e €',

Si j = 0, le résultat est trivial. Supposons j > 0 et considérons
a,
J

> A/(gj_ll >A/[§_j

ol aj désigne la multiplication par aj, On en déduit une suite exacte :

la suite exacte : (0)

_1]————"§A/(§j]————->(ﬂl

1

Ly TA/Ca, ) —>L, T(A/(a)) —— L,

1 T(A/(a,_.)).
_—J -

D'aprés 1'hypothése de récurrence, Vi > 2, Ly T(A/[gj]) e 6,
Ca.f.d.

En augmentant, si nécessaire, le nombre des suites . i, nous pou-
vons donc, dans 1'énoncé du lemme, remplacer 1'hypothdse par la suivante :

"pour tout o et tout 1 > 1, L, T(A/(ga]]e‘e’ .

Montrons, par récurrence sur la dimension p-k du module 4t(, puis

par récurrence descendante sur i, > 1, qu'il existe des A-suites de A,
telles que 1'hypothese : Ya, Vi > 1, L, T(A/(a™)) & B implique

L, TH) € €.

1o

L'anneau A &€tant noethérien, il existe une suite croissante :
(0) = M, C ‘H(zl S veees © *H‘(;s = H de sous-modules de 4 et des
idéaux premisrs Pj de hauteur > k, tels que ¥je [:l,s],
%j/fk,j_l = A/ Py (J.P. Serre [B], chapitre I, corollaire 4 de }2 proposition
7). Utilisant 1la suite exacte des Li T et le premigrc hypothése de récurrence,
on peut donc supposer que H( = A/p ol P est un idéal premizr de A, de hau-
teur K.

Si p=k = 0, i.e. si dim{44) = 0, nécessairement p = n. L'anneau A
étant régulier, 1'idéal maximal n est engendré par une A-suite {al,...,ap} et,

dans ce cas, le résultat est trivial.



Supposons p~k > 0. Si i, > p, L, T(#) = (0). Soit a = {al,...,ak}

i,
une A-suite de A telle que p soit un idéal premier minimal contenant (al.
On a : (§]= qln.....nqs

ol les t‘i sont des idéaux primaires de hauteur k et, par oxemple, p est la

racins de q-= ql'

Considérons 1la suite exacte :
S
(0) ——A/la) —— &  A/q > H, ———(0)
= 521 j

ol 1l'on désigne par v 1'injection obtenus, par passage au quotient, de 1'ap-

plication : A9 8 waww—> (3,...,3) € A®. Visiblement, dim(4:) < p-k. D'apres
la premigére hypoth#se de récurrence, il existe des A-suites . telles que
1'hypothése : Vo, ¥Yi>1, Ly T(Al(_qa]J € €' implique :

L, T(Hhle €' et L

1 T(A/(a)) e ', donc Lio T(A/g) €« 6.

1o

Le module A/t} étant P-primaire. i1 existe une suite exacte :

(0) ——A/p s A/R) >H >(0).

od ¥ est un module de dimension < p=k. On en déduit une suite exacte :

Ly T[*!'ﬂ)———)Lio TR ——s L, TlA/7).

D'aprés la seconde hypothése de récurrence (celle sur i,), il
existe des A-suites telles que 1'hypothése : Ya, Vi > 1,
Li T(A/(gsl)e €’ implique : Li 1 T[ﬂ(] e €'. D'apr2s la suite exacte
o

précédente, si 1'on a simultanément Li T(A (Eé])e @K' et Li T(A (98)) e g :

L, T(Asrp ) e €', c.q.f.d.
i,
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Corollaire 1.

Soit_%ﬁ, un module de type fini sur A. Il existe un nombre finl de

A-suites de A telles que, pour tout module B sur A, 1'hypothése :

pour tout a, TOR? (A/(gu), B) est de longueur finie

impligue TOR? ( 44 , B) est de longueur finie.

Démonstration.

On applique le lemme 1, en prenant pour € la catégorie des
A-modules ; pour ‘@' la sous-catégoric pleine de € dont les objets sont les
modules de longueur finie ; pour T le foncteur . 8% 8.

Corollaire 2.

Un A-module B est plat (resp. injectif)} si et seulement si pour

toute A-suite a de A, on a :

TOR} (A/(2), B) = (0) (resp. EXT, (A/(a), B) = (0)).

Remargue. Soit a = {al,...,ak} une suite d'éléments de A et soit B un module
sur A. Le module GQB(QJ des “relations entre les ay & coefficients dans B”
est le noyau de 1'homomorphisme :
K k
B 2 (bl""’bk] ~M— T a
i=1
On a visiblement : TORD(A/(a), B) = Gy la) / Gv,(a) . B.

Le module GbA(gl contient toujours les relations dites "triviales” :

_ 1 k .Y i A g _
raB = [raB"""‘raB] ol raB 0, si vy #a et B ; raB a6 et ras By"

Si a est une A-suite de A ou si (a) = A, GLA(QJ est engendré par

les relations triviales.
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§ 2 - EN GENRAL : din}R [TDR? (#6, F)) < =,

Soit @ un voisinage ouvert de l'crigine O de IR”. Les anneaux &Ko,
‘&’o, %o définis au chapitre I, seront notés respectivement 3, 3"', 3';

(i1 n'y a -augune confusion possible : nous n'utilisons pas dans ce chapitre
les faisceaux & et 5: du chapitre I).

Rapportons 1'’espace euclidien R" {resp. ®P) 2 un systeéme de coor-
donnges x = [xl,...,xn] (resp. y = (yl,...,yp)].- Soit G’p 1'anneau des germes
de fonctions & valeurs réelles, analytiques au voisinage de 1'origine de RrP.
Solent m 1'idéal maximal de 8 n celui de Qp.

Désignons par Hom(ap, &) 1’ensemble des homomorphismes de

[R-algeébres de Q,p dans &. On définit une bijection £ :

&m 3 Q= (91,...,§p] W O eHom(O.p. %) en ppsant :
p

Vfe 6“;3' O (f) = $(ﬁl,_.. .,Qb.l_{‘pour tout @ appartenant-a’ Hé‘m(ﬁ,p, €,
ona ZlH®)= (D)., o ty ).

Sott T 1 & = ¥ =»IR[[>(1.. .. .‘xn]] la-surjection qui &ssocie & tout
germe sa série de Taylor &-1'origine. On en déduilt une surjection P

8‘) 9(61’..-,6 )W“% (T[@“)JIUI’T(O )) € gpu

g v D wa ] uskp
Soit 7 la projection canonigue : ®m — & _nl/mz .
p P

Définition.

Une prosciété & relative aux ‘6léments & -de Hom( C\.p, &) est vraie
en général, si VE e ® «_fﬂ/m,z » il existe dans TP une p.ro,var.iété algébridue de

p . B
codimension;infinie - 'V, telle que tout & appartenant a

1
s((tP) (FP - VZJ-~ n::n‘-vl‘(_&l'] satisfasse 3 @\ (pour 1la dé'finit-ion d’une pro-
variété algébrique, nous renvéyons & :[7], chapitre I, '§ 1).
Remarque. Il serait naturel d'adopter la définition suivante (ef. J.€1. TOUGE-

RON [7]. chapitre I, § 3} :
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Une propriété (> relative aux éléments © de Hom(&p, &) est vraie
en_général, s'il existe dans Sip une provariété algébrique de codimension in-

finie V telle que tout © appartenant a 2((TP) (5P - V}O@ m) satisfasse
P
ag:

Avac cette définition, la proposition 1 et donc la proposition 3 de
ce chapitre, sont vraies ; malheursusement, nous ne savons pas démontrer la
proposition 4.

N
Posons & =T o® . S1 7 est un idéal de C\.p, on note simplement
fal
® [n] 1'idéal engendré par ©(n) dans &€; par © [ﬂ 1'idéal T(© [r]), engen-
N
dré par © {n) dans .

Proposition 1.

Sgit m un idéal propre de hauteur k de Cz_p. En général, la hauteur

de ® [] est 6gale & inflk,n).

Pour la démonstration, nous renvoyons a Dﬂ, chapitre I, proposi-
tion 2, En falt, on y démontre le résultat avec l'anncau des polynOmes
IR[&I,...,yp] au lieu de Clb =|R{{yl,...,yp}}, mais la démonstration se trans-
poss sans difficultés.

Proposition 2. ([7], chapitre I, corollaire proposition 1}.

Soit £ un ouvert de R et soit J un idéal de & (). L'application

anvu»»ht(Tx[tS )} est semi-continue inférieurement.

Soient ® appartenant a Hom(C’Lp, &) ; 40 un module sur Q,p s Bun
module sur € : © munit B d'une structure de C:Lp-module. Le module
&,
TORip (6, B) sera noté TDRi@ (#06, B) ; de méme %@a B sera noté ‘%@eB.

P
Proposition 3.

Soit a = {al,...,ak} une Q,P—suite de C’Lp :
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. . . . © _ ® N
1) si k < n, en général : TOR, (“O‘.P/‘(_a_l,isf] = TOR,” (O /(a), T = (0],

s et

2) si k > n, en général : TORIC-3 (G»p/(gl.ﬂzl est un R-espace vectoriel de

~
dimension finie isomorphe a TORle (Q,p/(_g) . 3.

Démonstration.

Soit @ un voisinage ouvert de l'origine de Rn et soient (Pl""’(?k

des éléments de & (Q) induisant respectivement a 1'origine les germes
© (a))s-+., © () (donc TolP,)) = é(ain‘
Soit "3 1'ideal engendré par les cPi dans €(Q].

1) Si k < n, d'apr2s la proposition 1, en général ht (To (4)) = k. Suppo-
sons cette condition satisfaite. D'aprés la proposition 2, en diminuant @ si
nécessaire, ¥ xeQ, ht[Tx(tS]] > k. Ainsi, ou Tx[ﬁ] = ‘Six, ou
T (@ )seenuT (9 )} est une T -suite de %, - Dans 1'un ou 1'autre cas, le
module des relations entre les TX[CPi] est engendré par les relations trivia-
les (cf. remarque du § 1). En passant aux germes & l'origine :

~

) = , Sme
&ap[_e_l, . ¥ ﬁ:g,[_g} 3 de méme : (R,&)p

2) Si k > n, d'aprés la proposition 1, en général ht[To(tS]] = n. Suppo-

(a) . % = & (a),c.qg.f.c.
2 = g

sons cette conditlon satisfaite. D'abord, le module TORlC> (CLp/(g], M) est
un R-espace vectoriel de dimension finie (car ¥/(al. & est un R-espace
vectoriel de dimension finie, i.e. de support réduit & 1'idéal maximal de F).

Montrons ensuite gue 1'application canonigue :

A @ i S
®~fa) /R, (a) . F =:TOR ~(Q /(a),FT) = TOR -~ (& /(a), K ) =
¥ - Ca,p = 1 p = 1 p -
ﬂ?§(9] / GBCL (a). ¥ est un isomorphisme, ce qui terminera la démonstra-
p

tion. D'une part, cette application est visiblement surjective. D'autre part,

si § est assez petit, 1l'ensemble des zéros de 1'idéal Y se reduit a 1'origine.
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Donc, ¥V x € @ - {0}, Tx(tfl = in et le module des relations entre les

TX(C?i] est engendré par les relatipns triviales. Passant aux germes, on voit
o
gue toute relation entre les a,, & coefficients dans ¥ et plate & 1l'origine,

~
est combinaison linéaire & coefficients dans F de relations triviales. Ceci
prouve que 1l'application précédente est injective, c.g.f.d.

Corollaire.

Soit Ht un madule de type fini gue CLp. En général :

~
TURfD (44, %) est un R-espace vectoriel de dimension finie.

Cela résulte cc la proposition précédenie et du corolleire 1 du lemme 1.

© i, /6 = (0.

B R,

§ 3 - EN CONERAL TOR

[ F " 1 ]

ALt T oun i04c de CLO gr andr

(5}

Ul

por a2 8léments ®1,...,¢S. On note
J, (w) 1'id¢al encondri lans (Qb par ¢.,...,%_ et tous les jacobiens
k 1 8

D(q:i cbl )
1 k.
Dy, saea,v, )’

i
- y ¢ . -
De mémz, co. 4 catoun idoal de & enzendré par des éléments

. PRSI N K [ 3
C?l,...,<gv, cnontte J (D) 1'3d3al enzondrd dans g par ‘?1,...,<P5 et tous

3 b
™y 1
tc'l s’ -JCPi 4
: : 1 k
les jacohiens sveeeetimmem -
(X, sewsacisX
11 J!«‘\

Cn 5272 pav ol roouns dw 1'idsal %S, i.e.
V=Alozd, znen, @ e AR

Propositicn 4.

no. E)E%(vﬂ < JK[G’EE)»

Pour la dé&ncnstraticn, ncus renvoyons au théoréme de quasi-

transversalité (J.Cl. TCUGERGN Eﬂ, chepitre i'. En fait, on y démontre le
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résultat avec 1'anneau des polynﬁmeis[yl....,yr] au lieu de
CLD =IR{{yl....,yp}}, mais la démonstration se transpose sans difficultés.

Proposition 5.

Soit #6 un module de type fini sur CLP. En général, H6® & est
' ©®

un module de Fréchet sur &.

Dé&monstration.

Le module 4 étant de présentation finie (car CLD est noethérien),
le module 4’%®@8 est de présentation finie sur (L? .

Nous procédons par récurrence sur la dimension p-k du module #G.
Si 46 = (0), i.e. si1 p=k = =1, le résultat est trivial. Supposons p-k >0
et admettons le résultat pour tout module de dimension strictement inférieure
a p-k.

1 - Supposons d'abord qua H# = ébp/n, ol 7 est un idéal premier de hau-

teur Kk de ELD. Considérons d'abord le cas m = n (i.e. p~k = 0. Visiblement,

J (n) = & . D'aprés b proposition 4, en général : J ( & }om. S1<P,.a,

pln 5 p prop génér o [n]1om 9 €5

sont dos représentants respectifs de C)(yl)....,(D (yp) sur un voisinage Q

de 1'origine dE(Rn, et si @ est assez petit, JD(CQI....,CPD} contient une

puissance de 1'idéal m, de & (Q) formé des fonctions nulles & 1'origine.

D'aprés le corollaire de la proposition 5, chapitre II, 1'idéal engendré dans
Q 2 s e, 2 f mé C 8= = IR

€ (Q) par les @ ® st fermé et donc ap/g ®G-D /> (_vl) @[yp]]

est un module de Fréchet.

Supposons p-k > 0, i.e. 7 g . I1 existe une famille {@1.....®S}

de générateurs de 1'idéal w et A € (n - 7} N Jktél...,ék] tels gue, pour
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J = k+*l,...,8, A, Qj appartienne & 1'idéal engendré dans CLD par ®1""’¢k

(résultat classique, cf. B. Malgrange [4], chapitre III, § 5).

a) D'aprés la proposition 4, en général : m . G(A)EJK( @ (@1],.., @[@k]]

i.e. puisque © (A) € m:

© (A) € Jk[ = (@1]...., S (@K)] ,

b} Pour tout j = k+l,...,8 , © (A} . G)(@il appartient a l'idé&al en-
gendré dans & par e (@1]...., C) (O.‘uk).

c) On a ht(nr + (A)) > k. D'aprés 1l'hypothése de récurrence, cen général
gse [TT + (A]] est un module de Fréchet, i.e. & [r + (A)] est un idéal fer-
mé de §.

d) Considérons la suite exacte :

>(0)

(0) —— 6, /7 LIS N T
p p
{o0 A désigne la multiplication par 4). On en déduit une suite exacte :

A

(&) ~ ~ ~ ~ ~
TOR, [C’J\,p/m[A),‘F]———) Fm.F — 3T /1. F .

En général (corollaire de la proposition 3) le noyau de 1l'applica-
tion f_’(?/ﬂ.f;’ —-——-9—-—>‘§/1r. fg’ est un [R-espace vectoriel de dimension
finie.

Soient QH,.....cys, § des représentants respectifs de
C)[él],..., C)[@S], ®© (A), sur un voisinage Q de l'origine de R". Soient
"} 1'idéal engendré dans &(Q) par Ppreser @ s M' 1'idéal engendré dans
&(Q) par Qrreees P et 6.

D'aprés al), bl), c), d) et la proposition 5 du chapitre II : en géné-

ral, 1 est un idéal fermé de €(2) (on choisit, bien entendu, pour chaque & ,
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un voisinage Q assez petit) ; donc © [w] est un idéal faFe de & , i.c.

[ ] g = ‘é 5 ) »
(xp/w Qb ®@ /O [n] est un module de Fréchet sur %

2 - Soit 4 un module de type fini sur Qp. de dimensicn p-k. De la

~ ~
sulte exacte : (0) > & s F SF /78 5(0), on déduit une suite

exacte @

L

mﬁle (m.w’)__%mal@ (4, @‘/8;)-—-»%@@8 >H&@@8J @ %

&

Le module %@eé ast un module de Fréchet si et seulement si
din}R (ker L) < « (chapitre I, proposition 8). D'aprés le corollaire de la
propcsition 3, en général : din]R(TDRl@ (G, ‘g' }) < =, Si cette condition est
satlsfaite, d’'aprés la suite exacte précédante,#ﬂ@a 8 sera un module de
Fréchet si et seulement si TDRl6 (416, %/8) est un R-espace vectoriel de di-
mension finie.

L'anneau (:LD 2tant noethérien, il existe une suite croissante :

(0) = #, < “Iﬂ)l C weeve < M = M de sous-modules de Ho et des 1déaux
premiers "j de hauteur > k, tels que Vje [l,s], mj/#{’j-l = Ci,p/ﬂj (J.P. Serrc
[S], chapitre I, corollaire 4 de la proposition 7J.

D’aprés la premiére partie de la démonstration et la remarque précé-
dente, en général : V je[l,s] dirr)R(TDRle (Q,D/vrj , 3'::'/83] < e, B'ol en
utilisant la suite exacte des Tor : en général, diqu[TORle (14, %/ 8]] < o,
gt, en conclusion : en général, 446@@ @ est un module de Fréchet, C.q.f.d.

Corcllaire.

S

L, %)

Soit #6 un module de type fini sur Qp. En général, TOR

est un R-espace vectoriel de dimension finie.
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Qémgnstratioﬁ.

~ ~
De la suitz exacte : (0) ' 3 Ta -———)33/8 —3 (0]

' 4

on déduit une suite oxacte :

TDRZG’(M,, 33/‘5]——->TDR1@[%, € )—>TDR1@(M, Tl TDRIGIM. R/ &) —

~

|9
e E—oue, F .
D'aprés le corecllaire de la proposition 3, et la proposition 5, en
~

général TDRle (#h, ¥ est un R-espace vectorisl de dimension finie et
"4‘:@@& est un module de Fréchet (i.e. ker L= (0)). Donc on général :

~ ~
din}R(TDRle ., B/ 8€)) < » : de méme, en général : TDR26 ot , F/€) est un

. . . O e &) - €
R-espace vectoriel de dimension finie (car TCR, (4%, ¥/ = TOR, (46, ¥/ 6,

ol 46 est le noyau d'un épimorphisme Qg ;). Le corollaire est alors

immédiat.

Lemme 2.

Soient # un module dc type fini sur Q’p et © €Hom( Cbp. &), si

4‘6@@ € est un module de Fréchet sur € et si TORI@('H'L, &€ ) est un R-espace

vectoriel de dimension finie. les applications canonigques :

~N
TDRle (6, 83— TDRle W, T —L Toplej H, T)

sont des isomorphismes. En outrs, TORIS 1, F/&) = (0).

Démonstration.

De 1a suite exacta : (0) >N ;an 3y M 5 (0)

on déduit, en tenscrisant par &€ sur G’p’ une sulte oxacte :

G a B
(%) (O}————yTDRl@ (H, §) ——y N 965 , € >%6®08 —_— ()
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Le module % = Im o = ker B est de présentation finie (car N & &
C]
est de présentation finie et TDRle 6, &) ost de type fini) et c'est un sous-

module de gq : visiblement, % est un module de Fréchet. D'aprés la proposi-

tion 5 du chapitre I : TDR{\gz [%8@8,3"] = TUR§s ¥%,%) = (0). En tensorisant

par F sur & 1a suite exacte %), on obtient donc une suite exacte :

(o) ——-—)TURle 6, & ) @{&’-—e N ®@‘35 5 ¢ —s 4«)@@ F ——(0).

ponc TOR,® the, F) = TOR, (46, ¥) @ X = 10R, t#6, &) (on & ce dernier
isomorphisme car TOR1@ (46, &) est un R-espace vectoriel de dimension finiej,
Ainsi, v o u est un isomorphisme.

I1 reste a montrer que u est surjective. Lo module '3'@ étant de pré-
sentation finie, #6® & admet une 2-présentation finie. D'aprés la proposi-

N.

~
tion 6 du chapitre I, TOng (-H6 ®98. T ) = (0). En tensorisant par & sur

8 la suite exacte {¢), on obtient donec une suite exacte :

~ ~ ~
TOR@[%,%)Qgﬁ——)N Q® ¥ L34 SH® T 5 (0),
1 ) ®
Puisque TORle (H46, &) = TDRl@ (6, &) ®8 T , on en déduit que u est surjec<

tive.

Enfin, on a une suite exacte : coker u«——»,TORl@H%, ‘.g’/éf)——>kert, ;
puisque ker L = coker u = (0}, TOR;D F#G.ﬁiV%ﬁ = (0) , c.q.f.d.

On déduit du lemme précédent, de la proposition 5 et de son corol-
laire, le
Théoréme 1.

Soit #6 un module de type fini sur C’Jh En général
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1M Q o & ©cst un module de Fréchet sur §.

2) ¥i

| v

1, TORi@ 6, T/ &) = (0).

3) Vi

1V

1, TDR;9 (4, €) est un R-espace vectoriel de dimension finie

et 1'cn a des isomorphismes canoniques :

©

TORie (#, &) = TDRi6 e, ¥ = TURi (46, Ty

Corollaire.

Soit 7 un idéal de Clb. En général © [r] est un idéal fermé.

§ 4 - COMPLEMENTS.

Nous complétons le théoréme 1 par un certain nombre de remarques.

A) Supposons p < n.

L'idéal maximal n de (1b étant engendré par la (ib-suite
y = (yl,...,yp], d'aprés la propgsition 3.1) : en général,
TUR;:)[CLDKQ.Sf] = (0). I1 en résulte, d'aprés un critére bien connu
(N. Bourbaki, [i], chapitre III)} gue T @st alors un module plat sur CLD.
On déduit de 1a et du théoréme 1, le :

Théoréme 2.

Supposons p < n.

1) En général, F est un CLD—module plat, i.e. pour tout module -+t sur

6. et tout 1> 1, TORie %, ) = (0).

2) Si 4 est un module de type fini sur CLD. en général :

Vi>1 TURie (#, &) = TDRi@ o, ) = (0).
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Remarque l. Suppcsons p = N ; POSONRS GLD = O ¢t prenons pour @ 1'injection

définie par €>[yi) = x,. D'aprés les théordmes 1 et 2, si 46 est un module

1"
de type fini sur &, +%GQ3,8 est un module de Fréchet ; en outre 1'anneau &
est un Q-module plat. On retrouve un théoréme de B. Malgrange (cf. Dﬂ. cha-
pitre VI, ). De méme F, ﬁé sont plats sur & . Moyennant celle de ¥,
le lecteur vérifiera que la platitude ds 5% équivaut au théoréme de cohérence
d'OKA (i.e. le failsceau structural d’une variété analytique est cohérent).

Ce théoréme est d'ailleurs un corollaire immédiat de la proposition 2 et du
corollaire 2 du lemme 1.

Remarque 2. Nous donnerons ultérieurement des conditions suffisantes trés
lafges pour gqu’un morphisme & CLD~——6-3 soit plat. Ces conditions étant
vérifiées en général, on a denc le résultat plus précis : "si p < n, on géné-

ral § est un module plat sur CLD".

B) Supposons p > n.

Posons Xj = (yl,....yj].

Lemme 3.

Si TORl(3 (CLD/(MHJ,TF7 =(0), on a pour tout module +6 sur Clp_g}

tout 1 > p-n, ToRi@ @, ¥ = (o).

Démonstration.

Fa¥ ra)
L'hypothése signifie que { © (yl],.... e (ynJ} est une ¥ -suite
de F. Les complexes de 1'algdbre extérieure : K P [yl,...,yn] et

@ A A Ou
K> (© (yl),.... e (yn)) = K p[yl,...,yn] @@’5‘ sont des résolutions



Sy y.o.

3 gauche de (i,D/(_!n] et ap/(ln) ®®3‘) respectivement
(J.P. Serre, [6], chapitre IV). Il en résulte que Vi > 1,

S = (0)
TOR; (@p/(_gnJ,?) ().

En utilisant la suite exacte dses TOR ot les suites exactes (pour

j>n)
y
(0) — 6./ (y,) R AN Q /) —> G/ ly ) —— (0)
on vérifie que : Y1i > p-n TORie (Q,p/_g_,?iJ = (0).

Soit #6 un module de type fini sur Qp. Démontrons par récurrence
sur p~k = dim(#} que TDRie (46, ¥) = (0) pour i > p-n. On peut supposer
que H6= Qp/ﬂ , 00 w est un idéal premier de hauteur k. Le résultat est dé-
montré lorsque m = n, i.e. k = p. Si k < p, soit § € n - 7 et considérons la

§
suite cxacte : [O)———)G_,D/'rr —_— (g,p/vr —_— C’).,D/Tr+(5] — (0},

D'aprés 1'hypothése de récurrence, Yi > p-n,
TDRie [@..D/TT+(5], F) = (0). Il résulte alors de la suite exacte précédente
que : TDRie (Qp/n, T = 8. TDRi9 [Q,p/n.ﬁ*;]. Par le lemme de Nakayama,
TORie[Cxp/w,iF) = (0), c.q.f.d.

Soit M un module de type fini sur é"p' Supnosons f6 # (0). La
codimension homologique de HG (notée codh()) est la longueur d'une
M -suite maximale (J.P. Serre [6] , chapitre IV). La dimension homologique de
H6 (notée dh(#:)) est le plus petit entier g > 0 pour lequel 11 existe une

suite cxacte :

No

n n
(D)——»Q;’————)Qq ey — G‘p > #o ——(0)
P




L’ anneau CLD étant régulier, on a 1'égalité : dh(4#6) + codh(#6) = p
(cf. J.P. Serre Bﬂ, chapitre IV, proposition 211}.
Théoréme 3.

Supposons p > n.

1) En général, pour tout module -H, sur CLp et tout 1 > p-n :

ToR,” o, F) = (0).

2) Si #; est un module de type fini sur Cib, 4 # (D), en général :

Y i > supl0, dh(4) - n)
10r,© o, €) = TR b, T = TR © (e, T = (0).

Démonstration.

1} résulte immédiatement du lemme 3 st de la proposition 3,1),
2) d'aprés 1z théoréme 1, il suffit de montrer qu'en général,
Vi > sup (0, dh(Hb) ~ n) , TDPie o, ) = (0.

Nous procédons par récurrence descendante sur g = cdh(#6). Si g = p,
cela résulte de 1). Supposons donc g < p. On a codh(6) = p - q > 0 et 11 exis-
te donc a g n tel que a nc soit pas diviseur de zéro dans H#6. On a
dhttfa.H6) = g + 1 et par hypothdse de récurrence, en général :

Yi>suplO, g+ 1-n), TURie (Ho/a.H6, F) = (0).
De la suite exacte : (0) —aHy s 4+t —sHl/a,H —(0)

on déduit une suite sxacte, pour 1 > sup{0, g + 1 - n) :

a
TORie 6, T) i;.mpie o, ¥) —s (0) -—%TDRiC:)] b, F) -—-a,TDRi?l o, T)
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Il en résulte d’'abord, dar le lemme de Nakayama, qu’en général :
¥i> sup(0, g+1-n) , TDR;9 #, T = (0).
Si g +1-n <0, le théoréme 2st démontré. Sinon, g + 1 = n > 1, et 1'on a

une injection canonique :

e a ®
TOR, 10 Hﬂ»ﬁ)-————emeqd_n 4, F).

Mais, en général (d’aprés le théoreme 1) : TDRJ?E_n M4, F) est un

R~espace vectoriel de dimension finie. L'application injective précédente
est donc bijective, et, par application du lemme de Nakayama, en général

RS . %) = (0), c.q.f.d.
q+l-n



CHAPITRE IV

Dans ce chapitre, nous donnons quelques applications des théorémes

du chapitre III.

§ 1 - LES IDEAUX o, (#6).
Soit A un anneau commutatif et unitaire. Si 4 est un module de
nrésentation finie sur A, on a une suite exacte :

%) AP M, a9 & 9 > (0).

Soit k€N ; si g-p < k < g, on désigne par cé[M] 1'idéal engendré
dans A par les mineurs d'ordre g~ k de M ; s1 k < g = p, on pose
’ = “ ! =
oK[M) (@) ; si k > q, OK[M] A.

Lemme 1.

? M' 7 P
Soit AP A9 S Hh > (0} une seconde présentation

finie du module 4. On a, pour tout ke, oé[M) = GQ(M'].

Démonstration.
Soient (el,...,eq] la base canonigue de A9 ; (ei,...,eé,] celle de
q' = M ! ? = Y & s
A™ . Posons a (ei) X; 3 O [ej) xj. Il existe des Cij A tels que :
q
x! = I Ci' Xge
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Considérons la présentation finie :

AP T A9 Ad s # — (0)

N " - R " ’ = [} ’ = ' "
ol a [ei) X; 30 [ej] X3 I1 suffit de montrer que GK(M) GK(N ) (car

on aura de fagon analogue : GL(M'] = GL(M"]]- Socit 41 le sous-module de ker a”

q
engendré par les I Cij ei - eé, J €-[i.q‘], et identifions Aq au sous-—
i=1

module AT® 0 de AT@AY . I1 est immédiat que : ker a” = ker &' @ 4,

et 1'on peut donc supposer que
M C
0 -1,
g
et Iq, est la matrice carrée unité de rang q’.

-]

ot C est la matrice des Cij
On vérifie alors facilement que, VYV k€N, 0&(M) = opM"), c.g.f.d.

L’idéal ck(M] est donc indépendant de la présentation (%) du module
#6 et sera noté ok(+ﬂﬂ.

Pour tout kK€M, désignons par ok(+%] 1’'idéal engendré dans A par
tous les £ tels que £e 6 soit contenu dans un sous-module de #% engendré par

k €léments. Si I est un idéal de A, on désigne par'f sa racine.

Lemme 2.

On a c;‘(%] < Ok(‘f‘ﬂ)] et ol'.‘[%) = ck(ﬂtl.

Démonstration.

M, ad R - (0) une présentation du module

soit AP
H#. . Si k> q, céfﬁ%) = A = ok(ﬁ%] (car Hb est engendré par g éléments).

Nous supposerons donec k < Q.



Montrons d'abord que 0&6#6) c o ). 1k < g-p, 0&&+Hﬂ = (0) et
1'inclusion est évidente. Si g - p < k < g, soit €e<3é0#6) et supposons pour
fixer les idées, que £ est le déterminant de la matrice intersection des
q - k premieres colonnes avec les g - k premiéres lignes de M. Désignons
par (el,...,ep) et [el,...,eq] les bases canoniques de AP et A respectivement.

Le systéme (M(el)....,M(e ),

-k 8q—k+1""'eq} a un déterminant égal a £ et

donc, par la régle de Cramer, E.Aq est contenu dans le sous-module engendré
par ces éléments. Il en résulte que : E.JPC<3(a(eq_k+1],...,a[eq]], i.e.
Ee ok[#ﬁ].

Pour achever la démonstration, i1 suffit de montrer 1'inclusion :

U&FHQJ 2 okfﬂbl. Soit @ un idéal premier contenant Oé(Hb) et désignons

r.hfa le corps résiduel de AF”' De la sulte exacte :

p_ " aq °p

AF‘ )AF, > MF—a (0), on déduit 1'inégalité :

dim, (“W;P ] A .'EP] > k. Si £.# est contenu dans un sous-module engendré
—f

par k éléments, nécessairement £e @, car sinon~H'(.-Fj seralt engendré par Kk

é1éments @t donc on aurait : dimbp [%F ®Ap5F] < k. Ainsi DGKH%)
et 0{((‘#6) o Ok[%], c.q.f.d.

Remarque 1. Pour tout entier k > 0, on a des inclusions :

ok(4%d C;oé+lﬁ“6] et ok[ﬂbl c.0k+leb].

L'annulateur Anntit:) du module4t est égal 3 o, U0). D'aprés le lemme 2 :

L) < Ann{HG) et ol tHL) = Ann(HG).
Remargue 2. Supposons que A est un anneau inteégre ct soit X son corps des

fractions. Le rang de H#( est par définition 1l'entier rg(#t) = dimK(+ﬂ)@% KJ.
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Si h = rg[h‘(u], on sait qu'il existe ur sous-module L de 4#, isomorphe & Ah
et tel gque M/L soit un module de torsion (i.e. il existe £€ A - (0) tel gue
£.4bc L), Visiblement : £€ 0 (#0) et donc o, (#6) # (0).

Supposons h > 0., Si crh_lﬁ‘}é) # (0), il existe n # O tel que n.L
soit un sous-module libre de rang h d'un module sngendré par h-1 éléments.
Ceci est absurde et donc oh_l[%] = (0). Ainsi :

Le rang de H{ est le plus petit entier h 2 0 tel gque chﬁﬁél # (0).

Remarque 3. Supposons que A est un anneau noethérien intégre. Si h = rglf),

posons Ho M) = ohﬁﬁﬁ) : Ho4f) est 1'intersection des idéaux premiers @ de A

tels que dthﬁP) > 0 (en effet, un idéal premier [ ne contient pas chPHGI si

et seulement si‘ﬁép,est engendré par h éléments ; i.e. si et sculement si
’Mﬁp est un A -module libre).

Si g est un entier > 1, considérons une suite exacte :

(0) SN NS S A S 44, > (0).

Posons k = rg[ﬂﬁ) : 1’idéal ok[J'] est indépendant de la suite
exacte précédente (#0 et g sont fixés) et sera noté Hq(ﬁ%]. En effet, un idéal
premier pone contient pas OKIJPJ si et seulement si Jﬁu est engendré par

k éléments, i.e. si et seulement si Jq:

n _ N,
[O) >(X’P ;APq 1——5 Tusace \AP 7\/’4'6F‘—$[D]l

est libre. On a une sulte exacte :

Le moduleciﬂj est donc libre, si et seulement si : dh(ﬁ%F]_i g (J.P. Serre

[6], chapitre IV, proposition 17). Ainsi Hqﬁhé) = Ok(:z] est 1l'intersection

des idéaux premiers p de A tels gue dhfﬂﬁpJ > g.
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§ 2 - UN CRITERE DE REDUCTION ET UN CRITERE DE NORMALITE.

Dans ce paragraphe, on suppose que A = R{{xl....,xn}} ou
R[[xl.....xnI] . S1 I est un idéal propre de A engendré par des éléments
QyrrearlRg 5 ON note g (I) 1'idéal engendré dans A par I et tous les jaco-
D[Q?i jlll;cei

1 k

D Junsey . ] '
(le xJk

k

biens

L'anneau A/I est réduit si I =1 ; équidimensionnel si T est une

intersection d'idéaux premiers ayant tous la méme hauteur.

On pose @bK(I] = GP[I] 0 JK(I)' Le lemme suivant est une version
du critére jacobien des points simples (M. Nagata, Dﬂ, chapitre VII)
Lemme 3.

Soient I un idéal propre de A et p_un idéal premier de A contenant

I. L'anneau AP’ /I.A

si &ktllcj:p.

Lemme 4.

est régulier de dimension ht(p) - k si et seulement

F

Soit I un idéal propre de A tel que A/I soit réduit et équidimen-

sionnel de dimension n - k. Alors : JK(I] C:Gk[I] et

ht(ébk(IJ] > k = ht(I).

(pour la démonstration, nous renvoyons a Dﬂ, chapitre I, § 1, 4).
Lemme 5.

L’anneau A/I est réduit et équidimensionnel de dimension n - k si

at seulement s'il existe un €lément § appartenant & Qk(I) et qul ne soit pas

diviseur de zéro dans A/I.
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Démonstration.

La condition est nécessaire. En effet, d'apr2s le lemme 4, 1'idéal
Gbk(I) n'est contenu dans aucun des idéaux premiers minimaux Byreees Py
contenant I. Soit 51 € (A-py)O ﬂk(ll. On peut supposer que, pour tout
i#3, Pi # FB et donc que N ngp F&- Soit 6i e(A - Pi](W(-ﬁ pjl. Visi-
k! j#i
blement :

S

S
§ = I aiaieﬁ%mﬂ(n A - pil.

i=1 i=1

Ainsi 6 n'est pas diviseur de zéro dans A/I.

La condition est suffisante. Montrons d'abord que I = T. Soit £eT
et posons M = (I + £,A)/I. Si p est un idéal premier qui nc contient pas §,
ouI ¢Ip gt visiblement MP = (0) s oulcp : dans ce cas 1'anneau
AF’/I'AP est régulier (lemme 3) et donc I.AF est un idéal premier de AF"
Ainsi : EG_IT/-\'F = I.AFr et 1'on a encore MF = (0). Il en résulte que
MG = (0}, 1.e. 11 existe ge N tel que s9.ce1., Puisque § n'est pas diviseur
de zéro dans A/I, £e I. Ainei I = 1.

Soit p un idéal premier minimal associé & I. Par hypothése, §
n'est pas diviseur de zéro dans A/I et donc § & p.0Onal-s= T=pnI',

ol I' est un idéal de A tel que I'¢ p . Ainsi TAp = P.Ay et 33‘[134'—":-
D'aprés le lemme 3, Ap /e Ap = AF’/I'AP est régulier de dimension ht{p)~ k :
ainsi ht{p) = kK, c.q.f.d.

Soit I un 1déal propre de A tel que AJI soit équidimensionnel de

dimension n - k > 0. Nous allons traduire dans notre langage le critére de

normalité suivant (J.P. Serre Eﬂ. chapitre IV, théoréme 11)
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L'anneau B = A/I est normal si et seulement si les deux conditions

suivantes sont vérifiées :

1) pour tout idéal premier p de A tel que @ 2 T et htl{p]) < k+l,
1'anneau local AF’/I‘AFﬂ est régulier,
2) pour tout idéal premier v de A tel que O I ot ht[F’].i k+2,

on a codh (AP/I.A§>] > 2.

D'aprés le lemme 3, la condition 1} signifie simplement que :

ht[@%K(I])‘z k+2. Soit p un idéal premier de hauteur 1 > k+2. L'annsau Ay

est régulier de dimension i, et donc : codh [AF’/I'AP] =i~ dh(AP/I.AP]
(J.P. Serre, [6], chapitre IV, proposition 21). La condition 2) signifie
donc que dh[A/I]p < 1-2, pour tout idéal premier [ de hauteur i > k+2,

i.e. (d'aprés la remarque 3 du paragraphe 1), pour i = k+2,,..,n ;

htH, ,(A/T)) > 1s1.

Si k = n~1, seule la condition 1) intervient et dans ce cas A/I
est régulier de dimension 1. Nous avons donc démontré le :
Lemme B.

Soit I un idéal propre de A tel que A/T soit équidimensionnel de

dimension n=k > 0. L'anneau A/I est normal si et seulement si

ht(8, (1)) > k+2, et pour i = k+2,...,n & htlH;_,(A/I]) > i+1.

§ 3 - TRANSFERT PAR ® DES PROPRIETES DE REDUCTION OU DE NORMALITE SUR m.

Nous revenons aux nctations du chapitre III. Si ) est un idéal
ns
de type fini de &, on désigne par ﬂ un iddal de type fini de EgGRn], cheoisi
(o d
une fols pour toutes et induisant 1'idéal " a 1'origine ; par V(3 ) 1l'ensemble

des zéros de 5’.
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Théoréme 1.

Soit 7 un idéal propre de CLp tel que Clp/n soit réduit et équidi-

mensionnel de dimension p-k et tel gue dh(CLp/n] < n. En général, pour tout
~

x appartenant a V( © E{I] et assez voisin de 0, 1'anneau TF;/TX( O [r]) est

réduit et équidimensicnnel d2 dimension n-k. En zénéral, 1'anneau ‘é/’GD[}]

gst réduit (i.e. sans nilpntents).

Démonstration.

La derniére asscrtion est une conséquence immédiate de la premiére
et du corollaire du théoréme 1, chapitre III.
Supposons d'abord ™ # n. D'aprés le lemme 5, il existe A appartenant

a g_ryﬁbk[n] tel que la suite :

A
(0) —— Q,p/w _ ap/n _ (jb/m(A) —3> (0)

solt exacte. On a dh[Ci /m+ (8)) < n. D'aprés les théorémes II et IIT du
chapitre III : en général, TOR, © (Cl /m o+ (M), ﬂJ] = (0),
~ ~
i.e. (1) O (A) n'est pas diviseur de zéro dans J/ © (n). %,
D'aprés le théoréme de quasi-transversalité (chapitre TII, propo-
sition 4 : en général m. O [A)CJK( @), i.e. 6 [A]€J (& I ")

visiblement : © (4) € 0 (& [7]). Ainsi, en =énéral :

(2) ©wle §, (o).

Soit & un élément de &SOR") induisant le serme O (A) & 1'origine.

S1 les conditions (1) et (2) sont satisfaites, pour tout x appartenant a

I

Vi e [ﬂ]] et assez voisin de O
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(1) 7.(8) n'est pas diviseur de zéro dans T;/Tx (e .

P

() T (8)e ﬂk”x‘ e [7]1.

Le théoréme résulte alors du lemme 5.

Supposons T = n. On a dh(C&p[ﬁ] = p, donc p < n. Pulsque Jp(g] =€%3,
d’'aprés la proposition 4 du chapitre III : en général, EET—EYIETjDEE.
Supposons cette condition satisfaite. Pour tout x appartenant &

~ —~

V ( © []) - {0}, assez voisin de 0. 1'anneau YX/TXI © [r]}) est régulier
de dimension n-p (donc & fortiorl réduit st équidimensionnel). L'idéal
@. [ﬂ] = (O [yll,..., S (yp)] est une intersection compléte de hauteur p et
donc tous les idé&aux premiers associés & cet idéal sont de hauteur p. Puisque
p < n, 11 existe § € Gbp( 25 [ﬁ]] (en effat, cet idéal contient 1'idéal maximal
de T tel gue § ne soit pas diviseur de zéro dans T/ @ Dr] . D'aprés le lem-
me 5, Qﬁ/’&)[ﬁ] est réduit et équidimensionnel de dimension n-p. Ceci achéve
la démonstration du théoréme.
Remargue 1. Si 1'on ne fait aucune hypothése sur la dimension homologique de
Cib/n. on a toutefois le résultat sulvant (démonstifffon identique & la précé-
dente) : en général, pour tout x appartenant a V((D'Dﬂ } - {0} et assez
voisin de 0, 1'anncau ji/Tx(E§73]] est réduit et équidimensionnel de di-
mension n-k.
Remargue 2. L'hypothése du théoréme 1 implique k < n. En effet, on a :
dim[CLp/ﬂ] = p-k > codh [GLp/ﬂ] > p-n {cf. Eﬂ. chapitre IV).

Si M est un module de présentation finie sur &, on désigne par ﬁ

~
un représentant (fixé une fois pour toutes) de M sur{Rn (i.e. M est un module

de présentation finie sur & ®R") tel que M ®b° o g = m.
R")
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Proposition 1.

Soit #6 un module de type fini sur ELD. En général, pour tout x

assez voisin de l'orlgine :

Nc?
1) httoKH«;®® ®

@x)) > inf(n, ht[cr;‘(%]])

Em™
%fgﬁ ® T ) (H0)
2) rg € g = rg .
@ Er™M X
Démonstration.

Il est 2vident que

(@) o (e @8 = © [optHo]]
o —— A
(b) To(0|'<(+f‘6 ®®8]] = © [0'2[446)] et pour tout x assez voisin de 1l'origine :

" N
(e) o} CHE REGF) =T (o) MS._ B)). L'inégalité 1) résulte de (b) et
o X X k ©
(c) et des propositions 1 et 2 du chapitre III.
D'aprés (a) et (c), si oé(ﬁﬁ] = (0), pour tout x assez volsin de
1'origine :
P
ol ® 6@ 63:;] = (0) ; d'aprés 1), si o!(#b) # (0), en général, pour
Kk (o) A
tout x assez voisin de l'originc. GéP“ﬁC)£§’Q;?§] # (0). L'égalite 2)

résulte de 1a et de la définition du rang d’'un module ( remarque 2, § 1).

Proposition 2.

Soit 446 un module de type fini sur Ckb, tel que dh{#b) < n.

En général, pour tout x assez voisin de 1'origine :

4,/"\_/
1) ntH #, ®@§ @

8w™M
T ——
2) dh(#b @ 8® @ ) < dhiH0).
® &M

ﬁx)) > inf(n, ht[Hq(’fH: 1))



Démonstration.

Considérons une suite exacte :

n
(Ul——)N———} O,pq l—ﬁ..... —_— Q_;°...._) H, — (D).

D’aprés les théorémes du chapitre III, =n tensorisant par & sur

Gib,la suite exacte précédentc, on obtient en général une suite exacte

N1 No
(0]—-)N @@%..__) Fo —3 e —58 ——HO® —(0)

€L
(&)
Q
et 41’6@@ € est un module de Fréchet sur &.
La suite exacte précédente est indulte par une suite exacte de

modules sur G(Q) (Q est un voisinage asscz petit de 1'crigine deR™)

P n -1 no
O-Ne & & _ o =& s . 58@ %«%/Eeo L €@ — o
© Ewr" @ &r™M

"
et 1'on peut supposer que 4&@@‘& 3) n & (2) est un module de Fréchet sur

2™
&),

D'aprés la proposition 2 du chapitre I, la suite :

P n__ Ne m—
(o)__>.k”-®<_>8gﬁx—_a‘}ixq LRI ¢ _7\%&)@% ©F —

X
est exacte, pour tout x € Q. 1} résulte immédiatement do la suite exactc
précédente, de la proposition 1 (eppliquée é\Arau lieu de #6) et de la re-
marque 3 du paragraphe 1.
Si g = dh(#6), le moduleaﬂjest libre et pour tout x assez voisin
de l'origine.Jw Q%)g 693&:83t un module libre sur Si. La derni2re suite

o~
exacte montre alors qu’en général : dh(#é ®@$@‘§x) < g. Ceci démontre 2).
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Théoréme Z.

Soit m un idéal propre de CLD tel gue Ob/n 30it normal de dimension

p-k et tel que dh[CLn/w] < n-1. En génfral, pour tout x appartenant &

St ,—\J
V(O [TT]] et assez voisin de 0, 1'anneau ‘KZX/TX( © [r]) est normal de di-

mensiocn n-k.

Démonstration.

Nous vérifions le critére de normalité (lemme 6). Remarquons d'abord
que : k = ht(n) < dh[Clb/n] < n-1 (cf. Dﬂ, chapitre IV). En général, pour
tout x appartenant a V( é;T}]] et assez volsin de O :

1) D'aprés le théoreme 1, ‘Sa/Txiégﬁi]] est réduit et équidimensicnnel
de dimension n-k.
2} D'apreés les propositions 1, 2 et 4 du chapitre III (la vérification

est facile et laissge au lecteur)

Vamman 4

ht(fo (T (@ [1]))) > 1nfln, ht(K, (1)) > infln, k+2) = ks2.

(la derniére inégalité résulte du lemme 6).
,—'\J
3) D'aprés la proposition 2,2) : ah(F./T (@ [N < dnta, /M < n=2.

PN
Donc H _,(F, /T (@ [1])) = R (cf. remerque 3, § 1),
4) D'apres la propesition 2,1), pour i = k+2,...,n=1 :

ht(H, (¥ /T (© [i]11) > infin, htH (G /m))) > dnfln, 1+1) = 141
(la derniére ingégzalité résulte du lemme 6).

D'aprés 1), 2}, 3), 4), le critére de normalité est vérifié, c.q.f.d.
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Remarque. Si 1l'on ne fait aucune hypothése sur la dimension homologique de
(ip/ﬂ. on a le résultat suilvant (démonstration identique & la précédente)
S —

en général, pour tout x appartenant & V( ©® [ﬁ]) - {0} et assez voisin de O,

o~
1'anneau fﬁX/Tx ( © [n]) est normal de dimension n-k.

§ 4 - MULTIPLICITES LOCALES DE L'IMAGE RECIPROQUE D'UN ESPACE ANALYTIQUE PAR
UNE APPLICATION C .

Si A est un anneau local noethérien d'idéal maximal n et de dimen-

K i, i+1
(® n/n 7).
M g T

On sait qu'il existe (cf. [@], chapitre II) un polyndme FA tel gue :

sion g, on pose, pour tout K€ N : FA(k) = dim

— _ k+q k+g-1
Falk) = ao ( q ) +a, ( -1 ) o+ L.l 2

ot les 2y sont des entiers rationnels et pour tout k assez grand :

Fplk) = FA[R). La multiplicité de 1'anneau local A est égale & ao.
Supponsons en particulier que A = CLD/I {I désigne donc un idéal
de hauteur p-g). Soit 7 un idéal contenant I, tel que be/w soit régulier

de dimension r et tel que ® ﬂl.A/ﬂi+l.A soit un moduls libre sur (ib/n.
i>0

Lemme 7.

Avec les hypoth&scs précédentes, soit ©% un homomorphisme de

o*
R-algeébres de Glp dans ®. Supposons que TOR1 (pr/n,ﬁél = (0} et que

T /0% (7). B* est un anneau local régulier de dimension r+n-p. Si

Ay = Fro¥ (). F:
j#n=p-1
sin>p , VkeN F, (k)= I F oo (3Pl
— A@ i+i=K A n~p 1
sin<p, VkenN F, (k3= I F, (1) (J*p-n-1y

i+j=k 'O p-n-1
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Démonstration.

Montrons d'abord par récurrence sur i > O que

o*

TOR (A/ni.A.fF] = (0). En effet, ceci est évident si i

1

si i > 1, on a une suite exacte

1 (car A/T.A = Gb/v]

©0)—s 1 asmtA —y AsntA — At A — (o) et

*
TDR? (ni7d

i IR AN O | Ty . e
ATEAL T = TOR; (A/n" ".A,%F) = (0), d'aprds 1'hypothese et

1’hypothése de récurrence. En tensorisant par T; sur CLp la suite exacte

précédente, on voit que : (wi-l

ce dernier module est donc libre sur

i
= po *(ryd VRN LY =
Ai rg T/@*[T\’]- 3:(3?0 0% (m) -AO/O (m) 'A(‘)) rg

.A/ni.A] @%*‘§‘= O*Tw]i—l.AO/O*(ﬂli.A :

0

X /0%(n). N . En outre :

i
(® w.amdtay,
AL/ 50

On a les formules (cf. Eﬂ, corcllaire 2 proposition 1, chapitre TI) :

Falk) = 2 2y [j+f;1)
i+j=K r

Fo(k) = 3 (3*THnep-ly

Ao 1egek 1o TP

Supposons n > p. On a :

FA (k} = £ A z

0 1+3=k jrejr=y L

(37ar-ly (37+nmpel,

n-p-1

d'ou la premiére 8palité. La seconde s'en déduit en permutant les rdles de

p et n.

Corollaire.

Avec les hypothéses du lemme 7, les anneaux A et AO ont la méme

multiplicité.

.
3



Démonstration.

Supposons . par.exemple n > p, Soit € le polyndme ‘tel que, VYkeN :

= —P j+n-p-1
G(k) = F, (k) - L F, (1) ( _
Ae 1+9=k A n-p-1

On vérifie, en utilisant le lemme 7, que G est un polyndme de degré

)n

< n=p-l, nul si n = p. On a d'autre part :

_ q -
Fy (K] = G(K) = 3 Doa, dh dmey .
0 i+j=k £=0 9 n=p

g _ k+£+n—p)
feg “g-£ " Z+n-p

Cecl montre que la multiplicité de Ae est a,, c.q.f.d.

A tout & appartenant a Hom[fxb, &), on associe, une fois pour
toutes, une application ¢ e :IRQ—blRp telle que 0(0) = O et telle que le
germe O de © & 1'corigine induise & (i.e. & = 9*].

Soit 7 un faisceau d'idéaux, analytique cohérent sur un voisinage
Qp de 1l'origine de(Rp et soit Q le faisceau des germes de fonctions analy-
tiques réelles sur Qp. D'apres le théoréme 1 du chapitre III :

(A) En général, il existe un voilsinage © de 1l'crigine de R" tel que

_ P .
o(R) < np et Yx € o - {0}, TOR, tjix, Q. } = (0).

(x) o(x)

D’aprés le théoréme de quasi-transversalité :
{B) En général, il existe un voisinape  de 1'origine dean tel que

o) © Qp et Vx € @ - {0}, tel que G soit un anneau local régu-

otx) o (x)

lier de dimension r, l'anneau T?x/@*‘(w@(x]].'}; est régulier de dimension

r+n=p.
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Lemme 8.

Soient f}, 7, deux faisceaux d'idéaux, analytiques cohérents sur
1§

un voisinaege U de 1l'origine de(Rp. Supposons gue ?SC:H ot que Q.,/1, est

réduit de dimension > 0. Posons ék= Olj%. I1 existe un voisinage U'C U de

1'origine et un faisceau dfidéaux w', analytique cohérent sur U’, tels que :

mU'c w3 Quo/nl est réduit et dim(Q /1) > dim(GL./7}3) : enfin,

YyeVin{u') ~ Virn'), & /n  est régulier et @® nl.af /wi+l.§b est
vy 150 yy y

un module libre sur Ciy/wy.

Pour une démonstration, nous renvoyons & J. Frisch Ei}, § 2 s
Platitude générigue.
Théoréme 3.

Soit’é un faisceau d'idéaux, analytique cohérent sur un voisinace

Qp de 1'origine delRp. Posons d%= O/\ﬂ. Si O est une application c” dem"

dans RP telle gue 9(0) = 0 et si x € O—l(ﬂp]. on pose

- >
c)i:@‘x WE y ('JO[XJJ.TAX,

P . . . - n
En général, il existe un voisinage @ de l'origine deR tel gue

e(R)IC Qp gt, Yxe (0 - {0}) O O-l (supp ('Jh')]

. j+n-p-1

sin>p, VKEN F (k) = T Fy (1) (NPT
o7“30 X 1+j=k 61G[x] n=p-l

. J+p-n-1

51pin,Vk€N FJ (k) = L F 1y ¢~ .7)
Jﬁ@[x] i+j=k Q.E@.x n=p-l

et, en outre, les anneaux dt@[x] et ak@ X ont la méme multipliciteé.
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Démonstration.

(1)

Construiscns, par récurrence sur i€ M, un voisinage Qp de 1l'ori-
p b s (i} . {i)

pine de R™ et un faiscrau d’idéaux w , analytigue cohérent sur Qp
(D) (0) _ (0

m = ™

P X

= 0 et
p

- on pcse H (i.e., six € QD, est 1a

racine de Ux].

-si1i>0, le lemme B associe & l'ouvert U = Qéi-ll ;3 au falsceau
AT 'Qéi_ll s am = e e2 , un voisinage U' et un faisceau d'idéaux =’
sur U'. On pose : 9(1] = U' ; ﬂ(l] = 7',

Si wgi—l) Qo , on a: dim(flo/ngi]] < dim(Clo/ﬂgi_l)). I1l existe

donc un entier s tel que, en diminuant Q;S) si nécessaire : V(ﬂ(S)] = .

Le théoreme résulte immédiatement des remarques (A) et (B) appliquées

(0) {s=1)
™ T

succaessivemaent aux faisceaux d'idéaux w = : du lemme 8 ;

s e e a8y

du lemme 7 et de son corollaire.
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