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IDEAUX DE FONCTIONS DIFFERENTIABLES, II C* ] 

par 

Jean-Claude TOUGERON et Jean PiERRIEN 

INTRODUCTION, 

Le but de cet article est la démonstration d'un théorème annoncé 

dans \f\. 

Soient (Xp Cresp. ) l'anneau des germes de fonctions numériques, 

analytiques au voisinage de l'origine de (R Cresp. C au voisinage de l'ori­

gine delR n). Désignons par Hom(Êt^,^) l'ensemble des homomorphismes ô de 

(R-algèbres de 0,P dans %. Si -+tt> est un module de type fini sur €t p, nous 

montrons qu'"en général", ̂ ( E ) ^ ^ est un module de Fréchet sur et qu'"en 

général", pour i > 1, les TOR.̂  sont des fR-espaces vectoriels de 

dimension finie, nuls pour i > supCdhf-Ht) - n, 0). En particulier, pour tout 

module de type fini +fe sur <Xn = ® ^ est un module de Fréchet ; en 

outre l'anneau (f est un ^-module plat. On retrouve un théorème de B. Mal-

grange, [4]. 

Le chapitre I traite des modules de Fréchet. Soit l'anneau 

des fonctions numériques C sur un ouvert û defR n. Un module #6(Œ) sur 

est un module de Fréchet, s'il existe une suite exacte : 

(0) ^ (Jk(n) >g(fi)p
 >4tL{Q) * (03, où <R>(ft] est un sous-module 

fermé de type fini de $(Q) P. Un module W, sur $ est un module de Fréchet 

Cet article sera publié aux annales de l'Institut Fourier, vol. I, 1970. 



si -4H> " HiiQ) (9 ^ (ft)^' o ù fi e s t u n v o i s i n a g e d e 0 e t ^ (Qî un module 

de Fréchet sur (|(Œ). Un module de présentation finie sur (f est un mo-

dule de Fréchet si et seulement si l'application canonique : *#(>—>^6®<o 7* 
ru o 

est injective ( ^ est l'anneau des germes de champs de séries formelles en 0). 

Cette dernière caractérisation est importante, car elle permettra, au chapi­

tre III, d'utiliser des techniques, d'ailleurs très élémentaires, d'algèbre 

homologique. 

Nous avons groupé au chapitre II, la partie [d'ailleurs essentielle) 

de la démonstration, où interviennent les techniques propres aux fonctions 

différentiables. L'inégalité de -tojasiewicz y joue un rôle fondamental. Si 

(*3 , *5') est une k-strate de $(Œ) vérifiant certaines conditions, et si ^J' 

est un idéal fermé, l'idéal est fermé (proposition 5). Ce dernier résultat 

et le critère de platitude (chapitre III, lemme 1) entraînent facilement le 

résultat annoncé (chapitre III, théorèmes 1, 2, 3). 

Nous donnons au chapitre IV trois applications des théorèmes fon­

damentaux. Signalons simplement les deux premières. Soit TT un idéal de CXp : 

si l'anneau Q^/^ e s t réduit et équidimensionnel et si dh(CLp/TO < n, "en 

général" <£/© (TT). ^ est "formellement réduit et équidimensionnel en tout 

point voisin de l'origine" % si l'anneau Cl /ir est normal et si 

dh(GLP/*»T) < n-1, "en général" / <S> (ir). & est "formellement normal en tout 

point voisin de l'origine". 



CHAPITRE I 

5 1 - MODULES DE FRECHET SUR <£ (fi). 

Soit fi un ouvert de rR n

a On désigne par <£ 1G faisceau sur fi des ger-

mes de fonctions a valeurs réelles et de classe C . 

Si F est un fermé de fi, on note nry l'idéal de o£(fi) formé des fonc­

tions plates sur F (i.e. nulles sur F ainsi que toutes leurs dérivées) et l'on 

pose $(F) • $(fi) / m^. On désigne par Tp la projection canonique : 

të(n) — • £ C F ) . 

Soit (x^f...fx ) un système de coordonnées de l'espace euclidien 

{Rn et soit 1? * fR[[x 1 #.*>< n]] l'anneau des séries formelles en x^,...,xn 

à coefficients réels. Si x G fi, l'anneau $(x) est isomorphe à Cà tout 

cp € (f(fi), on associe sa série de Taylor en x : l'application de £(fi) dans<£ 

ainsi obtonue est surjective (théorème de Borel généralisé) ot son noyau est 

jm 3• Pour cette raison, l'anneau §(x) sera noté $ . On a une injection ca-

nonique K. : $(fi) > Tf $ = ^ W ) . 
xe<$l 

Munissons <§(fi)p de sa topologie habituelle d'espace de Fréchet 

(convergence uniforme des fonctions et de leurs dérivées sur tout compact 

de fi). Soit ^(fi) un module de type fini sur (̂ (fi) et considérons une suite 

exacte ; 

M (0) >&(fi) >^(fi)p >(0). 
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On munit b̂(fi) de la topologie quotient de ^(ft) P/#UQ) : cotte to-

pologie T est indépendante de la suite exacte (•*). En effet/ soit : 

(V) (0) >6U(n) ^ S ( n ) p f >-W>(n) ->(o) 

une seconde suite exacte. On peut construire un diagramme commutatif : 

(•) > «Uni >4tun) x o ) 

v i f * 
(0) *6V(f l ) > ^ t f t ] p >^M6[n) > (0) 

ce qui montre que T , > T .• De même < T donc T = x Cette topologie 

sera dite canonique. 

Proposition 1. 

Si 4K>(fl] est un module de présentation finie sur ̂ (fl) (i.e. &Cfi) 

est un module de type fini sur les conditions suivantes sont équi­

valentes : 

1) m>{Q) muni de la topologie canonique est un espace de Fréchet (i.G. 

<fo(ft) est un sous-module fermé de <ff(fl)p), 

2) l'application canonique : 

4ft(n) >#tiQ) ®^iQ)^tQ) est injective. 

Démonstration. 

De la suite exacte M, on déduit le diagramme commutatif : 
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(0)—± { C \ A,(fi) + m°°. £tn) p)/&(ft)-~*'f«(n) > -rr MM ® y > f o , 
xefl x \ xWfl ^ G l " J 

où j désigne un morphisme fonctoriel évident entre deux foncteurs exacts à 

droite. Le module 4%IQ) admet une présentation finie : 

<f(fl)q >$(fi)p >"W6(fi) >(Q). Puisque J i g ^ q * J ̂ (^jp s o n t d e s isomor-

phismes, j^f^j 8 S t u n isomorphisme. La première ligne du diagramme étant 

exacte, l'application sera injective si et seulement si 

(Q) p, i.e. si et seulement si dUîiî est fermé dans 
xe a x 

$(fl)P (ceci d'après le théorème spectral de Whitney cf. B. Malgrange £4], 

chapitre II). 

Définition 1. 

Un module 1ft(fi) sur $ (0) est un module de Fréchet s'il est de pré­

sentation finie sur $(Œ) et s'il vérifie l'une ou l'autre des conditions 

1) et 2) de la proposition précédente. 

Proposition 2. 

Soit *#£(&) un module de Fréchet sur ^(fl) et soit F un fermé de fl. 

On a l'égalité : T O R ^ 3 HffcCÛ), $(FÎ) = (0). 

Cette proposition est une conséquence facile du lemme suivant : 

Lemme. 
Soit {¥.} une famille dénombrable de fonctions appartenant à 

i€ N 
l'idéal nu- Alors il existe ¥6 rrC strictement positive sur fi - F et pour tout 
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ie N, une fonction h.e nu, telles que : ¥. = h. . —, i —h • 1 1 

En effet, supposons démontré le lemme précédent. Considérons une 

suite exacte de modules sur $(fi) i 

(0) >&(fi) >£(fi) P vW,(î» >(C). 

Nous devons montrer que l'application : (SUtflî ®<^(Q] $(FÎ—>(f (F) p 

est injective, i.e. que : m_ . (fi) r> m" . <S (fi)P. 
—r —r 

Soit (H^î eft>(fi), les ̂  étant infiniment plates sur F. D'après le 
00 

lemme précédent, il existe ¥£mp, strictement positive sur fi - F et, pour tout 

i 6 jj, pj , une fonction e m^, telles que ^ = . 

Visiblement, (h } e C\ &(fi) + m°° . g(fi)p = &(fi) et 
1 xefi X 

(¥.) « H? . Ch.) e rr£ . &(fi) , c.q.f.d. 
1 1 —r 

Démonstration du lemme. 

Par une partition de l'unité, on se ramène au cas où fi =rR n et F est 

un compact de fRn. Si u = Cu-, 9. 0,u ) £ $ ( R
n ) S et si K est un fermé de(R n, on 

— i s 
pose : 

= S U P I d 0 ) ^(xîj. Si x€lR n, on désigne par d(x,K) la dis-
x^K 

i e [l,s] 
\(ù\€ [o,r] 

tance euclidienne de x à K. 

Pour tout entier i j> 0, posons IL = {xefin ; d(x,F) < 1/21} $ 

FjL • U± - U i + 1 , et pour i > 0, G± = (IR
n - Ui-i 1 U ^ i + 2 ) . L a d i s t a n c G e n^re 

les fermés et est supérieure à . D'après un lemme classique (cf. 

B. Malgrange, [4] , page 11, lemme 4.2). nous pouvons construire des fonctions 

^efétR 1 1) telles que s 
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a) c± * 1 sur I ^ 38 0 sur i e± ^ 0, 

b) il existe des constantes indépendantes de i € N + , telles que : 

(1) | | . M * < C r . 2
l r . 

IR r 

Par hypothèse, Y £ nrip ; a tout entier r > 0, on peut donc associer 

un entier y(r) > 0 tel que, \/x € ^ et Vie [o , rJ, on ait l'inégalité : 

2 
(2) | K I | r i d(x,F) r . 

1 x 

On peut supposer la suite y(r) croissante et tendant vers l'infini 

quand r tend vers l'infini. Nous construisons une suite S(il d'entiers posi­

tifs, comme suit : S(i) « r, si y(r) < i < y(r+l). 
! S(il 

Les inégalités (1) entraînent que la série E (—) . 
i-p(l) 2 1 1 

n OO 
converge uniformément sur {R ainsi que toutes ses dérivées. Soit T'éin. sa 

—r 

limite. Puisque V est strictement positive sur U - F, où U est un voisinage 

de F, on peut en modifiant de façon convenable ¥ f, construire une fonction 

^ n n H <*(|R ), strictement positive surff? - F et égale à ¥• dans un voisinage 

de F, Donc, en restriction à IRn - F, » . V, où les sont indéfiniment 

dérivables surfRn - F : il reste à montrer que les quotients h^ sont prolon-

geables an des fonctions plates sur F. 

Soit x e U - . - U f $ alors x € F . avec y(r) < j < P(r*l). yirJ yir+1J j — 

1 S(j) i r r 
Ainsi : (3Î r(x) > t-~) = (--} > dfx,F) . 

2 J 2

J 

Pour tout s€W, il existe des constantes C > 0, telles que t 

\ 3 | K | | s S 

(4) Vie w et V x € U 0 - F | U ) | < c» 1 * 
* x 3 |<F'Cx)|8 1 
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En définitive, si r > s et si x e U r , - U . .., d'après (2), (3) 

et (4) s r 

V i , [ o , a ] \â\\l < c ; - i ^ Ï < cidix-F)"-'"- 1'. 
^ S | Y T X J | 9 + l S 

Donc, lorsque d(x,F) > 0, | |h^ | |̂  >0, i.e. les sont prolon­

geâmes en des fonctions infiniment plates sur F, c.q.f.d. 

Corollaire 1, 

Soit : (0) >4ti,'(fl) >4H>M) ^"(fl) >(03 une 

suite exacte de modulas sur ^ ( fl), Si -fit' ( Q) et 4f̂ "(̂ 3 sont des modules do 

Fréchet, -Utitt) est un module de Fréchet. 

Démonstration. 

Les modules 4tV (8) et -W(^) étant de présentation finie, il on se­

ra de même de -ff£(ft). Considérons le diagramme commutatif où les lignes sont 

exactes : 

(0) , vffG'Cfl) >4f6(fi) yW(iï) >(•) 

Lmn) 

-Ht'Cfl) <8> Î (fi) —>-W>(fl) <$>&{Q)—>W(n) ® -> (0) 

! 

xefi x € fi x<tfi xefi 

D'après la proposition 2, 1Î TOR (-tt&"(fi), *5» ) = (0). Los 
x£ fi X 

applications L ^ , ett^„^j étant injoctivos, ^^(q) e s t injective, c.q.f.d. 
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Corollaire 2, 

Soit -JMjjCl) un module sur <f(fl) admettant une 2-présentatlon finis : 

n 9 n. n c 

i ^Cfl) 1 >4HJLQ) > (0 ) . Le modulo -Hfc(O) est 

un module de Fréchet si et seulement si T O R ^ 1 0 * WMfl), %M)/t W)) s (0 ) . 

Dans ce cas : TOR^ 1 0*Hft(fl), QtQ)) = (0 ) , 

Démonstration. 

En tensorisant par "f/Ê(Œ) sur ^(ft) la suite exacte : 

(0) » Ç ( 0 ) / 8 (fl) > (0 ) , on obtient une 

suite exacte : 

Le module 4H>(îîî admettant une 2-présentation finie, on vérifie 

facilement que T O R * 1 0 1 <#6t«), £(fl)) » T TQR* ( Q ) ( > H G ( 0 ) , . 
1 xeù 1 x 

Le corollaire 2 résulte alors immédiatement des propositions 1 et 2 . 

S 2 - MODULES DE FRECHET LOCAUX. 

Un faisceau différentiable Mi^ sur fi (i.e. un faisceau de modules 

sur ) est quasi-flasque, si pour tout ouvert U de Œ, l'application canoni­

que \ + 
$ G(U)->#6{U) est un isomorphisme (J.C1. TOUGERON [ô] ). 

Soit HiiÙ) un module de présentation finie sur $(fiî. Il existe une 

suite exacte : ^ ( f i ) q - > £ ( f l ) p ^ ( f t ) > ( 0 ) . Le morphisme <4>fi dé­

finit un morphisme ^ — > $ p . Si 4H> » coKer , pour tout ouvert U 
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de fi, 4&(U) = "M(fi) 1 ̂  faisceau -#6 est donc quasi-flasque, 

("V 

On définit un faisceau flasque S* sur fi en associant à tout ouvert 

U de Q le module ^? tU) sur 6 (U) (les morphîsmes de restriction sent les mor-

phismes canoniques évidents). Vérifions que SF* est quasi-flasque, i.e. que 

l'application canonique : 1 r (fi) ^(U)—vÔfCU) est un isomorphisme. 

Elle est visiblement surjective. Soient ^f^,....,q> 
f f e£(U) tels que E q» . f. = 0. D'après le lemme de [Ô] , il existe 1 p . . ' i l r ^ J 

1=1 
e € <f (fi), telle que e soit plate sur fi - U, ne s'annule en aucun point de U 

et les fonctions e . f^ se prolongent en des fonctions f'. indéfiniment riéri-
1 P 1 

vables sur fi, plates sur fi - U. Visiblement, E op. f ! = 0 et 
i-l 

P p f ! p 
E cp. <g> f. = E cp . <3> — = ( E cf.. f I ) ® 1/e = 0, c.q.f.d. 

• n 1 1 1 £ . . I l 1=1 1=1 1=1 

Les faisceaux -+K> et s étant quasi-flasques, il en sera de même 

de ^ t ® ^ 5^ : en effet, on a une suite exacte : $ > ^ p >-f >(0Î* 

d'où une suite exacte : 3 P q >3* p >--^t®^^ >(0) 5 les faisceaux tF , 

<3?p étant quasi-flasques, ̂ <S>̂ > ̂  est quasi-flasque (cf. [s] , pronosition 1). 

îl en sera de même de ker(u, ) où w est l'application canonique : 
Jt\ -rrh 

Soit xefi. Si est un module de présentation finie sur <f , il 

est aisé de construire un module de présentation finie ̂ C(fi) sur $(fi) tel que 

^ x = "MUfi) ® S (fi) ̂ x ^ i a G a ^ x

 e s t l a ^ i b r o G n x d u faisceau -Ht associé 

au module ^(fi)). Un tel module -#6(fi) sera par définition un représentant de 

j% sur fi. 
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Proposition 3. 

Si U est un ouvert de Q et si^K>CQ) est un module de Fréchet sur 

JUlU, ̂ 6(U) s ^(fi) ®jj(si)^iu) e s t u n M ° d u l e d e Fréchet sur ff CU). 

Démonstration. 

Il suffit de tensoriser par <§ (U) sur (£(Q) l'application ^-^JQJ Q t 

de remarquer que <§(U) est un module plat sur $(ft) (cf. [jî] > corollaire du 

lemme) et que \> est quasi-flasque. 

Proposition 4 . 

Soit un module de présentation finie sur Les conditions 

suivantes sont équivalentes : 

1 ) si -JK>jn) est un représentant de jjj^ sur ù , il existe un voisinage 

ouvert U de x dans il tel que ̂ (U) soit un module de Fréchet sur <§(U)» 

2) l'application canonique t. : -ffL—^ ^% ® <p ï est injective. 
*^x X G X

 X 1 1 

Démonstration. 

Soit <Wo le faisceau associé au représentant 4H>(Œ). Le noyau 

ker(i^) du morphisme canonique : 4f(> — e s t quasi-flasque. La con­

dition 2 ) signifie que ̂ ( u ^ ) ^ = (0) d'après la proposition 4 de [ e j , 

il existe un voisinage ouvert U de x tel que ker&^fU « (0) \ i.e. ^ - j ^ ( u j 

est injective, i.e. -^(U) est un module de Fréchet sur ̂ (Uî. Ainsi 2) en­

traîne 1 ) et la réciproque est triviale. 

Définition 2 . 

Un module M\> sur <J est un module de Fréchet s'il est de présen-

x X 1 1 ~ 

tation finie et s'il vérifie l'une ou l'autre des conditions 1 ) et 2) de la 
proposition 4 . 
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Un sous-module N de £ n est fermé si § P/N est un module de Fré-
X ^ X ^ X X 

chet. Cela signifie que N est induit par un sous-module fermé, de type fini 
x 

de ^(ft)p, où fi est un voisinage convenable de x. 

Proposition 5, 

Soit un module de Fréchet sur $ . On a l'égalité ; 

TOR^ (4f^, £ x) = (0) 

(ceci résulte trivialement de la définition précédente et de la proposition 2]. 

Proposition 6, 

Soit un module sur $ admettant une 2-présentation finie : 

% 2 ^> 1- ° >4K> >(0). Le module -fR est un module de Fré-
x X X x ^ x 

chet si et seulement si T0R 1

x HK>X* ^ ^ 3 ^ = • Dans ce cas : 

TOR X m , *S? ) = (0). 
1 x x 

(ceci résulte trivialement de la définition précédente et du corollaire 2 

de la proposition 2). 

Proposition 7. 
ex S 

Soit (0) >W>\——^ AH> - > ^ ; v MO) une suite exacte 
————— X X X 1 

de modules sur Si et -fK>£ sont des modules de Fréchet, ̂  est un mo­

dule de Fréchet. 

Démonstration. 

Les modules tfh'^ et 4H£ étant de présentation finie, il en est de 

même de -fli. Soient ^ (fi), 4ft(fi), W (fi) des représentants sur fi de M9, #i , 
x x 

-Hi9^ respectivement s 4K/, -#t>" les faisceaux associés à 4*6' ( f i ) , ^ > ( f i ) , 

4Ha"(^) respectivement. D'après la proposition 5 de [e] il existe un voisinage 



-11-

U de x et une suite de faisceaux : (03—vftf/lu a >4K)[U —ÉL>^»|ij — > ( 0 ) , 

telle que les morphismes a, 8 induisent respectivement en x les morphismes 

a x e* ^x" *~eS ̂ a i s c e a u x a* * m ^er 6/Im a sont quasi-flasques (cf. [S], 

proposition 1) et (Ker a) ={*ft5ïm g) = (Ker g/Im a ) x = (0). D'après la propo­

sition 4 de [ô] , en diminuant U si nécessaire, la suite 

(0)—*>-*&'(U3 f>-K(U) — * - C ( U 3 >(G3 est exacte et l'on peut supposer 

que 'HG'dlî et 'W(U) sont des modules de Fréchet sur (?(U). D'après le corol­

laire 1 de la proposition 2, ^ ( U ) est un module de Fréchet. Il en sera de 

même de 

Un exemple. 

Soit m l'idéal maximal de <f : m est l'idéal des germes nuls en 
X X X 

x et est engendré par les x^ - (les a^ sont les coordonnées de x). Visible­
ment, £ /m est un module de Fréchet. 

x —x 

Soit N un module sur et supposons quo dirTjp(N) < 00. La suite des 

m* . N est décroissante et donc stationnaire, i.e. il existe i tel que 

m • m* . N = m* . N. Il en résulte, par le 1erroné de Nakayama, que 
X X X 

m^ . N = (03. Ainsi N est un module de longueur finie sur l'anneau noethérien 

. Il existe une suite croissante N 0,...,N S de sous-modules de N telle que 

N 0 - (03 ; N Q = N et Vie[p,S-l] N. /.M. * $ /m . D'après la proposition 7, 

N est un module de Fréchet. 
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Proposition 8, 

Un module 44i , de présentation finie sur S , est un module de Fré-
' • X 1 • — x • 

chet, si et seulement si kert ) est un fR-espace vectoriel de dimension Mx 

finie. 

Démonstration. 

La condition est évidemment nécessaire. Montrons qu'elle est suf­

fisante. Posons tfi9^ - kerf ̂ ^ x^ * 4H£ = ^ 0 n v â r i f i e immédiatement 

que kerft „ ) = (0). i.e. -4*GW est un module de Fréchet. D'après la remarque 

précédente, -+f^ est un module de Fréchet. Il suffit alors d'appliquer la 

proposition 7. 



CHAPITRE II 

Dans ce chapitre fi désigne un ouvert defR n, $(fi) l'algèbre des 

fonctions numériques de classe sur fi. Si cp » (<f ̂ ...jcf ) est un élément 

de (<f (fi))s, on note (<f) l'idéal de ^ (fi) engendré par cp» et 

D(f x f k) 
J . ( C P ) l'idéal engendré par u>,,...,a) et tous les jacobiens jrz . 

K ' » 1 ' S U l X , |iiiX, J 
1 k 

où fj,...,^ appartiennent à (<f ). 
Si x * (x,,...,x )€ fi, on note llxll la norme euclidienne de x, et 1 n 

si F c fi# d(x,F) désigne la distance de x à F. Si F est vide on pose 

d(x,F) = 1. 

On pose, pour p ̂  0, B(x,p) = {y, | |x-y| | j< p}. 
n d'WU Si (j) = (a).,... ,a) ) e M et q?€G(fi)# on note -L- la dérivée l n T - a) D x 

. Si K est un compact de fi, et y e M on pose 
* Wl 3

 W n 
oX- • • • 3X 1 n 

X€K, 103f <\x D x 

$ 1. 

Définition 1, 

Soient F et G deux fermés de fi, et f une fonction numérique sur fi. 

On dit que f vérifie ^>(F,G), ou que f vérifie sur G une inégalité de tojasie-

wicz par rapport à F, si, pour tout compact K contenu dans G, il existe deux 

constantes C > 0 et a > 0 telles que : V x e K |f(x)| •> C d(x,F) a. 
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Définition 2. 

Soient ^ un idéal de type fini de F l'ensemble de ses zéros. 

On dit que 3 est un idéal de -tojasiewicz s'il existe f 6 $ vérifiant 

<£(F,fl). 

On voit alors que, si cp cp est un système quelconque de gé-
-L S 

nérateurs de ^ , l |cp.| (ou E tp . ) vérifie <&(F,SÎ). 
i=l 1 i=l 1 

Proposition 1. 

Avec les notations précédentes, les propriétés suivantes sont équi­

valentes : 

a) ^ est un idéal de -tojasiewicz. 

b) Toute fonction de (§(0), plate sur F, appartient à (Dp. ^ . 

c) Toute fonction de (f (fi), plate sur F, appartient à ^j. 

Démonstration, 

a) => b) : On choisit un système de générateurs cp , . „ „ , cp et 
j . s 

s 2 

on pose f = E <-f> .. Soit cp une fonction de (f(TO plate sur F. On considè-
1 = 1 i 

re la fonction ¥ = ̂  , définie et de classe C en dehors de F. Nous allons 
f 

co 
montrer que ¥ se prolonge en une fonction de classe C sur fi, plate sur F. 

Pour tout compact K il existe C > 0 et a J> 0 telles que : 

V x € K |f(x)| ̂  C d(x,F) a. D'autre part, pour tout multi-indice o>, il exis­

te C > 0 tel que : 

V x e K - F 1 (x] < C r-777 < C' —i—r~z f|, . 
D x w ~ | f t x ) i H + 1 - C , a > l + 1 d t x , F ) ( M + : i ) a 
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Puisque cp est plate sur F, M^pM^^ tend vers zéro plus vite que 

toute puissance de dix,F), quand d(x,F) tend vers zéro, et les se pro-
D x W 

longent par continuité en des fonctions nulles sur F. 

bî = > c) : évident. 

c) — > a) : si \J n' était pas un idéal de tojasiewicz on pourrait cons­

truire une suite de points x P€ fi - F, convergeant vers un élément x€F, et 
telle que l | 4> (x P)| j< d(x P,F) p . En remplaçant au besoin la suite x P 

i=l 1 

par une sous-suite, on peut supposer que les boules B(x P, d(xP,F)) = 4 ^ 

sont deux à deux disjointes. Soit alors e eîf(fi), tel que e (xP) = 1, 
P C P 

e = 0 sur le complémentaire de fi » et I le I I < — , où C est une 
P P P ®p " d(x P.F) r 

constante indépendante de p chapitre I). 

°° p p 
La série 21 d(x ,F) s converge vers une fonction q> € <S(fi), plate sur F. 

P-l P 

Par hypothèse ^PétJ- Or dans ce cas il existerait une constante C telle que 

| <f ( X

P)| < C l I<f> Cx P31, d'où d(x P,F) P < C d(x P,F) P + 1 , ce qui est im-
i=l 

possible. 

Proposition 2. 

Tout idéal fermé, de type fini, de Çfi) est de toiasiewicz. 

Cela résulte immédiatement de la proposition 1 et du théorème spectral de 

Whitney ( QfJ, chapitre II). 
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5 2. 

Le lemme suivant précise le théorème des fonctions implicites. 

Lemme 1. 

Soient ;< un compact de ff?n et 0 = (6^,,.,9 ) une application de classe 

2 n n D(0 r...,0 n) 
C de iR' dans iR . Posons 6 = — 7 . Il existe des constantes stricte-

1 n 
ment positives, C C 1* C" telles que : Vac K avec 6(a) / 0 et V p , avec 

—, ___— a —————— 
0 < p < ô(a3, l'application 0 induit un difféomorphisme de 

a -~ ••• ...•.. —• •" 

V - 0-1(^> )HB(a,CP ) sur g , où (fc = B(0(aî, C"|5ïa)|p ) ; en outre 
— 3 — a •• a *— a ••• • ^ a — a • • 
°\f z> B(a , c '| ô(a) | p 3. Enfin on peut choisir la constance G de telle sorte 
— a a 

que, VxcB(a,ç|5(a)i 3, on ait J6(x)| > Jli|lL . 

Démonstration, 

Soit aeK, tel que ô(a) ï 0. Posons x - a = y et X - 0(a3 = Y. 

On appelle A la différentielle de 0 en a et on définit G s (Rn x !RP —* (Rn, a a 

par G (y,Y) = A""1CA (y) - (9(a+y) - 0(aî) + Y), de telle sorte que X = 0(x) 
a a a 

est équivalent à y = G (y,Y)6 

a 

La fonction G vérifie G (0,03 = 0 et pour i = l,2, O B.,n, 
a a 

3G 

-r— (0,Y) = 0. Par le théorème dos accroissements finis, il existe C, > 0 

indépendant de a, tel que : 
C. 

VaeK, avec ô(a) i • , ||GQ(0,Y)|| < | 6{ a î|" ! IY| | (1) 

De la môme manière, si 0 < h < 1, il existe C > 0 tel que : 

V a e K , avec 6 (a) / 0, V Ye(R
n, Vy, avec | |y| | _< C |ô(a)|. Vi = l,2,...,n, 

3G 3G 3G 
on ait ^ C y , Y ) - ^ C y,Y) - - S (o.Y) ç (2) 
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et aussi |6(x)| > J i l | l i . 

On déduit de (2), par une autre application du théorème des accrois 

sements finis s 

V y , V y ' , avec ||y|| < C |6(a)| et ||y'|| < c|fi(a)|, 

||Ga(y.Y) - Ga(y',Y)|| < h ||y - y'11 (3) 

Soit P , 0 < P < |ô(a)|, et posons C" • £- Cl - h). 
a a 

Supposons Xe £> , d'où ||y|| < C"|<5Ca)| p . 

a **•*• a 

Définissons par récurrence une suite x P de l'espace (Rn par les for-

1 D D""" 1 
mules : x - a 3 G (0,Y),...,xp - a = G txp - a,Y). Vérifions par récur-

a a 
rence sur p que x pe B(a,Cp ). C'est vrai pour x° = a. Supposons qu'il en 

a 
soit ainsi de x P Alors : 

||x p - a|| < ||g (X 1 3" 1 - a,Y) - G (0,Y)|| + ||g [O.Y)|| 
— a a a 
l M | x P _ 1 - a | | . 1 ^ 5 T c - | « ( a ) | p a < 

< h CP + C(l - h) P = C P ; 
— a a a 

d'après les inégalités (1) et ( 3 ) , l'hypothèse de récurrence et le choix de C". 

La suite x p est une suite de Cauchy j en effet, d'après (3) 

||xp - x"3"111 = ||G ( x p _ 1 - a.Y) - G (x p" 2 - a.Y) | | < h||xP - 1 - x P" 2||. 
a a 

Donc la suite x p converge vers un élément Y(X)eB(a,CP I-
a 
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Puisque x p - a = G (xp 1 - a,Y), un passage à la limite montre que 
a 

Y(X) - a » G CY(X) - a , Y ) , donc que 0(Y(X)) = X pour tout X e & , et 0 induit 
a a 

une surjection de ty sur & . 
a a 

Réciproquement, montrons que pour tout x e V * ylQCxîî = x. En effet, 
a 

x - a = G (x - a, 0(xî - 0(a)3, et yCQtx)) est la limite d'une suite de points 
a 

x Pe B(a,CP a) tels que x
P - a = G (x P" 1 - a, 0(x) - 0(aî). Il résulte alors a a 

de C3) que ! |x - x P| | h| |x - x P \̂ | et donc que x = lim x p = y(0(x)). 
p-Hx> 

Finalement 0 induit une bijection de V sur & , qui est un dif-
a a 

féomorphisme puisque 0 est régulière en tout point de V . 

L'existence de la constante c' résulte du fait que 0 est lipschit-

zienne. Il suffit en effet de déterminer E' > 0 telle que : 

B(a,C'l<5ta)| p )cB(a,CP ) et 0(B(a, c' I <$ ta) | P J ) c & . 
a a a a 

Corollaire. 

Soient q> , . . . , ip. des fonctions de classe C 2 surtR n, r l'ensemble 

des zéros de <fy**<jp^9 g = "~pj^ x~T~ ' Q t K u n c c m P a c t d e ^ « 

1 k 

Alors il existe des constantes H > 0 et H' > 0 telles que s 

k 
V-acK , £ hf.Ca)| > H|fi(a)| inf(|ô(a)|, H' d(a,D), 

i = l 1 

Démonstration. 

On applique le lemme 1 à la fonction 

0(x) = (^jfx), ..,c^^(x),x^ + 1,.,x^) où x = Cx1#...,x ), en prenant 
P a = inf (|6(a)|, ~ d(a,D) si a £ r . 

C 
La fonction <f = (cp ,...,q> ̂) ne s'annule pas à l'intérieur de la 

boule B(a,G P )# et, puisque 0(B(a,C p ) ) D fi> , le point a a a 
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a' s (Q,...0,a , ...a ) n'appartient pas à l'intérieur de © • Donc V a e K : 
K*** J. n a 

K 
E k,(a)| > ||a' - 0(a)|| > C"|ô(a)|po > H|ô(a)| inf(|«(a)|. H

f d(a,D) 
i«l 1 ~ 3 " 

en posant H = C" et H' = | . 

§ 3. 

Dans toute la suite de ce chapitre on étudiera la situation suivante : 

<~fy..., cp Q, 6 sont des éléments de <f(fi) ; ^ est l'idéal engendré par 

cp^,...,cps et *3' celui engendré par t} et 6 ; E (resp. E') désigne l'ensem-

ble des zéros de *3 (resp. $'), et V(6) l'ensemble des zéros de 6. On suppose 

que 6 6 J^f0? • • • » <f » racine de J^( cp ,. „., cp^), et que pour j s k+1,.. ,s, 

6 q>j appartient à l'idéal engendré par cp^,..., cp^. 

Proposition 3. 

Si l'idéal fo' est de tojasiewicz, il en est de même de *3 • 

Démonstration. 

En modifiant 6, on peut supposer que celui-ci appartient à l'idéal 
DC<P ,...,q> ) 

engendré par les r . Soit K un compact de fi. Par hypothèse il 
D I X . , . e « j X . J 

existe > 0 et a _> 0 tels que : 
s a 

V x e K Z |cp.(x)| + |<5(x)| _> H. d(x,£')| (1). 
1=1 1 

On peut décomposer K en K = K'UK", où K* et K" sont définis par 

s H a 

K' = (xeK, l I f^xJl _> -£d(x,£') } 
i-1 

a 
K" = (xe K, |6(x) | > -\ dtx.Z') }. 
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s H 
Puisque £' c E on a : VxeK' E |cf. (x) | > ~ dfx.E*? t2) 

i=l 1 

D'autre part il existe > 0 tel que : 

V x e K " E — — ± * (X) > H dtx.Z'f où i = 

. U l X . , m m m » X . J Z ~" 1 K 

- 1 1 k 
(1 < i, < .. <i. < n). 

— 1 K — 
On peut alors écrire K" = U K'.' où 

i -
V H 9 

— i . i. C 
1 k n 

Notons R l'ensemble ries zéros de <f •> «••••* <f,* Par hypothèse 

V(Ô) O E D R , d'où D(x,R) >. inf(D(x.VCô)),d(x,Z)) >_ inf(Hg|6(x)|,d(x,E)) (3) 

pour un > 0. 

D'après le corollaire du lemme 1, il existe H > 0 et H* > • tels 

que : 
k D(cf , . . . . c p ) r i D C S V ^ k 3 1 

V x 6 K . E ^ ( x ) ! > H D ( x/-_., x,
k

] inf 1- D ( X/ * . H' dCx.H (4) 
1 - 1 Xl \ xl ik 

Il résulte alors des définitions de K" et K£, de (3) et (4) que : 
k H H H 

V x e K " , E )tf.M\ > H -~ d(x.E) a inf(-j, d(x.E) , H'H ~ d(x.E) ,H' d(x.E) ) 
ii=l 1 " c k C K 3 2 

(5) 
La proposition résulte de (2). (5) ot de K = K' U( U KV). 

i -
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5 4 . 

Proposition 4, 

Si est un idéal de tojasiewicz, toute fonction de <f(Œ), plate 

sur E' et nulle sur E, appartient à *3 . 

Démonstration» 

Nous utiliserons le lemme suivant (r désigne l'ensemble des zéros 

de cfi,..., c|>K) : 

Lemme 2. 
! ^ 

Soient F et G deux fermés, E' c F c G c E , telsque ~ ( r 
U l x r V 

vérifie <Jb(F,G3, et soit <-f une fonction plate sur F et nulle sur T, Alors il 
k 

existe k éléments de q ,...,a , plats sur F, tels que - E q. <̂ p. 
i=l 1 

soit plat sur G, 

Montrons comment la proposition 4 se déduit du lemme 2 : 

Soit f e?(8), plate sur E', nulle sur E. Démontrons que fetî. Puisque *3' est 

un idéal de tojasiewicz, d'après la proposition 1 : f e m^i- L'idéal 3' 

étant engendré sur par ̂  et 6, on peut donc supposer, pour la démons-

tration, que f e m . ô et donc que f s'annule sur V(ô) U E, ensemble qui 

contient r . Puisque *3 ' est un idéal de tojasiewicz, 6 vérifie £C>(E',E). On 

peut donc décomposer E en E = M E, de telle sorte que, si i - (i,,..,i. ), 
X I *~ I K 

DCcf 1 q>k) 
«rrr- r vérifie ^b(E',Ej. On ordonne de manière quelconque l'ensemble 
u tx̂ . , • • o , x^ J _1 

1 k 1 2 p k 
des multi-indices : i , i. , . . . , j l ,..., p <̂  C^, et on pose : F Q = E', 

k d F = U 2 4* P ° u r D = 1*2,...,C - Alors si i = (i-,...,i, ) le jacobien 
p .Y -J n — 1 k 

D(<f ,...,^> ) 
7=7—i vérifie %{? ,*F î. Dix. ,...,x. J p-1 p 

1 1 1 xk 
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On raisonne par récurrence sur p : on suppose que f = ¥ p + où 

¥ est plate sur F . et ¥' e (CP . ,... ,cp ). En appliquant le lemme 2 à P p-l p 1 K D ^ 

f a f , F = F -, G = F et en remplaçant le jacobien 7̂ 7 r par 
P P-l P H * D(x 1, ,xR) 

Dt^ r . . . # q > ) k 
7-7 r on trouve que ! - E a. C P , = ! . est plat sur F . Il en 
D(x i ,...,x± J p i=i p + 1 p 

1 k k 1"" k 
résulte que f = ï + l a, cp. + y» et la fonction Y' « E a C P . + 

P +l 1=1 1 1 p P 1 i=i 1 1 p 

appartient à (cp ,...,cp^). Pour p = on a donc f = ¥ + H", avec ¥' e *3 

et * plate sur X, et d'après les propositions 1 et 3, Hf e 3 . 

Démonstration du lemme 2, 

Nous allons d'abord définir sur G - F des champs de séries formelles 
k 

A,,...,A., tels que pour tout xerG - F, T cjp = £ (T A H T Puis nous 
•L K x i*"l x i x 1 

montrerons que les champs A^, prolongés par le champ nul sur F, sont les 
co 

champs de fonctions de classe C sur fi. 

Nous utiliserons la remarque suivante : soit ¥(X^j...,Xn) une fonc­

tion de classe C°° telle que ¥(0,. .Û,X. ,.. ,X ) = 0. Alors 
K + J. n 

»(X) - ^ x 1 £ ^ - m 1 t x k , x K + 1 x n ) dt. 

On définit G : fi —• IRn, par 0(x) = (cf (x),..,cf. (x),x. ̂ .....x ). 
1 * K K + 1 n 

Df^j. . * P K J 
Le jacobien de 0 est TTT r et, pour tout a eG - F, 0 induit un dif-

U 1 X , • • • • • . , X ̂  J 

féomorphisme d'un voisinage de a sur un voisinage de 0(a). Le lemme 1 indique 

comment varient ces voisinages quand a reste dans un compact fixe K, ce que 

nous pourrons supposer pour la suite de la démonstration. 

Pour un tel compact il existe, par hypothèse, deux constantes 

> 0 et a > 0, telles que : 
V X Ê K f>G, — - > C . d(x,F) . Dix.,, ,x. J — 1 1 K 
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a) Définition des champs A^. 

Soit a € CG - F)nK. Avec les notations du lemme 1, où on choisit 

P s |ô(a)|, 0 induit un difféomorphisme 0 de Xf sur (g> . Pour X e <£> 
a a a a a 
posons ; Y (X) = M> ( e _ 1(XD). On a donc : 3 a 

f g ( o , . . , o , x k + 1 , . . , x n ) = o et v a (x ) = ^ x i / 0 -g—, ( t x 1 , . , t x k ; x k + 1 , . , x n)dt. 

En désignant par (<5_̂ (x)) la motrice des cofacteurs de la matrice 

jacobienne de 9 en x, on a : 

•s~(X) = l 1 ^ (0 _ 1(X)] 4 i (G _ 1(X)) 
3X. . , 3x. a o a 
i J = l J 

d'où 

K 1 n 3 <S 
V x C V .<P(x) = If (9(xî) = S q>.(x) /,: ( Z | ^ o (£ (x,t)) dt (1) 

a a i*~l j""l j ^ 
00 

où £ (x,t) est une fonction de classe C à valeurs dans ir* : 

a vf a 

£ (x,t) = 0 1(t cp-Cx), ...,t<jp. (x),x. .,...,x ). 
a a *1 » K K+l n 

n . 6. . 
Posons : A . - /' ( E 4 ^ —^-3 o (£ (x,tî) dt. 

3,1 J0 3Xj o a 

Le chemin t (x,t) dépend de a et les fonctions A . aussi. Mais a a, i 

si x € G, c-P. (x) 38 ... 88 tx) = 0, et £ (x,t) s x. En particulier l (x,t) 
jl K a a 

est alors indépendant de a. Il en résulte que la série formelle en un point 

x e V OG de A . est indépendante de a et définit donc sur CG - F)ftK un a a » i 

champ de séries formelles 
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b) Prolongements des champs A^. 

Fixons m c N . Nous allons d'abord majorer \ \f\ . ||m -
a, i 

a 
Pour tout multi-indice co = (u).,..,a) ) en obtient en dérivant la 

1 n 

formule 11) 

D' WU . _ P. (x.t) 
(2) Vx 6 ̂  ~ ( x ) = /n 9 | U?'" rft 

D x" 0 ô 2 M + 1 t £ Cx.t» 

où P. (x,t) est un polynôme en t, en les r Cx3 pour ja)'| < {ooj + 1, 
1,0) q x " 

et en les Jr- ( £ (x,t)3 pour |o)"| < |w| + 1, dent les coefficients 
3 x 

sont indépendants de a. j i iim+1 

.. ,IM IN IL 
De (2) on déduit : (3) W^W^ 1 C

2 d t n > F ) (2m^l]a ' 
a 

pour tout a €{G - F)0 K, 

On voit facilement qu'il existe une constante > 0, telle que 

V x e \T , dfx,F) < C Q d(a,F). Il en résulte, puisque U> est plate sur F, 

que pour tout p£W, il existe une constante C(p), indépendante de a, telle 

que : ||A J | m < C(p) dCa,F) P (4). a,i <ç -

Désignons toujours par les champs prolongé par le champ 

nul sur F. Pour montrer que A^ est le champ d'une fonction de classe C°° sur 0, 

il faut montrer t[4], chapitre I) que, pour tout meIVi, il existe un module 

de continuité e tel que : 

VaeGOK, VbsGOK, tfxefRR : 

I I / A.(x) - T b

m A ±(x)| < ( M a - x|P . ||b -xlT) * tlU - b||). 
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Nous distinguerons trois cas. Dans chacun d'eux on peut déterminer 

un tel module de continuité. 

1°) a et b appartiennent à (G-F)nK et d(a.b) < C d(a,F) <_ 

< C' |6(a)|2 = C»|ô[a)|p . 
a 

Alors, d'après le lemme 1, b e °\f • Sur y nG le champ A. est celui de la 
a a i 

fonction A .-Il existe alors une constante H > 0 telle que : a, i 1 

l Ta \ C x ) - T b A.(x)| ̂ H ^ M a - x i r * | |b-x| f) ||a-b|| | |Afl | I1"*1 

* ^a 

et d'après (4), | |A .||m+1 est bornée quand a décrit (G - F)OK. 
a,i V a 

2 2ot 

2°) a et b appartiennent à (G - F) r>K et dta,b) > C' d(a,F) . On 

voit alors facilement qu'il existe une constante C£ telle que : 

dCa,b) >_ d(b,F) 2 a . 

D'après (4), il existe pour tout entier p, une constante H(p) 

telle que : 

|T a

m A^x) - T b

m AjCxïl < |T a

m

 A l ( x ) | + 1 ^ A^x)! 

< H(p) C(l+||a-x||m) d(a,F) P + (1+||b-x||m) ri(b,F)P) 

_£ _£ 
< H(p)(aup(i-. - Fi)3

2 a (2+| |a-x| | m

+| |b-x| |
m) | |a-b | i 2 a 

L l L l 
et il suffit de prendre p > 2a (m+1). 

3°) Si a ou b appartient à FO K, l'un des deux termes de la différence 

|"T m A.(x) - T. m A.(x)| est nul et on majore l'autre comme dans le 2ème cas. a i o i 
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§ 5. 

Dans ce paragraphe on suppose, en outre, que Q est un voisinage de 

l'origine dansfRn. 

Proposition 5, 

Si 1 es"fc "fermé, et ai pour tout xeE - {0}, T 6 n'est pas divi-
r "• '• i p i. m ..,. x - • • 

seur de zéro dans l'anneau S\7T tî > ̂  est un idéal fermé. 

Démonstration. 

Soit <wp une fonction adhérente à *3 . Puisque T 0 9 e T Q , on peut 

supposer T Q 4* = 0 . Puisque ^ c *i
9 et que ^ ' Gst fermé, q> e ̂  ' s 

s 
<4> = E a. , cp. + v 5. 

i-i 1 , 1 1 1 

Dans cette égalité on peut supposer que ^ et sont plates en 0 : 

En effet, d'après le lemme du chapitre I, on peut écrire 

cf = cp> cp», q> ' et cf>" plates en 0, cp'(x) > G pour x / 0 ; la 

fonction cp" qui appartient ponctuellement à !j, appartient à ( [4]. 

chapitre II), ce qui donne le résultat, 
s 

Pour tout x / O o n a T <4> = E (T a. , T cp.) + T V T Q t par 
x ^ A x i,l x M x l x 

hypothèse T <-p e T b . Puisque T 6 n'est pas diviseur de zéro dans /T ^ 
X X X X X 

et que T T ô^T 1 on a T £ T H x 1 x x x l x 

Comme on a aussi T c ̂  = 0 e T 0 ti * il résulte du théorème spectral 

de Whitney ( [YJ, chapitre II) que ^ est adhérente à !3 . 

D'où cp = ! ( ai i + ô a i z ] C^i + ^2 fi2 a v e c ¥2 p l a t 8 à 1 , o r i g i n e -
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s p " +1 
En itérant ce raisonnement on obtient : <4> * E ( E ô J a. . .) + ¥ n 6

p + 

^ i-i j=n p + 1 

avec Y _ plate à l'origine, p + i Y s 

Soit K un compact contenu dans V(6). Si d^ est un nombre > Q, on 

désigne par e une fonction nulle sur {x, d(x,K) > ~ ] , égale à 1 sur p — d 
i p 

{ x , d (x ,K) £ -̂ j—} et telle que : 

D ^ l e C I I 

^ < • \\ , où C I I est indépendant de p tYfll , 
D x œ " M | u ) | 

P 
chapitre I), 

Puisque la fonction ô P a. est nulle sur K, ainsi que ses déri-H i,p+l M 

vées jusqu'à l'ordre p-1 inclu, on peut, par la formule de Leibnitz, déter­

miner la suite de nombres d de telle sorte que 
P 

1 1 p i,p + l' ̂  - 2 P 

La série E e ô p a. converge alors uniformément, ainsi que 
p>0 p x-v+l 

toutes ses dérivées. Soit a. „ la somme de cette série. Pour tout p la fonc-
p i 

tion a - E 6 J a est p-plate sur K. 

Par une partition de l'unité on construit alors des fonctions 

a^e cf (.Q), i = l,...,s, telles que, pour tout p, la fonction 

a - E 6 J a soit p-plate sur \/(ô), 
J"° 5 s p . 

La fonction cf - E a. cp. = E ( E <SJ a. . - ajCP + y n 6
P 

i-i 1 1 i=i j-o 1 0 + 1 1 1 p + 1 

est donc p-plate sur V(6}, pour tout p. D'après la proposition 4, et puisque 
s 

^j', fermé, est de tojasiewiez, la fonction «f - E aA cp . appartient à ^ . 
1=1 A 1 
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Corollaire. 

Soient cp^> . . • , cf p des éléments de <f (R), Si Jp(cp ̂ ,.,,, cp ̂ ) con-

tient une puissance de m 0 (m0 est l'idéal de $(fi) formé des fonctions nulles 

à l'origine], l'idéal (cf ̂  ,.., cp p3 est fermé. 

Démonstration, 

On applique la proposition 5 avec : = (cf ̂,..., cp ) ; k = s = p « 

P 9 t D(cf .,<p ) ^ 2 

. , ' i . Dix. ,...,x. J I i=l i v i- i ; 

1 P 

On a V(ô) = {0} et 6 vérifie !£(0,fl). L'idéal = ^ + (6) est 

donc fermé. Les hypothèses de la proposition 5 sont vérifiées. 



CHAPITRE III 

5 1 - UN CRITERE DE PLATITUDE. 

Soit A un anneau local régulier de dimension p, d'idéal maximal n_, 

de corps résiduel _k = A/n. Soit Mi> un module de type fini sur A i supposons 

Mi ï (0). On appelle -/fo-suite de A (J.P. Serre, [ë] , chapitre IV) toute suite 

a = {a.,...,a } d'éléments de n telle que, pour tout i, 1 < i < k, a. ne soit 

pas diviseur de zéro dans -fK>/(a0* • • •#aj_jî • ^"6 Ion pose a Q = 0 ) . On note 

(a) l'idéal engendré par a^,...,a^ dans A. 

Soient A la catégorie abélienne des A-modules de type fini i % une 

catégorie abélienne ; *€' une sous-catégorie abélienne de ^ telle que, pour 

toute suite exacte C C —* C" de la catégorie Sg, l'hypothèse C , C" € 

implique C e 1 ? ' . Si T est un foncteur additif, exact à droite, de A dans 

on désigne par L^ T, le i e m e foncteur dérivé à gauche du foncteur T. La di­

mension homologique globale de A étant égale à p, on a L T = 0, si i > p. 

Lemme 1. 

Soit "fffe un module de type fini sur A. Il existe un nombre fini de 

A-suites de A telles que ; pour tout foncteur additif et exact à droite 

T de A dans , l'hypothèse ; pour tout a, L 1 T (A/(a
a)) e *& , implique : 

V i > 1 , L 1 TVft) g <£' , 

Démonstration. 

Soit a = {a^,...,a^} une A~suite de A. Posons a^ = (a^,..-^} 

pour je [ i a ] i eQ * 0 et supposons que les TCA/Caij ) ) appartiennent à *£'. 
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Montrons, par récurrence sur que V i > 1 T(A/(aj)) e <6? 1 . 

Si j = 0 , le résultat est trivial. Supposons j > 0 et considérons 
a. 

la suite exacte : (•) > A/Ca^) -—^ A / f t£j-i 3 -^A/Ca^l *(0) 

où a, désigne la multiplication par a.» On en déduit une suite exacte : 
3 3 

L± TCA/ta^ n * L ± T(A/(ajî) > T C A / C a ^ n . 

D'après l'hypothèse de récurrence, V i >_ 2, U T(A/(aj)î e ^g', 

c.q.f»d. 

En augmentant, si nécessaire, le nombre des suites 3, nous pou­

vons donc, dans l'énoncé du lemme, remplacer l'hypothèse par la suivante : 

"pour tout a et tout i j> 1, L± T(A/(a a))e^' ". 

Montrons, par récurrence sur la dimension p-k du module ^tt, puis 

par récurrence descendante sur i 0 ^ 1* qu'il existe des A-suites de A, 

telles que l'hypothèse ; V a , Vi_> 1, TfA/Ca01}) s ^' imolique 

L. Ttfrt) c <g». 

L'anneau A étant noethérien, il existe une suite croissante : 

(0) = "H60

 c ^ C +K> = 4H> de sous-modules de <ftf> et des 
1 s 

idéaux premiers de hauteur _> K, tels que ^ j € JjL,s] , 

^ j ^ ^ j - l ~ ^ P j * ^ - P b S e r r e DO ' chapitre I, corollaire 4 de ]a proposition 

7). Utilisant la suite exacte des L^ T et la première hypothèse de récurrence, 

on peut donc supposer que -Ŵ  * A/p où p est un idéal premier de A, de hau­

teur K. 

Si p-k = 0, i.e- si dim(~W,) - 0, nécessairement p = ji. L'anneau A 

étant régulier, l'idéal maximal jn est engendré par une A-suite {a^,...,a } et, 

dans ce cas, le résultat est trivial. 
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Supposons p-k > 0. Si i 0 > p, L. TIMb) = (0). Soit a * {a.,...,a.} 
l o — 1 K 

une A-suite de A telle que p soit un idéal premier minimal contenant ( a i ) . 

On a : ta) = CJ n n tq Q 

où les £{ ̂  sont des idéaux primaires de hauteur k et, par exemple, p est la 

racine de cj = çj . 

Considérons la suite exacte : 
. s 

(0) >A/(a) — ® A/q . >(0) 
J-l 3 

où l'on désigne par c l'injection obtenue, par passage au quotient, de l'ap-

plication : Aa a v~*v^-> (a,... ,a) e A . Visiblement, dim(-&) < p-k. D'après 

la première hypothèse de récurrence, il existe des A-suites telles que 

l'hypothèse : V a , V i > 1, L± T(A/(a
a)) e V implique : 

L. TUi)e et L T(A/(a))€ , donc L. T(A/q) c <£'. 
l o lo l o 

Le module A/t^ étant p-primaire, il existe une suite exacte : 

(0) * A / p * A/fcj ^ ( 0 1 . 

où ^ est un module de dimension p-k. On en déduit une suite exacte : 

L, T(^) »L, T(A/p) *L. T(A/q). 
l o * l o l o 

D'après la seconde hypothèse de récurrence (celle sur i 0), il 

existe des A-suites telles que l'hypothèse : V a , V i 1, 

L. T(A/(a e))£^ implique : L. TCflC) e <6 '. D'après la suite exacte 
1 1 o 1 

a 8 précédente, si l'on a simultanément L^ T(A (a ))f c 6 f et ̂  T(A [a )) e : 

L, T(A/p ) e <g», c.q.f.d. 
l o 
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Corollaire 1, 

Soit 4K> un module de type fini sur A, Il existe un nombre fini de 

A-suites de A telles que, pour tout module 8 sur A, l'hypothèse : 

A ot 
pour tout a, TORj (A/Ca ), B) est de longueur finie 

implique TOR^ ( -Mi , B) est de longueur finie. 

Démonstration, 

On applique le lemme 1, en prenant pour la catégorie des 

A-modules 5 pour % % la sous-catégorie pleine de dont les objets sont les 

modules de longueur finie 3 pour T le foncteur . B. 

Corollaire 2, 

Un A-module B est plat Cresp, injectif) si et seulement si pour 

toute A-suite a de A, on a s 

TOR^ (A/(a), B) = (0) (resp. EXT* (A/Cah B) = (0)). 

Remarque. Soit a = {a.,..,,a,} une suite d'éléments de A et soit B un module 

sur A. Le module & 0ta) des ''relations entre les a. à coefficients dans B" 
D — 1 

est le noyau de 1'homomorphisme s 

K K 

B 3 (b-,...,b.) — — > E a. b. e B. 1 K i = 1 1 1 

On a visiblement : T0R^(A/(a), B) = &>Aa) / &>Aa) . B. 

Le module (ft̂ Ca) contient toujours les relations dites "triviales7' : 

1 K Y et 8 r o = ^r

 0i J où r 0 = 0, si y 4 a et £ 1 r 0 - - aa et r ' = a . 

Si a est une A-suite de A ou si (a) = A, ^(a^) est engendré par 

les relations triviales. 
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§ 2 - EN GENRAL : dinr̂  (TOF^ (+K>,tF)) < « . 

Soit 12 un voisinage ouvert de l'origine 0 de/R n. Les anneaux 

*5*o* 3*o définis au chapitre I, serorvt notés respectivement (5, S5, {F 

(il n'y a aucune confusion possible : nous n'utilisons pas dans ce chapitre 

les faisceaux ^ et 3* du chapitre I). 

Rapportons l'espace euclidien JRn Cresp. fRP) à un système de coor­
données x = ( X , M . . , X ) (resp. _y = (y,,...,y 11. Soit Cx, l'anneau des germes 

«*» n *—* «i* p p 

de fonctions à valeurs réelles, analytiques au voisinage de l'origine dp ïRp. 

Soient m l'idéal maximal de § j n celui de • 
- - P 

Désignons par HomCCXp, <§) l'ensemble des homomorphismes de: 

(R-algèbres de <X^ dans (f. On définit une bijection 5. : 

© m ~> 0 = {Q-99mm,0 ) * <3eHom(€t , të) en posant, : 
P 

V f € <xp> €) (f3 = ftOy.. ,,^1 tpôUr tout 0 appartenant à Hàm((i,p, % ) , 

on a E"x( © ) = ( © (y 1),..., e (y )]). 

Soit T : —• ̂  = -1R'[£>{- , •.. /><n]] la surjection qui associe à tout 

germe sa série de Taylor à l'origine* On en déduit une surjection Y p : 

G P • > ( 0 y , . . . , 0 :
 (!(©:},-*.,T(0 ) ) E « £ P . 

2 
Soit 7T la projection canonique : <Bm — • © m/m . 

P P 

Définition-

Une propriété .(^ relative, aux éléments S de Horo(^, est vraie 

en général, si Vç e $ -m/m^, il.. e xlst a dans $ p une pro varié té algébrique de 
P 

codimension\ infinie V\L telle que tout © appartenant à 

-1 ^ 

5UT P) ( # P - Vç) n Tt^^rÇ)) satisfasse à (g^ (pour la définition d'une pro­

variété algébrique, nous renvoyons à \Y], chapitre 1, S 1). 

Remarque. Il serait naturel d'adopter la définition suivante (cf. J.Ci. TÛUGE-

RON [7], chapitre I, S 31 : 
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Une propriété (^relative aux éléments © de HomCÊO^^) est vraie 

en général, s'il existe dans une provariété algébrique de codimension in-
-1 

finie V telle que tout © appartenant à S((TP) (*£p - V)n&)m) satisfasse 
P 

Avec cette définition, la proposition 1 et donc la proposition 3 de 

ce chapitre, sont vraies -malheureusement, nous ne savons pas démontrer la 

proposition 4. 

Posons © = T o © . Si ÏÏ est un idéal de <5c , on note simplement 

© |V) l'idéal engendré par 0(iO dans <î; par © [jfj l'idéal T ( © { Y J ) , engen-

dré par€>(ir) dans . 

Proposition 1. 

Soit TT un idéal propre de hauteur k de (x^* En général, la hauteur 

de ® [TT] est égale à inf(k,n). 

Pour la démonstration, nous renvoyons à QQ, chapitre I, proposi­

tion 2. En fait, on y démontre le résultat avec l'anneau des polynômes 

fR H/-, > • • • >Y 1 au lieu de C l 88 ÏR{{yn » • • • ,y ))> mais la démonstration se trans-^ 1 p J p 1 p 

pose sans difficultés. 

Proposition 2. C \f\, chapitre I, corollaire proposition 1). 

Soit fi un ouvert de fRn et soit $ un idéal de (fi). L'application 

fi 3x****->ht (T ( *3 ) ) est semi-continue inférieurement. 

Soient © appartenant à HomCClp, <£) ; -#6 un :module sur €L ; B un 

module sur <f : © munit B d'une structure de Cx -module. Le module 
a o « P 

TOR. M (-fft, B) sera noté TOR.^ (-fffc, B) ; de même -Mi>® r B sera noté-fc®~B. 
P 

Proposition 3. 

Soit a = {a.,...,a,} une (X -suite de Cx : 
- 1 B P 
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1) si K < n, en général s T O R ® (Ce /(a), = TOR ® ( <X /(a), 5 ) = (0). 
, — , i P .T. ... . . 1 P — 

2) si K > n, en général s TQR^ (6t,p/(a), 3 est un /R-espace vectoriel de 

dimension finie isomorphe à TQR^ (G^/ta) * T) . 

Démonstration, 

Soit n un voisinage ouvert de l'origine de (Rn et soient c f > i ' " , ' c P k 

des éléments de <§(fi) induisant respectivement à l'origine les germes 

0 (a^,..., e (ak) (donc T o f ^ ) ) = 9 ( a )). 

Soit l'idéal engendré par les dans *i?(fi). 

1) Si k _< n, d'après la proposition 1, en général ht (To(^)) = K. Suppo­

sons cette condition satisfaite. D'après la proposition 2, en diminuant fi si 

nécessaire, Vxefi, ht(T ( 3 ) ) R. Ainsi, ou T ( *3 ) = % , ou 
X —"* X x 

{T (cp ),...,T ( cp )} est une -suite de ^ . Dans l'un ou l'autre cas, le 
X J. X K X X 

module des relations entre les " ^ ( 4 ^ ) e s t engendré par les relations trivia­

les (cf. remarque du S 1 ) . En passant aux germes à l'origine : 

(a) . ^ = &o ~(a) s de même ; <R>, (a) . $ = $oia) ,c.q.f «d-

2) Si K > n, d'après la proposition 1, en général ht(T 0(^)) = n. Suppo­

sons cette condition satisfaite. D'abord, le module T O R ® (Ct /(a), 3*) est 
1 P — 

un fR-espace vectoriel de dimension finie (car ÎV(a). & est un fR-espace 

vectoriel de dimension finie, i.e. de support réduit à l'idéal maximal de $ } • 

Montrons ensuite que l'application canonique : 
fc-iCa) / 9or ta) . $ s'TOR® (Q, /(a), 5 ) TOR ® ( &o /(a), <$ ) * 

3 ^ - Cup - 1 p - 1 p -

(a) / (ft> (a). & est un isomorphisme, ce qui terminera la démonstra-
$ ~ o p ­

tion. D'une part, cette application est visiblement surjective. D'autre part, 

si fi est assez petit, l'ensemble des zéros de l'idéal *3 se réduit à l'origine. 
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Donc. V x 6 fi - {0}, T ( 3 ) = et le module des relations entre les 
x x 

T x(^ i) est engendré par les relations triviales. Passant aux germes, on voit 

que toute relation entre les a.., à coefficients dans et plate à l'origine, 

est combinaison linéaire à coefficients dans 3* de relations triviales. Ceci 

prouve que l'application précédente est injective, c.q.f.d. 

Corollaire. 

Soit -Ht* un module de type fini que • En général : 

T Q H I ^ Hf6, >3 est un fR-espace vectoriel de dimension finie. 

Cela résulte de la proposition précédente et du corollaire 1 du lemme 1. 

5 3 - EN FENE3AL TQR Q RK>, / G) = (03 « 

S rit "T un I;Jécl de <5o e: 3ndrâ par CI 3 s éléments . On note 

p <~ 1 s 
Ĵ (TT3 l'idéal engnnrfrâ ians par et tous les jacobiens 

D(«. , . . . , » . 3 
Xl XK 

D(y 1 *»..#y. 3" 
^1 ^ f 

De mSm^, ci E S T un ide il de c? engendré par des éléments 

< f , c ? , c:; noie J. ( 3 l'fdéal engendré dans c? par et tous 
I J 3 A " 1 1 S 

n ( q . ,. s s,cp, 3 1 XK les jacobiens — — a 
UÎ.X- , . v a « : , X . .: 

•Il J I . 

On C É C ; : N - P S R j 1G RL::r,A D A L'II'éal ^ , i.e. 

Propos iticr; 4. 

Soit tt un irigai de Ct_. f'^ gérerai : 

m . G Cî.CttîJ o . y e jV] 3 « 

Pour la démonstration, nous renvoyons au théorème de quasi-

transversalité (J.C1. TOUGERON [/] , chapitre î}J En fait, on y démontre le 
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résultat avec l'anneau des polynômes îRfy^, ... >y^\ au lieu de 

<Xp =fR{{y1,...,y^}}, mais la démonstration se transpose sans difficultés. 

Proposition 5. 

Soit 4K> un module de type fini sur (x • En général, -+K>® est _ p © 

un module de Fréchet sur <f. 

Démonstration. 

Le module 4ft étant de présentation finie (car Ce est noethérien), 
P 

le module -+K><Ŝ <§ est de présentation finie sur (f . 

Nous procédons par récurrence sur la dimension p-k du module 4%. 

Si -#6 = (0), i.e. si p-k = -1, le résultat est trivial. Supposons p-k 0 

et admettons le résultat pour tout module de dimension strictement inférieure 

à p-k. 

1 - Supposons d'abord que -H& = (x, /TT, OÙ TT est un idéal premier de hau-
P 

tour k de ÉL . Considérons d'abord le cas TT = n (i.e. p-k = 0). Visiblement, p — 

JpCjn) = D'après te proposition 4, en général : J^( © [Kjl om. Sicj^,..,^ 

sont des représentants respectifs de Ô (y^),..., © (y^) sur un voisinage fi 

de l'origine de(R n, et si fi est assez petit, J^( cp ̂ ,..., cp^) contient une 

puissance de l'idéal m 0 de £f (fi) formé des fonctions nulles à l'origine. 

D'après le corollaire de la proposition 5, chapitre II, l'idéal engendré dans 

<o (fi) par les cp^ ...,cpp est fermé et donc & p/n ^ % 58 $/( © (y^*... 8(y )) 

est un module de Fréchet. 

Supposons p-k > 0, i.e. TT Ç n. Il existe une famille {<i> } 
t — 1 s 

de générateurs de l'idéal TT et A e (n - TT) (\ J. ($,,.. ) tels que, pour 
— K I K 
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j = k+l,...,s, A . *, appartienne à l'idéal engendré dans CL par 
J p * i K 

(résultat classique, cf. B. Flalgrange [4], chapitre III, 5 5). 

a) D'après la proposition 4, en général : m . ©(A) eJ^( © ($^),.., ©($^3 3 

i.e. puisque © (A) e m : 

0 (A) e j ( e ( * ) , . . . , e ( * k ) ï . 

b) Pour tout i = K+l,...,s , ë> (A3 . Q ($.3 appartient à l'idéal en-

gendre dans par © (*̂ ),..., © ^ 3 . 

c3 On a ht(7T + (A3 3 > K. D'après l'hypothèse de récurrence, en général 

fê/© (JT + (A33 est un module de Fréchet, i.e. (3 Qr + (A3] est un idéal fer­

mé de <f . 

d) Considérons la suite exacte : 

(03 »(x,/ÏÏ — ^ - > < X /IR »<3 l /ÏÏ+(A) >(03 
P P P 

(où A désigne la multiplication par A3. On en déduit une suite exacte : 

T O R ® (Cl / T T + ( A ) , $ ) ? >$7TT. ? . 

1 P 

En général (corollaire de la proposition 33 le noyau de l'applica-

tion SF/TT . 3^ 5>!F/TT. ÎF' est un iP-espace vectoriel de dimension 

finie. 

Soient CP C P S * 6 des représentants respectifs de 

<$> («ï^},..., © t^M' © (A3, sur un voisinage fi do l'origine de[R n. Soient 

*3 l'idéal engendré dans <I(fi} par CP *3 ' l'idéal engendré dans 

<?Cfi3 par C F 1 , . . . , C F S et fi. 

D'après a3, b3, c3, d3 et la proposition 5 du chapitre II : en géné­

ral, est un idéal fermé de <o(fi} (on choisit, bien entendu, pour chaque © y 



-39-

un voisinage fi assez petit) ; donc © Qr] est un idéal -fermé de £ , i.e. 

^p / i r . G ^ © ^ ^ 9 ^/ Ô ]j] est un module de Fréchet sur ^5. 

2 - Soit -Ht un module de type fini sur Ci , de dimension p-k. De la 

suite exacte : (0) >H ^ >(03, on déduit une suite 

exacte s 

T 0 R e C * L , ? ) >T0R® m, £/c?3 >4K>& G — i _ > ( ^ ® g) ® S . 
i 1 e e g 

Le module ^ 0 £ est un module de Fréchet si et seulement si 
& 

dinjp (ker < 00 (chapitre I, proposition 83. D'après le corollaire de la 

proposition 3, en général : dirr^fTOR^ W s , 3 3 < co. Si cette condition est 

satisfaite, d'après la suite exacte p r é c é d e n t e , ( ? sera un module de 

Fréchet si et seulement si TOR.̂  Wft>, $V g) est un IR-espace vectoriel de di­

mension finie. 

L'anneau Ét étant noethérien, il existe une suite croissante : 
P 

(0 3 « +tt>0

 e ^ 1 C ..... c -Wt « -#i> de sous-modules de MU et des idéaux 

premiers de hauteur^ k, tels que Vj€[l,s]# ^j^^j-i ~ ^"p^j ^* P m S G r r G 

[s J, chapitre I, corollaire 4 de la proposition 73. 

D'après la première partie de la démonstration et la remarque précé-

dente, en général : V J€[ï,s] dinjptTOR^ i(X^/^^ • 3 ^ 3 3 < ». D'où en 

utilisant la suite exacte des Tor : en général, dir^fTOR^ (4H>, 'S*/3 3 3 < °°, 

et, en conclusion : en général, " ^ ® @ (5 est un module de Fréchet, c.q.f.d. 

Corollaire. 

Soit +H> un module de type fini sur <X . En général, TQR® W > , 

est unfR-espace vectoriel de dimension finie. 
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Oémonstrattoft. 

De la suit s exacte : (0) »<ê *3V<? >(03 

on déduit une suite exacte s 

T0R 2

e H H , $/S) v T O R ^ M . (S î-^TOR^H-tt, Ï l - ^ T O R ^ H H . J > 

D'après le corollaire de la proposition 3, et la proposition 5, en 

© ri 

général TOR^ (-Ht, Y 3 est un (R-espace vectoriel de dimension finie et 

^ ® © ̂  est un module de Fréchet (i.e. Ker L, = (03 3. Donc en général : 

dinjR(T0R1® H*>, 3 3 < « s de même, en général : T 0 R 2

@ ( M , est un 

«R-espace vectoriel de dimension finie (car TOR 2

0(-#(>, $/<§) « TOR ô (-+6, S / ? 3, 

où est le noyau d'un épimorphisme Ci q . Le corollaire est alors 

immédiat. 

Lemme 2. 

Soient ̂  un module de type fini sur <X^ et ©€Hom( ^ 3. Si 
^ ® est un module de Fréchet sur ̂  et si T0R®Wrt>, (? 3 est un fR-espace 

ô 1 
vectoriel de dimension finie, les applications canoniques : 

T O R ® i4H» G 3 — T O R ^ (W,5) V > T O R ® H A , $ J 

sont des isomorphismes. En outre, TQR^ (•*%, Tr/^) A (03. 

Démonstration. 

De la suite exacts : (03 > M — > <X p

q
 » >#6 — > ( 0 3 

on déduit, en tensorisant par $ sur Cl^* une suite exacte : 

(*) (0) > T 0 R O ( ^ , £ ) > N ® g J L - j ^ ^>-H6ô $ >I0) 
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Le module % = Im a = ker g est de présentation finie (car N © S 
^ e 

est de présentation finie et IORj G î G S <t de type fini) et c'est un sous-

rnodule de ; visiblement, % est un module de Fréchet. D'après la proposi­

tion 5 du chapitre I î T0r5 tfrtfc £,3?) = TOR? (tfC.tf) = CD). En tensorisant 
1 Ô 1 

par 3* sur $ la suite exacte M, on obtient donc une suite exacte : 

(0) > T 0 R ® M 6 , S ) 8 l * £ - * N ® $ ^ * »(0). 
1 0 © © 

Donc TORj® H K I . S h « TOR^Htt, £ ) g)^ 3?" « TORj 0 (-ffc, S ) (on a ce dernier 

isomorphisme car TOR.® (-fi<>, $) est un fR-espace vectoriel de dimension finie). 

Ainsi, v o u est un isomorphisme. 

Il reste à montrer que u est surjective. Le module étant de pré­

sentation finie, -M ® $ admet une 2-présentation finie. D'après la proposi-

tion 6 du chapitre I, TOR, (-fK> ® $, $ ) = (0). En tensorisant par ^ sur 
1 e 

S la suite exacte M, on obtient donc une suite exacte : 

T 0 R ® W t , S } <2L§ 5> N ® S ^ ® $ >(0). 
1 c e © 

Puisque TOR ® (-+K>, £) « TOR ® (#6, (f) ® ^ , on en déduit que u est surjec-

tive. 

Enfin, on a une suite exacte : coker u ^ TOR^ Ŝ /(f )—>keru ; 

puisque ker L = coker u = (0), T0R 1 C ^ , ^ / G ) = (0) , c.q.f.d. 

On déduit du lemme précédent, de la proposition 5 et de son corol­

laire, le 

Théorème 1, 

Soit un module de type fini sur Ct^. En général : 
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1) 4t6 ® & G S t un module de Fréchet sur 
0 ~ 

2 3 T 0 R j e H ^ ^ ^ = ( 0 )' 

3) Vi > 1 , TORj® t̂ H6, ) est un fR-espace vectoriel de dimension finie 

et l'on a des isomorphismes canoniques : 

TOR ® - TOR.® [M, <?) * TOR. 0 (-H6, <£). 

Corollaire, 

Soit IT un idéal de En général © [Y) est un idéal fermé, 

5 4 - COMPLEMENTS. 

Nous complétons le théorème 1 par un certain nombre de remarques. 

A) Supposons p <̂  n. 

L'idéal maximal n de <X étant engendré par la ûo -suite 
— p r p 

j£ - (yj*«.-»y î# d'après la proposition 3 . 1 ) : en général, 

TOR-j® ((Xp/n, 3?) = (0). Il en résulte, d'après un critère bien connu 

(N. Bourbaki, [î] , chapitre III) que ost alors un module plat sur CL p« 

On déduit de là et du théorème 1, le : 

Théorème 2 . 

Supposons p <_ n. 

1) En général, est un gx,^-module plat, i.e. pour tout module sur 

<X et tout i > 1, TOR, 0 Wt,$) = (0), 
— P 1 

2) Si est un module de type fini sur Ct^, en général : 

Vi > 1 TOR 0 8) - TOR Ô W<»$) « (0). 
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Remarque 1 . Supposons p » n ; posons Ou - ^ et prenons pour © 1'injection 

définie par 0 (y^) = x^. D'après les théorèmes 1 et 2 , si <W6 est un module 

de type fini sur CL, -fffi® <? est un module de Fréchet ; en outre l'anneau c? 

est un &-module plat. On retrouve un théorème de B, Malgrange (cf. [4] , cha-

pitre VI, ). De même 7* , 3^ sont plats sur &>. Moyennant celle de 3* , 

le lecteur vérifiera que la platitude de 3^ équivaut au théorème de cohérence 

d'OKA (i.e. le faisceau structural d'une variété analytique est cohérent). 

Ce théorème est d'ailleurs un corollaire immédiat de la proposition 2 et du 

corollaire 2 du lemme 1 . 

Remarque 2. Nous donnerons ultérieurement des conditions suffisantes très 

larges pour qu'un morphisme © : ÛL soit plat. Ces conditions étant 

vérifiées en général, on a donc le résultat plus précis : "si p <_ n, en géné­

ral est un module plat sur <Xp". 

B) Supposons P ̂  n. 

Posons ̂  = (y 1 #...,yj). 

Lemme 3. 

Si TOR® (CL /(y =(0), on a pour tout module -Ht> sur CL et 
1 p -̂ n p — 

tout i > p-n, T O R ^ B H , £ ) = (0). 

Démonstration. 

L'hypothèse signifie que { 0 (y^),..., 0 (y )) est une J*-suite 
de 3 \ Les complexes de l'algèbre extérieure : K P (y^...#yn) et 

( 0 (y.),..., 0 (yJ) = K p(y.,.,.,y ) ® $ sont des résolutions 1 n 1 n q 
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à gauche de (X /(y ) et Cl /(y ) ® $ respectivement 
D -̂-n p © 

(J.P. Serre, [s\ , chapitre IV). Il en résulte que Vi 1, 

T O R ® ( ̂ p / f ^ K ^ Î = (0). 

En utilisant la suite exacte des TOR et les suites exactes (pour 

j i n) : 

( o ) — > ^ / t l i ) J i i L > A P / ( £ , J » < Y C W * ( 0 ) 

on vérifie que : V i > p-n TOR^® ( <X /n, 3*) » (0). 

Soit -ffta un module de type fini sur (Xp- Démontrons par récurrence 

sur p-k = dim(4K>) que TOR.̂  {Mb, $ J » (0) pour i > p-n. On peut supposer 

que = ' °ù 71 e s* u n idéal premier de hauteur k. Le résultat est dé­

montré lorsque T T = J I, i.e. k = p. Si k < p, soit 5 e n - TT et considérons la 
6 

suite exacte : (0) ^Cl/^ * CL ^ (x /ir+(ô) M O ) . 
P p P 

D'après l'hypothèse de récurrence, V i > p-n, 

T O R ® (Ct /ir+tô), tf) = (0), Il résulte alors de la suite exacte précédente 

que : TOR.® (EL / Ï Ï , £ ) = 5 . TOR. 0 «X /TT,3?), Par le lemme de Nakayama, x p i p 

TQR 4

e ( C u /ir, 3r) = (0), c.q.f.d. 
i P 

Soit un module de type fini sur (5^. Supposons / (0). La 

codimonsion homologique de 4Wi (notée codh(-+K>)) est la longueur d'une 

-suito maximale (J.P. Serre |JBJ , chapitre IV). La dimension homologique de 

~4fG (notée dh(*#4)) est le plus petit entier q ̂  0 pour lequel il existe une 

suite exacte : 
n n 1 n 0 

(0) > « T Q > < ^ Q > ^ A > 4H> >(•) 
P P P 
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L'anneau (X étant régulier, on a l'égalité : dhlA+Q + codh(-#6) = p 

(cf. J.P. Serre [è] , chapitre IV, proposition 21). 

Théorème 3. 

Supposons p >_ n. 

1) En général, pour tout module sur (X^ et tout i > p-n : 

TOR Q t-fH>, 3 0 » (0). 

2) Si -iHo est un module de type fini sur 6ç , -W* / (0), en général : 

V i > sup(0, dht-WJ - n) 

T O R ^ EHj,g) = T O R 0 (4K), ̂ ) ° TOR Q Hffe,^) » (0). 

Démonstration. 

1) résulte immédiatement du lemme 3 et de la proposition 3,1), 

2) d'après le théorème 1, il suffit de montrer qu'en général, 

V i > sup (0, dhCiffc] - n) , TOR.® (-Htf$) = (0). 

Nous procédons par récurrence descendante sur q = dh(4ft>). Si q = p, 

cela résulte de 1). Supposons donc q < p. On a codh(4i<)) = p - q > 0 et il exis­

te donc a e ji tel que a ne soit pas diviseur de zéro dans Mi>. On a 

dhf-tft/a.HIG) = q + 1 et par hypothèse de récurrence, en général : 

V i > sup(0, q + 1 - n), TOR.® ttfc/a.-W>, = (0). 

De la suite exacte : (0) k-#G JL-^+ft —^^/a.-tf^ >(•) 

on déduit une suite exacte, pour i > sup(0, q + 1 - n) ; 

TOR.® W ) , <£) ~î>T0R.G tfti,, $1 — * (0) —^TOR.® Hft, ) JL^TOR^ HH, 
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Il eri résulte d'abord, par le lemnls do Nakayama, qu'en général : 

Vi > sup(0. q + l - n ) , TOP,® (-WC. 3?) - (O). 

Si -q + 1 - n _< 0, lo théorème sst démontré. Sinon, q + 1 - n >_ 1, et l'on a 

une injection canonique : 

q+l-n q+l-n 

Mais, en vénérai (d'après le théorème 1) : TOR ~ M.J) est un 
q+l-n 

fR-espace vectoriel de dimension finie. L'application injective précédente 

est donc bijective, et, par application du lemme de Nakayama, en général 

T O R ® W C . $ ) « (0), c.q.f.d. q+l-n 



CHAPITRE IV 

Dans ce chapitre, nous donnons quelques applications des théorèmes 

du chapitre III. 

i 1 - LES IDEAUX q( HWO. 

Soit A un anneau commutatif et unitaire. Si -fft est un module de 

présentation finie sur A, on a une suite exacte : 

(*j A P _ J L - , A q _ 2 — • i f G M O I . 

Soit keiN i si q-p £ k < q, on désigne par a£(M) l'idéal engendré 

dans A par les mineurs d'ordre q - k de n i si k < q - p, on pose 

o'kW) M O ) i si K > q, o£[M) * A. 

Lemme 1. 

S o l t A P — • A q ~ • +ti 

—* (0) une seconde présentation 

finie du module-Ht. On a, pour tout kefN, a* M) = o^flV). 

Démonstration. 

Soient (e^...,e ) la base canonique de A q ; (e^,...,e^,) celle de 
a' 

A M . Posons a (e.) = x. ; a'(e!) = x'. Il existe des C..eA tels que ; 
i l J j ij 

q 
x '. = E C . . x.. 
J i=l « 1 
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Consldérons la présentation finie : 

où a"(ej = x± ; a"(ej) = xj. Il suffit de montrer que a£(M) = o^W) (car 

on aura de façon analogue : a'(IV) = oMM")). Soit -f(> le sous-module de Ker a" 
K K q 

engendré par les E C e - e', j C [l,q'l, et identifions A q au sous-

module A q ® 0 de A q ® A q . Il est immédiat que : ker a" = ker c*,' ® iK>, 

et l'on peut donc supposer que : 

ci" = ^ c 

0 " V 
où C est la matrice des C.. et I , est la matrice carrée unité de rang q'. 

U q 
On vérifie alors facilement que, VkefN, a^(M) = a£(M"), c.q.f.d. 

L'idéal a (M) est donc indépendant de la présentation (*0 du module 
K 

Mio et sera noté a^Hfa). 

Pour tout kcflM, désignons par o^UH>) l'idéal engendré dans A par 

tous les Ç tels que 4ft soit contenu dans un sous-module de 4i> engendré par 

k éléments. Si I est un idéal de A, on désigne par I sa racine. 

Lemme 2. 

On a c^t-Vi) o aRH?t>) et a^(*6) = o'tffi). 

Démonstration. 

Soit A P — • A q 2 — • -ffG • (0) u n e présentation du module 
Wft . Si k > q, a! MrtO = A = a. (-f/t) (car est engendré par q éléments). 

K K 

Nous supposerons donc k < q. 
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Montrons d'abord que o'{M) c: a . Si K < q- p, a/C4f6) = (0) et 
K K K 

l'inclusion est évidente. Si q - p < k < q, soit Çea'(-tf6) et supposons pour 

fixer les idées, que Ç est le déterminant de la matrice intersection des 

q - k premières colonnes avec les q - k premières lignes de M. Désignons 
par ( e ) et (en,...,e ) les bases canoniques de et A*"* respectivement. 1 p 1 q 

Le système (Mte. ),... ,Pi( e e ,... ,en) a un déterminant égal à Ç et l q—K q—K +i h 

donc, par la règle de Cramer, £.Aq est contenu dans le sous-module engendré 

par ces éléments. Il en résulte que : £.>/Hc(a(e , .,),«..,a(e )), i.e. K q-k+1 q 

ç e a kHft). 

Pour achever la démonstration, il suffit de montrer l'inclusion : 

â Cttb) z> a^tttt). Soit p un idéal premier contenant o^{Wj) et désignons 

par _k p le corps résiduel de A p . De la suite exacte : 

>/\q !_> Mi, > 10)ê on déduit l'inégalité : 
r R p 

dim. (̂ Hirj ® A k ) > k. Si Ç . # 6 est contenu dans un sous-module engendré 

par k éléments, nécessairement £e p, car sinon-ffOpj serait engendré par k 

éléments et donc on aurait : dim M^ta & A k^) < k. Ainsi p Z>o,Hti>) 
— P R A P " ~ R ~" K 

et o^Hf6) ̂  a ttitt, c.q.f.d. 

Remarque 1. Pour tout entier k >_ 0, on a des inclusions : 

crM-Hiî c o ' tfrtO et o.Wft) co. . ( W . 
K K + l K K+l 

L'annulateur Ann(-+K>3 du module*fK est égal à a0(+ft). D'après le lemme 2 : 

aittft) c Ann(-HG) et oJfW.) = Annfitt). 

Remarque 2 . Supposons que A est un anneau intègre et soit K son corps des 

fractions. Le rang d e e s t par définition l'entier rgiitt) = dim„(4t® A K). 
t\ A 
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Si h = rgUH>), on sait qu'il existe uiï sous-module L de isomorphe à A h 

et tel que -H6/L soit un module de torsion (i.e. il existe Ç 6 A - (0) tel que 

Z.MiiCL). Visiblement i Çêo^-fo) et donc a^-Hi) ¥ (0). 

Supposons h > 0. Si o^^tli) ? (0), il existe n ^ 0 tel que n.L 

soit un sous-module libre de rang h d'un module engendré par h-1 éléments. 

Ceci est absurde et donc a, _W6) = (0). Ainsi : 
h-l 

Le rang de est le plus petit entier h >. 0 tel que o^[JH>) ¥ (0). 

Remarque 3. Supposons que A est un anneau noethérien intègre. Si h = rg(-f/6), 

posons H0(-W>) = a^0#6) : HQ(-#t)) est l'intersection des idéaux premiers p de A 

tels que dh(1f{>p) > 0 (en effet, un idéal premier p ne contient pas o^Wi*) si 

et seulement si est engendré par h éléments ; i.e. si et seulement si 

est un A -module libre). 

Si q est un entier _> 1, considérons une suite exacte : 
n n Q 

(0) i> Jtf > A Q > ..... A y^Hi > (0). 

Posons K = rg ( X ) : l'idéal aR(cX*) est indépendant de la suite 

exacte précédente (#6 et q sont fixés) et sera noté H^iMù) . En effet, un idéal 

premier p ne contient pas o^tJC) si et seulement si JC^ est engendré par 

k éléments, i.e. si et seulement si Jfp est libre. On a une suite exacte : 

(0) ± J ( > P , A^""1

 > > A P » > F / 6 p » (0). 

Le module JP^ est donc libre, si et seulement si : dh(4/6p) <: q (J.P. Serre 

[é] , chapitre IV, proposition 17). Ainsi H (̂ ) = o [JC) est l'intersection 
Q 2 

des idéaux premiers p de A tels que dhtitùp) > q. 
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5 2 - UN CRITERE DE REDUCTION ET UN CRITERE DE NORMALITE, 

Dans ce paragraphe, on suppose que A = [R{{x.,... ,x }} ou 
i n 

" C C * ] / • • • ' x

n J3 • S i 1 e s t u n i cté a l propre de A engendré par des éléments 

q > q > s , on note J (I) l'idéal engendré dans A par I et tous les jaco-
1 DC<p <f ) k 

. , 1 \_ biens 7-7 r- . D(x ,....,x. J 
Jl Jk 

L'anneau A/I est réduit si I = I équidimensionnel si I est une 

intersection d'idéaux premiers ayant tous la même hauteur. 

On pose Çfc>. (I) = cf (I) 0 j (I). Le lemme suivant est une version 
K K K 

du critère jacobien des points simples (M. Nagata, [5], chapitre VII) : 

Lemme 3, 

Soient I un idéal propre de A et p un idéal premier de A contenant 

I. L'anneau Ap/I.Ap est régulier de dimension ht(p) - k si et seulement 
si ç^m<pp. 

Lemme 4. 

Soit I un idéal propre de A tel que A/I soit réduit et équidimen-

sionnel de dimension n - k. Alors s J^(I) c ^Cl) et 

ht(feR(I)) > k = ht(I). 

(pour la démonstration, nous renvoyons à [7], chapitre I, J 1, 4). 

Lemme 5. 

L'anneau A/I est réduit et équidimensionnel de dimension n - k si 

et seulement s'il existe un élément S appartenant à ft^tU et qui ne soit pas 

diviseur de zéro dans A/I. 
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Démonstration. 

La condition est nécessaire. En effet, d'après le lemme 4, l'idéal 

fô^d) n'est contenu dans aucun des idéaux premiers minimaux pj,..., p s 

contenant I. Soit 6 € (A - pjJO 5^(1). On peut supposer que, pour tout 

i * j* P. ^ p . et donc que n p.4 R . Soit 6 ! e (A - p . ) O ( O p . ) . Visi-
1 3 tfl 3 1 1 j/i J 

blement : 
s s 

ô = Z 6, Ô; e & tl) 0 ( O A - p.). 
i-1 1 1 ^ i=l 1 

Ainsi 6 n'est pas diviseur de zéro dans A/I. 

La condition est suffisante. Montrons d'abord que 1 = 1. Soit Çel 

et posons M = (I + £.A)/I. Si p est un idéal premier qui ne contient pas S, 

ou I <£ p et visiblement Mp = (0) j ou I c p : dans es cas l'anneau 

Ap/I.Ap est régulier (lemme 3) et donc I.Ap est un idéal premier de A p . 

Ainsi : Çél.Ap = I.Ap et l'on a encore Mp = (0). Il en résulte que 

« (0), i.e. il existe qe N tel que ô^.Çel. Puisque 6 n'est pas diviseur 

de zéro dans A/I, I. Ainsi 1 = 1. 

Soit p un idéal premier minimal associé à I. Par hypothèse, <5 

n'est pas diviseur de zéro dans A/I et donc <S f p . On a I = I = p ^ I', 

où I' est un idéal de A tel que I'<£p. Ainsi I.Ap = p .Ap et ft^fllctp. 

D'après le lemme 3, A p / p -Ap * A p /I.Ap est régulier de dimension ht(p)- K ; 

ainsi ht(p) = k, c.q.f.d. 

Soit I un idéal propre de A tel que A/I soit équidimensionnel de 

dimension n - k > 0. Nous allons traduire dans notre langage le critère de 

normalité suivant (J.P. Serre [jsj , chapitre IV, théorème 11) : 
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L'anneau B = A/I est normal si et seulement si les deux conditions 

suivantes sont vérifiées : 

1) pour tout idéal premier p de A tel que p ^ I et ht(p ) £ k+1, 

l'anneau local Ap/I.Ap est régulier, 

2) pour tout idéal premier p de A tel que p o I et ht(p ) 

on a codh (Ap/I.Ap) > 2. 

D'après le lemme 3, la condition 1) signifie simplement que : 

ht(<f^^(I)3 >̂  k+2. Soit p un idéal premier de hauteur i > k+2. L'anneau Ap 

est régulier de dimension i, et donc : codh (Ap/I.Ap) = i - dh(Ap/I.Ap) 

(J.P. Serre, |]b] , chapitre IV, proposition 21). La condition 2) signifie 

donc que dh(A/I)p i-2, pour tout idéal premier p* de hauteur i >_ k+2, 

i.e. (d'après la remarque 3 du paragraphe 1), pour i = k+2,...,n ; 

ht(H ±_ 2(A/D) •> i+1. 

Si k = n-1, seule la condition lî intervient et dans ce cas A/I 

est régulier de dimension 1. Nous avons donc démontré le : 

Lemme 6. 

Soit I un idéal propro de A tel que A/I soit équidimensionnel de 

dimension n-k > 0. L'anneau A/I est normal si et seulement si 

ht(£o kU)) k+2, et pour i = k+2,...,n : ht (H^CA/I) ) > i+1. 

§ 3 - TRANSFERT PAR B DES PROPRIETES DE REDUCTION OU DE NORMALITE SUR TT. 

Nous revenons aux notations du chapitre III. Si $ est un idéal 

de type fini de S , on désigne par ^ un idial de type fini de $GR n), choisi 

une fois pour toutes et induisant l'idéal J à l'origine ; par V ( 3 ) l'ensemble 

des zéros de % . 
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Théorème 1, 

Soit 7T un idéal prooro de C L tel que Ci Ar soit réduit et équidi-. : p 1 p a 

mensionnel de dimension p-k et tel que dhlGu^/u) < n. En général, pour tout 

x appartenant à V( © QrJ } et assez voisin de 0, l'anneau r£ /T ( © |V| ) est 

réduit et équidimensionnel de dimension n-k, En général, l'anneau ^/ 0 [Vf 

est réduit (i.e. sans nilpotents). 

Démonstration. 

La dernière assertion est une conséquence immédiate de la première 

et du corollaire du théorème 1, chapitre I I I . 

Supposons d'abord ir ^ ru D'après le lemme 5, il existe A appartenant 

à n O ( R^W tel que la suite ; 

A 
(0) » Cup/îr ^ (X^/TT > Q^/TT+fA] > (Q) 

soit exacte. On a dh((X pA
+ (A)) j< n. D'après les théorèmes I I et I I I du 

chapitre I I I : en général, TOR^ (Q , /TT + (A),#) = (0), 

i.e. (1) ©(A) n'est pas diviseur de zéro dans C F / © (TO . 1r. 

D'après le théorème de quasi-transversalité (chapitre I I I , propo­

sition 4): en général m. © (AJcj^t ©[>]), i.e. © (A) e j ( © [TT] ) • 

visiblement : © (A) € © {jQ ). Ainsi, en général : 

(2) 0 ( A ) e (R,k ( © H ) . 

Soit 6 un élément de <§0Rn) induisant le germe © (A) à l'origine. 

Si les conditions (1) et (2) sont satisfaites, pour tout x appartenant à 

V( © |YJ) et assez voisin de 0 : 
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(1) T >(6-) n'est pas diviseur de zéro dans T*x/Tx ( €> |V] ) . 

(2) T (5) € (Ri (T ( 6 [ f ] l ) . 

X K X 

Le théorème résulte alors du lemme 5. 

Supposons TT = ru On a dh(€\, /n) = p, donc p < n. Puisque J (ni * Ô. , 
p p p 

d'après la proposition 4 du chapitre III : en général, J ( Q [n] )o m. 
Supposons cette condition satisfaite. Pour tout x appartenant à 

V ( © ]Y| ) - {0}, assez voisin de 0, l'anneau ^ /T ( 6 |V| ) est régulier **"" x x 

de dimension n-p (donc à fortiori réduit et équidimensionnel). L'idéal 

= ( €>(y 1),..., © (y )} est une intersection complète de hauteur p et 

donc tous les idéaux premiers associés à cet idéal sont de hauteur p. Puisque 

p < n, il existe 6 e ( © |V| ) (en effet, cet idéal contient l'idéal maximal 

de 3*3 tel que 6 ne soit pas diviseur de zéro dans 3V © jjT| . D'après le lem­

me 5, ^ / © T j f ] est réduit et équidimensionnel de dimension n-p. Ceci achève 

la démonstration du théorème. 

Remarque 1. Si l'on ne fait aucune hypothèse sur la dimension homologique de 

(O/pAr, on a toutefois le résultat suivant (démonstration identique à la précé­

dente) : en général, pour tout x appartenant à V( ô ]V) ) - {0} et assez 

voisin de 0, l'anneau 3* /T ( 0 (V| ) est réduit et équidimensionnel de di­

mension n-k. 

Remarque 2. L'hypothèse du théorème 1 implique k < n. En effet, on a : 

dim(eup/7r) = p-k ̂  codh (Cxp/Tr) > p-n (cf. DO, chapitre IV). 

Si M est un module de présentation finie sur G , on désigne par M 

n " 
un représentant (fixé une fois pour toutes) de M surfR (i.e. M est un module 

de présentation finie sur fifRn) tel que fif $ $ - M). 
£ ( F R N ) 
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Proposition 1. 

Soit 4K> un module de type fini sur (x p. En général, pour tout x 

assez voisin de l'origine : 

1] htCa;Hf£®'<? <g> )î > infCn, httc'C-W>) ) ) 

2) rg ® £ &_ £ ) = rg(•*(»). 

Démonstration. 

Il est évident que 

(a) o'Km <^g) = 0 [o£(4f&£] 5 

Cb) T0Ca'(-tt6 ® €î) = © [tf'(4f6f| et pour tout x assez voisin de l'origine : 
K © *̂  

( C ) o M - H L T ® " ^ <3 3r ) = T (a^T^fc <SL ) ). L'inégalité 13 résulte de ( B ) et 
K g ) X X K vz) 

(c) et des propositions 1 et 2 du chapitre III. 

D'après (a) et (c), si a ' W ) = (0), pour tout x assez voisin de 
K 

l'origine : 

o^t-i%0t® ) = (0) ; d'après 1), si â Mtfc) i (0), en général, pour 

tout x assez voisin de l'origine-, a! {M® <? ) / COÎ. L'égalité 2) 
K O X 

résulte de là et de la définition du rang d'un module ( remarque 2, § 1). 

Proposition 2. 

Soit ̂ IfG un module de type fini sur (X^, tel que dh{W) < n. 

En général, pour tout x assez voisin de l'origine : 

1) htCH ® t & 3? )) > inf (n, ht(H ))) 
2) dhtfft e < S ® 'tf 3 < dh(tf6). 
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Démonstration, 

Considérons une suite exacte : 

n 
( 0 1 - ^ J / _ * ô , q > <xl° —* -f*6 » CD). 

D'après les théorèmes du chapitre III, en tonsorisant par cf sur 

Étp la suite exacte précédente, on obtient en général une suite exacte : 

•(D) > I F ® (§ > ^ .... >(0) 

et 'Hè® <!> est un module de Fréchet sur ̂  . 
e 

La suite exacte précédente est induite par une suite exacte de 

modules sur Sf^î (Œ est un voisinage assez petit de l'origine d e r R n ) : 

$ * £ K Î ) q " 1 - » . . ^ ^ C P j n ° ~ ^ ^ ^ ® — > C 0 ) 

© <f(ÏRn) © ^6Rn) 

et l'on peut supposer que -"f£® $ ® /§ tQ) est un module de Fréchet sur 
© «tR nl 

D'après la proposition 2 du chapitre I, la suite : 

est exacte, pour tout x € Q. 1) résulte immédiatement de la suite exacte 

précédente, de la proposition 1 (appliquée à J{ au lieu de <4t&) et de la re­

marque 3 du paragraphe 1. 

Si q = dh(#G), le module jil est libre et pour tout x assez voisin 

de l'origine, if <s>£ est un module libre sur 3* • La dernière suite 

exacte montre alors qu'en général : dhtfte <è ) < q. Ceci démontre 2). 
q x — 
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Théorème 2. 

Soit TT un idéal propre de (X tel que Ct A soit normal de dimension p p 

p-k et tel que dhKx^/ii) < n-1. En général, pour tout x appartenant à 

V( © M ) et assez voisin de 0, l'anneau ^ /T ( © jVJ ) est normal de di-

mension n-k. 

Démonstration. 

Nous vérifions le critère de normalité (lemme 6). Remarquons d'abord 

que : k = hittir) < dhCCt/ïï) < n-1 (cf. [é] , chapitre IV). En général, pour 

tout x appartenant à V( Q JJTJ ) et assez voisin de 0 : 

1) D'après le théorème 1, $ /T ( © JY) ) est réduit et équidimensionnel 
X X 

de dimension n-k. 

2) D'après les propositions *i, 2 et 4 du chapitre III (la vérification 

eat facile et laissée au lecteur) : 

ht(& k(T t © Dr]))) > inf(n, ht(<R,k(ir))ï j> inf(n, k+2) = k+2. 

(la dernière inégalité résulte du lemme 6). 

3) D'après la proposition 2,2) : dhf^./TM © 0 0 )) < dh((x A ) £ n-2. 

Donc H n - 2(7
>

x/T > <( © LIT])) = (cf. remarque 3, 5 1). 

4) D'après la proposition 2,1), pour i = k+2,...,n-1 s 

htCH.-ttf/T ( © [f|)3) > inf (n, ht(H._9(<X A ) ) ) > inf(n, i+1) = i+1 
X"" Cm X X 1 X— C. P ~~ 

(la dernière inégalité résulte du lemme 6). 

D'après 1), 2), 3), 4), le critère de normalité est vérifié, c.q.f.d. 
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Remarque, Si l'on ne fait aucune hypothèse sur la dimension homologique de 

C^pA, on a le résultat suivant (démonstration identique à la précédente) : 

en général, pour tout x appartenant à V( Q |VJ ) - {0} et assez voisin de 0, 

l'anneau $ /T ( 0 TV] ) est normal de dimension n-k. x x j--J 

§ 4 - MULTIPLICITES LOCALES DE L'IMAGE RECIPROQUE D'UN ESPACE ANALYTIQUE PAR 

UNE APPLICATION C°. 

Si A est un anneau local noethérien d'idéal maximal n et de dimen-
k i ± + 1 

sion q, on pose, pour tout k€BJ ; E (k) = dim , ( © n /n ). 
A / £ i=0 ~ ~ 

On sait qu'il existe (cf. [s] , chapitre II) un polynôme tel que : 

T=- n ̂  fk+q. ,k+q-l. FA(k) = a 0 (
 H) + a. ( H. ) + . . . + a A ° q 1 q-1 q 

où les a^ sont des entiers rationnels et pour tout k assez grand : 

F^(k) = F^(k). La multiplicité de l'anneau local A est égale à a 0. 

Supposons en particulier que A = ̂ p / I (I désigne donc un idéal 

de hauteur p-q). Soit TT un idéal contenant I, tel que Q^/11 soit régulier 

de dimension r et tel que ® T T*.AA i + 1 .A soit un module libre sur (3U/ÏÏ. 
1>Q P 

Lemme 7. 

Avec 183 hypothèsGS précédentes, soit 6* un homomorphisme de 

[R-algèbres de €t dans . Supposons que TOR.̂  (Cx^/tr,^) = (0) e t que 

iff/O* (TT). est un anneau local régulier de dimension r+n-p. Si 

Afl « ̂ / G * (I). 3* : 

si n > p , V ke N F. (K) = Z F Ci) (^"P"1) 
— A 9 i+1 = k "'P' 1 

si n < p, V k e w F. (k) = Z F. (i) {^P"11"1) 
A i+J = K A G P" n - 1 
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Démonstration, 

Montrons d'abord par récurrence sur i > 0 tque : 

TOR. (A/ir .A, T) = (0). En effet, ceci est évident si i = 1 (car A/TUA = 6, /TT) 
1 P 

si i > 1, on a une suite exacte 

(0) * T T ^ . A / T ^ . A > A / i r x.A ^A/ïïi"1.A » (0) et 

TOR® ( i r 1 " 1 . A / i r 1 . A , 0 * ) " TOR® (A/tr1"1 , A , £ ) = (0), d'après l'hypothèse et 

l'hypothèse de récurrence. En tensorisant par sur EL la suite exacte 

précédente, on voit que : ( T T 1 - 1 .A/ir1 .A) = G^'CTT) 1" 1 .A 6/9^(TT)
i.A Q : 

ce dernier module est donc libre sur En outre : 

Ai = ** $/e*M.<$(®Q e * ( i D J . A e / e * t i r ) J + 1 . A e ) - r, ̂  J> « J W + 1 . A ) . 

On a les formules (cf. (Y), corollaire 2 proposition 1 , chapitre II) : 

F.tk) = E X, ( 3 + r ~ 1 ) 
i.j-k 1 ^ 

F. (K) = E X ( J ^ - P ; 1 ) 

Supposons n >_ p. On a s 

F f l (K) - E X . E (J'^" 1) ( J " ^ : 1 ) 
A G i +j = K

 1 J'.J—j r" X n-p-1 

d'où la première égalité, La seconde s'en déduit en permutant les rôles de 

p et n. 

Corollaire, 

Avec les hypothèses du lemme 7, les anneaux A et A g ont la même 

multiplicité. 
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Démonstration. 

Supposons par example n _> p. Soit G le polynôfoo tel que, V k£ N : 

G ( K ) = F. (k] - l F . ( I ) ( ^ " ^ T 1 ) . 

On vérifie, en utilisant le lemme 7, que G est un polynôme de degré 

j< n-p-1, nul si n = p. On a d'autre part : 

F, (k) - GCk) = £ ? a , &f) (J^'P; 1) = 

A E i + J=k £ = O q" £ £ n-p-i 

? „ ,k+£+n-Pl 

Ceci montre que la multiplicité de Aq est a Gj cq.f.d. 

A tout © appartenant à HomCCt^, S ) , on associe, une fois pour 

oo n d 

toutes, une application C 0 : fR—> (RH telle que 0(0) = 0 et telle que le 

germe 0 de 0 à l'origine induise © (i.e. © - 0*" ). 

Soit TT un faisceau d'idéaux, analytique cohérent sur un voisinage 

ftp de l'origine de ÇR'3 et soit & le faisceau des germes de fonctions analy­

tiques réelles sur ftp. D'après le théorème 1 du chapitre III s 

(A) En général, il existe un voisinage fi de l'origine de (Rn tel que 
0(fi) C fi et Vx € fi - {0>, TOR^( £ , C l , f , ) = (0). p 1 x 0(x) 0(x) 

D'après le théorème de quasi-transversalité : 

(B) En général, il existe un voisinage fi de l'origine defRn tel que 

0(fi) o fi et Vx 6 fi - {0}, tel que 6u^r n / T r ^ r . soit un anneau local régu-p 0(x) 0(x) B 

lier de dimension r, l'anneau 3* /G*" (TT f .). r? est régulier de dimension 
X L X J X 

r+n-p. 
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Lemme 8. 

Soient ^, TT, deux faisceaux d'idéaux, analytiques cohérents sur 

un voisinage U de l'origine defR P. Supposons que ^Ç T T et que < X 0 / Ï Ï 0 est 

réduit de dimension > 0. Posons existe un voisinage U'cU de 

l'origine et un faisceau d'idéaux ÏÏ1, analytique cohérent sur U ' , tels que : 

TTIU'CTT' I CUoATÔ est réduit et dimCCu /^o ) > dim(<X0/7r£) .? enfin, 

VyeV ( T T | U ' ) - VCTT'), /TT est régulier et <S> T T 1 . ^ / i r 1 + 1 . d L est 
— ' y y i > 0 y y y v 
un module libre sur (X /TT . , y y 

Pour une démonstration, nous renvoyons à J„ Frisch [ Y ] , 5 2 : 

Platitude générique. 

Théorème 3. 

Soit ̂  un faisceau d'idéaux, analytique cohérent sur un voisinage 

îî de l'origine defP P. Posons Si 0 est une application C de (R 

dans (RP telle que 0CO) = 0 et si x 6 0 * ( n

p î *
 o n P 0 S G 

En général, il existe un voisinage Q de l'origine de fRn tel que 

0(fi) c fip et, V x e (fi - {o}) r> e " 1 ( S U pp t<k j ) : 

si n > p , V k e i l F j, (10 = Z F 4j (i) C^""^ 1} 
~ ^ e , x i+j=k d e M "'P' 1 

si p < n , V k e w F J , (k) = E F J » (i) (.i+p~n~l) 
~ ^G(x) i+j = k <*9,x ""P" 1 

et, en outre, les anneaux c ^ q j x j
 G"t c^q x ont la même multiplicité. 
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Oémonstration. 

Construisons, par récurrence sur i ^ W , un voisinage de l'ori-
P 

gine de fRP et un faisceau d'idéaux T T ^ , analytique cohérent sur : 
P 

- on pose = Q et = TT ( i.e., si x € n , T T ^ est la 
p p e x 

racine de $ X 3 • 

- si i > 0, le lemme 6 associe à l'ouvert U = fi^ ; au faisceau 
P 

*3 = S I j à ÏÏ « ÏÏ'^' , un voisinage U' et un faisceau d'idéaux TT' 
sur U', On pose : = U' ; T T ( I ) = TT». 

P 

Si TT©* ^ ' / ( lo i on a ? din\[(X0/'nl^ 3 < d i m C d o / T r o * Il existe 

(s) (s) donc un entier s tel que, en diminuant Q si nécessaire : V(TT 3 = 0 . 
P 

Le théorème résulte immédiatement des remarques (A3 et (S) appliquées 

successivement aux faisceaux d'idéaux TT = , , TT^s $ du lemme 8 % 

du lemme 7 et de son corollaire. 
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