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LES THEOREMES DE TRANSVERSALITE ET DE QUASI-TRANSVERSALITE 

par 

Jean-Claude TOUGERON 

Introduction, 

Dans cet article, nous démontrons deux variantes, l'une globale 

[théorème 1), l'autre locale (théorème 2 ) , du théorème de transversalité de 

R. Thom. Le théorème 2 est la version analytique du théorème de quasi-

transversalité démontré dans [3]. Cette version analytique est utilisée dans 

[4], ce qui justifie le présent article. 
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J 1 - Stratifications. 

Soit X une variété (différentiable de classe C ou analytique réelle 

ou analytique complexe) de faisceau structural et de dimension n. Si 5 

est un faisceau d'idéaux localement de type fini sur X et si x e X , on désigne 

par ) le support de Cx|^ et par |J , la fibre de ^ en x. On note 3 

le faisceau d'idéaux dont la fibre en tout point x £ X est la racine *3 de 

l'idéal 3 . 

x 

Soit x&V(!J ) ; nous dirons que x est un point régulier de codimen-

sion K de G, 1 ̂  si, au voisinage de x, V( ) est une variété régulière de co-

dimension K et si \J e s t l'idéal des germes nuls sur ). 

a) Le faisceau J ^ C ^ K Soit x c X et soit (cf ,..., <f>s) une famille de 

générateurs de l'idéal ^ . Si [U,(x-,...,x )) est une carte locale de X 

x 1 n 

au voisinage de x, on désigne par J . (*3 ) l'idéal de CL engendré par *J 
K X ^ * 

D(cp . ,..., cp . ) 
"̂ 1 "*"k 

et tous les iacobiens 7 où 1 < i < ... < I, < s et 
Dix, , a . . . . , x . ) — 1 K — 

J l J k 
1 < j- < ... < j. < n (on pose J Q ( ^ ) = <X et si k > n, J, ) = *3 ). 
— l K x x K x x 

Cet idéal ne dépend pas de la famille de générateurs ( ^ J et de la carte 

locale (U, x ) . Les J . ( J ) définissent un faisceau d'idéaux localement de 

type fini J^C î • 

b) Le faisceau a^(3). Soit Mi> un module de présentation finie sur un 

anneau local A. On a une suite exacte : 

M A P A q ^ , ( 0 , 

Soit K6/N ; si q-p < k < q, on désigne par o'^{it&) l'idéal engen­

dré dans A par les mineurs d'ordre q-k de la matrice M ; si k < q-p, on pose 

00 
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a 1 (-Ht) = (D) i si k _> q, o9lHt) = A. On démontre (cf. [4], chapitre IV, 51) 

que l'idéal o' Hft) est indépendant de la présentation (*-). 
K 

Pour tout ke(N, on désigne par CT^WD) l'idéal engendré dans A par 

tous les Ç tels que Ç.-Mb soit contenu dans un sous-module de -fft engendré par 

k éléments. On montre facilement (cf. [4], chapitre IV, 51) que : 

o ' k W W c a K(^t) et a ^ W G ) = a k(-W6). 

Si *i est un faisceau d'idéaux localement de type fini sur X, on 

pose, V X 6 X : a, (3 ) = a,[1 ). Les o , ( ^ ) définissent un faisceau d'idéaux 
K x K x k x 

Si *3 est localement de présentation finie, on définit un faisceau 

d'idéaux a' (3 ), localement de type fini sur X, en posant, V x ^ X : 
K 

o\(3 ) = a' t ^ ). 
k x k x 

c) Le faisceau (ïb, ( ̂  ). Le faisceau d'idéaux ^ étant localement de 
k 

type fini, on pose : fe^(^) = 7JTTÏ") C\ G [^ ). Supposons que k e [l,n] : 

un point x appartient à V ( ^ ) - V(®j (^)) si et seulement si 
K 

)) (i.e. l'idéal ^ est engendré sur CL par k éléments 

cf^,..., <jf ^ nuls au point x) et x 6 1/(1) - V U ^ f ^ )) (i.e. il existe un ja-

D(<f r . . . , q > ) 
cobien — différent de 0 au point x ) . Cela signifie que x est 

UlX. ,..,X. J 

un point régulier de codimension k de <a, | *J . 

On a GtoC 3 ) = a 0(3 ) et V(3 ) - V(& 0(3 )) = ( x e X ; ^ x = (0)}. 

Ainsi, pour k e [b,n], V( *3 ) - V($k. (^ )) est l'ensemble des points réguliers 

de codimension k de <a t) « 
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Le cas analytique. Si X est analytique, tout faisceau d'idéaux localement de 

type fini est cohérent (d'après le théorème de cohérence d'OKA), donc locale­

ment de présentation finie. Si *3 est un faisceau d'idéaux, analytique cohé­

rent, il en sera de même de J. (3 } et a' (5 ), donc aussi de TTTJT et o\( $ ) 

st enfin de (R> ( ̂  ). Ainsi, l'8nsemble des points singuliers de &|<j (i.e. 
K 

l'ensemble des points x € V ( £ J ) tels que Ct | ^ ne soit pas un anneau local 
x x 

régulier) est un sous-ensemble analytique fermé de X, support du faisceau 
n 

analytique cohérent 

k=0 

d) Strates et faisceaux stratifiables. 

Une strate de X, de codimension K, ou encore une K-strate, est un 

couple (̂  , ï}') de deux faisceaux d'idéaux localement de type fini sur X, 

tels que : 3 cz ^ 9 O & kt3 ). 

Un faisceau d'idéaux ^ est stratifiable s'il existe une suite 

j € [p,s], de faisceaux d'idéaux sur X, telle que ? = 3o* 3 = ^ 
J s 

et V j e[o,s-l], [*$ , ̂  ) est une strate de X. La famille (!J .) est 
3 3 1 3 jeLO.sJ 

alors une stratification de faisceau d'idéaux 3 « 

Le cas analytique. Supposons que X est analytique et soit 3 un faisceau 

d'idéaux analytique cohérent sur X. Définissons, par récurrence sur j , une 

chaîne strictement croissante de faisceaux d'idéaux, analytiques cohérents 

sur X : c c 'j. c ... 

3 

On pose 3 Q = y ; si j > 0, et si K = htttî , J = i n f f h t ^ (3 , )}, 
J 1 C L ^ j""l,x 

on pose 3 . = C *3 . Si k < n, i.e. 1 . / on a : 

ht(^jj) > ht C ̂3 j w l 3 (la vérification est de nature locale cf. [ 3 ] , chap. I, 
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§ 1). Il existe donc un plus petit entier s _< n-ht(3 0) + 1 tel que ^ s

 s & P 

La suite s t ( $ ) = Ĉ j J . r -i définit la stratification primaire de ^ , 

Ainsi : tout faisceau d'idéaux, analytique cohérent, est stratifiable. 

e ) Le faisceau [ i V ] . 

Supposons que la variété X est analytique et soient î5' deux 

faisceaux d'idéaux, analytiques cohérents sur X- On désigne par £ D : 

le faisceau transporteur de dans ^ ; par définition, V X G X , 

Il J : !3 0 x = C3 X

 : = <a e °-x s a" ° V " C C f a i s c e a u d'idéaux 

est analytique cohérent. 

Dans le cas analytique complexe : V([l3 : ) = V( 3 ) - V( 3 1). 

En effet, si x € V ( ! j ) - V ( ^ ) , 5" * ^ et = & , donc [ ^ : = 

X X X X X 

= 5" ¥<k et x s V ( [ ^ : ^ ' ] ) . Ainsi : V([3 : ̂  'J ) =3 VC 3 ) - V( D '}. 
X X 

Réciproquement, si x ̂  V( 3 ) - V( ?3' ), on a V ( $ ) clV( ' î au voisinage de x, 

donc ^' c 3 (d'après le nullstellensatz), i.e. [ *3 : 3H = 0. * i.e. 

X X X X 

x ^ V C p ï : t3). On en déduit immédiatement que : 

- si V(3) c V(3 f) , [3 : = ex . 

- si V ( D ) ^ V C ^ ' J , h t ( [ ^ : D r ] ) = inf C h t . t S j ) . 

x vc^)~v(tn x 

5 2 - Le faisceau d'idéaux jf" (TT). 
K 

Soient X, Y deux variétés analytiques réelles (resp. analytiques 

complexes) de dimensions respectives n, p. On désigne par J^tXjY) le fibre 

sur X x Y des jets d'ordre q de X dans Y. Soient (U ; x \ " m * ' x

n ^
 c t 

(V ; y^,...,yp) des cartes locales de X et Y respectivement. Ces coordonnées 

définissent naturellement sur J q ( U , M) un système de coordonnées (x^y!?) 
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n 
(i e[l,n] j je[l,p] ; oo = (co , -.. ,oo ) £<N n et 0 _< | co| = E u. < q) de la 

1 n i=l 1 

façon suivante : si q > € j q ( U , V ) est un jet d'origine x° = (x°,...,x°) repré­

senté par f - (f ,,..,f ) analytique au voisinage de x°, on pose : 
P 3 f 

X.CCf) = Xo . y^(cp) = — J ( X ° ) . 
3 X +1 

Soit p la projection canonique de (X,Y) sur J q(X,Y) . Si P est une 

fonction anlytique sur un ouvert fi' de J^tlUV), on pose : 
3*~P 9P v 8P u>+[i] 

- 5 — = - r — + E . y . 

i i J.o) 3yj 

(on désigne par [i] l'élément de IN n dont toutes les composantes sont nulles 

sauf la ieroe qui est égale à 1). Les fonctions sont analytiques sur 

-1 ^ 
p (fi f). Si P.,...,P. sont analytiques sur fi', on pose : 
q i i\ 

D*' CP 1,...,P K) %*'Pa 

D(x. .....x. ) = d e t IhT ' a ' 6 e & ' K 3 

Soit IT un faisceau d'idéaux, analytique cohérent sur un ouvert fi 

de J (X,Y). Nous allons définir un faisceau d'idéaux J ^ t i O , analytique cohé­

rent sur p^(fi) : si ç e p^(fi], soit fi' un voisinage ouvert de p^(Ç), conte­

nu dans fi et dans une carte J ^ ( U , V ) , tel que ir ^ soit engendré par les 

q 
fonctions P.,...,P analytiques sur fi' ; par définition, j f t f O r est l'idéal 

1 S K s 

D CP . . - . . P a î 

engendré par P j • p ..... P g o p et les D ( x - * x <

k

} 

e [l,s] et i j , . . e , i^e[l,n|), 

(on vérifiera que cet idéal ne dépend pas de la famille (P-,...,P } de géné-

rateurs de l'idéal ïïp ^ et de la carte J q(U,V)). 
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00 

Si f est une application analytique (ou C , si les variétés sont 

q ce 

réelles) de X dans Y, on note j (f) l'application analytique (ou C si f est 

co q 
C ) de X dans J (X,Y) qui associe à tout point x q X le jet d'ordre q, 

j q ( f ) ( x ) , de f au point x. Posons f = j q ( f ) . On note f* (TT) le faisceau 
— q q 

d'idéaux analytique cohérent (ou différentiable, localement de type fini, 

si f est C ) sur _f^ (ft) tel que la fibre en chaque point n soit engendrée 

par les P o f = f*~(P), où P e TT_ On vérifie l'égalité s 
- q - q jjjn) 

(13 J. (f* (TT)) = f* f j * ( T T ) ) . 
K — q — q + 1 K 

La proposition suivante nous permettra de comparer les faisceaux 

d'idéaux (analytiques cohérents sur P *(fi)) p*" (J, (TT)) et J*" (ir) : 
^ q q K K 

Proposition 1. On a l'inégalité ; 

ht [J^(TT) ; p * ( J . ( Ï Ï))] > n. 
L K q K 

Pour la démonstration, on peut supposer que les variétés X,Y sont 

analytiques complexes : en effet, le cas réel se déduit immédiatement , par 

complexification, du cas complexe. 

Soit Ç * V ( J * (TT)) « p*" 1(V(J. (TÎ))) - nous devons vérifier (cf. § l,e) 
t\ q i\ 

que : 

(2) h = h t ( J * (TT)Ç) > n. 

Puisque P ( Ç D £ V ( J ^ ( T T)), on peut supposer, en diminuant si néces­

saire, qu'il existe un sous-faisceau TT' de TT engendré par K fonctions P.,..,P. 

1 K 

analytiques sur Jî et telles que V ( J K ( T T ' ) ) = 0. Puisque J^(TT) Z>J^i*' ), il 

suffit de vérifier (2) pour TT' au lieu de Ainsi, nous pouvons supposer que 

TT est engendré par des fonctions analytiques P^,...,P^ sur fi et que 

V U ( Ï Ï ) ) = 0. 
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II existe des points V » appartenant à p *($îî et aussi voisins que 

l'on veut de Ç, tels que (ir)) soit une variété régulière de codimension 

h, au voisinage de Ç. Remplaçant Ç par £', nous pouvons donc supposer que 

V ( l * (tt)) est régulière de codimension h au voisinage de Ç. 

Enfin, on peut admettre (en le diminuant si nécessaire) que Q est 

contenu dans une carte locale J q ( U , V ) du point p (£) et que dans la carte 
q 

Q+1 
J ( U , V ) , les coordonnées de £ sont : 

X j U ) = = x n(Ç) = 0 

et pour j e [l,p] et o> € fi\]n, 0 _< |o>| _< q+1 , = £j • 

Soit t un entier q+1 s si j^[l,p] et œ « n\jn, q+1 < |co| <_Z, 

désignons par des nombres complexes arbitraires. Soient A et B deux espa­

ces vectoriels complexes, le premier admettant comme système de coordonnées 

les aj (y e fl\|n ; 0 <^ |y| _< t $ j e[JLp]]) 5 le second admettant comme système 

de coordonnées les b^ (v e fl\|n ; £+1 < |v| j< £+q+2 5 j * [ l , p ] ) . Si U 0 , /A 0* BQ 

sont des voisinages respectifs assez petits de l'origine de U, /h, (B, on dé­

finit une application polynomiele r : 

U 0 x â\0 x 1B0 • P*"*1^) 
q 

en posant : r*" ( x ^ = Xj i ... i r* (x^) = x n et pour j é [l#p]* 

a) e (l\|n, 0 < |co| ̂  q+1 : 

J u n l y £+q+2 v 
r ( j . ( j c a + ç j + z b —) 

J 8x |y|=û J J y ' |v|=£+l J 

n w l ^n 
(si a) = (a).,... ,o) )e(N , on pose x*° = X- . c . . . x ). 

I n * l n 

Si a on désigne par l'immersion : 
*a 
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U 0 x B 0 3 (x,b)* • ( x , a , b ) € ( J 0

 x ff\0

 x ÎB Q et l'on pose 

r = To i . 
a a 

Lemmc 1. L'application r est une submersion. L rapplication F restreinte à 
• a 

'U 0 - ( 0 } ) x IBo est une submersion. 

QÊÏÏ2Që££SÏÎ2D- *-g jacobien de r par rapport aux coordonnées x^,...,x n 

et a^ (0 |y| _< q+1 et j e [l,p]) est égal à 1, ce qui démontre la première 

assertion. 

i i 
Posons U 0 = { x e u 0 ; x^ / • } . Désignons par v_ l'ensemble des 

multi-indices v = (v_,...,v ) e/|\|n tels que : -£ + 1 < Ivl < £+q+2 et v. > £+1. 
1 n — ' — i — 

n j 
Puisque U 0 - {0} = U U 0 , il suffit de montrer que le jacobien de T par rap-

1 = 1 v i 0 

port aux coordonnées x^,...,x n et bj [avec v e _v et j^JjLp]) est / 0 en 

tout point de uj. Ce jacobien est visiblement égal au jacobien des 

3 | a)| v 
— — ( E b. — ) par rapport aux b. (v é et j e [ÎL r]}. Puisque 
3x vejv J v ' J 

v p i V~DG 
V X -V.+1 V X f ~H 

S . b. — = x. . ^ . b. — — - (on note li] 1G multi-indice dont 
i J vI i x i v U J 

v ev J v e_v J 

toutes les composantes sont nulles sauf la i e m G qui est égale à £+1), la 

formule de Leibnitz montre que ce jacobien est égal au jacobien des 

£ + l ^ r v t v x V~KI, _ ,v f i ^ . n i , 
x. ( £ . b. ; — J par rapport aux b. (v e v et j € ll,pjj, 
i , a) i j v! j — 

3x v c _v 

i.e. à C. x ^ ^ + 1 ^ (n^C'+^) , où C est un nombre rationnel non nul. Puisque 

x i i 0, ce jacobien est non nul, c.q.f.d. 
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Appliquons le lemme précédent, avec £ = q + 1» Soit II la projection : 

U 0 * A 0 x (B0 • A 0 x (B0 et posons ^ = r " 1 (p^IVtir))) ; 

= r ^ ( V ( J * (TT))). Puisque F et p sont des submersions, ^ est une sous-
K q 

variété régulière de codimension k de U Q x 0\o x i b 0 , définie par les équations 

cf. = 0 j ... j cf = 0, si l'on pose P. ° p o r = <^ .. De même, l^**est 
i K 1 q i 

au voisinage de r ^ ( ^ ) = {0} x {0} x (B Q une sous-variété régulière de codi­

mension h. En outre, est l'ensemble des points de & en lesquels s'an-

nulent tous les jacobiens 7-7 r (0 < j < ... < j < n ) , i.e. 
UlX. I » « I I X , J 1 K — 

J l J k 

V~* est l'ensemble des points critiques de II\V" . D'après le théorème de 

Sard (B. Pîalgrange, [Y], chapitre I, 5 7 ) , l'ensemble % des points 

(a,b) e #\Q x fB 0 tels que Iî 1(a,b) O ^ = 0, est partout dense dans A 0

 x IBo-

Puisque la restriction de r o à il 0 - (0}j x (B 0 est une submersion 

(lemme 1), V0 = ^ 0 ( ( U 0 - {0}) x {0} x (BJ est une sou^variété régulière de co­

dimension k deOJo - ( 0 } ) x {0} x (B 0. Soit n' la projection : V 0 • (B 0 et 

soit b Q une valeur non critique de Iî' (il en existe, d'après le théorème 

de Sard). Le plan II 1 (0,b o) (de dimension n) coupe V**" au seul point 

(0,0,b o) et en ce point est une variété de codimension h 5 on a donc 

h n. Si h = n, pour tout point (avb) assez voisin de ( 0 , b o K n 1(a,b) cou­

perait V*. ce qui est absurde, puisque y. est partout dense dans ff\0

 x IB 0. 

Ainsi : h > n, c.q.f.d. 
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5 3 - Le théorème de transversalité. 

Dans ce paragraphe, nous supposerons que les variétés X,Y sont ana­

lytiques réelles. On désigne par C M X ^ Y ) l'espace des applications 0°° de X 

dans Y. Cet espace sera muni de la topologie fine (ou topologie de Whitney) : 

une base d'ouverts pour cette topologie est formée de tous les ensembles 

(9(q,U) = {f eC°°(X,Y) ; j q(f) ( X ) c u } où q eIN et U décrit l'ensemble des o u ­

verts du fibre J q ( X , Y ) . On vérifie facilement que C°°(X,Y) est un espace de 

Baire (i.e. toute intersection dénombrable d'ouverts partout denses est 

partout dense). 

00 

Définition 1. Une propriété (IP), relative aux éléments de C (X,Y) est géné­

rique (au sens de Thom), si elle est vérifiée en tout point d'un ouvert par-
00 

tout dense de C (X,Y). 

Si f e C°°(X,Y), on rappelle que f^ = j q ( f ) . 

Proposition 2 . Soit A un sous-ensemble fermé de J q ( X , Y ) , réunion dénombrable 

de sous-variétés de codimensions > n. Génériquement, f^ 1(A) * 0 . 

Nous démontrons d'abord deux lemmes préliminaires : 

Lemme 2 . Soit A un sous-ensemble fermé de J q(X,Y) et soit K un sous-ensemble 

00 -1 
fermé de X. L'ensemble Q„ * { f e C (X,Y) ; f ( A ) O K = 0 } est un ouvert de 

K — q 
C (X,Y). 

Démonstration. En effet : Q - {f € C°°(X,Y) ; (j q(f)(K)) O A = 0 } 

- { f e C M X . Y ) ; j q(f)(K)cU'}, où U' = J q(X,Y) - A est un ouvert de J q ( X , Y ) . 

Soit U" l'ensemble ouvert des points de j q(X,Y) qui se projettent sur l'ou­

vert X - K. Posons U = U' 0 U". Il est immédiat que = {feC°°(X,Y) ; 

j q ( f H X ) c l l } , ce qui montre que fi est un ouvert de C (X.Y). 
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Lemme 3, Soient U un ouvert de IR n ; V un ouvert convexe de fR P ; K un compact 

de U ; A une réunion dénombrable de sous-variétés de codimensions > n de 

J H ( U , V ) . Si f € C (U,V), sefl\l et si n est un nombre réel > 0, il existe 

g € C°°(U,V) telle que | |f - g| |® < n et g" 1CA) n K = 0 . 

n — q 

Démonstration. On se ramène au cas U = fRn ; V = (R P. En effet, soit e 

une fonction C sur fR , à valeurs dans LP'lJ' telle que e = 1 au voisinage 

de K, e = 0 sur (R n - K', où K' est un voisinage compact de K, contenu dans U. 

Soit f l'application C°° de (R n dans fR p, égale à e.f sur U et • sur rR n - K'. 

Si l'on suppose le lemme démontré lorsque U = IRn ; V = (R P, il existe 

'v °° n n i A ^ i i s r^—1 

g e C (IR , fR H) telle que | |f - g| < n et ^ (A] n K = 0 . En diminuant n si 

nécessaire, on peut supposer que g(K')c_V - si O ^ V , ce que l'on peut toujours 

supposer, la convexité de V entraîne alors que g = e.g | U € C (U,V). Visible­

ment, | |f - g| |* = | |f - g| |* < n et g ^ C A ) n K = g ^ t A ) n K = 0 . 

Supposons donc que U = (R n ; V = fR p et posons f = (f^,«..,f ). Dési­

gnons par/A l'espace vectoriel réel admettant comme système de coordonnées 

les a^ (y e fl\!n s 0 _< |y | _< q j j e [l,p]). Si a = (aV) ^ A , soit 

f 3 = (fj,...,fp) l'application C°° de (R n dans fR P telle que : 

f^(x) = f.(x) + E a P ~ . Soit r l'application de !Rn * lh dans 

3|o)| fa 

J q«R n,|R P) telle que F * (x.) = x. et T* (y?) = 1 
1 1 J 9 x

W 

Visiblement, le jacobien de r par rapport aux coordonnées Xj,-«.,x , 

a^ est égal à 1, ce qui montre que r est une submersion. Soit II la projection 

canonique : fR n x /f\ • A. Puisque r *(A) est une réunion dénombrable de 

sous-variétés de codimensions > n, Tï(r "4a)3 est un sous-ensemble de mesure 
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nulle de [h (par exemple, d'après le théorème de Sard). Si ae/f\ - n(r *(A)3 

est assez voisin de l'origine, en posant g = f a : 

I I * - g| \ l 1 I i f - g| l£ < ^ G t Â^l^ = ^ia) ° r " l c A ) = 0' c.q.f.d. 

Pesons fi = {feC°°(X,Y) ; I q 1 ^ = ^m D'après le lemme 2 (en prenant 

co 

K = X ) , fi est ouvert dans C (X,Y). Il reste à prouver que fi est partout dense 

CO 00 

dans C (X,Y). Soit fQeC (X,Y). Si xé-X, soit un voisinage ouvert relati­

vement compact de x, contenu dans une carte locale de x et tel que f 0 ( L M 

soit contenu dans une carte locale convexe de f 0 ( x ) . Soit {U.}. un recou-

1 î £flM 
vrement ouvert localement fini de X, plus fin que le recouvrement {U } v . 

X x s X 
Il existe des compacts K.cl). tels que \J K. = X. Enfin, pour tout icfN, 

IEFN 1 

f ( U J est contenu dans une carte locale convexe V.. 
° î i 

Soit = {f€C°°(X,Y) i ViefN, f t U ^ c V . } : visiblement, ^ e s t 

un voisinage ouvert de f Q . Posons n = if ̂  C (X,Y) ; f (A) A K. = 0 / ; 
— q i 

d'après le lemme 2, les 8 0 ^ sont des ouverts de . S'ils sont partout 
1 

denses dans 1 ^ (qui est un ouvert d'un espace de Baire, donc un espace de 

Baire), fi = O ( f i K ^ ^ ) sera partout dense dans . Il suffit 
ie(N i 

donc de montrer que fi rs V * G S t partout dense dans 

1 n 
Posons U. = U ; V . = V ; K J = K (on identifie U à un ouvert de (R ; 

i i i 

V à un ouvert convexe d e ( R P ) . Soit K' un voisinage compact de K, contenu 

dans II, et désignons par e une fonction C sur U, à valeurs dans [p#l]j éga­

le à 1 au voisinage de K et 0 sur U - K'. 

Si f e V~ , désignons par f la restriction de f à U : f'£C°°(U,V). 
00 

D'après le lemme 3, V s e I N et n > 0, il existe g ' ë C (U,V), telle que : 
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l l f ' - g 'Mj i < n e t ^ - 1 ( A ) A K = 0 . La fonction g" = eg' + ( 1 - e ] f» appar-

tient à C (U,V) (car V est convexe). Soit g l'élément de C (X,Y) égal à g" 

sur U et à f sur X - K'. En restriction à U : f - g = e ( f - g ' ) . En choisis­

sant s assez grand et n assez petit, on peut supposer que g est aussi voisin 

que l'on veut de f. Par construction, g e fl (car g = g' au voisinage de K ) . 

Ainsi, a, n V' est partout dense dans ^ , c.q.f.d. 

Le théorème suivant est une version algébrique du théorème de trans-

versalité de Thom [2] s 

Théorème 1 . Soit TT un faisceau d'idéaux, analytique cohérent sur un ouvert 

Q de J H ( X , Y ) . Soit Q un ouvert de J H(X,Y) tel que Qcti et posons TT = TT | £2. 

00 

Si f e C (X,Y), génériquement : 

f* (J. (TT)) = J. (f*(ïï)). 
—-q K K — q 

Démonstration. Posons Z = V t[_J* (TT) : p * (J (TT)) ] ) K q K 

E = V ([ J * (TT) : P * ( J . ( T T Î ) ] ) . u K q K J 

q+1 'v 
L'adhérence A de E dans J (X,Y) est contenue dans E et, d'après 

^ q+1 
la proposition 1, E est une réunion finie de 9ous-variétés de J (X,Y) 

de codimensions > n. D'après la proposition 2, génériquement : 

f^^(E) = 0 . On déduit de là et de l'égalité ( 1 ) du paragraphe 2, les in­

clusions : 

J. ( f * (*)) = f * . ( J * (*)) ^ f* CJ~ (TT)) r> f* ( J. (TT) ) . 
K — q — q + 1 K —q+ 1 K — q K 

D'autre part, on a toujours l'inclusion : f*" (J. (TT)) Z> J. ( f ^ N ) ) , ce qui 
— q K K — q 

démontre le théorème. 
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Corollaire 1. En plus des hypothèses du théorème 1, donnons nous un faisceau 

d'idéaux TT', analytique cohérent sur fi et tel que CTT,TT' ) soit une k-strate 

de ft. 

i 00 

Posons TT' = TT' J Q. Si f e C (X,Y), génériquement : 

(f "(TT), f (TT')} est une k-strate de f (fi). — q - q - q 

Démonstration- Par hypothèse : TT O TT' CL a (TT) O J (TT). 
k k 

Pour tout f s C°°[X,Y) : f*(a. (ir)) C C, (f * (ir)). 
— q K K — q 

D'après le théorème 1, on a- génériquement : 

f*" (J. (TT)) = J (f* (TT)) 
— q k k --q 

d'où : 

f* (TT) c f^ ( T T ' ) c a . ( f * (TT)) n j ( f * (TT)), c.q.f.d. 
— q — q k — q k — q ^ 

Corollaire 2. Avec les hypothèses du théorème 1, génériquement f*(Tr) est un 
_ q 

idéal stratifiable. 

a, % 
Démonstration. En effet, soit (TT.) . r -j une stratification de TT ( U Re J J ^ L C s J 

telle stratification existe, d'après le paragraphe 1, d) : d'après le corollai-

re 1, si l'on pose TT. = TT. Q, (f (TT ) ) . r - i est une stratification de 

f * * ( T r ) , c.q.f.d. 
— q 

* 4 ~ Propriétés généralement vraies. 

a. Soient _k un corps commutatif ; = JiCE*]/ • • • *x

n1] l'anneau des séries 

formelles à n indéterminées* à coefficients dans k ; _n l'idéal maximal de 3* . 

Si p et q sont des entiers (p _> 1, q >_ 0 ) , on pose 3 r P = ^ p / n q + 1 . $ p : $ P 

est un Jk-espace vectoriel de dimension p. t ^ ^ î - Le point générique de 

* I wl RN a> 3 i . f n) 
(A) X (A) i 

sera noté = ( 4>,,..., q> ) avec <P.= E a. — (i.e. a. = ~ ) 
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Soit la projection canonique : < £ P - + $ P ; si q' > q, notons 

n , la projection canonique : * £ P , $ P . Donnons nous dans chaque CF^ une 
q,q r q q q 

variété algébrique Cau sens ensamblistd V * de telle sorte que 

n , (V .) c v , V q efN. Posons V = lim V . La suite d = oodim V est 
q,q+l q + 1 q H * — q q ^ p q 

croissante. Nous dirons que V est une provariété algébrique de codimension 

égale à lim d . Nous réservons le terme de variété à toute provariété de 
q->°° ^ 

codimension finie. 

Remarque : La provariété V est de codimension infinie si et seulement si, 

VqeflM et V£ e 3?p, i f 1 ^ ) <£ V. En effet, cette condition est visiblement 
q q 

1 s 

nécessaire. Réciproquement, soient V^,...,V^ les composantes irréductibles 

de et soit e \ l \ Il existe un entier q' >̂ q tel que, V i € [ l , s ] , 

V , 4» II 1 J Ç 1 ) , donc V , ±> II 1

 r t V a ) . Ceci entraîne codim V < codim V > 

q T q>q q r q*q q J^p q ^ p q 

d'où codim V = ». q q 

Définition 2. Soit $^ P une sous-variété algébrique de $ P . Une propriété 

flP) relative aux éléments de ^ P est généralement vraie, s'il existe dans 5^ 

une provariété algébrique de codimension infinie V, telle que tout ~ v 

satisfasse à GP3. 

b. 
| Lemme 4. Soit I un idéal de Si dim^ (Î^/I) _̂  h, alors I >̂ jn h. 

QÊÏ2DËt£â£î2Q• E n effet, supposons que I ji h ; la chaîne formée des 

puissances de l'idéal maximal n/I de 5*/I : "571 n/I o ... ^ n ^ + I / I ^ O 

est, d'après le lemme de Nakayama, strictement décroissante. Il en résulte 

que dim.C t£ /I) > h. 
K 
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Posons a)(h) = dim^ (^/n h + 1) = ( n + h ) . 
_K — n 

Corollaire, Si dim (TVI+n 1" 1* 1) < h ou de façon équivalente si 
• K — 

d i m k ( I + n . h + 1 / l l h + 1 ^ 1 ^th) - h, alors I^jn*1 et dirn^ (3*/I) _< h. 

QÊÏ2Q!l£ES£ï2Q- D'après le lemme 4 , I + n * 1 * ^ n.̂  '> le lemme de Nokayama 

entraîne que I o n h . Il résulte alors de l'hypothèse du corollaire, que 

dim, (*3vi) < h. 
_k — 

Soient des séries formelles en x,,...,x à coefficients 
1 s l n 

polynômes en les a^ (u)efl\ln et j e j j U p ] ) . Si = ( cp ,..., q> ) e 3?p, on 
Û P 

désigne par V. _ l'élément de $ obtenu en faisant dans VF. s 
î, cp 1 

Q ^ = J m soit 1 ^ l'idéal engendré dans ^ par les V. D . 

Proposition 3. L'ensemble des ĉ> e els que dim^ ( |lcp) < 0 0 est le 

complémentaire d'une provariété algébrique "UT. 

Démonstration. Posons %fh = { e $ p ; d i m K ( |lcj>) > h> = 

{ cç € ^ p ; dim^ ̂  cp + J l h + 1 / £ L h + i î < ̂ th^ " h} (d'après le corollaire du 

~~ h+li h+1 
lemme 4 ) . Le Jv-espace vectoriel I + £ IJ1 est engendré par les éléments 

x11 Y. (yc(N n et 0 < lyl < h). Si ̂ ' (y' € [N n et 0 < |y'| < h) est la 
i. cp — 1 1 — i,y, cp - — 

composante de x^ . suivant x^ , on voit que ̂ > £ 'UT^ si et seulement 

y r 

si le rang de la matrice | 4 > . | (d'indice ligne (i,y) et d'indice colonne 
1* y 

y') est < o>(h) - h , i.e. si et seulement si les mineurs d'ordre u>(h) - h de 

cette matrice sont tous nuls* Ainsi <ttf^ est une sous-variété algébrique de <3? p. 

Visiblement VT^ z> c ^ + 1 ^ • - » et V = f| est une provariété algébrique. 
h=0 
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c. Nous supposerons désormais que _k = R ou (C. 

Soit : J q CJK ,\<P) • J^fJl 'J^î ls projection canonique. 

Soit C t q le faisceau sur J q(Jk n,_k P) des germes de fonctions analytiques à va­

leurs dans _k. 

Soit Ç un point [fixé une fois pour toutes) de J^^"*" CJin*Jl'D3 * de 

coordonnées x, = ... = x = 0 ; y^ = Ç^. Posons : 
1 n J J 

^ P ( Ç ) = { q = ( c f r . , . , c p p ) € tfp - V j £ [l,p] et V u s f N n , 

M i q + l , J - . 

a x J 

Si q> G tfP(Ç)> on désigne par <f* n l'homomorphisme de <Si2+1 dans 3* obtenu 

en faisant les substitutions : I l I I 

x. x. ; y . - Ç. ~ ~ - > - ^ 
Si ir est un idéal de (X~l , on désignera simplement par ^ . ( t t!) l'idéal 

£ s - J—q+1 ç» 

engendré par q>* dans . 
—-q+1 5 

Proposition 4. Soit TT* un idéal de C l ^ ! * 1 tel que ht(*rr*) n . En général : 

dim. ( | <f* - ( 1^1 ) ) <« , lorsque q> décrit $ P ( Ç ) . 
- j—q+i ç 

QÊCSQêtrSÏiSQ- Le cas réel se ramène, après complexification, au cas 

complexe. Nous supposerons donc, pour la démonstration, que Jk = (C. 

L'idéal TT* eBt engendré par des fonctions P-,...,P analytiques 
s i s 

sur un voisinage fi* de £ dans J q + ((C n,C P). Soit TT*" le faisceau d'idéaux, 

analytique cohérent sur fi*, engendré par les P^. En diminuant çf si nécessaire 

on peut supposer que, V n € fi* : 



-19-

Cl) ht lu*) > n. 
n — 

Posons Y. „ = cp* (p ),..., Y n • «f* ,tP.) : les coeffi-
l,cf l q + 1 1 s,<4» iq+1 » 

cients des séries formelles ,...,Y g ^ sont des polynômes en les 

A ^ l c y (O) 

a <? = a) — ' D ' a P r è s l a proposition 3, l'ensemble des cf s # P ( Ç ) tels 

que dim^f 3* | ^ J + J / 1 ^ ) < 0 0 e s t l G complémentaire d'une provariété algébri­

que (UT. Il reste à vérifier que 'U)*' est de codimension infinie. 

Soit t un entier >̂  q+1 et donnons nous pour j £ [l*p] et y €fl\|n, 

q+1 < |y| _< £, des nombres complexes arbitraires Ç^. D'après la remarque du 

a) de ce paragraphe, il suffit de trouver des b^ (j e D-*p] » v e ^ G t 

£+1 _< |v| _< £+q + 2 ) tels que si : 

w l y £ + q + 2 v 

J |y | - 0 J y ! | v | - * l J V ! 

on ait c f b . ( e f j , . . . , ^ ) | 

SoitfB l'espace vectoriel complexe, admettant comme système de coor-

v 

données les by Si U 0 , IB0 sont des voisinages respectifs assez petits de l'o­

rigine de C n , B,on définit une application polynomiale (cf. lemme 1) : 

en posant : r Q Cx.) =* x. ; ... ; r G (x ) = x et r o(y.) = • 
1 1 n n l r v W 

3x 

D'après le lemme 1, en restriction à U Q - (o))
 x B 0 , l fapplication 

r 0 est une submersion. I\ résulte de là et de (1) qu'en tout point de 

(Uo - {0})x(B o la codimension de r"1 ( V U * ) ) est ̂  n. Puisque {Q> x IB0 est un 

-1 

sous-ensemble analytique de codimension n de U 0

 x f B 0 # r o (V(tt**)) est un 

sous-ensemble analytique de codimension > n de U 0

 X I B 0 . Distinguons deux cas : 
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- s'il existe b e l B Q tel que (0,b) 4 r ~ 1 ( V ( i T * ' ) ), cf b*CTrf) = ^ et 

donc $ "UT. 

- sinon, {0} x Œ3 0 C r 0

1 (V(ïï*) ). Puisque la codimension do {0} x fB 0 

est n.« il existe b e ( B 0 tel que {0} x 53 0 = r 0

1(V6r^1) au voisinage de (û,b). 

Le germe d'ensemble analytique : {tf*3 *(P, ) = ... = <f b t* tP ) = 0} est donc 
° -q+1 1 -q+1 s 

réduit à l'origine de (3Cn> ce qui entraîne cf b ^ Uf, c.q.f.d. 

$ 5 - Le théorème de quasi-transversalité. 

Dans ce paragraphe, JK = fR. Désignons par & l'anneau des germes 

co n 
de fonctions numériques, C au voisinage de l'origine de (R . Soit 

T s ^ p y 3^ p la surjection qui associe à tout germe sa série formelle 

à l'origine. 

Définition 3. Soit 3\ X

P une sous-variété algébrique de $ P. Une propriété 

ÛP) relative aux éléments de T ^( ^ V P ) est généralement vraie, s'il existe 

dans une provariété algébrique de codimension infinie V, telle que 

tout f € T" 1( ^ P - V) satisfasse à (JP). 

Revenons aux notations du § 4, c. Posons ^ P ( £ ) = T 1( <3^ P(5)). 

Si f 6 ^ P ( Ç ) , soit f . le germe à l'origine de (R n de l'application C°° 
— q + 1 

q + l ^ ' v o o p p 

j (f), où f est une application C de IR dans JR H induisant le germe 

f à l'origine de (R n- Puisque f .(•) = £, le germe d'application f , induit & —q+1 ° H K —q+1 
)s r q+1 if -K- s- 0+1 

un homomorphisme : * G . Si TT̂  est un idéal de Êu^ , on 

note simplement . ( T T * ) l'idéal engendré par f , (TT*") dans <?. Si 
-q+1 Ç ~ q + l Ç 

<•? a T(f), c£* = T o f* Qt donc q>*\. (u*) = T(f* ( < ) ) . La proposition 1 —^-q + l —q+1 —^-q+l Ç —q+1 Ç 

4 admet le corollaire immédiat : 
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Corollaire. Avec les hypothèses de la proposition 4, on général : 

dirrjpt^ | fj+1(irp) < CT , lorsque f décrit £ P U ) . 

(En effet, si 3 est un idéal de <S , dirrj^t^l ) < » si et seulement si 

din^ ( $ | T( & » < • ). 

Si f « 8 P(Ç), posons f = p o IQ+T ! i , est un germe d'application 

C°° de fR° dans J q0R n,(R P) qui envoie l'origine sur le point n = CÇ) • Le germe 

d'application f induit un homomorphisme f* : é t q — • (f . SI TT est un idéal 
— q — q n n 

de ÊL1^ on désigne simplement par f * (TT ) l'idéal de engendré par f*(ir ). 
n — q n — q n 

Le théorème suivant est une version locale du théorème 1 (cf. pi], 

chapitre I) : 

Théorème 2. Soit TT un idéal de Scient m l'idéal maximal de et keJN. 
•• n n -

Lorsque f décrit fc>P(Ç), en général : 

J.(f*(ir )) O m . f * (J. (TT ) ) . 
K --q n — ~ q K n 

QëïïSQSÊEâtiSQ• Soit fi un voisinage de n dans J qGR n,(R P) et soit ir un 

faisceau d'idéaux, analytique cohérent sur fi, tel que TT soit la fibre de TT 

au point n- Le faisceau d'idéaux TT* = Qj^tir] : p^C J^CTT) e E * analytique co-

hérent sur (fi). L'idéal TT* vérifie les hypothèses de la proposition 4 

(on a ht(-iï|) > n, d'après la proposition 1 ) . 

D 1après le corollaire de la proposition 4, en général f * t^t) 

— q + l ç, 

contient une puissance de m. Or : 

d'où le théorème. 
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