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LES THEOREMES DE TRANSVERSALITE ET DE QUASI-TRANSVERSALITE

par

Jean-Claude TOUGERON

Introduction.

Dans cet article, nous démontrons deux variantes, 1l'une globale
{théoreme 1), 1'autre locale (théoréme 2), du théoréme de transversalité de
R. Thom. Le théoréme 2 est la version analytique du théoreme de quasi-
transversalité démontré dans [3]. Cette version analytique est utilisée dans

Dﬂ, ce qui justifie le présent article.



§ 1 ~ Stratifications.

Soit X une variété (différentiable de classe C°° ou analytique réelle
ou analytique complexe) de faisceau structural O et de dimension n. Si 3
gst un falsceau d'idéaux localement de type fini sur X et si xe X, on désigne

par V() le support de G| et par 3x, la fibre de '3 en x. On note &

le faisceau d'idéaux dont la fibre en tout point xe€X est la racine ffx de
vz

1'idéal dx.

Soit x €V(J ) ; nous dirons que x est un point régulier de codimen-

sion Kk de CXIU si, au voisinage de x, V[t]) est une variété réguliere de co-

dimension k et si \ax est 17idéal des germes nuls sur V(3 ).

al) Le faisceau Jktj J. Soit xe X et soit (cyl,...,cpsl une famille de

générateurs de 1'idéal tjx' Si [U,[xl.....xn]) est une carte locale de X

au voisinage de x, on désigne par JK(3 )

DI, senvscp, )
1 Tk
D{X. saumcasX. J

31 K
123 <eee <3 2 n (on pose Jo S ]x = CLX et si k > n, Jk(j ]x = x]'

1'idéal de @_ engendré par *J
X X X

et tous les jacobiens o0 1 <1, < ... < ik-i s et

1

Cet idéal ne dépend pas de la famille de générateurs [CPi) et de la carte
locale (U, x). Les Jk(t})x définissent un faisceau d’'idéaux localement de
type fini Jk(g].

b) Le faisceau Oktzﬁl. Soit ¥4 un module de présentation finie sur un

anneau local A. On a une suite exacte :

M
(%) AP > pd 114 > (0)

Soit k€/MN ; si g-p < k < g, on désigne par 0'k(H6] 1'idéal engen-

dré dans A par les mineurs d'ordre g-k de la matrice M ; si k < g-p, on pose



0'k[‘fﬂz) = (0) ; si k > q, G'K(‘lﬂ»] = A. On démontre (cf. [4], chapitre IV, §1)
que 1'idéal O'K(‘H‘GJ est indépendant de la présentation (¥).

Pour tout k€M, on désigne par GKHKJ] 1'idéal engendré dans A par
tous les & tels que £.#G soit contenu dans un sous-module de 46 engendré par

k éléments. On montre facilement (cf. [4],chapitre IV, §1) que :

G'k[%] c ok(’fﬂa] et O'K[‘H’{:] = OK(‘H‘G].

si '§ est un faisceau d'idéaux localement de type fini sur X, on
pose, VY xeX : GK[3 Jx = Ok[jx]" Les OK[SJX définissent un faisceau d’idéaux
ck[3 ).

Si '} est localement de présentation finie, on définit un failsceau
d'idéaux o’K(:ﬁ J, localement de type fini sur X, en posant, YxeX :

o'K(S ), = o'kt’.}x).

c) Le falsceau (fbkt’j }J. Le faisceau d'idéaux 5 étant localement de

type fini, on pose : &’k(:h = JK(ESJ N ck('.i }. Suppasons que k € [l,n:] :
un point x appartient a V(J) - V(Gﬂ;k(t\]) si et seulement si
x€EV(3) - V[ck(tsl) {i.e. 1'idéal 'Jx est engendré sur G,X par k éléments

W@yreersg) Nuls au point xJ) et x € vid) - V[JK(”S 1) {i.e. i1 existe un ja-

D(Ql,...,apkl

cobien Oix =3 différent de U au point x}. Cela signifie que x est

31 Ik
un point régulier de codimension k de G,i .

On a Rold) = 0,(3) et VII) ~ V(Ro(T)) = {xeX ; 3,7 (O

Ainsi, pour k € [G,n], vy - V(ﬁakt'j J) est 1'ensemble des points réguliers

de codimansion k de &J J .




Le cas analytigue. Si X est anaelytique, tout faisceau d'idéaux localemznt de

type fini est cohérent (d’aprés le théoreme de cohérence d'0OKA), donc locale-

ment de présentation finie. Si 8 est un faisceau d'idéaux, analytique cohé-

rent, il en sera de méme de JK(5 ] et O'k(g J, donc aussi de Jktﬁ ) et 0'k[3 )
et enfin de Gbk(j }. Ainsi, 1'ensemble des points singuliers de @|J (i.e.
1'ensemble des points x€ V(J ) tels que C1x| N . ne solt pas un anneau local
régulier) est un sous-ensemble analytique fermé de X, support du faisceau

n
analytique cohérent Ci] z Gbk[3 )
k=0

d) Strates ct faisceaux stratifiables.

Une strate de X, de codimension k, ou encore une k-strate, est un
couple (3, B") de deux faisceaux d'idéaux localement de type fini sur X,
tels que : 'ch'c&k())].

Un faisceau d'idéaux '3 est stratifiable s'il existe une suite

jj, i e [0,8], de faisceaux d'idéaux sur X, telle que 3 = TJo» 35 =Q

et Vjelo,s-1], (*3.,". ) est une strate de X. La famille (5. est
:] Jo o+l 3 jel0.9

alors une stratification de faisceau d'idéaux J .

Le cas analytigue. Supposons gue X est analytique et soit j un faisceau

d'idéaux analytique cchérent sur X. Définissons, par récurrence sur j, une
chaine strictement croissante de faisceaux d'idéaux, analytiques cohérents

sur X : 30 C sanve & 'ch... .

on pose '3, = N 5 eij >0, et sik = ht(jj-l) = im"(hta (53_1”(]].

X

1]

{ . Sik <n, i.e. £ @, :
on pose Uj a%.’jj—ll Si k <n, i.e 33—1 # on a

ht[j,j] > ht('jj_l] (la vérification est de nature locale ; cf. [3], chap. I,



§ 1). Il existe donc un plus petit entier s < n-ht(J,) + 1 tel que ﬁs = Q.

La suite st(Y) = (‘lej e [0,

Ainsi : tout faisceau d'idéaux, analytigue cohérent, est stretifiable.

S] définit la stratification primaire de 3 .

e) Le feisceau [J : 9'].

Supposons que la variété X est analytique et soient ﬁ, 5’ deux
faisceaux d'idéaux, analytiques cohérents sur X. On désigne par [.'5 : U']
le faisceau transporteur de ' dans TT ; par définition, YxeX,
. — -
: = ' s {aed ;5 a. ! . ai 'idé
Ch ’:)JX [jx Jx] {a N ’jx < 7 3. Cc faisceau d'idéaux

est analytique cohérent.

Dans le cas analytique complexe : V(LT :'3']) = V() - v(3").

En effet, si xeV(3) - v("), B-X 7‘@;( et S'X = @x' donc [ %3 : '3'])( =
=5-x ?‘QX et xeVILS + 3]y, Adnsi « VLT 3] oV(3) = V(g ).

Réciproquement, si x % V) - Vv(3'), on a V(') «v( 3] au voisinage de x,
done '(S'Xc, ;jx {d'aprés le nullstellensatz), i.e. [_'3 : 3"])( = Q’x' i.e.
X ¢ V([ﬁ : 3']). On en déduit immédiatement que :

-si VI3 < viB"n) , [F:9] = 6.

-si V) ¢ ve'In . (LB :37) = inf (ht,, (301,
x VI3~V o, O

§ 2 -~ Le faisceau d’'idéaux J:'(n].

Soient X, Y deux variétés analytigues réellcs (resp. analytiques
complexes) de dimensions raespectives n, p. On désigne par Jq(X,Y) le fibreé

sur X X Y des jets d'ordre g de X dans Y. Soient (U ; x ,---,xn} et

1

(v ; yl....,yp] des cartes lccales de X et Y respectivement. Ces coordonnées

w
définissent naturellement sur JO(U, V) un systéme de coordonnées (xi,yj]



n
(i e[1.n] jellip] : w= (w,ene,w Yen" et O < lw] = £  w, <qg)de la
1 n - 1=1 i--
fagon suivante : si cge:Jq[U,V] ast un jet d'origine x° = [xi,...,x;] repré-
senté par f = [fl,...,fp] aBalytique au voisinage de x°, on pose :
= x5 Y = I (xe
xi(C?) X3 yj(C?] 5 {x°).

ax
Soit pq la nrojection canonique dc Jq+l[X.Y] sur Jq[X,Y). Si P est une

fonction enlytique sur un ocuvert €' dc Jq[U,V), on pose :

¥ e, o 3P wli]
X, Ix \ w yj
i i Jse ayj
(on désigne par [ﬁ] 1’élément de m” dont toutes les compaosantes sont nulles
*
sauf la i®M€ qui est égale & 1). Les fonctions %;E sont analytiques sur
i
pqliﬂ’). Si Pl....,Pk sont analytiques sur ', on pose :
D¥ (Pyseus,P,) 5P
1 k o
= - 3 ] 6 r
DOx, seeex; ) det l ox; ’ a8 € [1,K]
1 k 8

Soit n un faisceau d’idéaux, analytigue cohérent sur un ouvert Q
de J9(X,Y). Nous allons définir un faisceau d'idéaux Jt(ﬂ]: analytique cohé-
rent sur p;I(Q] : site p;l(ﬂ], soit Q' un voisinage cuvert de pq(i]. conte-
nu dans © et dans une carte Jq[U,V], tel que “p (£) soit engendré par les
q

fonctions Pl""’Ps analytigues sur Q' ; par définition, Jt(W]E est 1'idéal
SMCHR

1 "k
DX, seunssx, )
1

1 K

engendré par Pl ° pq,..., PS o pq et les

CHPNR [1,s] et 1 ,...,ike[l,n]],

1

(on vérifiera gue cet idéal ne dépend pas de la famille {Pl""'Ps} de géné-

rateurs de 1'idéal LN ( et de la carte Jq[U,V]).

q £}



Si f est une application analytique (ou Dw, si les variétés sont
réelles) de X dans Y, on note jq(F] 1'applicetion analytique {(ou C” si  est
C) de X dans 39, 1) qui associc & tout point xg X le jet d'ordre q,
jq(fJ[x], de f au point x. Posons fq = jq[F), On note f;’[ﬁl le faisceau
d’'idéaux analytiquc cohérent (ou différentiable, localement de type fini,
si f est C ) sur.fél[Q) tel que la fibre en chaguec point n soit engendrée
par les P o £ - fE[P], o P em, . On vérifie 1'égalité

* = *
(1) B () = gE

I (M),
La proposition suivante nous permetkra de comparer les faisceaux

d’idéaux (analytigues cohérents sur p;l(Q]] D; (JK[W)) et J:'[ﬂ)

{Proposition 1. On a 1'inégalité
i

* s »*» >
ht [Jktﬂ) e [Jktﬂ))] n.
Pour la démonstration. on peut supposer que les variétés X,Y sont

analytigues complexes : en effet, le cas récl se déduit immédiatement , par

complexification, du cas complexe.
Soit § € V(J:'[ﬂ]] - D;l[V(JK(W))) ; nous devons vérifier (ecf. § 1,e)
que :
(2) h=htIX (M) >n.
Kk £
Puisque pq[&) ¢ V[kaﬂ]], on peut supposer, en diminuant @ si néces-

saire, qu'il existe un sous-faisceau 7' de 7 engendré par k fonctions P.,..,P

1
analytigues sur & et telles quo V(Jk(ﬂ']) = @. Puisque Jt(ﬂlt>JiTﬂ']. il

K

suffit de vérifier (2) pour 7’ au lieu de 7. Ainsi, nous pouvons SUpPpPOSEr que

T gst engendré par des fonctions analytiques P,,...,P, sur & et que

1 k

vig, (m) = 8.
K




I1 existe des points £', appartenant a Q;I[Q] et aussi voisins que
1'on veut de &, tels que V(Jf (7)) soit une variété régulidre de codimension
h, au voisinage de &. Remplagant £ par &', nous pouvons donc supposer que

V[J: {n)) est réguliére de codimension h au voisinage de £.

Enfin, on peut admettre {en le diminuant si nécessaire} que © est

contenu dans une carte locale Jq(U,V) du point pq[E) et gue dans la carte
g+l .
J (U,V), les coordonnécs de & sont :

xl(El Z iasen T xn(E] =0

et pour je:[l,d] et wem', O j_lwl_i q+l , y?[g] = E? .

Soit £ un entier > g+l ; si je[1,p] et w e m", g+l < |uw] < Z,
désignons par g? des nombres complexes arbitraires. Soient A et B deux espa-
ces vectoriels complaxes, le premicr admettant comme systéme de coordonnées
les ag wemn" 5 0 < |u| < £ je[l,p]) ;3 le second admettant comme systéme
de coordonnées les b; (v e N" 5 £+1 < |v| < L+qH2 je[1,p]). Si Ugs Ao, Bo

sont des voisinages respectifs assez petits de l'origine de U, A, B, on dé-

finit une application polynomicle T :

U X Ay X By = pq (Q)
en posant : F*'IXIJ = Xy 5 e ; TF [xn] = X et pour j ¢ [1,p],
wefN,D_<_|m|<q+l
|
|wl £ H L+q+2 Y
T T R R
3x lu|=0 J JoW lvl=£+1 3 7
n wl “n
= w o
(siw-= (wl,...,wn)emJ, on pose X Xy oweses X ).

Si aeA, on désigne par ‘a 1'immersion :



Uo xBs 2 (Xx,b)w— (x,a3,b)lclU, xMA, xB, et 1'on pose
I' =To 1.
a a
L:emme 1. L'aepplication T est uns submersicn. L'application Fa restreinte a

o = {01 x Mo est une submersion.

et a? (¢ < |u|_i g+l et je [l,pJJ ost égel 8 1, ce qui démontre la premiére

assertion.
Posons U} = {xel, ; X4 # 0}. Désignons par._\i1 1'ensemble des
multi-indices v = (vi,...,v ) eN tels que : £+1 < |v] < Leg+2 ot vy > £l

n

Puisgue U = {0} = U U%, i1 suffit de montrer qus le jacobien de Fa par rap-
i=1

port aux coordonnées I SEREERER et b; lavec v € 2} et jé?[i,d]) est # 0 en

tout point de U%. Ce jacobien est visiblement &gal au jacabien des

8'“’ v x" v i
( Z , b, 571 par rapport aux b, (v ¢ v et j e [i;ﬁ]]- Puisque
3xw \Je\)1 J v J -
_fi]
v V 1
L+ =
Dby Xa Mt g Y X (on note [i] le multi-indice dont
i ] ! 1 i ] vl
VEV V EV

eme

toutes les composantes sont nulles sauf la i qui est égale a £+1), 1la

formule de Leibnitz montre que ce jacobien est égal au jacaobilen des

| v-[1] ;
xg+1 2 ( Y X7 par rapport aux bY (v e v et je [i.h]).
i w i7] vl J -
X v €v
i.e. & C. xi(£+l]p tn;q+l] » o4 C gst un nombre rationnel non nul. Puisque

X3 # 0, ce jacobien est non nul, c.q.f.d.
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Appliquons le lemme précédent, avec £ = g+l. Soit I la projection :

Uo X Ao X Bo — R, X B, et posons v = F_l

-1
(p_"(V([m))) ;

q
W* = F-1[V[J:'(n])). Puisque T et p_ sont des submersions, ¥’ est une sous-
variété réguliére de codimension k de U, x /A, x1B,, définie par les équations

-~ 1“
= 2 = 2 ' = - P

<?1 035 o0 3 c?k 0, si 1'on pose Pi o pq oT c?i' De méme, U™ est

au voisinage de F_IIEJ = {0} x {0} x B, une sous=-variété réguliére de codi-

mension h. En outre, V% est 1'cnsemble des points de ¥ en lesquels s'an-

D[q JIII)({) )
L k][0<jl<...<j

nulent tous les jacobiens <n), i.e.

DX, ssse:X%, k
J

1 k

- * est 1l'ensemble des points critigues de Hli} . D'apres le théoréme de

Sard (B. Malgrange, [}], chapitre I, § 7), 1l'ensemble * des points

{a,b) € R, x B, tels que H—lfa,b] AV - #, est partout dense dans A, x By.
Puisque la restriction de T, a U, - {0} x B, est une submersion

(lemme 1), U, = VAqU, - {0h x {0} x B est une sousvariété régulisre de co-

dimension k de(U° - {0 x {0} x B,. Soit I' la projection : UV, —> B, et

soit by une valeur non critique de II' (i1l en existe, d'aprés le théoréme

de Sard). Le plan m 3 (0,bo) (de dimensicn n) coupe VX au seul point

(0,0,b0) et en ce point 1% * st une variété de codimension h ; on a donc

h >n. Si h = n, pour tout point (a,b) assez voisin de (0,b,), H-l(a.b] cou-

perait ﬁ**, ce qui est absurde, pulsque Y est partout dense dans A, X Be-

Aipnsi : h > n, c.qg.f.d.



§ 3 - Le théoréme de transversalité.

Dans ce paragraphe, nous supposerons que les variétés X,Y sont ana-

lytigues réelles. On désigne par C (X,Y) 1'espace des applications c” de X

dans Y. Cet espace sera muni de la topologie fine (ou topologie de Whitney)
une base d’'ouverts pour cette topologie est formée de tous les ensembles
©(q,U) = {feC XY) ; J9(F) (X)cU} ol geN et U décrit 1'ensemble des ou-
verts du fibré Jq(X,YJ. On vérifie faeoilement gue C®(X.Y] est un espace de
Baire (i.e. toute intersection dénombrable d'ouverts partout denses est
partout dense).

Définition 1. Upe propriété P), relative aux &léments de Cm[X.YJ est géné-

rique (au sens de Thom}, si elle est vérifiée en tout point d'un ouvert par-
tout dense de C (X,Y).
Si fe Cm(X,Y}, on rappelle que fq = jq(f].

Proposition 2. Sgit A un scus-ensemble fermé de 39(X,Y), réunion dénombrable

de sous-variétés de codimensions > n. Génériquement, f;l(A] = @,
Nous démontrons d’abord deux lemmes préliminaires :
[Lemme 2. Soit A un sous-ensemble fermé de J9(X,Y) et soit K un sous=-ensemble

fermé de X. L'ensemble QK e {(FeC (X,Y) ;_f;liA)(\K = B} est un ouvert de

cT (X, Y.

Démonstration. En effet : @ = {feC 04LY) 5 UMK na = 2)
= {feC(X,Y) 5 jIAIKI U, o U' = J9X,Y) - A est un ouvert de J(X,Y).
Soit U” 1'ensemble ouvert des points de Jq(X,Y) qui se projettent sur 1'ou-

vert X - K. Posons U = U’ U U". Il est immédiat que QK = {feacw(X.YJ 3

jq(f)(X]ClJ}. ce qul montre que QK est un ouvert de Cm(X,Y].
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Lemme 3. Soient U un ouvert de Rn 5 V un ouvert convexe de RP s K un compact
de U ; & une réunrion dénombrable de sous=-variétés de codimensions > n de
3%U,V). Si feC (U,V), s€N et si n est un nombre réel > 0, il existe
geC (U,V) telle que ||f - gHz <n et _g_;l(A) nK = g.

Démonstration. On se ramenc au cas U = R" ; V =RP. En effet, soit ¢
une fonction C sur R, & valeurs dans [b,i], telle que € = 1 au voisinage

de K, € = 0 sur R - K', ot K' est un voisinage compact de K, contenu dans U.

n @
Soit f 1'application C de R" dans Rr°, égale & e.f sur U et 0 sur R - K.

Si 1'on suppose le lemme démontré lorsque U = i 3 V (Rp, il existe

#. En diminuant n si

o Y -
gec R, R") telle que ||f - g R, < noet gqlfA)nK
nécessalire, on peut supposer que E(K')CLV 5 81 0€V, ce que 1'on peut toujours

Uec (U,V). Visible-

n
E'g

supposer, la convexité de V entraine alors que g

s
K

S v A"} —1 ’\/—1
ment, f - = f -z <n et Ay nK = (A) NnK = P,
e =gl = [1¥ - gl Bq £
Supposons donc que U =R" ; V =RP et posons f = (fl,...,Fp]. Dési-
gnons par /A 1'espace vectoriel réel admettant comme systéme de coordonnées

les aB.l (u em" 3 0 < |u| <q: je[l.p]]. Si a = [a?)e/A. soit

£ - (F‘f,...,-FSJ 1'application C de R dans RP telle que
a g uoox? n
F.olx) = f,(x) + b a, —7 - Soit T 1'application defR X A dans
3 3 lulg 3 ¥
ylola
I9®" RP) telle que T (x,) = x, ot I% [y@] SRR .
* 1 J wa

Visiblement, le jaccbien de T par rapport aux coordonnées XpsesesX s
a? est égal a 1, ce gui montre que T est une submersion. Seit 1 la projection
canonique : R x A ——> A. Puisque F_ltA] est une réunion dénombrable de

s 2y . . s -1
sous-variétés de codimensions > n, T(T “(A)) est un sous-ensemble de mesure
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nulle de A (par exemple, d'aprés le théoréme de Sardl). Si aeA - H(F-l(A]]

. c . a
est assez voisin de 1'origine, en posant = £
p

[+ - g”i: [f - %HE <net _g_;l(A] -1 a) nr ey = 8, c.g.f.d.

Pcsons @ = {£€C (X,Y) ; j;I(A] = @}, D'aprés le lemme 2 {en prenant
K = X), Q est ouvert dans C (X,Y). Il reste a prouver quec f est partout dense
dans Cw[x,Y]. Soit foeC (X,Y). Si x€X, soit Ux un voisinage ouvert relati-
vement compact de x, contenu dans une carte locale de x et tel que fo[Ux]

soit contenu dans une carte locale convexe de f.(x). Soit {Ui}ie un recou-

N

vrement ouvert localement fini de X, plus fin que le recouvrement {Ux} we X'

I1 existe des compacts Kic:Ui tels que U Ki = X. Enfin, pour tout i€,
- : iem

£, UJiJ gst contenu dans une carte locale convexe Vi'

soit W = {fecC (X,Y) ; Viem, f(0,)cV,} ¢ visiblement, Vest

un voisinage ouvert de f,. Posons QK
i

N Y sont des ouverts de V¥ . 8'ils sont partout

= (fecT(XY) 5 F LAY AK, = @) 5
-q i

d’'apres le lemme 2, les QK
i
denses dans 1 (qui est un ouvert d’un espace de Baire, donc un espace de

Baire), @ nV¥ = N [Q'< N ) sera partout dense dans . Il suffit
ieN i
donc de montrer que QK AV est partout dense dans V.
i

Posons Ui =U; V, =V ; Ki = K {on identifie U & un ouvert de Rn 3
V & un ouvert convexe de R"). Soit K' un voisinage compact de K, contenu
dans U, et désignons par € une fonction C sur U, a valeurs dans [b,i], éga-
12 & 1 au vecisinage de K @t O sur U = K'.

Si f e ¥V , désignons par f' 1a restrictionde f a3 U : f'eC (U,V).

D’apres le lemme 3, VselN et n > 0, 11 existe g'e Cw(U,V). telle que :



-14_

Ilf' - g’llz, < etlgé-lfA]f\K = P. La fonction g” = eg’' + (1-e) f' appar-
tient & C (U,V) (car V sst convexe). Soit g 1'élément do £ (X,Y) égal a g”
sur U et a f sur X - K'. En restriction & U : f ~ g = e(f' - ¢'). En choisis-
sant s assez grand et n asscz petit, on peut supposer guz g est aussi voisin
que 1'on veut de f. Par construction, g € QK (car g = g' au voisinage de K}.

Ainsi, @, 0 U est partout dense dans %%, c.g.f.d.

K
Le théoréme suivant est unc version algébrique du théoréme de trans-
versalité de Thom Bﬂ :
P ~ 3 ,\I L] 1] e 3 rd
Théoréme 1. Soit 7 un faisceau d'idéaux, analytique coh&rent sur un ouvert

3 4 . a —_ N
Q de J7(X,Y). Soit @ un ouvert de J7(X,Y) tel qur QcQ et posons m = 7 | Q.

Sif€C (XY, génériquement

£ (I, (M) = J (£ (m)).
—q k k'—q

Démonstration. Posons r=v ([ J:'(n] : Qg (Jk(ﬂ]]])
Y _ x v . * n
L=vLofm o ex g ).

N
L'adhérence A de I dans Jq+1[X,Y] est contenue dans I et, d'apres
v +
la proposition 1, I est unc réunion finiz de sous-variétés de 38 1[X.Y]
de codimensions > n. D'apres la prcposition 2, génériquement :

f;ilfil = @. On déduit de 1a ot de l'égalité (1) du paragraphe 2, les in-

clusions
— s = * - *
JK(Iﬂ (7)) -fq+l (Jk (w3) >»£q+l [JK [ﬂJ]‘?_fq [Jk(ﬂll.

D'autre part, on a toujours 1'inclusion : £% (J (7)) > J (£ (m), ce qui
—-q k k'—g

démontre le théoreéme.



Corollaire 1. En plus des hypothéses du thécreme 1, donnons nous un faisceau

N v Ny
d'idéaux 7', analytique cohérent sur © et tel que (7,7') soit une k-strate

Y
de §.
Y ]
Posong n' = 7' | 0. Si feC (X,Y), génériquement :
X * -1
(£ (n), £ (n')) est une k-strate de f_~(Q).
SRR ne k-s ke
Démonstration. Par hypothése : cm' < ok(w] s Jk[w].

Pour tout fe C (X,Y) : (0. (1)) c o (fF¥ (1)).
—q kK k'—g

D'aprés le théoréme 1, on a génériguement :

% - =
FEOm = 3 )

_fz (Me FO) co  (Frim) 0 3 (57 (M), c.q.f.d.

|Corollaire 2. Avec les hypothéses du théoréme 1, génériquement f;(ﬂ] est un

id2al stratifiable.

4" N
Démonstration. En effet, soit (7m.) . [ ] une stratification de 7 (ure
J° JelO.s

telle stratification existe, d’'aprés le paragraphe 1, d) : dfaprés le corollai-
. oy v ¥* s o
re 1, si 1’'on pose ﬂj nj | Q. Lﬁq(“j)]je[b,é] est une stratification de

*.
£ (n), c.q.f.d.
£a(m. c.q

§ 4 - Propriétés généralement vraies.

a. Scient k un corps commutatif ; T =_5[[x1,...,xn]] 1’anncau des séries
formelles & n indéterminées. & coefficients dans k ; n 1'idéal maximal de T,

Si p et g sont des entiers (p > 1, g > 0}, on pose ‘.Fg = ‘Fp/gqﬂ.i}:p : ‘fz

est un k-espace vectoriel de dimension p. (n;q)_ Le point générique de ﬁfp
w

. 5 w X (i w al Icfj[D]

sera noté « = (CPI,...,APDJ avac<fj = ] aj o7 (L.e. aj = —2;33——— ]

welN
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Soit Hq la projection cenonigue : " -*{FE 3 si g > g, notons

Hq q° la projection cancnigue : fFE, > $g. Donnens nous dans chague 3f2 une

variété algébrique (au sens ensemblistd Vq, de telle sorte que

It (v ]V, ¥Yg elN. Posons V = }lim V . La suite d = codim V  est
g.q+l g+l q . n q q © p

q
crolssante. Nous dirons que V gst une provariété algébrique de codimension

€gale a 1im d_. Nous réservons le terme de variété a toute provariété de
g 1

codimension finie.

Remarque : La provariété V est de codimension infinie si et seulement si,

YgelN et VE GTﬁg, H;I(EJ ¢ V. En effet, cette condition est visiblement

nécessaire. Réciproquement, soient vé,...,vz les composantes irréductibles

de Vq et soit £ e V;. I1 existe un entier q' > q tel que, VYie[l,s],

vV, qbn'l ,(El), donc V_, ¢>H"l ,(Vq]. Ceci entralne codim V_ < codim V,
q Gg.q q g.q :]fp a S:D g
d’'oll codim V = =, d q

Définition 2, Soit SiP une sous-variété algébrique de %P, Une propriété

(P) relative aux &léments de 125 ost généralement vraie, s’il existe dans ‘%E

une provariété algébrique de codimension infinic V, telle que tout Q?EiEE -V
satisfasse a @P).
b.

Lemme 4. Soit I un idéal de *. 51 dimk (3f/I]_j h, alars I::_Qh.

——— o —— o

Démonstration. En effet. supposons que I ¢’Dh ; la chainec formée des
r s . P -TF h
puissances de 1'idéal maximal n/I de /I : /I 2 n/I 2 ... on +I/I>0
est, d'aprés le lemme de Nakayama, strictement décroissante. Il en résulte

que dimk[ F /1) > h.
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Posons wth) = dim R/ 1y = (N,

Cecrollaire. Si dimk ('F/I+_r1h+1] < h ou de fagon équivalents si
h+l, h+l
{n

dimk (I+n } > wlh) = h, alors I:_rlh et dimk (3:/1] < h.

Démonstration. D'apreés le lemme 4, I+_n_h+l;> p_h ; le lemme de Nokayama

entraine que Io_rlh. I1 résulte alors de 1'hypothése du corollaire, que
dim (¥/1) < h.

Soient ‘i‘l,...,‘i’s des séries formelles en xl,...,xn a coefficients

w

polyndmes en les a. (wem" et jel1,p]). 51 @ = (Cel....,c?pl e ¥P, on

J
désigne par ll‘i 1'6é1ément de 9 cbtenu en faisant dans ‘ifi :
|l
d
W o_ CPj[O] . oz . T
a, = ——————r=" , Spit I 1'idéal engendré dans par les Y, .
J " «¢ i, @

| Proposition 3. L'ensemble des ¢ € TP tels gue d:'LmK (¥ [Iq;) < © gst le

complémentaire d’'une provariété algébrique W .

{g = AL dimk (IC_? + ﬂh+l /Qh *) < wlh) - h} (d'aprés le corollaire du
-~ h+1y h+l

lemme 4). Le k-espace vectoriel Iq; +n est engendré par les éléments

A tweN" et 0 < |ul <n). si ¥ (wr eN" et 0 < Jur| < h) est 1a

l'u)c‘?

composante de xH Y,  suivant xu » on voit que ¢ € Wh si et seulement

T l
i,u.ﬁ(’
u') est < wlh) - h, i.e. si et seulement si les mineurs d’ordre w(h) - h de

si le rang de la matrice |? {d'indice ligne (i,u) et d'indice colonne
cette matrice sont tous nuls. Ainsi ‘Usrh est une sous-variété algébrique de P,

Visiblement Whg(hrhﬂ 5... et W = “\}f’h est une provariété algébrique.
h=0
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c. Nous supposerons désormais que k = R ou C.
Soit e ¢ Rl (K", k") — 39K".&P) 12 projection canonique.
soit @9 1e faisceau sur Jq[ﬁp{ﬁp] des germes de fonctions analytiques & va-
leurs dans k.

Soit & un point (fixé une fois pour toutes) de Jq+1(tnu5p]‘ de

= = - - w = w .
cocordonnées X1 - XA 0 ; yj Ej. Posons :

wPE) = { ¢ = (yrenescp) € FP s vie [1,p] ot Yuen',

W
3 T, (0)
0 < |w| <g+, -———~——j——~=£;’} .

3 xm
Si ge %P(), on désigne par :£;+l 1'homomorphisme de exg+1 dans & obtenu

en faisant les substitutions : |w] | w]
il alulep (o)

O _ gy J - J

J J axw axw

X, Vwmp X, H
i i Py

Si uz gst un idéal de Clg+l' on désignera simplement par ﬂi;+l(ﬂ§] 1'idéal

2 * ¥ >
engendré par < +1(ﬂ€] dans &.

+
|Proposition 4. Soit 7* un idéal de a9 1 tel que ht(ﬂzl_z n. En général :

g £
dim,E { & | 3f;+1(ﬁz]) <w, lorsque <¢ déerit &P,

complexe. Nous supposerons donc, pour la démonstration, que k = €.
L'idéal ng est engendré par des fonctions Pl""‘Ps analytiques
sur un voisinage @ de £ dens Jq+1 (m”,mpJ. Soit n* 1le faisceau d'idéaux,

analytique cohérent sur Q%, engendré par les Pi' En diminuant *si nécessaire

on peut supposer que, Vne Q¥ :
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(1) ht (r*) > n.
n ——

*

*
Posons \l‘l'q’ = C£q+1 [P1]“"’ \l’s,c? = °fq+1[Ps) : les cosffi

clents des séries formelles VY sont des polynSmes en les

l‘q '.I"ws,q

. al“’lce.(m

ay = ————-‘-‘)—-J—— . D’aprés la propesition 3, l'ensemble des < e FPE) tels
I x

que dimm[ ¥ | c_{{’;d(w’g]) < = gst lo complémentaire d'une provariété algébri-
que W. I1 reste a vérifier que W est de codimension infinie.

Soit £ un entier > g+l et donnons nous pour j € [1,p] et u €an,

g+l < Iul < £, des nombres complexes arbitraires Eg. D'aprés la remarque du

a) de ce paragraphe, 11 suffit de trouver des b;.) (j e [l.p] 3 vV € SNn et
£+1 < |v| < £+g+2) tels que si :
b £ l‘f_ Leq+2 v 5V

u X
= 1 £ + z b, =
J lu]=0 Joul |v] =21 Jj vl
b

on alt 0 = (PLeee.qo) ¢ W
Soit B 1'espace vectoriel complexe, admettant comme systéme de coor-
données les b;. Si Uo, B, sont des voisinages respectifs assez petits de 1'c-
rigine de (:n, B,on définit une application polynomiale (cf. lemme 1) :
To : Uo xMBy arams 0% le b

% _ F . Wy J
5 aes 3 Io (xn] = X, et I‘otyjl = —

en posant : Ty (xll = X
Ix

1
D'aprés le lemme 1, en restriction a U, - {0} x B,, 1'application
o est une submersion. Il résulte de 1a et de (1) qu'en tout point de
-1
U, - {0hx B, la codimension de T, (V™)) est > n. Puisque {0} X B, est un
sous-ensemble analytique de codimension n de U, X B,, FZI(V[ﬂ*H est un

sous—ensemble analytique de codimension > n de U, *MB,. Distinguons deux cas :



- . -1 ¥ b* o s
- s'il existe beB, tel que (0,b) ¢ Ty (V(1™M), Eﬁq+l(w€] =¥ et
donc cyb ¢ W,
- sinon, {0} xB, C Tgl[V[n*)). Puisque la codimension de {0} x B,
est n. il existe beM, tel que {0} x B, = F;1[V&ﬁ7) au voisinage de (0,b).

Le germe d'ensemble analytique : @fS+T[Pl) = 4a. = ‘?b 5

£ qel (PS] = 0} est donc

réduit a 1’origine de e, ce qui entraine cfb ¢ W, c.g.f.d.

§ 5 - Le théoréme de guasi-transversalité.

Dans ce paragraphe, k = MR. Désignons par & 1'anneau des germes
. _ = . s s n .
de fonctions numériques, C au voisinage de l'origine de R . Soit
T : 8‘3———*-T§p la surjection qui associe & tout germe sa série formelle

a 1l'origine.

Définition 3. Soit Gif une sous-variété algébrique de %P, Une propriété
1

(P) relative aux éléments de T ~( 3&?) est généralement vraie, s'il existe

dans 32? une provariété algébrique de codimension infinie V, tells que
tout £ e T ' FP - V) satistasse & P).
Revenons aux notations du § 4, c. Posons &P(E) = T—l(in(EJJ.

si £ e &Py, soit f le germe & 1l'origine de R de 1'application ¢

g+l
.q+l v Y \ X i n P . .
J (f), o0 f est une applicetion C de R dans R" induisant le germe
S e n , . - - ' s b ;
f & 1l'origine de R . Puisque EQ+1(D) €, le germe d'application fq+l induit

un homomorphisme £¥ . fkq+l — & . 8i ¥ est un idéal de CLq+l, on
—q+l g £ £

3 * P A A 2 * x* - .
note 51mplement_fq+l (wgl 1'idéal engendré par fq+l [NEJ dans &. Si
—x—

= * = * oy * = *
¢ = T(f), £&q+l =To fq+l et donc :£q+1 (ngl T[fq+l (m

*

*

g)J. La proposition

4 admet le corollaire immédiat :
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Corollaire. Avec les hypothéses de la proposition 4, en général
’ * * - 5 p
dithgl jh+1(ﬂ£]] < » lorsque f décrit &F(£).
(En effet, si O est un idéal de & , diqR(3|3 ) < » si et seulement si

dimg (F] 7031 < =),

P =
si f ¢ &"(£), posons —f-q Pq oiq_._l

¢’ de R" dans J9R",RP) qui enveie 1'origine sur lg point n = pq(E]. Le germe

: fq est un germe d'application

d'application fq induit un homomorphisme.fg : Cbg — &, 51 nn est un idéal
de @Y on désigne simplement par £% (n_) 1'idéal de & engendré par £X(r ).
n - n -q N
Le théoréme suilvant est une version locale du théoréme 1 (cf. Eﬂ.
chapitre I)

Théoréme 2. Soit . un idéal de @?}. Scient m 1'idéal maximal de & ot ken.

Lorsque f décrit 8 P(£), en générel :

x *
Jk(fq["n]JZD-m . fq (Jk(nn)).

Démanstration. Soit Q un voisinage de n dans 39R",RP) et soit 7 un

falsceau d'idéaux, analytique cohérent sur Q, tel que T soit la fibre de =
au point n. Le faisceau d'idéaux ™ = [ji??} : pE(JK(n]I] est analytiqus co-
hérent sur 0;1(91. L'ideal wg vérifie les hypothé&ses de la proposition 4
{on a ht(wgl > n, d'aprés la proposition 1).

D'aprés le corollaire de la proposition 4, en général f;;l [ng

contient une puissance de m. Or :

L * 3%y - £F =
faalme) = [, TR, + £ (m 01]

T (F%fw 13 .
[Jk(_fq[wnll ._fguktnnn]

d'od le théoréme.
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