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CLASSIFICATION DES ETATS POUR UN SYSTEME

ALEATOIRE A LIAISONS COMPLETES

par

Y. KERBRAT et G. LE CALVE

Résumé :

Il s'agit de 1'étude de 1'extension aux chaines a liaisons
complétes des théorémes de classification des états donnés pour les

chaines de Markov par Kai-Lai CHUNG Eﬂ g

§ 0. Données. Notations.

1. On se donne deux ensembles mesurables (Z, &) et Lﬁ,jﬁ), une appli-

cation mesurable T de Z x X dans Z et une probabilité de passage, p, de Z

dans X.
On définit alors des applications mesurables Tn(n > 1) de
{1,...,n}
ZxX dans Z en posant T1 = T et, pour tout n > 1,
Tn+1[z,x1,..,,xn+1] = T(Tn[z,x1....,xn), Xn+1)

2""'Xn+1]’

T (Tlz,x,), x
n 1

2. On sait qu'on peut trouver une famille (Q.CW,PZJZ d'espaces

€z

(X_) de variables aléatoires

probabilisés et deux suites [Zn]n >0 Hnlns g

. . iy s .
définies sur (2,%) & valeurs respectivement dans Z et X telles que :

(2,3, [PZ)Z €z’ (Zn]nz;ol soit un processus de Markov et telles que :

Vz€Z V¥n>1,2Z =T(2,X

n ""'Xn]' (Pz ps). La probabilité de passage

1

I de Z dans Z assocciée au processus de Markov en question est définie par :



n(z, Z) = p(z.T(z,.]-ll:Z]]. (zeZ, ZeZ).

3. On posera, pour Z € Z(resp. X e X), T, = temps d'’entrée du processus
[Zn] dans Z (et Ty = temps d’'entrée de (Xn) dans X) c'est-a~dire
T, = Inf{n > 1 |Zn ez} (avec T, T * @ sur 1'ensemble [\fn.Z 1, 7, #2]] et

1, = Inf {n>1 | X €x}.
Enfin on poseran, = I 1,0 Z etn, = L 1
Z gy 20 X 1 X
visites & Z et X respectivementl.

o Xn {nombre de

§ 1. Ensembles fermés.

On désignera parf? la classe des Z € Z qul sont fermés (sens habi-

tuel) pour le processus de Markov (Z ) , c'est-a-dire tels que
n>0
[m(..2) = 1] D7 (on dira ici : I-fermés). On posera en outre 3

DX =[xy =1 et &Koo= ZeZ| zax)

2) % ()

XeX| Tz xXx)c X} (les Z-fermés)

33 Yoo

{z e Z| Tz x X) 2} (les X-stables)

Quelgues remarques.

1°) X € :;[Xa]é-==>xae I

2°) Jt()(] O ‘Z?[X] c ‘5‘1 car si zeZerx(X) A Bx) on a alors

Nz, 2) = [ plz, dx) 1(T(z, x3) > [, = plz, X) cer Z € S(X)

=1 car Z C X
— "a



3°) Supposons que Ze"f(X) et Xé(S?(Z]. Alors YueT(Z x X), ¥ n >1
on a Pufxne X) = 1.
En effet pour n = 1 on a Pu(XIGX] = p(u, X} =1 car
ueT(Z x X} C Xa'

La relation Pu(xn+1GX) = fp[u. dy) PT(u,y][XneX] >

plu, X) Inf P x ex]
vex Tlu,y)*n

montre avec plu, X) = 1 et ueT(Z x X< Z que P (X €X) =1 VueT(Z x X)

1

s1 la relation est vraie & l'ordre n.

Extension de la notion d'snsembles Z-fermés et X-stables.

Posons ‘SEWIZJ

3,

Les remarques faites précédemment sont encore valables, savoir :

xeX| Yzez, Pz 5 x\T(z, )7 x_J] = 0}

{ze?| Vzez, Plz 5 x\T(z, ) 221} = 0}

1° X € rﬁw(xa]@ Xae gw[X] puisque ces deux conditions s'’expriment
par : pour p{z,.) presque tout x de X on a : T(z, X) C Xa gt ce, pour tout
zel.

22 RX10% (X1 ¢ F car st zezehx) N Yx) on a

"

(z, 7) > Lex plz, dx) 1Z[T[z. x)) = p(z, X) puisque Z € )gw(X)

=1 car ZC X .
—~"a

3° s1 Ze cgW(X] et Xe ‘?w[Z) alors Vzez, P ][Xn€ X] = 1 pour

T(z,x

p(z,.) presque tout x de X et ceci pour tout n > 1.

En effet P.‘.(z x][chx:] = p(T(z,x),X}. Mais pour plz,.) presque tout



xeX on a T(z,xle Z(\.Xa donc P >(J[_—Xlexj = 1 pour p(z,.) presgue tout x

T(z
de X.
Supposons gue la relation soit vraie pour n. Soit z€Z et xe X

tel que T(z,x)e€ ZﬂXa. On a alors : (u = T(z,x))

Pu[xn+1€ X] > IyeX plu,dy) P tu,y) D(nex] .

Comme pour p(u,.) presque tout y de X on a PT[u,y)D(n€ X] = 1 on a alors

PuD(n+1€ X:] > plu,X) = 1 puisque uexa. On a donc PT[z,x]L—xn+1€ X] = 1 pour

tout x tel qus T(z,x)e ana ce qui est le cas pour pl(z,.) presque tout x de X.
c.q.f.d.

Lemme 1.

S1 zeX® = [P(‘)Erx < »] = 0] alors p[z,T;_l(X°]\X] = 1 et par suite
X° est -fermé 81 non vide.
Preuve. S1 z€X° on a : PZ[TX <] =0 =plz,X) +

+ fxc plz,dx) PT(z,x]ETX < ]

donc p(z,X) = 0 et [C p[fidx) Pz, %) [TX < w] = 0. I1 en résulte
o
X0 (T, (x°)
que p(z.XUT;1[X°]] = 1 donec, puisque p(z,X} = 0, p(z.T;I(X°)\X) = 1 gt

aussi p{z.T;I(X°)] = N(z,X°) = 1.

Lemme 2.
Vzex' = [P( ){TX <} =1].0na: p(Z,XUT;l(Xl)) = 1.
Par suite si X! e“gw[xl alars Xle‘S;‘.

Preuve. Si z(—:X1 on a alors



1= P, [r, < =] = plz,x) + fxeXC plz,dx) PT(z.x)[:TX < =

cy . o
donc p(z,X") £ex° plz,dx]) pT(z.x][TX < «] et par suite

p[z,{xexc | T(z.x]¢ Xl}] = 0 c'’est-a-dire plz, XUT;I(Xl)) = 1.

Si Xle‘gw(X] alors X € T;ltxl] (p(z,.) presque siirement).

Donc 1 = p(z.XUT;ltxlll = p[z,T;I(Xl)] = H[z.Xl] pour tout zeXl.
Lemme 3.
Les ensembles X' = [z ez | PZ[nx =+ ) = 0] et

X = [ze_z_ | Pz(nx =+ @) = 1] sont -fermés si non vides.
Preuve. Pour tout zeZ on aP,(n, = + ®) = Ixeﬁ p[z,dx)PT(z,x](nX = +o),
Si zeX' ceci est nul dono plz,{x | T(z.x)#xf}) = 0 c'est-a-dire
ptz, 10X ) = 1 = mez, XN,

Si ze X  .on a alors p(z.T;l(Xm)] =1-= H(z.Xm) c.q.f.d.

§ 2. Ensembles essentisls, inessentiels.

Définitions.

On dira que Xe X est inessentiel si Xf = Z. Les essentiels seront
ceux qui ne sont pas ineséentiels et forment une classe 8(_)51. Dans 3(_)5] on
distinguera :

a) les X fortement essentiels (classe é’s[l()) : ceux pour lesquels cn a

1'implication suivante :

X =U X (X €X) == 3n, tel que X° # d.
aon n No



b) les X faiblement essentiels (classe & LX) @ ce seront les Xe‘@\@s

c'est-a~dire les X e & qu'on peut écrire X_ avec, X. = @, pour tout n.
n n

n
Remarques.
1°) La classification précédente porte sur les X€ X mais on pourrait
définir les mémes notions pour les Z € Z. Toutefois comme (Z_) est un pro-
n>0

cessus de Markov, K.L. Chung a déja proposé la classification suivante :
a) M8me définition pour Z essentiel ou inessentiel. Posons alors
cf(Z] = classe des essentiels de (Z,#).
b) Un ze & (2) pourra alors &tre absolument essentiel (classe
(fa(Z]) ou, sinon, improprement essentiel (classe 81[_2_)) suivant que la

propriété suivante est vérifiée ou non :
z=Uz, (zet)=== In, telque X_e 8 )
n ]

Chung démontre que si Z¢€ 86(_2_3 alors Z = {ze_Z_ | F'Z(nZ =+ @) =1} £ 4.

I1 résulte de 13 que 1l'on a : 86[_2_) = ES(Z) et Ei(_Z_] = ‘('S’w(_Z_J.

En effet si1 Z € 81(_2_] on peut alors trouver Zne?(n > 0) tels que :

Z=U Zn et tels que, pour tout n, Zf‘ = Z. Alors Z: = @ pour tout n donc

Z¢ ﬁnw(__Z_]. Inversement si Z € 86@3 et s1 7z = U z_ alors n, existe tel que
Z,. € 86@1 et par sulte Z:O # @ ce qui prouvenque 7e 8 ;{Z). Autrement dit
les notions de fortement et de faiblement essentiels colncident, sur Z, avec
celles d’absolument et faiblement essentiels respectivement.

2°) ?fs est héréditaire & droite (donc éaw a gauche) en ce sens que :

[x; < %, X e X,€ %, Xy € 8 1= x, € &_.



3°)si x=(J Xn € 85 alors 3 n, tel que Xn € 83 car sinon on aurait

h xn-Ux X -ﬂtlox— X 1
pour chaque n, X = - n,k avee X . =@ et alors X = :Jk o,k e sera t
pas fortement essentiel.

Proposition.
Pour Z€Z et X€ X on posera :

alZ, X) = sup PZ[n = + ®)

zel X

b(Z, X) = Inf P [r, < + ]
zeZ

On a alors les propriétés suivantes :

+ ] ﬂ[nx=+°°j=B(Pzps)

1) alz, X) < 1=> YzeZ, BZ

2) b(z, X) > 0 ==>Vzez ., [n, =+ )¢ [n =+ =] (P, ps).

Preuve. La démonstration de ces propriétés est la méme que celle des
propriétés équivalentes qu’on peut trouver dans l'article de Chung. On peut
les rappeler :

Soit 5ﬁ1 la tribu sur ) engendrée par Zo.....Zn. Comme
[ﬁx =n, =+ &a e 5 chaqgue [Pzn (Wx = WZ = + ®), Q;n, Pz] est une martingale
positive équi-intégrable qui converge P_ presque slrement vers 1[ .

r4 nxgnz=mj
Par suite, sur 1'ensemble [hz = +&ﬂ elle ne peut que converger vers 0
pulsque a(Z, X) < 1, de sorte que [hz =+ «ﬂf1[bz =ny =+ «ﬂ =@ (PZ ps)

d'ol le ler résultat.

Par aillsurs si Mn = U [Xk € X] alors Mn + [bx = + éﬂ. Pour

k <non adonc : [nB =+ °°] < Mn+1§ Mk‘ Il en résulte que Vze_Z_ la V. A.



z X Zn X

ne pouvant converger vers 0 si b(Z,X) > O elle converge vers 1 c'est-a-dire

P, (t, < «) converge P_-ps vers l[anmJ. Donc sur [nz =+ o P, (1, <)

[, =+alc [y =+<] P,ops).

Conségquences.

1°) Ze §(2) et b(Z, X} > 0 => Xe §_(X)
Supposons en effet que X = UXn avec n —» Xn croissante. On a alors :

n
[-rxn <+ @4 [TX < @] . Pour chaque z¢ Z on a donc PzEan < @ 4 PZE_TX < =)

Pour z €Z on peut donc trouver

n{z) tgq k < n(z) = pZI:TX < @] < b(zé X)
k
b(Z, X)
et PZ[T < oo] _>_.______‘2 ]
n(z)

Si on pose Zk = I:ZeZ | n(z) = k] on a alors Z = | Zk' On peut

k
donc trouver k, tel que Zk # @ et alors Xk # @ puisque
o [+
bz, , X, 1 > biz, X3 > 0. Ceci prouve gque X 6‘8 (X).
ko ko - 2 S —

2°) 2nx°e (1) = xe' X,

1
° = © =} =
En effet Z\X nL>)1 {z l PZITX < ] > n} kn)zn,

On peut alors trouver n, tel gue Zn & ‘é’s (Z) et comme
o

b[Zn , X _>_—n—1— >0 on a, d’aprés la lére conséquence, X € 85(2(_].

o o

3°) alZ, X) <1 et b(z, X) > 0 = 7 ¢ §(2).

On a en effet [nz=+°°]§_ETX=+°°j et [nz=*°°jn[”x=+°°] =0

[PZ psl.

On a donc PZ[nz =+& =0 VzeZ et donc 7 - Z c'est-a-dire E est inessentiel.



4°) _Z_\X°UX°°¢§S(_Z_) (pour tout Xe X).

On a en effet Z\X° UX = L)Zn avec :
n

o J

1
z ={z|Plry<=)>=, P ==) <1~}

Comme b(Z_, X) > 0 et a(Z_, X) < 1 on a Z ¢ ¥(2) d'aprés la 28me

conséquence.

Il en résulte alors que YZ e t‘}s(z). 20XV X)) 633(_{].
o™ ° o
Remarqus. En particulier si ZEESI_Z_] X°UX € 88[_2_]. Si1 X @ alors

Xe ‘@s[_Z_) et d'aprés la lére conséquence X € 85(2(_).

Proposition.
Si Z est indécomposable et si Z e & s (Z), les 4 conditions sui-

vantes sont égquivalentes :

1) xe & ()

1i) x°

8 -
@

111) X # @
2

11ii) Xf
Z est dit indécomposable s'il ne contient pas deux ensembles NW-ferr”
disjoints, Cette proposition découle immédiatement des 4 conséquences précé-

dentes.

Proposition.

Si Z est indécomposable et si Xs 85(_)(_] alors Yz IP'(z,X) = o,

n
S1Ze & (2) et si ¥z £ P'(z,X) > O alors x e &_(X).
n



..10_

En effet, si Jz tel que £ P (z,X) < », lim P'(z,X) = O et donc
n n

Xf ¥ g. Donc X )é ZZ(_)S] d'aprés la remarque de la quatriéme conséquence.

Si maintenant ¥ z £ P"(z,X) > 0, alors X° = p et Xé%stx]
a 2

d'aprés la méme remarque.
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