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REGULARITE POUR UNE CLASSE D'OPERATEURS ELLIPTIQUES 

DEGENERES DU DEUXIEME ORDRE 

par 

Bernard HANOUZET 

On étudie un opérateur différentiel elliptique d'ordre deux dégé

nérant sur le bord â'un ouvert relativement compact de R n

# suffisanment 

régulier j le bord dÇl de fi est une variété de dimension n-1, à bord de 

dimension n-2 f On obtient un résultat maximum de régularité quend le second 

2 

membre est dans L (fi). Des résultats analogues sont obtenus pour un opéra

teur différentiel elliptique non dégénéré par M, S, HANNA et K.T. SMITH (4 ] . 

Les idées suivent de près celles de M. S. BAOUENDI et C. GOULAOUIC jY] * 

En I on introduit un espace de Sobolev avec poids dans un dtôdre. 

cet espace permet d'étudier localement l'espace 1?ífi) défini au II. Le 

problème est posé sous forme variationnelle dans JI où l'on donne aussi le 

résultat principal de régularité j ce dernier est énoncé sans démonstration 

dans { 5 ] .Les III et IV sont consacrés à l'étude de la régularité au voi

sinage d'un point singulier de la frontière da fi. Le IV traite aussi de 

façon indépendante la régularité pour un problème dégénéré dans 

fRL s { ^ y 5 « (R2! x > 0, y > 0}. 
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I - Espace V(rR^+) 

fR^+ désigne le dièdre : (X « \Rn \ > 0,x2 > 0}, 

On note x s x., y * x,,, x* » (x.,...,x ) e fRn 2 . 

1 3 
On pose *ussi : D . S T " 5 — Q T S I A S * • • • ' A J 

j 1 dX. i n 

D° = D l

1 .... D n

n . 

Définition 1.1. On désigne peer V"HR" +] l'espace : 

{u eî>»*Rn ) / /xy D au £ L 20R" ) i jet| < 1}. 

+ + *t* T """" / 

Il est immédiat que : 

Propriété 1.1, 

V0 R " + ) est un espace de Hilbert pour la norme : 

0 1/2 
|u| - { 1 D a u | 2

2 } 

Les trois propositions qui suivent donnent des propriétés de V6R^ +). 

Proposition 1.1. 

d) 0Rn ) est à&nse dans V0R n ). •+ ++ 

La démonstration s'inspire de [3]. Nous en donnons les grandes lignes. 

Première étape : 

On se propose de démontrer queâOR^ +) est dense dans V5R^ +). 

Par tronquature on vérifie d'abord que les éléments de V, à 

supports compacts dans flR^+ sont ëenses dans V. Pour u c V, à support 
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compact dans (R +̂, et h > 0 on définit ensuite u h c H
1((R^+)

 V ( R + + Î P^
r ! 

uh(x,y,x') « u(x+h,y+h,x') 

et on montre que tend vers u dans V quand h tend vers zéro. Pour 

u « H 1GR^ +), 5 support compart dans fR+*+, il existe une suite u p, 

u e Û R ^ ) , de limite u dans H^PRn } avec u et u à supports dans un p ++ ++ p 

compact fixé. Par suite u tend vers u dans VffRn ). 
p ++ 

Deuxième étape. 

Soit ii dansâ(iR^ +), on va montrer qu'il existe une suite d'élé

ments de ̂ 9Rn ) de limite u dans VffRn J. On choisit une fonction 

f fe^°°(R2+) vérifiant : 

ï - D pour x'< 1 ou y < 1, ï « 1 pour x > 2 et y > 2, 0 < î < 1, 
< 

et on pose : 

u - * u avec VAx.y) = . | ) . 

fc £ £ t e 

ll est immédiat que, quand e tend vers zéro : 

— j 2 2 v 

*xy u^ tend vers /xy u dans L 8R + +) i 
Vxy D u £ tend vers /xv D^u dans L

2(JR^+), i
 9 3,...,n. 

Etudions les termes ; pour i « 1,2 s 

^ D i ue = ^ e ( D i Ï H 7 ^ ) u + ^ \ D i u ' 

On a encore 

2 n 
^xy V£ D^u tend vers D^udans L ÛR + +3-
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Puisque 

f y| (D I 2 | u | 2 dy dx' 

V " 1 

e s t borné pour x e [ e , 2 e ] , 

i xy | CD 1¥) С—Д) I 2 | u | 2 dx dy dx» = 

У 
- 1 [ 2 £xdx f y | CD ̂ ) C | . | ) | 2 |u| 2 dy dx' 

reste bornée et il existe une suite telle que 

/xy — tD, 
3 e . 1 e e 

tend faiblement verszéro dans L 2 8 R " + ) (Il est immédiat que cette même 

expression tend vers zéro dans 3)'fiRn ) ). 
+ + 

On extrait ensuite une sous-suite telle que : 

j 

tend "oiblement vers zéro dans !_2ffRn ). On déduit que ©8R n ) est faiblement 

dense dans V donc fortement dense, 

Nous utilisons maintenant cette proposition pour démontrer deux résultats 

d'Version. 
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Proposition 1.2. 

V Û R " ] est contenu clans L 2 0 R " ), avec injection continue. 

On prend u dans S)ÛR N ) et on montre que 

|u| < Cte |u| . 

On utilise sn passage en coordonnées polaires ; notons que 

xyC J D 1 u |
2 + | D 2 U |

2 ) dx dy dx' » 

» 

_ r, о r 3 sine cosO (ID U|2+ ~ ID u|2)drdG dx' 
% + x [ o . | j x i R n - 2 r r 2' e 

et que 

f |u| 2 dx dy dx' - f „ r |u| 2 dr d0 dx' . 

Soient et deux fonctions % t0,-|) telles que : 

0 1 f 1 1 1 • 0 1 ^ 2 - 1 ' *1 + ^2 * 1 ' 

supp c [0,9^ et 01<-< | 

BUPP <f2 c (e2. -|l et e 2 > o. 

D'après l'inégalité de Hardy (voir [8]) 

fïï/2 riï/2 rïï/2 
|«f u| d0 £ C 0* |Dflf u f d6 < C sin 0 cos u f d6 

0 J 0 J 0 1 



- 6 -

où est une constante dépendant de ^ Ccarif^ = 0 pour 0^ <_ 0 

De même : 

fn/2 

0 

ru/2 

h^u | do <_ c 2 sine cose | D 0 ^ 2U | de. 

On obtient donc en notant R =• fR+ x [d,-|] x tR
n~ 2 

г I ci t drde dx' = r|<f u+<f_u| drdG dx' 

» 

<_ С r(|f u| 2 + |*fou|2) drdG dx' 
J R 

<_ С r sinG cose ( IDQ^U I + jD0*f2u( î drde dx' 
J R 

<_ С { r sinG cose ( ( DQ ^ ) 2 + (DQvf2)2) ju|2 drde dx' Co) 
R 

+ г sinG coso ( D ^ J |u D u| drdO dx' (ß) J R 

» 

+ г sine cose (t?2 + <?2) |D U | 2 drdG dx»} ( Y ) 

Le terme (3) se majore par l'inégalité de Schwarz 

(8) <. C(f г sine cosO |u| 2 drdG dx') 1 / 2( г sine cos6 |o ñu|
2 drde d x ' ) 1 / 2 

J R J r 

<, CJ г sin0 cose |u| 2 drdO dx' + r sine cosG jD„ui 2 drde dx'l . 

ce qui donne deux termes analogues à (a) et (y). 
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Le terme (y) donne de façon immédiate : 

(y) <_ C I r sinG cosG |D f i u | 2 drd0 dx' (y*). 
J R 

Reste "a terme (a). Par l'inégalité de Hardy, on obtient 

f 2 f 1 ? 
i' |u| dr < C r |D U| dr 

et par suite 

r sinO cose | u |
2 drd6 dx' <_ C r 3 sine cosO |D u| 2 drde dx*. (a») 

J R r 

Les majorations (a') et (y*) donnent alors : 

f r |u| 2 drdG dx* < c{ r 3 sinG cosO I D U | 2 drdO dx* 

+ r sin© cos© |D 0 u| 2 drdO dx'l. 
"'R ' 

ce qui d'après les remarques faites au début donne bien : 

| u | 2 n - C | u | n 

L G R " + ) V G R " + ) 

pour u € O D J R " + ) t la proposition 1.1 permet ensuite de conclure. 

Nous précisons le résultat de la proposition précédente : 
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Proposition 1 , 3 , 

V0R^ +) s'injecte continûment dans l'espace : 

tu e L 2 C R N J / ( x V ) V 4 u € L 2 8 R 2 ) , H 1 / 2
 O F T 2 » ^ 

Nous reprenons la démonstration précédente en choisissant e^ ^2 belles 
2 2 

que «f1

 + f 2 - 1. 

Partant de : 

? гП/2 
l^ur - H D 0 | 4 l u( r,t,x ' ) r dt 

Л1/2 

on obtient, par intégration par parties : 

fïï/2 _ rïï/2 
B R de < 2 ejcp u(r,t,x')| |D ud-.t.x'Jlde 

0 ' Jo ' ' 

1 v 
n/2 fn/2 . 

sine cose |tf u| d0) C sine cose |D„io u| d0) 
0 •'• 

(cette derrière inégalité est obtenue grâce au choix du support de (f^, 

puis par l'inégalité de Schwarz). 

2 f 0 2 

Partant de |<f-u| = D-JIP U| dt, on obtient une inégalité ana-

logue, c'est-à-dire que l'on a pour i = 1,2 : 

n/2 fn/2 . fn/2 
|ip.u| de <_ c ( sine cosG|vf.u|" de) ' x ( sine cose .u| der . 

0 'u 1 Jo 

(1) 
H s désigne l'espace de Sobolev habituel, voir £6] par exemple. 
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Nous notons û(x,y,Ç) la transformée de Fourier de u suivant les 

variables (xQ,...,x ) ; U 0 , . . . , Ç ) « Ç désigne la variable duale. La 
o n o n 

dernière inégalité se conserve en remplaçant u par û. 

Nous avons d*autr° part : 

| t x 2 + y 2 ) V 4 u| - - 1 / 9 - - f (x 2

+y
2) 1 / 2(1 + U | 2 ) 1 / 2

 ÛCx,y,Ç)|2dxdy dÇ 
l / « C + , H

1 / ¿ Í R n ¿ » J n 
++ 

= ( r 2 C 1 + | ç | 2 ) 1 / 2 |ûtr,e,ç)| 2 drdG dÇ . 

Des inégalités 

( n / 2 r 2 d + U I 2 ) 1 / 2 kM2 de 

<_ C ( r 3 sine cosO(1 + U | 2 ) | ^ . Q | 2 d 0 ) 1 / 2 (f r sin© cos© iDu . u l 2 d 0 ) 1 / 2 

<_ q j j r sine cosGCi+Ul^lYiQl de + J r sine cose I D ^ Q I dO|. 

on tire ensuite : 

f72 r 2 d + U | 2 ) 1 / 2 |û| 2 d e 
•'o 

n/2 
<_ c|J r 3 sine cose (1+U| 2 ) | û | 2 de 

fIÏ/2 rïl/2 2 

+ г sine cose | D 0 ^ Û | de + г sine cose|DQif2u| dej. 

Après intégration sur R -es deux derniers termes se majorent comme à la 
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proposition 1.2 et on obtient en définitive : 

f r2(1 + U | 2 î 1 / 2 | 0 | 2 drdG d ç £ c{ r 3 sinO cos0(1 + U| 2)|û| 2 drdG d€ 

+ f r 3 sine cos0 |D û| 2 drd0 dÇ + r sin0 cos6 |D f lû|
2 drdS dÇJ. 

}R r J R ' 

En revenant aux variables : (x,y,Ç) cette dernière inégalité s'écrit s 

f ( x 2 + y 2 ) 1 / 2 ( 1 + U ¡ 2 ) 1 / 2 | D | 2 d x d y d Ç 

£ ci f x y ( 1 + | ç | 2 ) | û | 2 dxdy dç + xy(|D Û|2+|D û | 2 ) d x d y dç | . 

4 + V. 
donc on a bien 

|(x 2

+y
2) 1 / 4u| < C |u| . m 

Nous préparons maintenant l'étude de la régularité en démon

trant deux lemmes de commutation voisins de ceux donnés dans [2], On in

troduit l'opérateur x ^ : si u(x,y,x')é î>*ttR +̂) et est tempérée en x', on 

note û(x,y,£) la transformée de Fourier en x' et on définit par : 

^ i «2 r/2 
ru(x,y, V - (1 + U n û(x,y,U. 

On démontre (voir [/]) les : 
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Propriétés 1,2, 

i) u — • T u est linéaire continue de 
r 

L 20R 2 ,H S0R n~ 2)) dans L 28R 2 ,H S~ r(fR n~ 2) ) ++ ++ 

12 ) 
ii) si aeS)(fR+ + ) alors u — • £a,T^)u est linéaire 

continue de L 28R 2 ,H sGR n~ 2)) dans L2flR2 , H S " r + 1 B R n " 2 ) . 
+ + + + 

Soient maintenant deux.fonctions ç, 6 eotUff?0 ), ç et 3 à va-

leurs réelles, et on pose 

M « C x 2 + y 2 ) 1 / 4 8 T 1 / 2 C 

Alors l'adjoint formel M* de M est 

11*- ( x V ) 1 / 4 C T 1 / 2 B 

•n donne ensuite a e&GR^ +) et P, Q deux opérateurs différentiels en toutes 

00 p 
les variables d'ordre inférieur ou égal à 1 et à coefficients C OR ) tels 

++ 
que : 

V r : [Q.Tj « [ A ^ T ^ = 0. 

Nous noterons dans la suite s 

( , ) et I | le produit scalaire et la norme dans HSflRn h On dé-
s s + + 

montre alors le : 

Lemme 1,1, 

Pour tout v dans A H 2OR^ +) il existe une constante C > 0 

telle que : 

| (aP Nv,Q 11 v) - (a P v,Q M*" M v ) Q | £ c| \V\M\y 

(2) |a,T I désigne le commutateur de a et T . 
1 r' r 

file:///v/m/
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Remarquons que v e. Hg O H 20R^ +) donne un sens aux termes in-

tervenant dans l'inégalité. ; (c'est " juste suffisant" pour Q M M v). 

Nous partons de : 

(aP M v,Q M v ) Q - (a P v,Q PI**" M v ) Q - ([aP,w]vfQ M v ) Q - (A P v, (j^M^M v ) Q 

et nous étudions le premier terme de droite : 

|éi P.nJv.Q M v ) 0 | 1 |[a P,il]v|0 |0 M v| Q 

d'après l'inégalité de Schwarz et d'autre part : 

|0 " v| Q 1 C|l1 v | r 

Il suffit donc de montrer que : 

I [a P.M] v| Q < Cjv| r 

Pour cela, nous explicitons [a P,r{f et majorons séparément chacun des 

termes obtenus. 

[a,P,lïl = 38[P,(x 2

+y
2 ) 1 / 4 3 T ç 

+ a ( x 2 + y 2 ) 1 / 4 [P,6J T-lç + a ( x 2 + y 2 ) 1 / 4 8 T [P,ç] 

, 2^ 2,1/4 - r- T > _ 
+ (x +y ) 8U>,T Ir P. 

1/2 J t 

Pour les tr>>is derniers termes, puisque a et 8 É Q & R " + ) , on a : 

I IQ 1. cl v l -j • ̂ n effet pour le deuxième : 

| a ( x 2

+ y
2 ) 1 / 4 [p,8] T l V 2 ç v| Q < C |T 1 > 2ç V | Q 

- C | Ç v | 2 n 1/2 n-2 " C | V | 1 



- 13 -

Le calcul est identique pour le troisième terme ; pour le quatrième, en 

utilisai* la propriété 1.2, ii, on obtient : 

U 2

+ y 2) 1 / J8[a,T 1 / 2]ç P| 0 < c l f o . T ^ ç P v|Q 

L2.'fR2

+,H
 1 / 2 * R n 2 » 0 1 

n 
Le premier terme, en posant P » p. D., se présente sous la forme : 

i=0 1 1 

a 6 P l 1 x ( x W r 3 / 4 T 1 > 2 ç * a 8 p 2 \ y (x 2 . y 2 } " 3 / 4 ç 

et on a alors la majoration : 

|a 6 [ f . C x V ) 1 / 4 ] T 1 / 2 C v | „ <_ d ( x V r 1 / 4 T 1 / 2 ç v | , 

f 2 A 2,-3/4 ^ f 2 a 2,-1/4 car xix +y ) <̂  u +y j 

L'utilisation Je la propriété : 

Propriété 1.3. 

Il existe une constante C > 0 telle que , V v € HpffR^+), on a ; 

| C x V ) " 1 / 4 T 1 / 2 v | Q < C M , 

permet alors de conclure à : 

|[a P,M>| 0 < C|v| r 

On traite ensuite de la même manière : 

(a P v ,[G),M*Jri v ) Q 
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En remplaçant Q par a P, par M on montre que L o » ^ est linéaire con

tinu de H 1 i m " + ) dans L 2 (TR"+ ) donc 

| ta P v,[0,lf]M v ) Q | 1 c|v|1|M V| ̂  . 

ce qui termine la démonstration du lemme 1.1.^sa 

Reste à vérifier la propriété 1.3 : 

Pour v eS)(cR^), on a, après un passage en coordonnées polaires 

|0| 2 dr <_ C 
0 

< ce 

r v J 0 dr 
0 

F +CO f +00 

r|D 0| 2 d r ) 1 / 2 J r|v|2 d r ) V 2 

0
 r Jo 

donc 

Ï R 

, 2 2,-1/2 i _ i2 . 
V ' 1/2 V' 

(x 2 +y 2)" 1 / 2(1 + U| z)' l /^|0 ( x , y ,Ç > | ^ dx dy dÇ 2,1/2 ^\2 

fR. 
+ + 

lRn-2 
2 ) 1 / 2 dÇ n „ |vCx.y,C)| 2 drd0 <. 

C { 

n-2 
dÇ( ' _ r | D v | 2 drd0)" l / z C 

,1/2 
n r(1+|ç| 2)|0| 2 drdO) 

R+*(0,-|) 

,1/2 

r|D v| 2 drdB dÇ + 
' r ' 

r(1 + U | 2 ) |v| 2 drdG} < 
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ce qui fournit la conclusion en tenant compte de la densité de 2>8R + +) 

dans H £ ( Ï R " + ) . m%\ 

Lemme 1.2, 

II existe une constante C > 0 telle ques pour tout v e O h2(*R^+) 

à support dans un compact fixe de [ R ^ on ait : 

| (a xy P M- v,Q M v ) Q - Ca xy P v,Q M* M v ) Q | £ C | v| | M V| . 

Remarquons que les expressions intervenant dans le premier mem

bre de l'inégalité ne changent pas quand on remplace v par B^v avec 

8̂1 ç * ç, 8^ dans â)flfR̂ +). Il est utile de supposer v à support compact 

pour assurer que v e C\ H 28R^ + entraîne v e V(IR^+). 

Nous procédons comme au lemme 1.1 j il est aussi util© de noter 

que [xy,P\\ * 0-

Partant de : 

(a xy P M v,Q M v ) Q - Caxy P v,Q M N v ) Q » 

« (/xy [a P,MJv,/£7 Q M v ) 0 - (a /xy* p v, /^[Q,M*3M V ) Q 

on . btient le lemme en majorant séparément les deux derniers termes. Nous 

n'étudions que le premier j il suffit de montrer que : 

I ^D* P ' M > | n l C|v| . 
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Nous avons : 

/xy fa P.lîl = /xyfP. (x 2+y 2) 1 / 4]T ç 
1 / 2 

+ /^y a ( x 2 + y 2 ) 1 / 4 r.P-€T1/2ç + / x 7 a ( x 2 + y 2 ) 1 / 4 6 T 1 / 2[p,£] 

+ / x y ( x 2 + y 2 ) 1 / 4 eCa,T 1 / 2lçP. 

La proposition 1.3 permet de majorer les 3 premiers termes 

Pour le premier : 

Q 1 / — ,2 2,-3/4 _ r i 
a 3 p 1 j /xy xCx +y ) T 1 / 2 ç v| Q 

2 2 1/4 i 
< C ( x V ) 1 / 4 T 1 / 2 ç v| Q 

< С |çv|v 1 C|v|v. 

Le deuxième et troisième sont immédiats, Reste : 

|/x~y ( x 2

+ y
2 ) 1 / 4 g [ a,T 1 / 2 Jc P v| Q 

- |s[a, T 1 / 2 ] C x
2

+ y
2 ) 1 / 4 /xy ç P v| Q 

< C |^xy ç P v| 

(d'après la propriété 1.2, ii) 

1 C|i£y" P v| ? < C |v| . 

On termine ensuite la démonstration comme au lemme précédent. 
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Nous rappelons maintenant quelques propriétés d'espaces utiles pour la suite. 

Désignons parfR^ le demi-espace : 

{X € (Rn | X y j > • } . 

Nous introduisons comme dans [2J l'espace : 

UC«R") = (u É S W R " ) / D au £ L 2 0 R " ) ; |otj < 1}. 

UBR^Î est un espace de Hilbert quand on le munit de la norme : 

|u| = C l |/T D au| 1/2 
U |a|<i 1 L ^ Ï R " ) J 

et on a les propriétés : 

Propriété 1.1 '. 

S)0R̂ 3 est dense dans LiflR̂ L 

Propriétés 1.2', 

On a l'inclusion topologique : 

l! c L 2(fR +,H
1 / 2(JR n" 1)) 
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II - Espace !7Tfi). Problème variationnel. 

Dn donne p fonctions réelles fy*»«-*fp > ^^dans fRn et on sup

pose qu'un ouvert borné fi est défini par s 

fi = (X e rRn / if (X) > • i i - 1,...,p}. 

P 

•n pose • » Iî if. et on suppose que ; 

1-1 1 

i) Pour tout point régulier X de &Û, il existe un indice i tel 

que : 

^(X) - Q et ̂  * Q, j * i, j * 1,...,p (2.1) 

et d«(X) ¥ 0. 

(cette dernière condition équivaut à d f^ïX) f 0). 

ii) Pour tout point singulier A de 3Q il existe un couple d'indices 

(i,j) te) que : 

| ^(A) » <fUA) » 0 

vfK(A) / 0 , K J< i, k * j. k - 1,...,p (2.2) 

grad ^(A) /s grad y CA) ¥ 0. 

Nous introduisons l'espace Tt$l) par : 

Définition 2.1. 

(fi) * {u £§>'(&) / $ 1 / 2 D au e L2(fi) ; j et j £1}. 

et on a immédiatement : 
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îT(ft) est un espace de Hilbert quand un le munit de la norme : 

|u| - ( Z |Ф D u| _ ) 
|a|<1 |/(ft) 

Nous utiliserons dans la suite les : 

Propriétés 2,1, 

ment. 

1 
1°) t?(fi) est contenu dans H

l o c ^ algébriquement et topologique-

2°) Si V est une fonction de S)(fl) l'application : 

u • * u 

est continue de îftfi) dans lui-même . 

3°) Pour que u appartienne à frll faut et il suffit que les 

trois propriétés suivantes soient réalisées : 

i) u e H] la). 
loc 

ii) pour X point régulier de 9Q, il existe un ouvert 0 voisinage de 

X et un difféon;0rPhisme 0 de 0 sur 0' (0' boule ouverte defR
n, centrée à 

l'origine) vérifiant : 

0 [0 ÏÏ) - 0 ' 0 fR̂  

0(0 O 31Î) = 0' O 3 IR " 

et tels que, pour tout ç €©(0 nïï), on ait : 

ç u o 0~ 1 é. UBRJ). 
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iii) Pour X point singulier de 38, il existe un ouvert 0 voisinage 

de X et un difféomorphisme de 0 sur 0' vérifiant : 

0(0 r\ Q) = o- A « " + 

9(0 A 3ft) = 0' A 3 (R" 

et tels que, pour toute ç t S ( 0 H î!) on ait : 

çu o 9 _ 1 é VQR" ). 
+ + 

4°) 2>(Q) est dense dans tf(G). 

) est contenu algébriquement et topologiquement dans 

Tirons deux conséquences ô̂ -int de démontrer ces propriétés s 

Conséquences 2,1, 

1°) Le dual de iTest un espace de distributions, 

2°) Puisque fi est un ouvert borné, ?^ norme s 

|u| - (|u|22(fi) . I | # 1 / 2 D a u | 2 ) V 2 

L l" J |o|«1 l/(fl) 

est équivalente à la norme U". 

Démonstration. 

1° et 2° sont immédiats s remarquons que, pour 2°, il suffirait 

de prendre ï e C1(fi). 

Le 3° se démontre par partition de l'unité. 

Soit X point régulier de 3Q, tel que ^ ( X ) = 0 on peut prendre 
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dans un voisinage 

- xi = 0 i * x ' 1 3 1 j • • • ' n 

et on a ç u o e""1 e UflR^) pour ç e 2)(0 O ÏÏÎ. 

Pour A point singulier de 3ft, tel que ^CAÎ = 2(A)-0 om) peut prendre 

0 / X 2 = ^ 2 ( x ) 

« 0 iCx) i = 3,...,n. 

et on a ç u o G"1 ^ V G R " + ) pour ç s §)(• H ÏÏ). 

Les hypothèses (2-1Î et (2-2) permettent en ©.Pet ce choix. Le 

4° s'obtient ensuite à partir des propriétés 1.1, et 1.1' et le 5° à 

partir des propriétés 1.2 et 1.2'. Pgagr 

Problème variationnel. 

Dn considère la forme intégro-différentielle a définie par 

a(u,v) = I 
•<Jal <_1 

o<_|eiii 

f a T 
a .(X) $(X3 D u D v dX 

H A 6 

avec a„a dans C (Œ). 

La forme a est donc continue sur î̂ . On suppose de plus que 

a est ^coercitive, c'est-à-dire : 

1 Y > 0 tel que V u ̂  ^ Re a(u,u) ̂  Y |U| 
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On associe à a l'opérateur différentiel A = A(X,D) : 

A - l D 8 a Q(X) M X ) D a 

Q<lal<1 a 3 

• il6|£l 

L'application du lemœe de Lax Milgramm donne alors la s 

Proposition 2,1, 

Pour tout f e 2?1 (Q), ¿1 £ar£$të u dans î7(Œ j unique^ tel que : 

a(u,v) = f f* vî^ x^» P
o u r t o u t (2.3) 

ou encore 

A est un isomorphisme de № #ur V*9 

Donc pour tout f dans ^(Œ) il existe u dans f[Çl)9 unique, telle 

que Au = f. On suppose maintenant que u est dans un espace "plus petit" que 

^ ( Q ) , on cherche alors dans quel espace se trouve la solution u. 

2 
On obtient le résultat maximal quand f est dans L (Œ). 

2 
Régularité avec second membre dans L (fl). 

On suppose que a possède la propriété d'ellipticité : 

3 5 > 0 tel que V Ç e (Cn et V x e Hi 

Re I a (X) Ç a I 3 > ô|ç| 2 (2.4) 

et on pose : 

2 2 1/2 

* = n(<Ç+Vjî s le produit Iî étant étendu aux couples (i,j) définis 

en (2.2). On introduit ensuite : 
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Définition 2.2. 

D = (u e 12{Q) | ï u t H ' ( D ) | t u £ H 2(G)}. 

D est un espace de Hilbert pour la norme : 

H j - I K 2 « n ' I H r B I ) * I ^ I

H 2 ( & )

) 1 / 2 

Pour la commodité des démonstrations nous donnons une définition équiva

lente de l'espace D. 

Définition 2.2'. 

D = (u e. L 2CG) |* D au e l_2(ft) , |a|- 1<\ 

* ~ au c L2in) } \a\m 2 

Notons pour l'instant : 

A = {u e L2(ft) |f D a u e L 2(Œ) ; |a|- 1" 

$ D a u €. L2(fi) j |a|- 2 y 

et posons I l'ensemble des couples (i,j) de finis par (2.2). 

1°) Montrons tout d'abord que A o» D. 

Puisque ¥ et $ sont bornées sur Œ, on a tout d'abord : 

|fu| _ < C |u| et |«u| „ £C|u| _ (a) 
L (Jî) L (il) L (fl) L (fl) 

Majorons ensuite |D. T U J ; on a : 

D1('Fu) » CD1 ») u + * D 1u 
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et 

' ° 1 f ' ~ 1 2—2 1/2 X ?—2 1/2 

Puisque 

M 2 « < 2 ) 1 / 2 - « , 2 ^ ! 1 / 2 -
i J 1 J 

on déduit que | e s t borné sur Q donc que : 

1°, M 2 ± Ф 1 7 + I T O 1 U I 2 ( 3 ) 

1 1 Г ( Я ) L"(n) 

On étudie ensuite les termes de |фи| 7 : 
hTCQ) 

О^Фи) = (D^) и + Ф D u 

donc : 

|D (Фи)| 2 < C|u| +| | ТО u| 

Ф 

D'autre part : reste borné sur ft * en effet ¥ ne s'annule que pour les 

points singuliers de la frontière de fi, soit A un de ces points défini 

par ̂ ЛА) = YjtA) = °' alo^s 

On obtient donc : 

|D Л Ф u)| 1 CC | u| + |* D u| ) (Y) 
1 L^(fl) L (.U) L (fl) 
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Il suffit maintenant de majorer le terme ; 

|D 2C*u)| < | (D2*)u| + |2 D * D,u| _ 

+ I* D 2 u| 

< CC| u| + | ~ - .V Duj 7

 + I* D Zu| ) 
L (fi) l/(fi) l/(fi) 

Puisque — "o contient que des termes de la forme : 

lk 99 1/9 
(<p.+<c) * 

— e s t borné sur fi donc : 

|D 2C$u)| lCC|u| + |¥D u| + |$D 2 u| ) (y) 
l tQ) l / ( f i ) ' l / ( f i ) l / ( f i ) 

L&s inégalités (a), (g), (y), (5) donnent alors : 

2°) Nous montrons maintenant que D c*à. On a immédiatement 

1 l/(fi) l/(ß) 1 l/(fl) 

L ifl J 

et de même : 
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I* D?u| 9 < |D 2(*u)| + 2|D #.D u| + | CD?*) u| 
1 L̂ (fi) L̂ (fl) 1 * L̂ (fi) 1 L̂ (fi) 

< C (|«u| + |* D u| + |u| ) 
H (fi) L (fi ) L̂ (fi) 

Les deux dernières inégalités fournissent s 

l " l A 1
 C I U I D

 8 ^ 

Nous pouvons maintenant énoncer le résultat principal : 

THEOREME 1. 

2 
Si f est dans L (fi), la solution u du problème : 

a(u,v) - (f,v) f ..pour tout v ^ (2.3) 

est dans D. 

ou encore : 

2 

L'opérateur A est un isomorphisme topologique de D sur L (fi) 

Démonstration. 

effet : 

2 
1°** A est un opérateur linéaire continu de D dans L (fi). En 

|De(a $ D öu)| < |(D ß a J. * D Ûu| + 

|a CD* .]D°u| . |a • D ° + ß | 
a t 5 L^lß) P l/(M) 

i c M D -
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(Il suffit d"utiliser les propriétés qui ont permis de démontrer l'é

quivalence des définitions 2.2 et 2.2'). 

2°) Réciproquement nous allons démontrer que SJ u e t T e t 

2 

A(X,D) u c L (fi) alors u est dans D(A). 

Le théorème sera alors une conséquence du théorème de Banach. 

Nous faisons une étude locale en distinguant les points intérieurs, les 

points réguliers et les points singuliers du bord. 

a) Régularité intérieure : 

Soit fi' un ouvert contenu ainsi que son adhérence dans fi. Puisque 

A est elliptique sur fi', on a : 

2 
pour toute fonction ç <s.5)(fi'), ç u <L H (fi). 

b) Régularité au bord - cas d'un point régulier. 

Soit par oxemple X un point régulier de la portion de 3fi défini 

par<^(X) =0 . Si 0 est un ouvefct convenable voisinage du point X, on a, 

pour toute fonction ç eS)(DO fi) s 

"ç u e H 1 ( 0 A fi) 

^ Ç u <L H 2 ( G n a ) . 

La démonstration de ce résultat est donnée dans [2] . 

c) Régularité au bord - cas d'un point singulier. 

Soient (i,j) 6 I et X un point de 9fi défini par ^(X) = *Pj ( x ) s °-

Pour 0 ouvert convenable voisinage de X, on a, pour toute fonction 

ç *3>(0 a fi) : 
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(f 2 + t j ) 1 / 2 °a S u * L 2(0 fi fl} i |a| - 1 

*p±^ D a ç u Ê. L 2(0 A ÏÏ) i | a | » 2 

Ce résultat sera démontré par la suite (voir les propositions 3.3 et 4.6) 

Ecrivons de nouveau les résultats a - b - c en introduisant les fonctions 

f et *. 

a) ç u e. L2[Q') 

\a\ - 1 T D aç u e L 2(^') car C <_ ¥ <_ C 2 sur n* 

|et| = 2 u £ L2(fi') car C < * £ C sur fi* 

c) 

b) C u e L 2COHQ) 

| a | - 1 * D aç u fe L 2C0 n fl, car C <. * <_ C 2 sur 0 fi fi 

| a | = 2 • * D aç u e L 2(0 O Q) car C 1 <̂  y - <_ C 2 sur 0 1 0 

ç u e L 2(0 A ft) 

|a| - 1 V D aç u e. L 2CO H Q) car C <_—»-1—77s <_ C„ sur O O 

|ot| = 2 H a ç u e L2(0 O !J) car C. < - - < C. sur 0 H fi 
1 - ^ ^ - 2 

A l'aide d'une partition de l'unité convenable, on obtient donc : 

u e L2(fi) ; * G a u fe L2(fi) pour | a | - 1 i 

* D a u e L2(fi) pour | a | - 2 

ce qui montre que u e D et termine la démonstration. 
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III - Régularité - Cas des variables tangentielles. 

Supposons qu'un point sin£jlier A de 3fi est tel que : 

«^(A) = <f2(A) = 0 (donc ifi(A) / 0 , i _> 3). 

Si 0 est un ouvert convenable voisinage de A, on peut définir un difféo-

morphisme 6 de 0 A fi sur 0' fR^+ par : 

f x = ^CX) 

y - <f2CX) 

x'. - e.tx) i - 3,...,n 

2 1 
et, si u e tftfi), pour toute fonction ç O fi) on a : ç u o 0"" <L V(ÏR^+) 

-1 

Pour simplifier nous notons aussi ç u la fonction çu o 0 ainsi que son 

prolongement par 0 dans fR^+ dans tous les cas où il n'y a pas ambiguité. 

•n démontre maintenant la : 

Proposition 3.1, 

2 
Si f e L (fi), la solution du problème (2.3) vivifie : 

( x 2 + y 2 ) 1 / 4 T 1 / 2Cu e VÛRj +) 

Nous tirons immédiatement la conséquence 

f 2 2.1/2 _ r . 2nar\ 1 (x +y ) D C u e L (JR++) 

1 3 
atfée D s -r -r—r * dérivée tangentielle quelconque 

i 9x. 1 
On utilise comme dans [i] une régularisation elliptique. On a l'inclusion 
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algébrique et topologique : 

H^C ) otfïfi) 

et H 1 (fi) est dense dans Vïfi), donc f'tQ) H~1(fi). Soit e. une suite de 
0 J 

nombres positifs i !3 limite 0 % on définit la forme intégro différentielle 

régularisée a^ par : 

a^(u,v) = a(u,v) +. e Ju.v)^ 

Les formes a. sont continues sur H* (fi) x H* (fi) et H* (fi)-coercitives. Si 
J o o o 

2 
f e L (fi), la solution u. du problème variationnel régularisé : 

«J 

a^(u,v) « (f,v) Q pour tout v dans (fi) 

appartient à H* (fi) (\ H2(fi) (voir [4]) 
o 

et les deux expressions : 

/T. |u.| ; |u.| (3.1) 
J J H 1 (fi) J lT(fi) 

restent bornées quand j varie. 

Nous savons aussi que : 

la solution u est limite faible dans ^d'une sous-suite extraite' de la suite 

( U j ) . 

On se donne ç et S dans $(0 H "fi) et à valeurs réelles telles que 

8 ç » C et on pose comme au I : 

M - ( x 2 + y 2 ) 1 / 4 6 T 1 / 2ç. 
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M se lit dans l'ouvert Œ : 

(f 2 + ^ ? 2 ) 1 / 4 6 : T1/.2 ( Ç u j ° 0 " 1 ) ) e Q 

ce qui donne un sens aux expressions : 

Nous démontrons le : 

Lemme 3,1, 

|M U J I V reste borné quand j varie. 

Puisque la foìnme a est ^coercitive nous tirons s 

|AJI > Y | M u.\l + £ J | M U J | * 

Nous obtenons une majoration de | B . | en écrivant que u. est solution éu 

3 3 

problème régularisé : 

et d'autre part , 

Irt^n u | < c | ( x V ) 1 / 4 r i u | 1 / 2 2 

J V Q R " + ) 

L'utilisation det lemmes 1.1 et 1.2 fournit une majoration de lA^-B^I : 
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et par (3.1) : 

En rassemblant les trois inégalités précédentes, l'inégalité : 

| A J < |B.| + |A.-B.| 
1 y - 1 J 1 3 3 

fournit : 

ej|n Ujl 2 • Y | M U J | J < ct/F. |n + |n U j | v ) 

qui montre que les deux expressions : 

•Tj ln et |n U j | v 

restent bornées quand j varie, r̂ a 

Terminons maintenant la démonstration de la proposition 3.1. 

Puisque la boule unité de V est faiblement compacte, on peut extraire 

de la suite u. une suite telle que \ 
«3 

M Uj converge faiblement vers v quand j tend vers l'infini. 

Hais, d'autre part, u. converge faiblement vers u dans V, donc M u. con-
3 3 

2 

verge faiblement vers M u dans L . On en déduit alors que : 

M u » v e V. 

D'après le choix de p on a ensuite s 

f 2 2,1/4 T r ,2 2,1/4 q _ „ ^ 2 2.1/4 P û T 

(x +y ) T c u = (x +y ) 6 T ç u + (x +y ) 6,T ç u, 
1/2 1/2 " ~ 1/2J 
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il suffit donc de vérifier que le dernier terme est aussi dans V, soit 

encore que s 

r 2 2 , 1 / 4 _ 
Cx +y ) T ç u &• \J 

y - 1 /2 

puisque D*'"^^ 8 S t t a n 8 e n t * e l d'ordre - ~ . 

La dernière propriété tient au fait que, pour les variables 

tengentielles : 

r

n x y ( x 2

+ y
2 ] 1 / 4 ( 1 + U | 2 ) 1 / 2 I Ä I 2

 dxdydÇ 

<_ С xy (1 + U | 2 ) JçtT|2 dx dy dÇ <_ С | ç u L 

к. 
et pour les variables normales 

xy (1 + | 5 | 2 ) " 1 / 2 | D . ( x 2
+ y 2 ) + 1 / 4 Cu\ 2 dxdy dÇ 

xy 2

X

2 _2/2 (1*|5| 2)" 1 / 2|Çu| 2 dx dy dÇ 

n 4(x +y } 

+ Í x y ( x 2 + y 2 ) 1 / 4 ( 1 + | Ç | 2 ) " 1 / 2 |D CU\2 dxdy dÇ 

1 c | c u | v 

Notons que les constantes intervenant ici ne dépendent pas de u mais dé

pendent du support de ç, Gss 

Nous utilisons maintenant une méthode de différences finies pour 

gagner un "cran" de régularité (voir par exemple |JEQ pour la même méthode 

appliquée à un problème elliptique]. 
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Proposition 3 B2, 

2 

Si f e L (Œ), la solution du problème (%.3) vérifie : 

/xy D ç u e V8fR^+) D dérivée tangentielle. 

Remarquons tout d'abord que u dans ^(ft) et A u dans L (fi) entraînent 

A(çu) e L2(ft) i en effet s 

A U u) = CAu + [À,ç]u et s 

[A,çju = l CD6a fi * D
a çu-ç D 6a * D au) 

lal<1 

16111 

» E (DBa Q * (Daç)u + (D6ç)a 0 * D au) 
lal<1 a 6 a B 

|B|<1 

appartient à L 2(Œ) puisque u est dans i?(ft)B 

Dans la suite, nous posons, pour simplifier les notations : 

çu « v 

g « ç Au + [A,ç]u 

Nous avons donc s 

Av = g avec v £. t?~(fi) 

2 
g £ L (fi) i 8 U p p g C S U p p Ç 

Soit un opérateur de translation tangentiel, c'est-à-dire suivant l'une 

des variables x',..,,x' de R n 

3 n ++ 

- si Q S)|R" ) on a : 

d h^)(X) =* <?(x,y,x^, B,x^+h,.,x*) 
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- si T eS)'GR nJ on définit T u T par : ++ n 

Nous choisissons h tel que, pour Ihl < h , les fonctions intervenant dans 
o ' o 

la suite garde leur support dans 0' O >T^+ et nous montrons le : 

Lemme 3.2, 

T v-v 

Pour h ^ 0, Ihl < h , /xy — est cfans V(SRn ) 
o h 

Puisque v = ç u ° 0 ^ est à support compact dansfR^+, on a : 

/xy (/xy v) e L 2BR n. ) 
/xy D(/xy v) = xy D v e L 2(R^ +) pour D dérivée tangentielle 

/xy D (/xy v) = xy D v + | v ^ L2(jfRn ) 

X X + + 

et d'après le choix de h Q on a les mêmes propriétés pour V , d'où le lemme. 

Dans ^ n o, T|1

 v désigne le prolongement par zéro hors de HT) 0 

de (T, V O 0 1 ) o 0, on a alors : 
h 

/xy — — est dans ft^), et puisque A est un isomorphisme de 

(fl) sur t>(«) : 

T. v-v x. v-v 

ce qui donne dans (R̂  O 0' : 
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T v-v T v-v 

avec : 

A' = E D J a' (x,y,x') xy D 1 

I x! <_1 1 3 

U I < 1 

(pour définir les coefficients a ^ on remplace par x a ag avec 

supp x C 0 et x Ç =C î• 

Supposons démontré pour l'instant que i 

|Af(/xy — r — | reste borné pour h ¥ 0, |h| £ h . 

H V 0 R " + ) ° 

Puisque V(TR^+) est un espace de Hilbert, la boule unité de V6R^ +) est 

faiblement compacte et il existe donc une suite h de limite zéro, h < h , 

n n' — o 
toile que : 

xy ~ — converge faiblement vers w e VfiR*"1 ). 
n + + 

T v-v _ n 

Mais, d'autre part, / x y — - — tend vers /xy D v dans*3>'ÏR++) quand h tend 

vers zéro. On déduit donc : 

/xy D U u) e V(TR^+) donc la proposition 3.2. 

Il reste à démontrer que ; 

|A'(/xy—r—| reste borné pour h ¥ 0, |h| < h . 
h V'0Rn ) 0 

Nous introduisons : 

T A' s Z D ^ t T u â i x y D 1 

h | i t l 1 h ij 

Ul±1 



- 37 -

et on a : 

T

h

v ~ v A 

A'(/xy h ) = h (A» -T A ' K / x y T hv) + 

+ h""1 /xy (x h A' T h v - A
9 v) • h~ 1[x hAS/xy| (x h v-v) 

+ h""1 | j h A'-A^/xy] v 

Nous majorons séparément chacun des termes de cette expression dans las 

quatre lemmes qui suivent. 

Lemme 3.3. 

A'-T A' 

I T Th vl reste borné pour h / 0, |h| < h . 

Puisque /xy T L V est dans V0R n ), on a bien i 
h ++ 

h""1(Af-r. A 1 ) /xy x uv fcV'JR0!. 
h h ++ 

On majore la norme de V'ÛR^) par une somme de termes de la forme s 

| D J xylnlî£!k D i ( ^ V ) | V I | R n 3 
++ 

т а ' -a'.. . 
sup |<DJ xy X ¿ — Ы оЛ/ху T V ,ч> I 

_ • _ та!.-at. . 
sup |</xy D 1 /xy T hv, /xy ijL—Ы cr\.> 2 | 

<_ С |/¡Ty T H v| v <_ С |v| v . ^ 
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Lemme 3.4. 

T A 'T v-A'v xhg~g 

|/ x y _ 1 v > =|/xy—pj—| y, reste borné pour 

h * 0, |h| < h . 
o 

En effet : 

T h g " g T h g ~ g 

sup i<g>» /x7 h > \ 

1 |g| 2 S U P h~l 2 - C' E' 2 

| f | \ A 1 

Lemme 3.5, 

l h 1 C T h A > 9 (x hv-v) | v , rëst£ tepwé pour h / 0, |h| < hc„ 

Exprimons Ia p,/X^J en posant A' = Z a^. xy D 1 « A 1 ^ Si 

et sont distincts de 4 ~ et 4 ~— alors s 
i 3x i 3y 

QA l J,/5<y] » Q 

Etudions le cas où D 1 et sont deux dérivées normales, prenons par exemple 

D 1 » » D s 
x 
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et nous majorons séparément les deux termes 

1°) |h"1 D (T. a!.) xy-^- (T kv-v)l , 
x h 1 J 2/x" h V 

sup | < D X ( T H A J ) «\„ J <-

T H V ~ V 

C sup |< y — p j — ,/xy D x»f> 2| < 

C ly-V-l 9 1 C | ( x 2

+ y
2 ) 1 / 2 D v| 

L L 

La dernière expression est bornée d'après la proposition 3.1. 

j — T h v " v 

2°) | (T. a! J xy D -iL—l 
2/x h ij y x h 1

 v , 

sup !< -Х- (та! . ) xy D , > 
<ffcïXR++) 

T. v-v 
n £ C sup |</xy /7 D x — j — , /7 x h a ^ I F > | 

T v-v 
= C sup|</xy AT T • ~ - — , /y T T, a:.v#> J 

H l y * -1/2 x h y 1/2 h I J T L 2
! 

,/— f 2 2,1/4 _ n h V" Vi j f 2^ 2,1/4 T r , ... 
< C sup /xy(x +y ) T D — R — (x +y ) T lтua,. — * -1/2 x h 1 / 2 h l J ° 
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Par la proposition 1.3 : 

donc 

C |/xy ( x V ) 1 / 4 T 1 / ? D | 
1 J J -1 / 2 x h 1 o 

Reste à montrer que cette dernière quantité est bornée indépendamment de h : 

l * V ) " 4 T 1 / 2 o x ^ l 0 < 

№ T . 1 / 2 D x < x V > 1 / 4 ^ |„ . | Л » 2
 X

2 3/4 T-1/2 
2(x +y J о 

M 

Majorons L : 

9 Г , 9 - 1 / 7 I i h Ç 1 I 2 

L¿ - ху(1+ С Г ) i / Z 's -1 ' |_ , 2„ 2,1/4 ч 2 . . 
J n

 1 1 p; ! D xCx +У ) v| dxdy dç 

<_ С f xy(1 + | ç | 2 ) 1 / 2 | D x ( x
2 + y 2 ) 1 / 4 v| 2 dxdy dç 

+ + 

C D ( x V ) 1 / 4 T 1 / 2 v |
2 ^ 

x L * B R + +

) 

donc 

L < C | ( x 2

+ y
2 ) 1 / 4 T 1 / 2 v | y 

quantité bornée d'après la proposition 3 0 1« 
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Pour FI on a immédiatement s 

M 1 C| (x +y } w T v| donc 
1 / 2 o 

N o c i v i y par l a proposition 1 . 3 . 

Les autres termes intervenant dans 

contiennent une dérivée normale, ou une dérivée normale et une dérivée 

tangentielle, et se majorent de f a ç o n plus simple. Le lemme 3 . 5 apparaît 

donc comme une conséquence de la proposition 3 . 1 . C S 3 

Lemme 3 . 6 . 

|h 1(j A'-A' /xy]v|v, reate borné pour h ¥ 0, |h| < h Q. 

Etudions un terme dans lequel interviennent deux dérivées normales, par 

exemple : 

h*"1 fa t(T U a!.-a!.) xy D } , /xy] v » 
x h IJ IJ J x 

x . a 8 , .-a!. /— T a ! . - a ! . 

D h Xj 1 J xy Ù-v+ÙL. h ^ ^ xy D v 
h 2/*x h 

Nous majorons séparément l e s deux t e r m e s de droite : 

1° ) l D x

V l r l j ^\ v| < 
fa*, .-a'.. 

C sup 1< 1 J y v . ^ D /

( f >

 2 I 

< C|v| , 
L 
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1 C sup |< y - i L i i - ! i i o x v j ( f> 2 | 

£ C | /x7 D x v|^ 2 < C|v|v 

les autres termes se majorant de façon analogue. %77& 

Tirons les conséquences des propositions 3.1 et 3.2 : 

Proposition 3.3. 

2 
Si f e L (fi), £<z solution u du problème (2.3) vérifie : 

2°>> (x +y ) D ç u e L &R + +) D est une dérivée tengantielle 

quelconque. 

xy D a ç u Cz L 2GR^ +3 avec Ja|= 2 £t D a contient au plus une 

dérivée normale. 

Le 1° est conséquence de la proposition 3.1. 

Pour le 2°, si et sont deux dérivées tengentielles : 

xy D D ç u - /xy D^/xy D 2 çu) £ L 2 0 R " + ) 

Si D est une dérivée tangentielle % 

xy D D(ç u) = /xy D (/xy D çu) - | D ç u £. L 2(R n ) 
x x 2 + + 

d'après les propositions 3.1 et 3.2. 

En corclusion, par ç u © Q 1 c V(JR^+) et la proposition 3*3, on 
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obtient : 

Z D J a!.(x,y,x') xy D 1 C u <> Q ~ 1 e L 2GR n ) 

JÎ-1 

où et désignent seulement les dérivées normales. On est donc ramené 

à une équation aux dérivées partielles d'ordre 2, en deux variables (x,y). 

2 

Nous étudions dans IV un problème dégénéré dans ÎR qui nous permettra 

d'obtenir la régularité pour les variables normales. 

ISl - Rfiprninrité - HAR MRS wp»fi^hiRB normales. 

Nous commençons par étudier un problème elliptique dégénéré dans 

2 
l'ouvert non borné FR + + 2 

0*++ = Hx fy)fe (R
2 | x > 0 ; y > 0 }. 

On notera aussi : 

& » Us.0) 6 (R2 | • < 0 | } 

x i 3x ' y i 3y 

s " i 3s ; 0 " i 30 

Le schéma de l'étude est le même qu'au II ; on ramènera le problème dans 

ÏR 2

+ à un problème dans par un changement de variables du type : 

•"S — s 

x = e cos 0; y = e sin 0, 
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Introduisons les espaces 

Définition 4,1. 

{u i L 2|R 2 ) I /xy D u 4 L2№2 ) , 1 

/xy~D u e L 2iR 2 ) 
y ++ J 

WCfe) = {v fc L (®) jAinG cos0 6 v e L CSR) j 

v/sin0 cosG 6 v L 2$3) 

et on a immédiatement 

les espaces et W sont des espaces de Hilber:- pour les normes 

respectives 

M v - M u | 2
2 2 + | ^ T D U | 2

2 2 . | / X 7 D U | 2 _ ) 1 / 2 

Iw'w = ( l v l 2 9 ? + lesine cose « c v| , ̂  + |/sine cose «_ v | 2
n ) 1 / 2 

Par une démonstration analogue à celle de la proposition 1.1, on obtient 

Proposition 4.1. 

5)(R2 ) est dense dans v\. ++ 1 
) est deyse dans W. 

Les espace? et W sont liés par : 

Proposition 4,2, 

Si on pose : x = e S cos9 y » e" S sinG 

lu(x,y) « e v(s,0) 

alors u est dans si et seulement si v est dans W. 



- 45 -

Ce résultat s'obtient par des calculs élémentaires dont nous 

donnons les grandes lignes. Des formules s 

3x -s n = - e cos 0 

4̂  = " G S sin 9 
dS 
3s S 

— = - G C O S 0 3x 

90 s . . TT- 52 - e sin 0 3x 

3x -s . n ^ = - e sin 9 

-gj - e cos 0 

9s s . n — = - e sin 0 3y 

30 s n T;— = G C O S 0 3y 

on tire immédiatement 

|D U | 2 • |D U | 2 = e 4 s(|v + 6 v| 2 + |ô^ v| 2) 1 x 1 y s ' ' 0 ' 

|ô v| z + |ô n v| 2 - e ' 2 s |u| 2 + Q" 4 S(|D u\z • |D ul^J • 
S 1 0 1 J * x v 1 

- 3 s + 2 e ReCu D u cos 0 + u D u sin 0). x y 

Remarquons que, si f e L f(FR + +) alors e f e l'@>) et 

f(x,y) dx dy = G ~ 2 s f(s,0) ds d0 . 

Ceci montre que ; 

2 2 u dx dy - |v| ds d0 

2 2 2 donc u € L CR A J >) si et seulement si v e L ( S ) . 

Nous avons ensuite : 
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xyílD u| 2 + |D U | 2 ) dx dy 
j y 3 x ' y 1 

ГС 
++ 

sin 0 eos 0 (|v|2 + |<5 v | 2 + ¡ 6_ v t 2 + 2 Re v 6 v ) ds d0 k> s 0 s 

et 

sin e cos О С j <S v ! 2 + | « r t v | z J dsde = 
i<h S 0 

f 2 * 2 2 
sin 0 cos 0 |u| dx dy + xy(JD u| +|D U| )dx dy 

J о J y x V 

Г -s 
+ I 2 Re e sin 0 ûos 0 u (CD u) cos 0 + CD u) sin 0) dx dy 

J 2 x y 

Introduisons maintenant le : 

Problème variationnel. 

Pour et u 2 dans on considère la forme intégro-différentiel-

le : 

aCu.,u-) = г a.,Cx,y)xy o \ D j u dx dy 

+ + 

+ о u„ u_ dxdy 
J 2 о 1 ¿ 

m 

avec a.. £ CfSR2
 ) nt>°°ffR2 ) , ce qui.assure la continuité de a sur V. * V. 

n ++ ++ i • 
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On suppose que a est -coercitive, c'est-à-dire : 

3 a > 0 tel que, V u fe V on ait Re a(u,u) >_a|u| 
1 

et on désigne par A l'opérateur différentiel associé à a : 

A = E D J a.,(x,y)Xy D 1 + a I (4.1) 

Le lemme de Lax Flilgramm fournit la s 

Proposition 4,3, 

Pour tout f dans il existe u unique dans tel que : 

a(u,v) » (f*v) w, poio? tawt v (ions V o (4.2) 

Nous nous intéressons à la régularité sur la solution u quand 
2 2 

f est dans L № * + + ) - On suppose que : 

( a est une constante positive \ o 
/ oo 2 2 2 2 L û y ^ g G R

+ + } vérifie a^fx^y) = a±^{o,o) pour x +y ^ R ; 

En d'autres termes, les coefficients de A sont "variables au voisinage 

2 

de (0,0)". Nous transformons le problème dansfR + + en un nouveau problème 

dans -J&, ce dernier sera voisin de celui étudié dans [2J . L'intérêt de la 

transformation est de permettre l'utilisation de transformations de Fou-

rier suivant la variable tangentielle s. 

Proposition 4.4. 

La transformation utilisée à la proposition 4.2 transforme 
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b(v.,v0) = Cg,v_) л v. = e s u. в W i 
1 2 2 L 26>) 1 1 

g = e" s f é L 2C&) a^öö : 

_ 
b(v.,v,J = 1 b..U,0) sine cose 6 1 v. 5 J v 0 dsd0 

1 2 4зь Ы 1 1 1 J 1 2 

uní 
+ a v. v 0 ds d0« 

En effet : 

» .. u,. i 

a(u.,u ) = I а [x,y)xy D 1u. D J u dx dy 
^ 2 | i | - | J h i 3 

+ L a o U1 ~2 dX d y 

b..(s,0) sin 0 eos 0 ó 1 yA 6^ v 0 ds d0 

i |il<i 1 J 1 2 

+ a Q v 1 dx d8 

et 

í f ' U 2 Y 2 f r R 2 ) = l 2 f dx dy = f e" S f T d s de 

= (g,v„) „ . szzä 
¿ L 6 ) 
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Précisons les propriétés de b : 

Propriétés 4. 

1°) Pour chaque couple d'indices (i,j) il existe une fonction 

6^(0) a C°°C0,-|) telle que 

- 6 A j «. C
œ(0,| , ̂ (R s)) 

2°) La forme b est W-coercitive, 

1°) Puisque a ne contient que des termes d'ordre 0 ou des termes 

d'ordre 2, b_(s,0) se présente comme une combinaison linéaire des 

a^(s,0) à coefficients des polynômes en sin G, cos 0 donc : 

by(s,0) — • ^ij* 0' c ? u a n d s — * ± 0 0 puisque 

2 2 2 
a^j(x,y) - (o,o) pour x +y > R . 

co H 

Il est évident que G- C (0,—) * reste à vérifier que 

b. . - 6. . € C ° I 0 Â ; (JRJ). 
ij ij 2 s 

Pour s < - Log R, b..(s,0î - 6..te) = 0 
~ iJ iJ 

Pour s tendant vers pour tout couple m, n 

s m ô n (b..(s,0) - 3..C0)) tend vers zéro, 
s ij ij 

En effet pour n = 0 

sm(a..(e 5 cos 0, e s sin0) - a.. ( 0 , 0 ) ) se comporte 
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comme (-Log r ) m x г avec г tendant vers 0 et pour n = 1 

m —s — q s 6 (а.Де cos 0, e sin G) - a..(о,о) = s ij ij 

= -s m e S(D a., cos 0 + D a., sin 0) tend VETS zéro 
x ij y ij 

quand s tend vers +». Il en est de même pour n _> 1. 

2°) A la proposition 4,2, on a montré que : 

|v| w < C | u | v 

Pour tout v dans W on a donc : 

Re b(v.v) = Re a(u,u) lajujj >_~ |v| 2 . 

1 

Pour le problème dans Ф nous avons alors i 

Proposition 4.5, 

Pour tout g dans W il existe un élément unique v dans W tel que 

b(v,w) « fg*w) 1 I l v l. pour tout g e W (4.3) 
w x W 

2 
5г cfe plus g est dans L (9b) alors : 

v e H 1C&) et sin 0 cos 0 v e Н 2 б У 

Comme au III nous utilisons une régularisation elliptique. La démonstra

tion, à quelques détails près, est la même que dans jjzj . Nous avons les 

inclusions d'espaces s 

HQ($)) O W 6 ) <3>L2fô) 

avec dssnsité 
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Soit e une suite de nombres positifs de limite zéro, on pose 

b (v,w) = b(v,w) + e.(v,w) 

1 1 1 
alors bj(v,w) esi continue sur HQ(5S x HQ(£>) et H Q(#) coercitive. Soit 

2 
ensuite g. une suite de fonctions de<3>(£>} de limite g dans L © ) , alors 

3 

la solution Vj du problème variationnel s 

b.(v,w) = (g.,w) pour tout w dans&CSO 
3 3 

appartient à C H k<$) A H1 (&) et de plus : 
k>0 0 

v.L et v. estent bornée auand i varie. 

On sait aussi que la solution v du problème (4.3) est limite 

faible dans W d'une sous-suite extraite de v.. 
J 

Donnons le schéma de la démonstration de la régularité s 

1°) Pour v(s,0) distribution dans'S, tempérée en s, on note 

v(Ç,9) la transformée de Fcurier partielle en s, et on introduit l'opéra

teur (r ̂  VR) par s 

A(Ç,0) - (1 + U | 2 ) r / 2
 v(Ç,0) 

r 

Alors si bU,0) est une fonction C (TR * [O/^j ) tello qu'il existe 

3(0) 6 C°°[0,"|] qui assure : 

s — • b(s,0) - 3(0) <sst une fonction de f̂tR) 



- 52 ~ 

on a 

l'application v — • ^ * ^ 1 / ^ v c o n ' t ^ n u c ^ 

L 2(0,| 5 H
S*R)) dans L 2(0,| j H s ~ 1 / 2 + 1 8 R ) ) (voir [7]) 

Ces remarques conduisent au premier résultat 

T 1 / 2 V £ W 

puis, comme W c > L 2 ( o l j H 1 ^ 2 OR )) (voir [2] et le rappel donné au I) 
JL S 

6 v * L2(£>) 
s 

2°) on démontre que : Vsin 0 cos 0 6 v €. W qui fournit 

2 2 
sin 6 cos 0 6 V € L (ft 

s 

2 
sin 0 cos 0 ô n 6 v e L ES) 

0 s 

3°) En repcrtant ces résultats dans l'équation B v ~ g (B opéra

teur associé à b) et en tenant compte de v e W on obtient 

60(sin 0 cos 0 6 0 v) C L2C?>) 

L'application du théorème de Hardy donne alors : 

2 
o 0 v € L (Si) puis 

2 2 
sin 0 cos 6 ô 0 V e L (£0. 

L'expression sin 0 cos 0 restant bornée sur l'ouvert (non borné) on 

obtient bien en définitive s 

v e H* (&) et sin 0 cos 0 v e H^(^>) e 



- 53 -

T i r o n s l e s c o n s é q u e n c e s de c e r é s u l t a t p o u r l e p r o b l è m e d a n s (R^ : 

P r o p o s i t i o n 4.5.' 

2 2 

Si f ^ L + h Z a solution u \^ d u problème (4.2) vérifie 

/ x 2 + y 2 D a u e L 2 ( T R 2

+ 3 j | a | « 1 f i ) 

x y D a u £. L 2 ( R 2

+ ) | a | * 2 t i i ) 

En e f f e t , p o u r ( i ) n o u s a v o n s 

f t x 2 + y 2 ) ( | D v u | 2 • JD u j 2 ) dx dy » 
J i x y 

( | v + Ô v | 2 +|6 pv|
2)ds d0 < C | v | 2 

] & H 1 f 3 ) 

P o u r ( i i ) , p o u r | a j = 2, on a 

D a u = ( l a < 5 8 v ) e 3 s a v e c a 0 f o n c t i o n s C°° b o r n é e s d a n s 
| 3 | < 2 8 B 

q u i donne s 

x y |D u{ dx dy = 

m2 

+ + 

f 2 2 ' 8 2 ? 
s i n 0 c o s 0 | £ a 6 v j dsdG <_ C J s i n 0 c o s 0 v j 

| 6 | < 2 * H 2 № ) 

P o u r c o n c l u r e c e t t e é t u d e , i n t r o d u i s o n s s 

D é f i n i t i o n 4.2» 

S O R 2 ) = { u e L 2 O R 2 ) I / х 2 + у 2 D a

U « L 2 Q R 2 ) j l o i - 1 -

x y D a u s L 2 ß R 2 ) j | o | - 2 
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S est un espace de Hilbert pour la norme : 

u L - tfu 2 ? * Z /x +y D u 2 f 2 5 + 2 xy D u ) 
L 2 G R 2

+ ) |a|*1 L [ R + +

3 |ot|*2 L 2 | R 2

+ ) 

et nous avons Î 

THEOREME 2. 

L'opérateur A défini par (4 „ 1 ) <23t m isomorphisme topologique 

2 2 
de S sur L (ÏR + +h 

2 2 

Vérifions que A est linéaire continu de S dans L 0R+ + î« En 

effet, pour u dans S, on a : 

|Au| l a J u l 2 2 + , , ? . aii X y D l U' 2 2 

Considérons un terme de la somme ci-dessus, par exemple, 

| D x aii x y °x u | 2 2 - | C D x a i 1 D X y °x u | 2 2 + 

x 1 J X L CtR ) X 1 J l/tFT ) 
+ + + + 

2 

+ K i y D x U ' 2 2
 + I ai1 X y °x U' 2 2 

2 2 2 
Puisque a y = 0 pour x +y >_iR on a : 

l°x aij X y °x u l 2 2 ± C N S -

La proposition 4.5' montre que A est surjsctif et le théorème est alors une 

conséquence du théorème de Banach. 
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Application à la régularité pour les variables normales. 

Au III, nous avons vu que* dans la carte locale (0,0) on a : 

Çu o e"1 * VGR" + ) 

D j a* (x,y,x') xy D 1 ç u o 0~1 c L 2(SR n ) 
lil-1 i j 

où et D"*" désignent les dérivées normales. 

De plus l'hypothèse (2.4) entraîne que : 

3 6 > 0 tel que , V (x,y,x*) e 0' O (Rn , V Ç e t 2 s 

Re E al .(x,y,x'î Ç 1 P > <S jÇ { 2 

(4.4> 

Lemme 4.1. 

T£ existe un ̂ prolongement7- des a9 à fR^+ tel que Vhypothèse 

(4.4) soit conservée. 

que 

2 n"*2 
Soient Ojj et 0^ deux ouverts de (R et fR respectivement, tels 

et supposons que : 

supp ç u o e""1 c 0^ x . 

2 . 

On chsoisit d'abord deux fonctions <qA et ¥ dans C f?R++.> telles que 

0 < ̂  < 1 i 0 < * 1 ± 1 , ^ + * 1 = 1 j supp • ' ; 

SUpp Ç U o 0 C(supp i^) x . ̂  = 1 sur SUpp Ç U o 0 
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2 

x' j 

+ a u v dx dy avec a > 0 
o J y o 

2 2 
alors a', est continue sur V „ (fR ) x w OR . ) et le îemme 4 . 1 montre que x' 1 ++ 1 ++ ^ 

q^t est -coercitive. La continuité et 1G coercivité sont d'ailleurs uni-

n™* 2 

formes en x'<£ flR 

Nous terminons maintenant la démonstration c'e la régularité par 

£ a'. .(x,y,x'î xy D u D'v dx dy + 

R 2 + lil-UI-1 1 J 

Nous définissons alors a" surfR A * 01 par : 
i j "** 2 

a':.(x,y,x') = (f.fx^y) aï . (x,y,x'3 + V,(x,y) a' (0,0,x') 

co n~2 
On choisit ensuite deux -Ponctions tç̂  e* ^2 dans Œ OR ) telles que 

0 1 <f2 1
 1 ' 0 1 ^2 - 1 1 ^2 + ^2 = 1 * S U P P *?2 C ° 2 * 

- 1 - 1 

supp ç u o 0 C 0^ x (supp<p2) j f 2

9 =1 sur supp ç u o 0 

On pose alors s 

^(x,y,x') = (?2(x') a"Cx,y,x') + H y x ' ) a
MCx,y,0). 

On vérifie immédiatement que, pour tout (x,y,x') &fR^ + et C 2 s 

Re £ tx,y,x') Ç 1 Ç J > |ç| 2 

Tirons les conséquences de ce lemme ; on pose : 
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Proposition 4,6. 

2 
Si f e L (fi), Za solution u du problème (2.3) vérifie 

2 2 1/2 2 n 
1 ° ) ( x + y ) D ç u e L ffR J aztetf D dérivée normale. 

2°) xy D a ç u £ L ÎR^ +) auge | et | = 2 et D
a formée de deux dérivées 

normales. 

Désignons par A 1, l'opérateur : 
x 

A', = A\(x,y,D) I D j aMx.y.x') D 1 + a I 
X X 1 J 

2 2 

Par le théorème 2, A^f est un isomorphisme de S sur L 8 R + + K donc, il 

existe une constante C(x') telle que, pour tout u dans S : 

|u| < C(x') |A' u| 

Montrons que les constantes C(x') sont bornées quand x' e (Rn 2. Pour 

u & S, x' <a (Rn 2 on a 
o 

|A\ uj 0 <|(A ,

I - A\)u| 0 + |A , u| n } 
' x ' ' 2 x x* ',2 1 x' , 2 J 

o L o L L 

et, puisque les coefficients a£ sont de classe C on a s 

| ( A ; , - A ; , ) U | 2 < et|x'-x;|J | U | S 

o L 

avec e(|x'~x' I) tend vers zéro avec Ix-x'l. 
' o ' o' 

On a alors : 

|u! s < C(x¿) íe(|x'-x¿|) |u| s + |A x.u|^ 2 
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et en choisissant |x'-x | suffisamment petit pour que 

etlx'-x'l) < on obtient : 
2 c(x') 

o 

|u| < 2 C (x') JA u| . 
b o x |/8f^ +) 

En tenant compte du fait que aj^ est constant en dehors d'un compact, 

il vient ; 

il existe une constante C > 0 telle que, pour tout u dans S ; 

u _ < C A', u 
L ÏFT +) 

Pour la solution du problème (2.3) nous avons : pour presque tout x' c ïRn 2 : 

f A', (ç u o 0 _ 1 ) é L 2 G R 2 ) 
1 x ++ 

U u • e"1 e. v^jBR2^) 

ce qui montre donc que : 

|ç u o 0 " 1 | < C|A'(Ç u o G ~ 1 ) | 
SJR^ +)

 X L » T + ) 

La proposition 4 . 6 s'obtient ensuite en élevant au carré et en intégrant 

sur FR 
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