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CALCUL SYMBOLIQUE SUR LES GENERATEURS

INFINITESIMAUX DE SEMI-GROUPES

par J. FARAUT

I - INTRODUCTION.

Un semi-groupe fortement continu de contractions &tant donné sur un
espace de Banach, & chague mesure bornée sur [b,WE; on peut assocler un opéra-
teur borné sur cet espace de Banach, cette application étant un homomorphisme
d'algébre pour le produit de convolution des mesures. Ce procédé permet de cons-
truire de nouveaux semi-groupes d'opérateurs & partir de semi-groupes de mesu-
res sur [D.w[. Cet homomorphisme sera étendu & certaines distributions : 1'opé-
rateur associé sera alors en général non borné. En particulier, les générateurs
infinitésimaux des nouveaux semi-groupes d'opérateurs cbtenus ne sont plus en
général associés & des mesures, mais & des distributions.

IT - HOMOMORPHISME ASSOCIE A UN SEMI-GROUPE FORTEMENT CONTINU DE CONTRACTIONS.

(Schwartz [4], Hille-Phillips [3])
1) Soit {Pt} un semi-groupe fortement continu de contractions sur un

t>0
espace de Banach E, c'est-a-dire une application t———»Pt de R, = [D,wt dans

YAE) vérifiant :

- Py =1, Vt,sZU,Pt+S=PtPS
- IRl <2
- V¥xeE, 1im ”Pt x-x|] =0

0



I1 résulte de cette définition que pour tout x de E, 1’application
t-——»Pt x de R _dans E est continue bornée.

Soit M(R,) 1’espace des mesures bornées sur R, . MUR+] est une algébre
pour le produit de convolution. Si u est une mesure de MUR+J, gn notera ||u||

la variation totale de u.

Définition 1.

Soit W une mesure de MIR,) et x dons E, posons
Glul) x = éw Pt x ul(dt)

A1l

ce qui définit un opérateur G(u) de oH(E) vérifiant Mo ] j_llu[l. Siupetv

Hetwy x|] < []u]

sont deux mesures de MUR+],
Glu ¥ vl x = [f Piyg X u(dt) v(ds) = G(1) G(V) x

Ainsi G est un homomorphisme d'algébre de norme 1 de M{R,) dans $iE).

2) Convergence stricte.

Définition 2.

Une suite My de mesures bormdes converge strictement vers 0 si :
- M, eonverge vaguement vers 0
- Ve > 0, 3K compaet et n, tels que

VN > N, lunl (0K) < e

Proposition 1.

St une suite v, de mesures de MR,) converge strictement vers u, la
suite d'opérateurs G(un) converge fortement vers G(u), c¢'est-d-dire

¥x €E, 1lim G(un) x = Gu) x.

N>



Cette proposition est une conséquence du résultat suivant : si M, con=
verge strictement vers 0 et si f est une fonction continue bornée a valeur dans
un espace de Banach, alors

lim [f d uo= [fdu.

n-><w

3) Extension de G aux distributions de ijl(R+).

Définition 3.

, 9 1(R) est l'espace des distributions de S (R) qui sont sommes +i-
L

nies de dérivées de mesures bornées, c'est aussi 1'espace des distributions dont
les régularisées appartiennent 3 LlﬂR] (Schwartz [ﬁ]].

D 1R, est liespace des distributions de <§3L10R) dont les supports
sont contenus dans R_.

Définition 4.

Le filtre régularisant ¥V est le filtre de base {AE}
e>0

A, = {a eD R, o >0, J alt) dt = 1, Supp a < [0,€]}.

Définition 5.

Soit T une distribution de 1R, 1, Llopérateur (non borné en géné-
L
ral) [DG(T)‘ G(T)) est défint par :
Le domaine DG(T) est l'ensemble des x de E tels que 1lim G(T * a) x exis—
te, et GIT) x est égal & cette limite.
Conséquences de la définition :
- Pour toute fonction ¢ de DR), dont le support est contenu dans EJ,@[.
Glp) x apparﬁient a DG(T) et
GIT) G(p) x = G(T * @) x.




En S'F'Fet »
G(T * o) G(g) x = Gla) G(T * @) x
et quand o tend vers §, masse de Dirac & 1l'origine, suivant le filtre &, le se-
cond membre a une limite, donc le premier aussi, d'ol le résultat.
- Le domaine DG(T] est dense dans E.
En effet pour tout x de E
x = 1lim Gla) x
T
~ L'opérateur (DG[T]’ G(T)) est fermé.

En effet soit X, une suite d'éléments de D telle qus

G(T)

lim xn = X
n~ee

1im G(T) x_ =y,
nr>o :

Soit o une fonction de D (R) dont le support est contenu dans [b.m[,
G(T * a) Xy = Gla) G(T) X
en passant & la limite quand n tend vers 1'infini :
GIT * a) x = G(a) y
et quand o tend vers § suivant le filtre régularisant le second membre a pour

limite y, donc

xeDG(T] et G(T) x = vy,
Le générateur infinitésimal du semi-groupe {Pt} est 1'opérateur
t>0
[DA, A) défini par
Ptx-x
xeDA == lim s exlste
t+0 ‘
P, x=-x
Ax = 1lim tt
0

On démontre facilement que _ (DA, A) = (DG(G']’ G(-6')).




III - SEMI-GROUPES DE MESURES (Farayt [1]).

Définition IIT.1.

Une famille {u } de mesures de MIR™) est un semi-groure de mesures
t>0
de type H si : -
/ - = & > =
Ho ,» Yt, s >0 Mige = My ¥ Hg
- <
[ ll <1
- lim w, = § strictement.
t+0
Soit {ut} un semi~groupe de mesures de type H dont les supports
t>0
sont contenus dansz:,
posons Qt = G(ut). {Qt} est un semi-groupe fortement continu de contractions
t>0

sur E. L'objet de la suite de 1'exposé est de déterminer le générateur infinité-
simal de ce semi-groupe.

1} Principe du maximum du module.

Soit X un espace localement compact, Co(X) 1l'espace des fonctions con-

tinues sur X tendant vers 0 & 1'infini, muni dz2 la norme !Ifll = Suplf

Définition III.Z2.

Un opérateur (D,, A) aur Co(X) vérifie le principe du maximm du mo~
dule st fen,, fix) = [ £]] ==>Re Af(x) < 0.

Proposition III.1.

Le générateur infinitésimal d'un semi-groupe fortement comtinu de con-
tractions sur Col(X) vérifie le nrinecive du maximum du module.

D'autre part nous avons la réciproque suivente.



Proposition III.Z2.

Soit Dy A) un opérateur sur Co(X) vérifiant le principe du maximum
du module, de domaine dense et tel que
Yi>o0, (»1=-A) D, dense
alors (Do A) est préfermé, et le plus petit prolongemaent fermé de (DA, A) est
le générateur infinitésimal d'un semi-groupe fortement continu de comtractions
sur Co(X].
2) Céne P

Définition IIT.3.

P désigne l'ensemble des distributions de 3}(Rm] vérifiant
@eDERM, ¥xeRr™, | @x)| < @O)== Re <T, > < O
P est un cbne convexe fermé de Qn'[Rm).

Proposition III.3.

Une distribution T de P neut s’éerire
T=S5S+0
ol 0 est une mesure bernée, et S ure distribution dont le suppvort est contenu
dans wn voisinage arbitraire de O.

Scit aeiﬁb(Rm), Suppla} < B(0, €) boule de centre 0 et de rayon € > 0,
al0) =1, Ial_i 1. Soit cqeﬁbﬂRm], Supp{ &) ¢ (B(D, e, M = Sup]C?I » C nombre
complexe de module 1 tel que <T, c < > soit réel positif. Posons

Y=Me+cg, |¥Yx)| <¥(O)
Re <T, ¥> = MRe <T, o> + [<T,¢>| <0
|<7,p>] < Re <-T, o> Sup |cp |

I1 en résulte que la restriction de T & B(0O, €) est une mesure bornée.



Soit B€D®™, 0 < B8 <1, B =1 sur BIO, €)

T=BT+(1~-8)T
S = B8 T est une distribution & support compact et 0 = (1 - B) T est
une mesure bornée.

Corollaire III.1.

a) Le ebne P est contenu dons ib'LlﬂRm]
b) La transformée de Fouricr d'une distribution de P ast une fonetion
continue de partiz réclle négative.

3) Semi-groups de mesurss.

Proposition I1I.4.

Sott T une distribution de ﬁb'ﬂRm),Zes propriétés suivantes sont
équivalentes :
a) la distribution T oppartient & P,

b) T est limite dams D'R") de mesurcs du type k(u-6), k > O, ||u|{§}.

c) 21 eriste un semi—grouve de mecsures {ut} de type H tel que
t>0
. 1 m -
T = lim E>[ut - 68) (dans 'R I).
t>0

I1 est clair que c) entraine b) et que b) entraine a).
Mentrons que a) entraine c).

Soit T une distribution de P. Considérons sur Co(R™) 1'opérateur
(DA, A) défini par DA = BR™, espace des fonctions de classe c” sur R qui
tendent vers O a 1'infini ainsi que toutes leurs dérivées, et Af = T % f,

[DA. A) vérifie le principe du maximum du module, DA est dense.



Soit ¥ la transformée de Fourier de T, d’aprés le corocllaire I1I.1.,

¥ est une fonction continuc de partie réells négative et donc
YA >0, VyeR"s A - ¥ (y) #0,
il en résulte quse, pour X > 0, (A I - A) DA contient 1l'espace des transformées
de Fourier des fonctions continues & support compact, gui est dense dans CoﬂRm],
D'apres la proposition III.2., le plus petit prolongement fermé de (D,, A) est
le générateur infinitésimal d'un semi-groupe fortement continu de contractions
sur CoURm). Chague opérateur Pt de ce semi-groupe commute avec les translations
donc est défini par une mesure bornée Hyo llut|| <1:
P, F = yu, % F

t t

Il reste @ montrer qus 1, converge strictement vers O quand t tend

t

vers O.

1+e2
2 ]
€

» ct <@ > soit réel positif, et

Soit qeﬁllRm], |<§>| <1, Supp(<p) CCB(O. €) et posons Me =

soit c, nombre complexe de module 1 tel gque <y

N t
posons
1
P (x) = M ——5 -, ¥x)
1+|x]
¥ 0] < m_ = v (0)
donc
Re <(u, = 8), ¥> <O
l<u_, @>| <M Re <(6 ~ u,J, L. o(t)
STt — ¢ £ 14x]?

il en résulte

lu | ([ Blo, ) = ott),



4) Semi-groupe de mesures de M(R+].

Définition ITI.4.

PIR,) désigne 1l'ensem>le des distributions de ') vérifiant :

ge DRI, Vx > 0, @ x| < QOI==Re <T,¢> < 0.

PUR+] est un cbne convexe fermé contenu dans P, et le support d’une
distribution de PﬂR+J est contenu dans R .

Proposition III.5.

Sott T wne distribution de P, les propriétés suivontes sont équiva—
lentes

a) La distribution T appartient 2 PR ).

b) Les mesures du semi-groupe “engendré”’ par T oppartiennent d MR )
(ont leurs supports contenue dans R, ).

Il est clair gque b) entraine al). Soit T une distribution de PUR+).

posons
Fl(z) = <T, e %> , Rez>0
. ~Zx
puisque, si Re z >0 et x>0, e 7| <1
Re F(z) < O.
Soit {ut} le semi-groupe de mesures “engendré” par T (Proposition
t>0 -
IIT.4). La transformée de Laplace de My est et'[Z] , et puisque

Vz, Re z > 0, IetF[Z]l.i 1

le support de la mesure uy est contenu dans R_. (Schwartz [5]).
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IV - GENERATION DE SEMI-GROUPES DE CONTRACTIONS (Farant Eﬂ]a

Soit T une distribution de PR ), {ut} le semi~-groupe de mesures
t>0
"engendré” par T, Qt = G(ut). -
Proposition IV.1l.
Le générateur infinitésimal du semi-groupe'{at} est 1'opérateur
t>0
(DG(T)' G(T)).
Soit (DB, B) le générateur infinitésimal du semi-groupe {Qt} .
t>0
Posons
#, = 6
- t
% t
b, = 1 ft u_ ds (intégrale faiblel.
t t 0 S
Quand t tend vers 0, la mesure bt converge strictement vers §, et
1'on a :
T * bt = at

- Soit x un élément de DG[T]’ a une fonction de PRI dont le support est
contenu dans R
G(at) Gla) x = G(bt] G(T * a) x
en passant & la limite suivant le filtre régularisant :
G(atl X = G(bt) G(t) x
et quand t tend vers 0, le second membre a pour limite G(T) x, donc x appartient

a DB et

B x = G(T) x

- Soit x un élément de DB

Gla) G(at) x = G(T * o) G(bt) X



quand t tend vers 0
Gla) B x = G(T * a) x
et quand o tend vers § suivant le filtre régularisant, le premier membre a pour

G(T)
B x = G(T) x.

limite B x, donc x appartient &8 D et

On montre également le résultat suivant :

Soit T une distribution de &) 1UR+) : pour que (D s G(T) soit le géné-

L G(T)
rateur infinitésimal d’un semi-groupe fortement continu de econtractions, quel
que soit le semi—groupe'{Pt} considéré, i1 faut et il suffit que T appar-
t>0
tienne a P(R ). -
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