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CALCUL SYMBOLIQUE SUR LES GENERATEURS 

INFINITESIMAUX DE SEMI-GROUPES 

par J. FARAUT 

I - INTRODUCTION. 

Un semi-groupe fortement continu de contractions étant donné sur un 

espace de Banach, à chaque mesure bornée sur [p,00!*, o n psut associer un opéra

teur borné sur cet espace de Banach, cette application étant un homomorphisme 

d'algèbre pour le produit de convolution des mesures. Ce procédé permet de cons

truire de nouveaux semi-groupes d'opérateurs à partir de semi-groupes de mesu

res sur LP,0»^. Cet homomorphisme sera étendu à certaines distributions : l'opé

rateur associé sera alors en général non borné. En particulier, les générateurs 

infinitésimaux des nouveaux semi-groupes d'opérateurs obtenus ne sont plus en 

général associés à des mesures, mais à des distributions. 

II - HOMOMORPHISME ASSOCIE A UN SEMI-GROUPE FORTEMENT CONTINU DE CONTRACTIONS. 

CSchwartz [4 ] , Hille-Phillips [3]) 

1) Soit {P.} un semi-groupe fortement continu de contractions sur un 
t>0 

espace de Banach E, c'est-à-dire une application t de |R+ = [o , 0 0 ! ! dans 

& E ) vérifiant : 

- P 0 - I. Vt,s > 0 . P t + s = P t P s 

- l | P t l l 1 1 

- Vx e E, lim | |p x-x| | = 0 
t-*0 Z 
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II résulte de cette définition que pour tout x de E, l'application 

t >P^ x de fR+ dans E est continue bornée. 

Soit n(/R ) l'espace des mesures bornées sur |R . M&R ) est une algèbre 

pour le produit de eonvolution. Si y est une mesure de H({R+), on notera 

la variation totale de y. 

Définition 1, 

Soit y une mesure de MÛR ) et x dans E.? posons 

G(y) x = Ç P t x y(dt) 

llG(y) x|| < ||y||.||x|| 

ce qui définit un opérateur G(y) de &(E) vérifiant |JG(y)|| j< | |y| j . Si y et v 

sont deux mesures de MOR î, 

GCy * v) x = // P t + s x y(dt) v(ds) = G(y) G(v) x 

Ainsi G est un homomorphisme d'algèbre de norme 1 de !VI(ÎR+} dans %HE). 

2) Convergence stricte. 

Définition 2. 

Une suite y R de mesures bornées converqe strictement vers 0 si : 

- y n converge vaguement vers 0 

- Ve > 0, 3K compact et n 0 tels que 

V n J> n Q , |y | ( C K) e 

Proposition 1. 

Si une suite y n de mesures de M((R+) converge strictement vers y, la 

suite d7 opérateurs G(y ) converae fortement vers G (y), c'est-à-dire 
n 

V x e E, lim GCy î x » G(y) x. n 
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Cette proposition est une conséquence du résultat suivant : si y^ con

verge strictement vers 0 et si f est une fonction continue bornée à valeur dans 

un espace de Banach, alors 

lim /f d y = /f d y, 
n 4 

3) Extension de G aux distributions de Lj >(!R +K 

Définition 3. 

t <^ jfR) ^st l9espace des distributions de 'StfflR) qui sont sommes fi

nies de dérivées de mesures bornées, c'est aussi l'espace des distributions dont 

les régularisées appartiennent à L^ftR) (Schwartz [ë]3. 

^ . T O R ) est l9espace des distributions de OR) dont les supports 

sont contenus dans (R+. 

Définition 4 . 

Le filtre régularisant est le filtre de base {A } 

= {a e%{(R), a ^ 0, / att) dt = 1, Supp a C [p,e] }. 

Définition 5, 

Soit T une distribution de - (1R ), l9opérateur (non borné en gêné-
L + 

raV lU^^jy G(T)) est défini par : 

Le domaine D n r x . est l'ensemble- des x de E téZs que lim G(T * a) x exis-

te* et G(T) x gst é^aZ à cette limite. 

Conséquences de la définition : 

- Pour toute fonction cf de 5)(f?), dont le support est contenu dans [o,«>[, 

G(<p) x appartient à D Q J J ^ et 

G(T) G(q>) x - G(T * cp ) x. 



-4-

En effet, 

G(T * a) G(<f ) x = G(a) G(T * cp) x 

et quand a tend vers 6, masse de Dirac à l'origine, suivant le filtre $?, le se

cond membre a une limite, donc le premier aussi, d'où le résultat. 

- Le domaine D Q ^ J J
 e s t dense dans E. 

En effet pour tout x de E 

x = lim G(aî x 

- L'opérateur ( D ç ^ , G(TÎ) est fermé. 

En effet soit x^ une suite d'éléments de D o f T . telle que n u 11J 

lim x = x n 
n - * x > 

lim G(T) x = y 
n - n ' 

Soit a une fonction de dont le support est contenu dans [p, 0 0^ 

G(T * a) x = G(a) G(T) x n n n 

en passant à la limite quand n tend vers l'infini : 

G(T * a) x = G(a) y 

et quand a tend vers 6 suivant le filtre régularisant le second membre a pour 

limite y, donc 

x e D Q ( T J et G ( T ) x = y. 

Le générateur infinitésimal du semi-groupe {P } est l'opérateur 
r t> 0 

(D., A) défini par 
P tx-x 

x e D <% > lim — 7 — existe 
A t+0 

P x-x 
Ax » lim 

t+0 r 

On démontre facilement que ( D ^ , A) = ^ D G ( Ô ' ) ' G(-6')). 
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III - SEMI-GROUPES DE MESURES (Faraut Û ] î. 

Définition III.1. 

Une famille (y.) de mesures de M0R m) est un semi-groupe de mesures 
t>0 

de type H si : 

- Mo « «. Vt, s > 0 y t + s - p t * y s 

- H P J I < 1 

- lim y. = 6 strictement. 
t-KJ r 

Soit {y } un semi-groupe de mesures de type H dont les supports 
t t> 0 

sont contenus dans fR , 

posons Q = G(y ), {Q.} est un semi-groupe fortement continu de contractions 

sur E, L'objet de la suite de l'exposé est de déterminer le générateur infinité

simal de ce semi-groupe. 

1) Principe du maximum du module. 

Soit X un espace localement compact, Co(X) l'espace des fonctions con

tinues sur X tendant vers 0 à l'infini, muni de la norme ||f|| = Sup|f| . 

[Définition 111,2, 

Un opérateur (D^, A) sur CoiX) vérifie le principe du maximum du mo

dule si f € D A ' f C x ) = I ' F I ' Af (x) < 0. 

Proposition 111,1, 

Le générateur infinitésimal d'un semi-groupe fortement continu de con

tactions sur Co(X) vérifie le vrincive du maximum du module* 

D'autre part nous avons la réciproque suivante. 
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Proposition III.2. 

Soit (D^, A) un operateur sur Co(X) vérifiant le principe du maximum 

du module3 de domaine dense et tel que 

VA > 0, ( X I - Aî D f t dense 

alors (D^, A3 est prêferrré^ et le plus petit prolongement fermé de (D^, A3 est 

le générateur infinitésimal d9un semi-groupe fortement continu de contractions 

sur Co(X3. 

23 Cone P 

Définition 111,3. 

P désigne l'ensemble des distributions de CR m3 vérifiant 

e<&ÛR m3, VxeiR m, | tx)| < < ? ( 0 } = ^ Re <T, > < 0 

P est un cône convexe fermé de ^'(lR m3» 

Proposition III,3« 

Une distribution T de P veut ssécrire 

T = S + a 

où. o est une mesure bornée^ et S une distribution dont le support est contenu 

dans un voisinage arbitraire de 0. 

Soit a ê ^ 0 R m 3 , SuppCa} c B(0, e) boule de centre 0 et de rayon e > 0, 

a(03 = 1, |et| < 1. Soit cfe^OR" 1), Supp(cf) c (B(0, e3, M = Supicjp | , c nombre 

complexe de module 1 tel que <T, c > soit réel positif» Posons 

* = Ma + c <p, | ¥Cx) | <̂  H 0 3 

Re <T, T> = M Re <T, a> + |<T,<p>| 0 

|<T,q»| <: Re <-T, a> Sup |cp | 

Il en résulte que la restriction de T à B(0, e) est une mesure bornée. 
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Soit 8 6 ^ ( ï R m ) , o <• B _< 1, B » 1 sur B(0, e) 

T = B T + t l - B ) T 

S = B T est une distribution à support compact et a = (1 - 3) T est 

une mesure bornée. 

Corollaire III.1, 

a) Le cône P est contenu dans ob' L l((R
m) 

b] La transformée de Fourier d'une distribution de P est une fonction 

continue d,e partie réelle négative. 

3) Semi-groupe de mesures. 

Proposition 111,4, 

Soit T une distribution de %' (îRm); les propriétés suivantes sont 

équivalentes : 

a) la distribution T appartient à P, 

b) T est limite dans 3)'0Rm) de mesures du type kfy-ô), k > 0, | |y||<l. 

c) il existe un semi-groupe de mesures {y. } de type H t^Z <7U£ 
r t> 0 

T = lim \ ty - 6) (dans 5)'0R m)). 
t-H3 r r 

Il est clair que c) entraîne b) et que b) entraîne a). 

Montrons que a) entraîne c). 

Soit T une distribution de P . Considérons sur CoMR m) l'opérateur 
m 00 m 

(D^, A) défini par = BOR ), espace des fonctions de classe C sur (R qui 

tendent vers 0 à l'infini ainsi que toutes leurs dérivées, et Af = T * f. 

CD , A) vérifie le principe du maximum du module, D A est dense. 
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Soit ï la transformée de Fourier de T, d'après le corollaire III.1., 

* est une fonction continue de partie réelle négative et donc 

V * > Vy e(R m- x - * ( y ) 4 o , 

il en résulte que, pour X > 0, ( U - A) contient l'espace des transformées 

de Fourier des fonctions continues à support compact, qui est dense dans Co(JRm), 

D'après la proposition III.2., le plus petit prolongement fermé de ( D ^ , A ) est 

le générateur infinitésimal d'un semi-groupe fortement continu de contractions 

sur CoOR mî. Chaque opérateur de ce semi-groupe commute avec les translations 

donc est défini par une mesure bornée y^, | | ^ 1 ' 

P t f - u t * f 

Il reste à montrer que converge strictement vers 0 quand t tend 

vers 0. 
2 

Soit q € t ) ( R m ) , |<? | f 1, Supp(cp) c £ B ( Q , C) et posons M « 
e 

soit c. nombre complexe de module 1 tel que <y , c > soit réel positif, et 

posons 
V. (x) = M — - — ~ - c. <P(x) 

l+|x| 

|ï t(x)| < n g - * (o) 

donc 

Re <(p - 6), Y > <_ 0 

\<V.. cp>| < M R G <(6 - y j , 1 _> = OCt) t — e t . | |2 
l + |x| 

il en résulte 

|v tl B(0, e)) = OCt). 
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4) Semi-groupe de mesures de M(R +). 

Définition III.4. 

P0R +) désigne l'ensemble des distributions de ^ ' R R ) vérifiant : 

c?e 3)flRÎ, Vx > 0 f \<jf (xî| < Cp(0)==*Re <T, c p £ 0. 

POR ) est un cône convexe fermé contenu dans P, et le support d'une 

distribution de PflR ) est contenu dans [R+, 

Proposition III.5. 

Soit T une distribution de P, les propriétés suivantes sont équiva

lentes 

a) La distribution T appartient à P0R +). 

b) Les mesures du semi-groupe :•engendré'"1 par T appartiennent à MOR ) 

(ont leurs supports contenus dans |R 

Il est clair que b) entraîne a). Soit T une distribution de POR î, 

posons 

-7V 

F(z) = <T, e > , Ro z > 0 

I — Z X i 

puisque, si Re z > 0 et x > 0, |e | ^ 1 

Re F(zî < 0. 

Soit {y^} le semi-groupe de mesures "engendré" par T (Proposition 
" *-° tF(z) 

III.4). La transformée de Laplace de y^ est e , et puisque 

Vz, Re z > 0, | e t F C z ) | < 1 

le support de la mesure y.), est contenu dansflR+. (Schwartz [sj ). 
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IV - GENERATION DE SEMI-GROUPES DE CONTRACTIONS CFarant [2] ) . 

Soit T une distribution de PGR ), {y } le semi-groupe de mesures 

"engendré" par T, Q t = GCy^.). 

Proposition IV.1. 

Le générateur infinitésimal du sami-groupe {Q.} est l'opérateur 
X t>0 

C D G ( T ) , GÎT)). 

Soit (D n, B) le générateur infinitésimal du semi-groupe {•.} 
B * t>0 

Posons 

y t - 6 
a t = — — 

b = /* u ds (intégrale faible), 
t t Q s 

Quand t tend vers 0, la mesure b^ converge strictement vers 6, et 

l'on a : 

T * b t = a t 

- Soit x un élément de O^^y a une fonction de SùCfR) dont le support est 

contenu dans |R 

G(a t) G(a) x = G(t>t) G(T * a ) x 

en passant à la limite suivant le filtre régularisant s 

G(a t) x » G(b ) G(t) x 

et quand t tend vers 0, le second membre a pour limite G(T) x, donc x appartient 

à Dg et 

B x = G(T) x 

- Soit x un élément de D Q 

G(cO G(a t) x = G(T * a) G(b ) x 
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quand t tend vers 0 

G(a) B x = G(T * a) x 

et quand a tend vers 6 suivant le filtre régularisant, le premier membre a pour 

limite B x, donc x appartient à et 

B x = G(TÎ x. 

On montre également le résultat suivant : 

Soit T une distribution de • pour que fDQ(y)> G(T) soit le géné

rateur infinitésimal d'un semi-groupe fortement continu de contractions, quel 

que soit le semi-groupe {P } considéré, il faut et il suffit que T appar-
Z t > 0 

tienne à PBR +). 
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