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CERTAINS RESULTATS DE REGULARITE DES PROBLEMES ELLIPTIQUES 

VARIATIONNELS D'ORDRE 2m DANS DES OUVERTS DE JR2 A POINTS ANGULEUX 

P. BOLLEY et J. CAMUS. Faculté des Sciences de Rennes. 

INTRODUCTION. 

On considère la classe des opérateurs elliptiques variationnels 

2 

d'ordre 2mf m e fN $ m>1, dans un ouvert de JR borné et dont la frontière 

présente un point anguleux. On obtient certains résultats de régularité en 

adaptant la méthode classique des quotients différentiels [3] : on remplace 

le groupe des translations par un groupe d'homothéties. 

Quelques-uns de ces résultats sont donnés dans [2] , et sont 

obtenus par une méthode différente. 
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1 - NOTATIONS. 

2 

a(u,v) ^ [ a rt(x,y) Dau(x,y) D^v(x,y) dx dy 

On suppose que les coefficients a appartiennent à <2)(fi) et qua 
(Xp 

l'on a la condition de coercivité s 

m 2 
3 a>o, tel que V u e H (0) , Re a(u,u) > a flu| 

O 

Le lemme de Lax Milgram montre alors que ; 

pour tout f dans H m£fi), il existe u unique dans H™(fi) tel que : 

V v€Hm(fi) , a(u,v)=<f,v> 
H (fi) x H (fi) 

o 

Soit fi un ouvert borné defR , dont la frontière r est une courbe 

simple de classe C°° sauf en un point P, en lequel les demi tangentes font 

un angle o, O<0 < 2TT , 0/TT. On suppose de plus que chacun des arcs aboutis

sant au point P est de classe C°° jusqu'en ce point. 

Le point générique de fi sera noté (x,y). 

2 
Pour tout multtentier a = (a^c^-,) appartenant àïN , on note 

a. ou 1 2 
D = D D = — — et lai - a +cu. 

x y a. a 1 1 1 2 
9x 9yz 

s 

Pour la définition des espaces H (fi) pour s réel et des espaces 

Ĥ (fi) pour s réel positif, on renvoie à [ 3 ] . 

Soit m appartenant à 1SI , m> 1 . 

On considère la forme intégro-différentielle a définie sur H™(fi) 

par : pour u et v appartenant à H™(fi) : 
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2 - UN THEOREME DE REGULARITE. 

Soit A l'opérateur différentiel associé à la forme a : 

A = l t-1)l el D e( a a D a) 

l«Me|«n a B 

Pour k entier, k>-m, on définit les espaces suivants : 

X 2 m + K(ft) = (ueHj(fl) , r J u € H m + J C n ) , j=0,1 ,2,...,m+k} 

muni de la norme : 

m+k . , 1 / 2 

X (fi) J=o H J(fi) 

Yk(fi) « {f c H~ m(Q) , rJfc H~ m + J(fi) , j=0,1,...,m+k> 

muni de la norme 

m+k . _ 1 / 2 

* IMI k - C I IrJfl2 ) , 
Y (fi) j=o H J(fi) 

où r = r(x,y) désigne la distance du point (x,y) au point anguleux P de la 

frontière. 

On a le résultat de régularité suivant : 

Théorème 2 . 1 . : Pour tout entier K , k^-m, A est un isomorphisme de X 2 m +^(fi) 

sur Yk(fi). 

En tout point de Hs distinct de P, on a la régularité classique 

[ 3 ] . Pour étudier la régularité au voisinage de P, grâce aux hypothèses 

faites sur la frontière r en ce point, on se ramène au cas où P est l'origine 

0 des axes de coordonnées et où la frontière, au voisinage de ce point, 

coïncide avec ces axes \ l'angle est alors ramené à ~ ou On suppose donc 

maintenant que l'ouvert fi vérifie les conditions précédentes. 

Avant de démontrer ce théorème de régularité donnons quelques 

lemmes techniques utiles dans la suite. 
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3 - QUELQUES LEMMES. 

On dâsigna par w l'un quelconque des deux ouverts 

2 
w-i ~ {tx*y3 e fR * x > 0 i y > Q} 

2 -

On donne tout d'abord une variante du lemme 12.3 de [3] : on 

2 2 

adapte ce lemme donné dans l'ouvert fR = {(x,y) efR , y>o}, à l'ouvert a), 

Lemme 3.1, : 
i » »/1*mr . r ,2, . Su , 2 r . 9 mu -m+1, 
L'espace K (u) = {ucL (eu) , — L (eu) , e H (OJ)} 

dx ~ m 
1 9 y 

coïncide avec l'espace H (OJ) . 

Si IO = w^, on considère le prolongement P défini par : 

2 
pour une fonction u définie sur , Pu est la fonction définie surÏR+ de la 

façon suivante : 

Pu(x,y) = u(x,y) si x>o 
m+1 

Pu(x,y) = J X. u(-jx,y) si x<o 
j-1 3 

où les coefficients X^...,X^+>j sont déterminés par les conditions 

m+1 . . 

I X. (-j)~ - 1 K =-1,0,1,...,m-1 
j-1 J 

(ce système admet une solution unique, le déterminant étant un déterminant 

de Vandermonde). 

Soit u € K 1 , % 1 ) alors PucK 1 , m((R^) où 

K 1 ' ^ - ( U € L W ) , ̂ € L 2 0 R 2 ) , ^ e H ~ m + 1 ( ^ > • + 9x + .̂.m + 

En effet : (i) Puet^CR2.) 

Ui) PucL 2(IR 2) 
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Soit ^ e 5)0R 2), on a : 

dx ulx.yH-ftx.y) + l - A - g C-~,y»dy 

2 2 9u 2 2 
or u eL (cj+^i L (o#+**)) et — C L (O,-K*>; L ( d H ) donc u(o,y) a un sens et 

oX 

on peut faire une intégration par parties dans l'expression précédente. 

Posant 
m+ 1 

<J>(x,y] = f(x,y) - l A ^(--^yî » on obtient 

j = 1 J J 

. + 00 - + 00 

<f-P U,M>> - o - dy( ~ (x,y)<t>(x,y)dx + u(o,y)<Ko,y» 
3 x ^CÎR2.) x ®GR 2) >o 9 x 

or <|>(o,y) = o donc 

4 r P u , M , > 9 7 = f Cx.yî *Cx,y) dx dy 
3 x S)'ml) x 3>GR2) ^ 9 x 

et comme ||<J>|| 7 1 C ||f II 7 7 » o n déduit que : 
l/(w ) L QPT) 

| < | - P u ^ > 2 2 I^C | H|H|| 2 | M I 2 2 

9 x <2)'(<R2) x £>0R^ * l/flRp 

donc i- Pu £ L 2 O R 2 ) . 
8x + 

a m -m+1 7 2 
(iii) Pu e H (R ). Soit e & C R ) , on a : 

. m + + 

9y 

a * m 3 ^ <±~PU,Y> - (-ir <Pu, —J> 2 2 

ay m
 Sb'ml) x «a»2.) 9y m 3>'<IR;Î X<5)OR;) 

- (-1)m dx u(x.y) (-2-l(x,y) • I C - 4 y » d y . 
i 0

 J o 9y m j = 1 J 3y m J 
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m+1 X. 
Posant <|>(x,y) = f(x,y) + l -j3- M' ( - ^ y ) , on obtient 

j=1 3 J 

< - i P U (>f> = M ) m f u(x.y) -â-i (x.y) dx dy 

9y m S)»(JFÇ) x ÔORj) J W I 3y m 

Or <fr e H Q ^ W - J ^ d'après les conditions 

m+1 . . 
Z M - J ) • 1 Pour K = 0,1.....m-1 

J»1 J 

Si ï e 39(0^). on a : 

M ) m j u(x.y) fi (x.y) dx dy - <<L±*> 

Soit alors une suite Y de fonctions de <x>(oO qui converge vers $ dans 
n i 

H ™ ^ ) i donc, quand n tend vers +00, 

(-1) m u(x,y) - (x,yl dx dy tend vers M ) u(x,y) — J (x,y) dx dy 
J w 1 y m j ^ 3y 

et < — > * tend vers < ,<)>> ^ 

3 y m " H - m + 1 ( U l ) x H ™ "
1 ^ ) 3 y m H - " * 1 ^ ) x 

donc, a la limite : 

(-1) m f u(x,y) (x.y) dx dy - <-^.*> 

J W 1 3 y m 3 y m H m + 1 ( U l ) x H
m 1 (<,>,,) 

donc : 
jn .m 

<JL_ P u , (f > - <|» 

3 y m <2>'0R*) x $>(*J) 9 y m H - " 1 * 1 ^ ) x f - T 1 ^ ) 

m ~m 

l <"4 P u^ >
 2 2 I ^ C ll^ll . m + 1 Hflnn, 2 

3 y m â/OR*) x 8>flFÇ) 3 y m H m 1 ( u ) 1 ) H m 1 f R ; ) 

3 m Pu -m+1 to2. ce qui prouve que e H 6 R + ) . 

9 y m 
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Ainsi, si u c K 1 , m ( « ) , P u e K 1* mOR 2ï. Le lemme 12.3 de [3] montre que 

1 m 2 1 2 1 
K ' 0R +) = H QR +). Par restriction à to , on déduit que u c H Ccâ  3 • 

Si ID = o>2> par restrictions, on se ramène à deux problèmes connus. 

2 2 
Soient u>2 = {(x,y) e rp , x<o, y>o} et <D£ = {(x,y) e IR , y<o}. Pour une 

fonction u définie sur i* 9 on désigne par u* la restriction de u à et 

par u" la restriction de u à câ . L'opération restriction étant continue, il 

est clair que si u e K 1' m(u> 2), u' e K
1'm(u>£) et u" K1'm(u)£) (avec des 

notations évidentes). 

L'étude du cas où u> = u^, nous permet de dire que u' c H (u^) et le lemme 

r- -i 1 12.3 de [3J nous permet de dire que u" e H (oô )» On veut en déduire que 

u c H 1 ( C J 2 ) . Pour cela, il suffit de montrer que ~ L 2 i ^ ) et même si u"'est 

2 

la restriction de u à l'ouvert u>£ = {(x,y)e:rR , x<o}, il suffit de montrer 

3uH> 2 
que — L (o)'H). Pour cela en considérant le prolongement P introduit 

3y <C 
précédemment, on montre que Pu'" e * mQR 2) qui s'identifie à H 18R 2) (voir 
la démonstration du lemme 12.3 de [?] ) et donc u ^ e H ^ o i p , 

1 m 1 
On a donc démontré que K ' (u>) est inclus dans H (oo), l'inclusion 

inverse est facile. O'où le lemme 3,1. 

Lemme 3.2. s Pour tout entier m, m>o, il existe une constante C telle que : 

V u e H™(u>) ," V a e mi2 , |a|<m on a : 

" ^ " < C full , où r = r(x,y) « ( x 2

+ y
2 ) 1 / 2 . 

r 1 1 L (a)) ri (a)) 

La démonstration de ce lemme est une adaptation de celle du lemme 3.1 de (Y). 
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Lerome 3 ^ 3 ^ : Pour tout m et K entiers positifs, pour tout polynôme P en x 

et y homogène de degré k, il existe une constante C (=C(m,k,P)) telle que 

(i) V uel-Ç(tt) , l-̂ uU < C |ul 

(iiJ V f e H ^ J , ||^f| <C«f|| 

r H (o>) H (ÙJ) 

Avant de démontrer ce lemme, on donne un résultat utile pour la 

2 

suite s pour tout multientier 8 eflM , et pour tout entier m c Z, m^o, 

D^(rm) = r m ^ ? I , où P est un polynôme homogène de degré 

| B | . La vérification de ce résultat se fait par récurrence sur | B | -

(i) on fait la démonstration par récurrence sur k. 

. k̂ l , on considère le cas d'un monôme, par sxemple P(x,y) = x, le 

cas général s'en déduit immédiatement. 

si m-o, la majoration est facile car I xl.fr 

si m> 1 , soit M* c2)(o)î, a , |°*!fm 

on a s 

•«<*<?)- I C") D 6 ^ ) QAS 
r o<_6<o P r 

Or D 3 ^ ) - Z (?) r"1"'*! J % D 8 - Y ( X ) 

donc r^3I D 3 ( -*0 est borné sur w par une constante C^, en ef-'et : 

si |ß-y| = о г 1 е 1 " 1 " Ы —pXj- D 6 " Y x - - j ^ r qui est borné 

si |e-Y| = 1 r l ß H - M Д г D ß' Y x Д si D ß" Y - О 

= о si D e" Y = D y 

si |р-т| > i r l*M-M J % De-Y x . 0 

г Y l 

http://xl.fr
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donc : 

« D a ( ^ ) | | 2 < l ^ C | | ^ | | 2 

_< C(oî IH'II I I d'après le lemme 3.2 
H' ' (tu) 

Hm(oi) 

. k > 1 , on fait l'hypothèse de récurrence suivante : 

pour tout entier h, o<h<K-1 et pour tout polynôme Q homogène de degré h, il 

existe une constante C(h,m,Q) telle que : 

V M>c£Xo)) , !|^^f|| < CCh,m.Q) ||M>|| 

r H (a)) H (w) 

Soit P un polynôme homogène de degré K+1. Pour simplifier, nous le supposerons 

de la forme xQ, où Q est homogène de degré k« On a : 

ll-^fl < c < m < 1 , 1 1 ^ fil , 
r H (10) r H (10) 

< C(m,1) C(k-1.m,Q) ||̂ || 
Hm(u>) 

(ii) soit f e H"m(aj) et soit M* e <3)(w) 

<JL f, u>> = <f, > 
r éd' (co) x Ô(w) r H _ m ( w ) x H % ) 

d'après (i) on déduit : 

r £)»(w) x 42Xu) Hm(a)) H (u) 

P "*m 
donc —r- f € H"" (a)), avec la majoration cherchée. 

K 
r 

Lemme 3.4. : Pour tout m et K entiers positifs, q^Mm, il existe une cons

tante C(=C(m,k)) telle que : 
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l i > V u e H > , , I ^ | | <C | | u | | 
r H (w) H (a)) 

m) v f « H - ^ t a , . |4|| <c | f | . 
r H (ca) H (a>) 

(i) la démonstration se fait par récurrence sur K 

. k»1 , soit M> e2>(coî # a e fN , |a[<m -1 . On a s 

o<3<a p r °<g<a r | P | 

où Pg est un polynôme homogène de degré |$|. —j-^y est donc borné sur tu 

et d'après le lemme (3.2) : 

i i ^ i i , «cm,,, . ^ m . 
r' 1 L (03) H' 1 (w) H (o)J 

donc $ i ^ c i m i m . 

. 1<k<m, on fait l'hypothèse de récurrence suivante : pour tout entier h, 

o_<h<K, il existe une constante C(h,m) telle que : 

V4>€©(.) , fl^ll . <C(h,m) HH'l 
r H (w) H (a)) 

donc pour ^ C ^ o ) ) : 

l-ri m-k - C ( K " 1 ' m ) m-i 1 C(K-1,m) C (1,m) 
r k H m k(u)) r H m 1(u>) Hm(u>) 

(ii) soit f e H" m + K(u)) et soit 4> e Sô(u>) 

< — , u>> = <f, iL> 
r k 3)'Uo) x ©((o) r K H " m + K ( u ) x HjJ" k(w) 

d'après (i) 

U Cl f«-m.K M m 

r x a>(u>) H m V ) Hm(a>) , 
donc f / r ^

 c H m ( u ) et on a la majoration cherchée. 
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Lemme 3.5. : Pour tout m et K entiers positifs, pour tout réel positif R, 

il existe une constante C (=C(m,k,R)} telle que : 

(i) \f u eH™(u>), à support dans le disque de centre 0 et de rayon R, 

»r Ku|l m < C HuH m 

K % ) Hm(u)3 

(ii) V f c H m(oi), à support dans le disque de centre 0 et de rayon R, 

Il r Kf| _ m < C||f||_ m 

H m(u>) H m ( u ) 

o 

(i) soit <f c2)(aj), a elN , |a|_<m, on a : 

q<6<a r' ' 

donc 

l/(u>) q<B<a * * r | B | ''l/do) 

Si *f est à support dans le disque de centre • et de rayon R 

r | | J' H m(w) 

d'après le lemme 3.2. 

donc ||D a(r K^)| < C | K | | m 

L (u>) H m(w) 

(ii) Soit f e H ~ m ( u ) , à support dans le disque de centre 0 et de rayon R 

soit 4* e S X w ) et soit V e 2>(w) à support contenu dans le disque de 

centre 0 et de rayon 2R. et telle que ¥(x,y) = 1 pour r(x,y) R 

<r Kf, f> = <rKf,4» <?> 
5 7 (wï x <£>(u>) 5)'(ai) x 2)(a>) 

= <f,rk4"f> 
H"m(u) x Hm(a>) 

o 
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d'après le lemme (3.5) (i) 

|<rKf,<f> | < C(rr„k,2R) |f| ||¥f| 
S ) ' ( O J ) x S) (OJ) H M(U>) HM(U>) 

' H m (a)) H M(O3) 

K "*RN 
donc r f e H [a)} et on a la majoration cherchée. 

Lemme 3,6. s Soient m et K deux entiers positifs. Pour toute distribution 

T de 9)'(CO) les conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) r KT^e H~m(a>) 

(ii) pour tout entier p, o<q<k, x P P T e H M ( C A ) . 

(i) — > (ii) 

k ™"ITÎ 
Supposons donc que r T s H (UJ). Soit H> e <2)(OJ) et soit p un entier 

tel que o<p<k, on a s 

, . P k~P - p k-p_ { Q ^ ^ k_ x y <x H y 1 s ^ > = <r T, * 4*> 
3>'(u>) x <2>(a>) r H (U>) X H (a)) 

o 
donc d'après le lemme ( 3 . 3 ) Ci) 

l < x P y K ' P T ^ > l l C l A l l ^ \M 

S ) ' (a)) x iZXco) H V ) H m (u ) 

donc x P y k" pT e H " M ( IO) 

(ii) — > (i) 

Supposons donc que pour tout entier p, o_<p_<k, x P / P T e H m(u)) 

soit *•¥ e <2)(TO), on A : 

<rKT,V> = <r 2 kT, ^r> 

S)'((o) x № ) r <2)'(w) x <Z)(to) 
r _p < 2p 2(k-p)_ f . 

p=o * r 3>'(w) x 0(0)) 
k , p k-p 

- I C p <x p y k" PT, T > 
p=o r H (w) x H (w) 

o 
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donc d ' a p r è s le lemme 3.3. (i) 

H r k T ^ > I < CC I ||xP y ^ T l i ^ .) || f|| m 

3/do) x S&(u>) p=o H n,(oO H (w) 

donc : 

K_ _̂ . ,-m , . 
r T € H (w). 

4. UN AUTRE ENONCE DU THEOREME DE REGULARITE. 

Pour K entier, k>-m, on définit les espaces suivants 
a. 

< 2 r**(a) = { U E H A F I ) , r j D J U eL 2 ( Q ) , |a.| = m+j , j=0,1,2,...,m+k} 
j 

muni de la norme s 

n
 m + k . a. _ A / n 

U ^ N I 2 m + k = < M m + l , X ^ D '«I 2 3 

XI *Ulî Hm{Çl) j=1 a. «m+J IT(fl) 

Pour k entier, k>-m+1, on définit les espaces suivants : 
, a. 

Y*(pJ = { f € H " ™ ( a ] , r J D J f e H " f f l t 1 ( 0 ) , |a. | = j-1 , j=1,2....,m+k} 
* J 

muni de la norme : 

Y*(oJ H M (Q) j=1 |a.|=j-1 H m '(fi) 

* J 
De plus, on définit Y^m(fi) comme étant l'espace H m(Œ). 

On se propose maintenant de démontrer le théorème suivant : 

Théorème 4 ,1 . : Pour tout entier k, k>-m, A est un iBomorphisme de X^m+^(fi) 

sur Y£(Û). 

La démonstration se fait par récurrence sur k. 

On rappelle que A est un isomorphisne de H™(«) l=X™(fi)) sur H~m(ft) (=Y~m(ft)), 
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1 6 r e Etape : K=-m+1 

On peut localiser le problème en 0 

On se propose alors de démontrer que si u e H™(u)), à support conte

nu dans fi, si f € Y m + 1(u>) et vérifient Au = f dans u), alors u c X™ + 1(w) 

(les définitions des espaces sur u> se déduisent immédiatement de celles 

données sur fi). Pour cela, on adapte la méthode des quotients différentiels 

[3] en remplaçant le groupe des translations par un groupe d'homothéties 

^t^t-eîR définies de la façon suivante : 

. pour une fonction u définie sur u>, la fonction G^u est définie sur 

co par : 

Gtu(x,y) = u f e ^ y ) 

• pour une distribution T définie sur la distribution G^T est 

définie sur a) par : 

-t 

<2>'(o)) x £>(u>) 
G. T : HP * — • e u <T,G . f > : ^>(u>) £ . 

•n vérifie que le générateur infinitésimal du groupe (G^)^ ^ est l'opéra-

3 
teur x -r- . 

3x 

•n forme donc pour t cIR , t / o : 

G^u-u G. f-f A G^u-G, Au 
A _t _ _t t t 

t ~ t 

Il G t U " U I 
On va montrer que | | A — - — | reste borné quand t tend vers zéro. 

Z H ~ m ( a ) ) 

-m +1 ll̂ t̂ ""̂ tl 
Lemme 4.1. : Si f e Y (u>) , — - — reste borné quand t tend vers 

* " t u-m, . 
H (00) 

zéro. 
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ie : 'A existe une constante C , indépendante de t, telle que pour t suffisam

ment /oisin de 0, on a i 

G . f - f 

« - v u , - c 

Soit M7 € 2Xw)# on a : 

G.f-f e _ t G M-V¡ 

<-£-—, f > = <f, > 
H (ai) x H (u) H (w) x H (eu) 

o o 

-t G - t ^ e - ' - l 
= e t <f , — - > • 1 <f,M>> m 

H (a>) x H (ci>) H (ça) x H (wj 
o o 

Pour le premier terme, on écrit : 

donc : 

e * <f.— > = e t<xf , - J CxÇ,y)dÇ> 
0 -t 

f e =-e_t<4^ C x f ) ' T T ^ t ^ . y l d O 
D X M * ^ U I X S X D ) 

—m^1 
or d'après le lemme 3.6, puisque f £ Coi) ie : en particulier 
rf € H ~ m + 1 ( a ) } , alors xf eH~ m + 1(ü>) et donc ~ (xf) e H" m(w), de sorte qu'il 

nous suffit de montrer que 
-t 

|T ( (̂xF,,y) ~ reste borné quand t tend vers zéro, 

donc - - t 

f ! D ° D e 4 f 8 ^ , y } f ) | 2 dxdy_< 

< M-Çl f | f | ( D a D ^ ) ( x Ç , y ) | 2 Ç 2 ( a - 1 ) d C | dxdy 

t 2 J M

 j1 X y 
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pour tout t voisin de zéro, e * est voisin de 1, donc 0 < Ç 2 * a 1 ' C, 

donc : 

J |Dj (-1 J* H ( x ç , y ) ^ ) | 2 dx dy < 

<Cil2lif| f |(D« D ^ H x Ç , y ) | 2 dç| dx dy 
t 'o) M 

on fait le changement de variables X = xÇ , après avoir permuté les signes 

d'intégration, ce qui donne finalement : 
-t 

| |D« D* fl £ ï(xç,y)f}| 2 dx d y ^ 

1 C *l [ |(D^ D ^ ( x , y ) ) |
2

 d x d y 

* 0) 

Donc pour t suffisamment voisin de zéro, on a : 

. G . *?-H> 

I e
 ^ - ^ t m <

 C Ĥ ll m 
X H m(a>) x Hm(o)) Hm(a)) 

o 
où C est une constante indépendante de t. 

e - t - 1 

Pour le deuxième terme — r — <f » ^ > , pour t voisin de zéro,, 
t L i - m , . u m r . 

o 
on a : 

l ^ ^ - m m b C I N I m 
o 

où C est une constante indépendante de t. 

Donc pour tout *f e 2Xw), on a : 

G f-f 
|< — ~ — , <f > | < C ll̂ fl , pour t voisin de zéro. 

t H~m(u>) x Hm(oO Hm(o)) 
o o 

d'où le lemme 4.1. 
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Lemme 4.2. : Si u €rHm(u)), alors 
" o 

• A Gtu-G Au 
j r reste borné quand t tend vers zéro. 

Pour montrer cela, on développe l'opérateur A, et on l'écrit sous la forme : 

A - I a D° 
|a|<2m a 

On est amené à montrer que pour |aj_<2m, 
• a D aG tu-G t a D au 
~ r - reste borné quand t tend vers zéro. 

Posant a = (a/j,a2) il vient : 
a t 

a D a G.u-G.(a D au) e a G^(Dau)-(G. a KG, (Dau)) g t t a _ a t t a t 
t t 

e 1 a -G, a 
= — — G,. D u 

t t 
Soit *f eStfuO, on a : . 

a D aCG.u)-G.(a D au) e a -G, a„ <_« 1 t a ^ > . < G D a U j « L _ Y 
* H-m(u>)xHm(a)) * t H-rnCa))xHm(W) 

0 o 
donc ! » 

a t 
a Da(G.u)-G.(a D au) n -e a -G a 

M ' ^ - m m i 1 » G t D U» -m m 
O 

Or on a le : 

Lemme 4.3. : Soit a e C (w) telle que : 

V a cITJ , sup |x D a(x,y)| <+°° 
(x,y)ea) 

Pour tout m et p, entiers positifs, il existe une constante C (=C(a,p,m)) 

telle que : 

V 4> e€2>(w) , ( a e -G,a 
t ^ H™ (co) hfV) 
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ll suffit de majorer des termes de la forme 

avec lai+13| < m 
a e p t - G a ft 

0°* D* S 
L2Co)) 

Posant a = (a^,a2) on a : 

pt n na pt 1 _ _a 
ae^ -G a D a e -e G^ D a 

«a t _ t 

pt , D ° W D aa A

 a 1 t 

e -1 t 1-e 

D S . _ + _ e t D a 

Pt a i ^ 
• £ _ l l D

a

a + J l | D aa - x e 0 t D D aaCe 0 tx,y) avec O<0<1 
t t t x 

de lfhypothèse faite sur les dérivées de a on déduit : 

sup 
(x,y)eti) 

ae r -G a I 
D a — - S - (x,y) < C, 

où C est une constante indépendante de t, pour t voisin de zéro. 

Donc : 

a a e P t ~ G t a ß 
2 < C | | D S B 2 

d'où l'on déduit le lemme 4.3. Remarquons que ce résultat est valable pour 

des fonctions ^eH m(io). 

On revient à la démonstration du lemme 4.2 : du lemme 4.3, on déduit : 

a 0°(G.u)-G.(a D au) 

< ^ * t *
 q . f > _m m < с IMI m 

Z H т(ш) x Н т( ш) Hm(co) 
о 

(car ||G D au || _< C ||Duu|| , où C est une constante indépendante 
t H " m ( a ) ) H " m ( a ) ) 

de t pour t voisin de 0). 

Donc pour tout a, |a[<2m 

a D a G tu-G t a Dau« 
— r reste borné quand t tend vers zéro 

t I H-«Va 
d'où l'on déduit le lemme 4.2. 
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Ainsi, les lemme (4.1) et (4.2) montrent que si u e H™(u)î, à support compact 

contenu dans Q, si f e Y* m + 1(o)) et vérifient Au = f dans OJ , alors 

A — ~ r — reste dans un borné de H tu>), quand t tend vers zéro, 

et donc 
G u-u _ m 

A — r — reste dans un borné cte H (fi), quand t tend vers zéro 

A étant un isomorphisms de H™(fi) sur H m(fi), il en résulte que : 

G tu-u m 

— - — reste dans un borné de HQ(fi) quand t tend vers zéro, 

d'où l'on déduit que x ~ €H m(fi). De même, on montre que y — C Hm(fi). 

9 x 0 3y o 

De ce premier résultat, on va déduire que u eX™ + 1(fi). Il nous reste pour 

cela, à montrer que : 

r D au e L2(fi) pour |a| = m+1 

ou ce qui est équivalent que : 

x D au € L2(fi) et y D°\j<e L2(fi) pour |a| = m+1 

De la relation x D^uç H Q ^ * o n déduit que pour | 31 = m on a : 

x D 6 D xu c L
2(fi) 

Il suffit donc d© montrer que 
_m+1 , 2 r o . x D y u c L (fi). 

Pour cela, on montre que v = x D™u e K 1 i W ( u ) ) (=H1 (a>) d'après le lemme 3.1) : 

on a en effet s 

. v e L2(o>) (car u e Hm(fi)) 
o 

. D v C L2(u>) (car x D u e Hm(fi)) 
X x o 

. D mv € H~ m + > l (oo) : pour cela on revient à l'équation : 
y 

x a ^ m ^ ' y } Dy mu(x,y) * xf(x,y) • I ^ x aa(x,y) D
a Dxu(x,y) 
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d'après ce qui précède et d'après leslemmes 3.5 et 3.6, on déduit d'abord 

que 

, . _2m e . _ . .-m+1 e . 
x a 0 rJx,y) D u(x,y) e H (u>). 

o,Zrr\ y 

Appliquant ensuite une réciproque de l'inégalité de Garding [6], on déduit 

ensuite que 

n 2 m f _rn . ~ . -m+1 ( ^ 
x 0 u( = D v) €: H (o>), 

y y 

donc v C K 1' m(w) = H 1(w) et, en particulier D y v = x D y
+ u e L2(fi). 

De la même façon, on montrerait que y D au e L (fi) pour |a| = m + 1 . 

Ainsi on a montré que si u € H™(fi) et Au c Y ^ ^ C f i ) , alors u <£X™*1(fi). 

Inversement, on se propose de montrer que si u ̂ X^^Cfi), alors Au (îî) 

et pour cela, il suffit évidemment de montrer que si u X™ + 1(fi), alors pour 

tout aeOM 2, |a| < 2m , D au e Y ^ + 1 ( l î ) . 

Pour |a| < m + 1 , r D au et- 2 (fi) c H~ m + 1(fi), car u e X™+1(fi). 

Supposons que pour j tel que 1j<j_<K < m, on a s 

r D J u e H J (fi) pour |et j = m+j 
w 

Montrons la propriété pour k/H ie : 

a. -*k 

r D u £ H (oj pour |ct| = m+k+ 1 . 

D'après l'hypothèse de récurrence pour |g| = m+k 

D(r D 8u) e H~K(fi), où D = D Y avec |y| = 1 

ie : D(r) D gu + r D 3 Du eH" k(fl), 

Soit 4>€<2>(<^) ï 
<D 6u, <?> =<r D 6u, 

ta) x &IQ) r H _ K x H K _ 1(Q) 
o 
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d'après le lemme 3.4 (i) on a : 

|<D6u,H>>) ^ c!!rD Bu||. R + 1 | M | k 

Q)'(fi) x S)(fi) H ICI) H [Q) 

donc D 6u e H~k(î2) et d'après le lemme 3.3. (ii), D<r) D S

U € H ~ k ( n ) . 

Par différence, on déduit que r 0 P Du e H tÇl) pour |g| = m+k. 

On a donc montré que A est un isomorphisme algébrique de X™ +^ [Çl) sur 

Y^ m ^(Q), mais les calculs faits montrent que c'est un isomorphisme topo

logique. 

ème 

2 étape î Soit k entier, k>~m+1. On se propose de montrer que A est un 

, . , w 2 m+k+ 1 r „ . v/k+1 r r , , n 

isomorphisme de LU) sur Y^ (Qj. On raisonne par récurrence en sup

posant que pour tout entier h, ~m<h<k, A est un isomorphisme de X2m+'1(fi) 

sur Y^(fi). 

On aura besoin des lemmes suivants : 

Lemme 4.4. : Si f e Y**1(ft), alors x Df, y Df, r Df eY^tfi). 

On démontre cette propriété par récurrence sur k 

. k=-m, soit f eY~ m + 1(fì) ie f eH^'lîi) et rf e h f m + 1 ( Q ) , 

d'après le lemme 3.6, xf et yf sont dans H~ m + 1(ft), donc DtrfJjDCxf), D(yf) 

sont dans 'rfm(ft) = Y^m(fi). 

Or D(rf) = r Df + D(r)f et D(r)f € H~m(ft}, d'après le lemme 3.3. donc par 

différence r Df C Y~m(fi]. De même x Df et y Df appartiennent à Y~m(fi). 

. k>-m, on suppose que pour tout entier h, ~m<hr<k-1 on a : 

si f e Y^ + 1(£», alors x Df, y Df, r Df e Y^(fi). 
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k +1 K"*1 
soit donc f €:Ym (fi), d'après l'hypothèse de récurrence r Df € (fi) 

de sorte qu'il reste à établir que r m + ^ D a(r Df) €: H m + 1(fi) pour 

|a| « m+k-1 (on étudierait de même x Df et y Df). 

Or : r m + k D a(r Df) = 1 t") 4fr r m + k + 1 ' l 6 l D ^ C D f ) . 

Comme f G Y k + 1 ( Q ) , r m + k + 1 " l e ' D a" 3 D f e H~ m + 1(fi) et d'après le lemme 3.3 

rm +K +1-|8| D«-e D f € H-
m + 1(fi). 

Lemme 4.5. : Si u € X 2 m + k(pJ, alors pour a e IN2, |a| 2m, D ° W Yk(fi). 

et pour aefN 2, lai < 2m-1, D au € Y k + 1 ( Q ) . 

On démontre cette propriété par récurrence sur K. 

ère 

• k^-m+l, le résultat a été démontré dans la 1 étape (pour vérifier 

que A (X™+1(fi)) C Y^ m + 1(fi)). 

. k>-m+1, on suppose que pour tout entier K, -m+1 h ̂  k on a î 

si u C X 2 m + h(ft), alors pour tout a eIN 2, |a| <• 2m, D au £Y*(a). 

Soit donc u e X 2 m + ^ + ^ (Q), d'après l'hypothèse de récurrence, pour tout 

2 a, k 
a e flM , |a| j< 2m, D u c Y^ffi), de sorte qu'il reste à établir que : 

V et £FN 2, |a| 2m, r m + k + 1 D S (Dau) eH~ m + 1(fi) pour |g| = m+k. 

Or r J D J (Dau) G H~ m (Q) pour |a.| = j-1, j = 1,2,...,m+k. 

puisque Û est borné, le lemme 3.5 (ii) montre que : 

m+k+1 J^i*0,

 u-m+1 f _ r D u e H (fi) 

pour o ̂ < |ctj + a| je 3m+k-1, de sorte qu'il reste à établir que : 

r m + k + 1 D au€:H- m + 1(n) pour |a| - 3m+k. 
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Comme u £ X2/"* K + 1 (fi ), r m T | S T ' D pu Ê L'(il) pour |g| = 2m+k+1, donc pour 

2 
a e , {ex j = 3m+K 

r D u + 2. ( ) r 1 1 1 j } | D 1 u e H (n). 

Quand |y| varie entre 1 et |a-g| , m+k+1-JY| varie entre k+2 et m+k. 

. Si k+2 je m+k+1-|Y| ± °< conme D a~ Y u e H~
2 m~ k*l Yl (Jl) 

le lemme 3.4. (ii) montre que s 

rm+k+1-|Yi JjL D a" Y u€H" m + 1(fi) 

. Si 1 je m+k+1 -1 Y| comme d'après l'hypothèse de récurrence 

a . 

r J D 3 u €hf (fi) pour j = 1,2,...,m+k et j a | = 2m+j-1 

en particulier, et que = 3m+k-|y| = 2m+(m+k+1-|y| )-1, on a : 

r m + K + 1 - | Y l 0 a - Y u c H - m + 1 ( Q ) 

et le lemme 3.3. (ii) montre que s 

r m + k + 1 - M J \ D a-y u c H - m +1 ( , 

Par différence, on en déduit que r

m + l v ^ o a

u c H
 m+^(fi) pour |ot|= 3m+k. 

On a donc démontré que si u c X 2 m* K(fi), alors pour a c flM2, |ct|̂  2m, 

D au e Y*(fi). 

On en déduit que si |a| _< 2m-1 , D au e Y^ + 1(Q) : il suffit en effet de 

vérifier que s 

r m + K + 1 D W U ) eH" # 1(!l) pour | Y | = k+m et |a| < 2m-1. 
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or r m + k D 6 u C H~ m + 1(fi) pour |6| < 3m+k-1, donc r m + k D Y(D au)€H" m + 1(B) pour 

|y| = K+m et |y| £ 2m-1. 

Le lemme 3.5 permet de conclure. 

Ceci étant, on se propose maintenant de démontrer que si u çH^(lî)y si 

Au (-f) c (fi), alors u ^ X ^ (fi). 

On peut localiser le problème en 0. En effet, pour toute fonction £A,^ 

est un opérateur d'ordre 2m-1 et d'après l'hypothèse de récurrence, 

u e X 2 m + k(fi), donc le lemme 4.5 montre que (AJ^J U £ Y k + 1 ( f i ) . 

On se propose donc de montrer que si u'CH^(w) à support compact dans fi, 

si Au (=f) e Y k + 1(fi), alors u e X 2 m + K + 1 (fi). En particulier, f c Y~ m + 1(a>), 

è re m 
donc d'après la 1 étape x D^u, y D yu, sont dans HQ(fi). 

On forme : 

A(x D u ) = x D f + fA,x D 1 u 
x x L x J 

D'après le lemme 4.4., x D f e Y (fi). 
x * 

L'opérateur [A,X D^ ] est un opérateur différentiel à coefficients dans 

OO — 2m**"K 
C (fi) d'ordre 2m, donc d'après le lemme 4.5 et le fait que u e X^ (fi), on 

déduit que [A,x D j u eY^(fi). 

D'après l'hypothèse de récurrence x D^u e X 2 m + k(fi) et de même on montrerait 

_ w2m+Kr^. „ , w2m+k +1 r^. .. . 
que y DyU e X ^ (fi)B Pour montrer que u e X^ (fi), il nous reste a 

montrer que : 

(4.1) rm
+K+1 Q a u c L 2 ( Q J p Q u r ja| a 2 m +K+l 

ou ce qui est équivalent que : 

(4.2) x . r m + K D au <£L2(fi) et y.r m + K D au CL 2(fi) pour |a| = 2m+k+1. 
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Or x D u e X (fi), donc en particulier 
x * 

r m* K D a(x D xu) e L 2 ( Q ) pour |ot| = 2m+k 

Comme u e X 2 m + K ( f i ) , on en déduit que : 

x r m + k D a D^u e L2(fi) pour |a| = 2m+k 

Pour avoir (4,2), il nous reste à montrer que 

tA o ̂  m+k _2m+k+1 , 2 - . 

(4.3) x r Dy u e L (fi) 

ce qui équivaut à 

(4.4) x D y (r D y u) C L (fi) 

En effet s 
w n f m+k n2m+k m+k n2m+k+1 , . . xy m+k-1 02m+k 
x u (r D u) = x r D u + (m+k) —*• r D u . 

y y y r y 
~ _ v2m+k r r o . m+k _2m+k , 2, 0. 
Or u e X (fi), donc r D u e L (fi), donc 

* y 
m+k-2 n2m+k _ , 2 _ 

yx r D u e L (fi). 
y 

n m+k ^2 m+k , _ „1 ,m. . . , 
On pose v - x r Dy u, on va montrer que v e K (fi) et donc d'après 

2 
le lemme 3.1, Dy v e L (fi). 

,2, , . . . m+k „2m+k . 2 ^ . 
(x) v e L (fi) car Q est borne et r D y u e L (fi) 

(ii) D v e:L2(ft). En effbt i 

n m+k n2m+k ^ f , , 2 m+k-2 _2m+k ^ m+k , 2 f f t l 

D v = r D u + (m+k) x r D u + x r u ^ L (fi) 
x y y 

(iii) D y V e H ~ m + 1 ( Q ) . En effet s 

p 
-m m+k 03m+k A v <-mï 3 rn+k- _3m+k- £ 
D v = x r D u + x ) ( J — r D u 
y y « S 3 y * * 0<6<m M r 

o - n . _ v 2 m + k r ^ m+k-g _3m+k-3 _ u"-m+1 ,f . . 
Pour 1j<B<m, puisque u e X^ (fi), r Dy u e H. . (fi) d'après le 

lernme 4.5. Donc d3après les lemmes 3.3, 3.5 et 3.6, on déduit que : 

Y rm, S m+k-B _3m+k-£ ( ^ u-m+1 f . 
x (fi** a r v 

1<3<m r^ y 
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Il nous reste donc à montrer que : 

m+k ^3m+k _ - m + 1 . 
x r D y u C H Cfi) 

Pour cela on forme : 

ACD m + k u ) = D m + k f . [ A . D m + K ] u . 

y y y 

Comme f e Y ^ t f i ) , r

m + k + 1

 D

m + K

 f <= H ~
m + 1 (fi) donc, d'après le lemme 3.6, 

x r m + k D m + k f eH' r 1(il) 

L'opérateur [A^D^^J est un opérateur différentiel d'ordre 3m+k-1, à coef

ficients dans C°°(fi). Puisque u c X ^ f c ) , le lemme 4,5 montre que : 

(4.5) V cteïN 2 , |a| < 3m+k-1 , r m + K + 1 D au e H ~ m + 1 (fi) 

Le lemme (3.6) permet d'en déduire que : 

(4.5)' V a€ÏN 2 , |ce| 3m+k-1 , x r m + K D au eH~ m + 1(fi) 

Donc : 

(4.6) x r m + k A(D m + K u ) eH" m + 1(fi). 

Pour |et| = 2m+K , x r m + K D a D^u C L2(fi) donc 

(4.7) V ctefN 2 , V g eIN 2 , |6| = m-1 , |otj = 2m+k 

x r m + k D 6 + a D u + I (6) D Y(x r m + k ) D B + a - Y D u e H -" 1* 1 (fi) 

La démonstration du lemme (4.5) montre que, puisque u e X 2 m +^(fi), 

(4.8) v eefN 2 , |e| = m-1 , o<^e , r ^
+ H ï | d B * « - Y D x U e H -

m + 1 ( f i ) . 

De plus D Y(x r m + k b) est de la forme s 

P P 
Y m+k-ly] ^ Y-1 m+k-M+l 

x 7 ï ï r * e l I 7 F T r 

où E = O si Y^ =o et e=1 sinon (avec Y = (Y.J »Y 2) ̂  • 
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En utilisant les lemmes 3.3 et 3.6, et la relation (4.6), on déduit que : 

V e e f l M 2 . |6| = m-1 , o<Y<B-, D Y(x r m + K ) D e + a " Y

 D ) <u e H "
m + 1 (fi) 

et donc s 

I (B? D Y(x r m + K ) D 6 + a ~ Y D u e H - m + 1 U 2 ) 

o<x<e Y x 

et par différence, la relation (4.7) montre que : 

(4.9) pour a e W 2 , |a| < 3m+k-1 x r m + K D a D xu ^H~
m + 1 ( f t ) . 

Des relations (4.5)', (4.6), (4.9) on déduit que : 

x r a n (x,y) D u c H (fi) 
o,zm y 

D'après une réciproque de l'inégalité de Garding [CfJ, on déduit que s 

m+K ^m+k _ Lj-m+1 r r s, x r Dy u e H (fi) 

c'est ce qui nous restait à montrer pour en déduire que v eK 1 | i ï l(fi) donc 

on a 

(.4.4) x D ( r D u e L il. 

y y 

En conclusion si u e Hm(fi) , Au (=f) e Y*+1(fi) alors u exJ m + k + 1(B), 
o * * 

2m̂ k***1 k*1 
Inversement si u e (fi), le lemme (4.5) montre que Au e Y ¥ (fi). 

Donc A est un isomorphisme algébrique et topologique d'après les calculs 

faits de X 2 m + K(fi) sur Ŷ (fi) pour k entier _>-m. 
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5 - Identité des espaces X^ m + K(ft) (resp Y*(ft}) et X 2 m + K ( Q ) (resp YK(fl))< 

Lemme 5,1 : Les espaces X 2 m + K ( Q ) et X 2 m + K(ft), pour k>-m, sont identiques 

algébriquement et topologiquement• 

On fait la démonstration par récurrence sur K. Pour k--m, il n'y 

a rien à démontrer, car par définition s 

X~m(fi) = X~m(fi) » Hm(fi) 

f* o 

. k*-m+1. 

On démontre d'abord l'inclusion x'^ffi) c X ^ ( i î ) . 

Pour a efN 2, | a | = m+1 et pour u e X m + 1(fi) on a : 

(5.1) r D au + Y {*) D 6r D a~ eu - D a(ru) ̂ L 2(fi) 
o<g<a 

R r*~R f̂i Da~^u 2 
Pour o<6<a , Dr D pu = —r-r . . _i" G L (fi) d'après le lemme 3.2. 

- r|P| plPI*1 

(car u e H™(fi)). 

Donc r D au eL2(fi) pour tout a e fN2 , | a | » m+1. 

On démontre maintenant l'inclusion X^*^(fi) C X m + 1 ( f i ) . 

Soit u eX™ +^(fi). On veut montrer que r u e H m + 1(fi) ie ; ru e Hm(fi) et 

a 2 2 
D (ru) c L (fi), pour a e IN , |a| = m+1. 

Or u e (fi), donc d'après le lemme 3.5 ru € Hm(fi). 

et 2 

La relation (5.1) et les calculs précédents montrent que D (ru) C L (fi) 

pour | ex j = rn+1. 

Les inclusions algébriques que l'on vient de vérifier, sont aussi topologiques. 
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Supposons que pour tout entier h, -m <̂  h £ k, X^rn+h(fi) « X^^^ffi). 

On démontre d'abord l'inclusion X M + 1 ( î î ) C X ^ k + 1 ( l î ) , 

Soit u e X 2 m + k + 1 ( f i ) , donc u £ X 2 m +*(fi) = X 2 m +*(fi), II suffit 

pour montrer que u e X 2 m + K + 1 (fi), de vérifier que 

^ fiv,2 il o , a m+k+1 _a _̂ , 2 r o . pour a s IN , | oc I = 2m+k+1, r Du 6 L (8). 

Par hypothèse 

D a ( r m + K + 1 u ) - r m + k + 1 D au * S O^TT r m + k + 1 - î e l D ^ u eL2(fi) 

Comme u 4 L X 2 m + k ( f i ) , r J D a ju g.L2(fi) pour |a I = m+j, j = 0,1,...,m+k 
* J 

donc pour les 6 tels que : 

n , loi , a P S RN+k+1-|e| na-g ^ 2 r o l . 0 < |3| £ m+k+1 , Igi r ' ' 0 u € L (fi). 
r' ' 

Pour les 3 tels que : 

. m+k+1 < 131 £ 2m+k+1, puisque u £.h™(fi), le lemme 3.2 permet 

^ P £ m+k+1-|tf| nct-6 , 2 f n 1 de dire que —p~-p r D u é. L (fi). 

_i. m+k+1 -a . 2 r o . Donc par différence r D u e L (fi). 

„ . . . , ,. . v /2m+k+1 r r k. w2m+k+1 

On démontre maintenant l'inclusion inverse X^ (fi) c X (fi). 

Soit u £.X 2 m + k + 1(fi) OX 2 m + k(fi) * X 2 m + K(fi). Il suffit, pour montrer que 

u X 2 m + k + 1 (fi), de vérifier que : 

r u <z H- (fi) 

ce qui équivaut à : 
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, .., m+k+1 ,.2m+k,.0, 

]_Cii) D° i(r m + k* 1u) e.L2(fi), pour tout a e(N 2, |a| = 2m+k+1. 

La condition lii) se déduit des calculs faits précédemment, du fait que 

u «X 2 m + K(fi) et du fait que r"1**'*1

 D

a u e.L2(ft), pour |o|- 2m+k+1. 

Pour la condition (i), on forme pour a € IN , |a|<_ 2m+k : 

n a r m+k+1 , v ra. m+k+1-|8| P 6 na-g 
D (r u) = 2 (0) r

 1 1 —nrr D u 

0<B<a 3 r | B | 

Or u 6.X*^(fi) donc pour m jot—B| <_ 2m+k, 

r|a-B| -m Da - e u fc|_2(a)< 

P P 

• m+k+1-|e| r g na-g 2m+k-|a|+1 6 Ja-g|-m a-6 M . rti§o 

Comme r ' 1 jgj D u - r 1 1 •j g| r 1 1 D u et que 
2m+k-|a|+1 >^0 et que fi est borné, on en déduit que : 

rm +k +1 - | e ! J j * D a-B u c L 2 ( f 2 ) p o u r m < | a. g| < 2 m + k 

' P 
r 

Pour 0 < a-B < m, comme u a Hm(fi) le lemme 3.2, montre que 
— n 

0 

ja-eI-m na-ß 2 f o ì r 1 D u G.L luì 

et on termine comme précédemment. 

n n a r m+k+1 . . 2 f o , i i ̂  . . m+k+1 2m+k n . 
Donc D (r u) £ L (fi) pour |a| <2m+k î.e ; r u e H fi). 

Les inclusions algébriques que l'on vient de vérifier, sont aussi topologiques 

k k 

Lemme 5.2. : Pour tout entier k, k >̂  -m, les espaces Y^(fi) et Y (fi) sont 

identiques algébriquement et topologiquement. 
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On fait la démonstration p«̂ r récurrence sur k. Pour k * -m il 

n'y a rien à démontrer car par définition s 

D'après la définition même des espaces : 

Y _ m + 1(fi) = / ^ ( f i ) = { f é.hfm(fi), rf * H ^ f i ) } . 

On suppose que pour tout entier h, -m <̂  h <̂  k, on ait : 

Yh(fi) » Y^(fi). 

k+1 k+1 

On démontre d'abord l'inclusion Y (fi) c Y * (fi). Soit 

f 6.Y (fi) C Y (fi) = Y* iS\). Il s u f f i t donc, pour montrer que f tY^ (fi) 

de v é r i f i e r que : 
^ ^ *,2 i i , m+k+1_a_ u - m + 1 - n , pour t o u t a c ifi , |a|= m+k, r D f t H (fi) 

Dr f É. Y R 1(fi), donc r m + k + 1 f t H K + 1 (fi), donc 

D a ( r m + k + 1 f ) - r m + k + V f * Z O 4lr r ^ k + 1 - l B |
 D 0 " 6 f t H ^ t t ) 

0<6£a 8 r | B | 

Or f e Yk(fi). donc pour 0 < 6 < a , r | a | " | 6 , + 1 D a " 6 u el-f^ffi) (car 

0 <_ J et—S l £ m+k-1) e t d ' a p r è s l e lemme (3.3) 

JL r m + k + 1 - f 6 l D a " e u feH-
m+1(fi). 

rl6| 
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Par différence, on déduit que r

m + k + 1 D af cH~ m + 1(fi), pour tout a eflM2, 

|a| « m+k. 

k+1 k+1 

On démontre maintenant l'inclusion Y^ (fi) C Y (fi). 

Soit f e Y* (fi) C Y*(fi) = Y (fi). Il suffit donc, pour montrer que 

f cY k + 1(fi) de vérifier que r m + k + 1 f eH k + 1(fi). 
2m+k+1 k+1 

A étant un isomorphisme de (fi) sur Y^ (fi) il existe 

u * X 2 m + K + 1 ( f i ) tel que Au = f. Pour simplifier on suppose A homogène d'ordre 

2m. On est donc ramené à montrer que : 

VctefN 2. jet! -2m. r m + k + 1 D % € H
k + 1 ( f i ) 

On examine les différents cas : 

. k+1 < 0, 

Comme u * X 2 m* k + 1(fi), R

M + K + 1 D 3

u eL
2(fi) pour 181 « 2m+k+1. 

Supposons que pour tout entier j, 0 <_ j Jl où l <-k+1, on ait montré 

que : 

rm+k+1 D Y U ^ M - J t n j p o u r | y| = 2 m+k+1+j 

et on le montre pour £+1. 

Soit Y tel que | Y | 35 2m+k+1+&. D'après l'hypothèse de récurrence s 

n f m+k+1 _Y n ^ u ^ ^ m ^ D(r D'u) 4& H (fi) 

P 

i.e r

m + k + 1 D Y Du + — r m + K D Yu € H~ £~ 1(fl). Il suffit de montrer que 

r 

r m + k D Yu ^H""A~1(ft) (le lemme 3.3 permettra de conclure). 

Soit y fc&fi) : 
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m+k _Y m+k+1 „Y 

or d'après l'hypothèse de récurrence r

M + ^ + 1 D Y U « H ^IQ) donc 

et d'après le lemme 3.4 

| < r m W u , > ^ l l c B r ^ K + 1 D ^ u i | W t + 1 

1 r HlQ) H (fi) 

ce qui prouve que : 

r D u e H (fi). 

En particulier on en déduit que : r

m + k + 1

 D

a

u eH
k + 1(fi) pour |a|« 2m. 

. k+1 > 0, 

On doit montrer que pour a, 8 * IN , | a | « 2m, {31 * 

DB(r«n*k.1 D a u ] t L 2 ( $ 2 ) > 

i.e. E C 6) r m f K + 1 - M D ^ u e L 2 ^ . 

Or u e X 2 m + k + 1 "(fi) donc D a ju £ L2(t!) pour |a.| » m+j. j - 1,2,...,m+k+1. 
* J 

Or ici, pour |a| » 2m, 181 ± k+1 et 0 <̂  Y 1 8 

2m |CX+8-Y| 2m+k+1 

donc r i a + e - Y l " M D a + 6 - Y u e L 2 ( Q ) 
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De plus m + k + 1 - | Y | = (|a+g-Y|-m) + k+1-|g| et k+1-|3| >_ D donc comme fl est 

borné s 

Jj^. rm*k.1-| Y| D a + 6 - Y u ftL2(a, p o u r 0 < Y £ 6 B t | g | l k + 1 . 

On en déduit donc que r

m + ^ + > ' o a

u e H ^ ( i ] ) pour |a| = 2m. 

Les inclusions algébriques que l'on vient de démontrer, sont 

aussi des inclusions topologiques. 

Remarque s 

La méthode des homothéties utilisée ici, permet d'obtenir cer

tains résultats de régularité en dimension n, avec n > 2. 
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