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FORMALISME DE LA THEORIE DE LA DECISION STATISTIQUE.

Soient 3 espaces mesurables
(0, ®#) espace des observations
(e, *  des paramétres
(4,2) "  des décisions.
Soit P une probabilité de transition relativement & (0,%) et
(R, ;3 P: (8,xa) —~ [0,1].
Nn appelle stratégie s une application mesurable de (Q, & ~7(A)
gui consiste & décider § « A aprés avoir observé w = Q.
On appelle stratégie aléatoire S une probabiiité de transition
relativement & (Q,¢] et (A,8)
S(w,.) est ainsi une probabilité sur (4,9).

On appelle W = {w(6,8)} la fonction mesurable réelle perte définie

sur (6,7) x (A, ) : ainsi w(6,8) est la perte consécutive & la décision 6
quand 8 est la valeur du paramétre.

Une stratégie aléatoire S entraine une perte moyenne :

cle,w) = fA w(6,68) S(w,dé)

-~

et un risque & 1'instant 6 :

Rg(8) = [ P(dw,8) [, w(e,8) S(w,ds).



Remarquons qu'une stratégie est une stratégie aléatoire pour la=-
guelle S(w,.) est concentrée en s(w) (s : w —7 s{w) et S{w,A) = 1P(s(w])]

Dans de telles conditions, la perte moyenne est C(8,w) = w(6,s{w)]).

Un préordre ou préférence (resp. u-préférence) peut étre défini
sur les stratégies aléatoires en pcsant

S 5" si RS(.] < RS'['] sur ®
(resp. 1 p.p. sur (0,5u)l.

Une s.a. est dite admissible {resp. uw admissible) si aucune s.a.
ne peut lui étre préférée strictement, i.e. s1 S’ < S =S < §', i.e. enco-
R

5 s’
n]l

£}

re s'il n'existe pas S’ tel que RS'(’) < RS(.] sur ® et tel que R

{(resp. tel que RS,(.)_E RS[.] U -p.p. sur @ et tel gue u(RS Z RS,]

Une s.a. de Bayes (pour ul} est une stratégie qui minimise
f@ RS(GJ u{dé) sur l'ensemble des s.a. S. Il va de soi qu'une telle straté-
gie est p-admissible car si S_ minimise f® RS(GJ u(d8) alors :

R. (8} ptde) < R_(6) ulde) v S
SO — S

s RS (.) <RrR_{.) U=P.D.



INTRODUCTION

L'objet de ce développement est 1'étude des processus de

Markov (?,ﬁf, P, [xtJ ) avec gains, dans le cas particulier suivant
t &T
1'ensemble des valeurs prises dans E par Xt est fini ; E est
1'ensemble de N &états : Aq, A2,... A[\I {gue nous noterons encore 1,2, ...N)

Le processus étant markovien, les probabilités conditionnelles

vérifieront .
& » < IRy . = = 3 = 4 = .
Pr [xke AJ.Ix,l Ay Xp €A, Xy -1 GAl:l Prl}(K JIXK_1 1] Py ;

Dans le chapitre I, nous particulariserons cette chaine, qua-~

1ifié pour cette raison de discréte :

le temps sera défini sur un ensemble T discret, et nous suppo-
serons, ce qul laisse cependant toute généralité au probléme, que les

2lements de T sont équidistants.

Dans le chapftre II. T sera la demi-droite positive réelle.
Enfin, les matrices stochastiques de transition P (n, n-1)

de 1l'état de la chalne & 1’instant n-1 & l'instant n, définiront une

chaine homogeéne. Nous prendrons donc pour tout n et tout k

P {n, n=1) = P (k, k-1) =P
Dans chacun de ces deux chapitres, 1l'étude du processus est fa-

cilitée par 1'utilisation d'une transformation :



- pour le cas discret par la z-transformation :f:

soit f définiesur § , & valeurs scalaires ou vectorielles
FGVWz) = Zf) =% fn) 2" ouzet
0

soit f définiesur R~

S8 w —ra
£ AL = P = [T ree) o7 4t

(o]

§ 1. QUELQUES NOTIONS ET APPLICATIONS RELATIVES A LA z-TRANSFORMATION
(cf [2])

1.1. - Propriétés de 7.
jz particularise la fonction génératrice qui, au sens le plus
général, est définie par :

G = Pla -

finis ou non.

f(n) zn ol a et b sont des entiers relatifs

[t N Ruy

7, est lingaire et (F[z] converge absolument pour

2| <

1
Tim P/]?THY‘
\
Ce plus, dans un domaine de convergence que nous préciserons,
Z,est bijective
Si $Y(z) est holomorphe dans le disque (o,R) alors

C2r =% a 2" o a =% ()

n N e



f(.) est donc la fonction unique définie par

flo) = P o), f(1) = Q'(0)....

Nous pouvons dresser un tableau de correspondance entre antécé-

dent et image par Zo.

qD[n) (0]

’

n !

antécédent f(n)

image Z,(f) = ¥ (z)

A1 f1[n) + AZ fztnl X1 L€1[zJ + Az (Fz[z]
f{n+ 1) 2"1[?121-'F[0)]
1
1 1 -2z
n L
a 1 - az
n oz
1 - 2)2
0 a" ___az
(1 - az)?
1 z
aT ®
-1"
- 1
- og (1 + z)
n(in+1)... {n+k-1) oy 1

k!




1.2. Applicaticn.
a). - Considérons 1'éguation vectorielle récurrente suivante :
Iln+1) = I(n} P (13

P est une matrice stochastique i.e.

LI g P=5d

.. =tetp,.,>0ViV
1 Pij Pij2 J

/ ;
Pyqreres p1j..... Pan

P = Piqreees pij"""' piN

Pagqoeees pNj"'"’ Phy

nn) = [H1(n] casa Hi(n) cesaa HN(n)) est un vecteur stochastigue.
Prenons les z-transformés des 2 membres de (1)

ye - N
or I(n) ~~2 L) = 1(z) = I Mn) z

H(n*-’l)/'%? Z, ((n+1) = z“/I [T(Z] - H(o]]

= [z} -nel] = ztz3 P (1)

et {z) |I - z é] = I(o)
. Mals |z] < 1 =—3pdét [; -z P] # o.
En effet

- ce déterminant ne s'annule gue si z =<% (X appartient au spectre de P)

~ toute valeur propre d'une matrice stochastique a sonm module borné
par 1. Eﬂ
-1 .
Bonc [I -z P] existe et :

Z,(1(n)) = t(z) = 1(0) [T -z 5"
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P . - -1

H(o) édtant une constante, nous poUvons considdrer [? - Z E]
scomne transform@ dfune certaine fonection Hin) tsllie que

" =1 @ n

[1-2 EJ = 1 H(n) z

L 3
soit en identifiant

iln) = H{ol) Hin)
Interprétons

Spit la chaine de Markov difinie par la matrice de transition P ;
pij est 1a probaibilité pour gue le processus,étant dans 1’'&tat 1 & 1l'instant
n,soit dans 1'¢état j a 1'instant n+1.

L’élément Hi[n] de T(n] représente la probabilité pour que le
processus soit en 1'état 1 & 1l'instant n. Alors en vertu de 1'homcgénéité

(=]

T(n) = fito) P

ph

et P =<Z»M”[[I -z P]-1] et [} -~z P:’~1 =z(PnJ

Ce procédé indigue un moyen efricace et rapide d’'évaluer P

Ainsi H(n} =

N

s

b7

- . . 4 P 4"1 -
condition, biern entendu, que 1'image réciproque par Qo de ET - Z 5]
soit aisée & calculer (13].

b) Exemple :

Un marchend de jouets dresse un bilan & la fin de chaque semaine :
le dernier jouet produit a {état A1J ou n'a pas (état A2] la faveur du public.
Dans le cas AZ’ il sort un nouveau jouet, Les aléas de la faveur du public

se traduisent par la matrice de transition de la chaine supposée homogene :

(1) Nous savens d'aillesurs que si P. réelle ou complexe, admet les valesurs
propres distincies A1, Az, o AD avet 1lss ordres de multiplicité

. . Toan L Poo.n <
r’l’ rz,....rp (']b Ii- N} alors P ~A+i§1 Ai Bi[n] Gl

- A n'existe que si P admet ia valeur propre o et A est nulle si n > NN

- Bi{n] est un polynéme matriciel.



A
1 4 N 2 . . cqsy %
/-2‘- 5 ol par exemple £ est la probabilité
P = pour 7ue, placé dans 1’&tat 2, iz

marchand passe dans 1'2tat 1.

[G1IN]
)

P rst stochastigue st la chalne est ergodique (i.e. sang classe

transitoire} et réguliére (i.z. non cyecligue : le FP.G.C.D. des entiers k

hb

constituant 1'ensemble Nii fermé par rapport & l'addition, ol Kk est un
nombre de transitions permettant de passer de l'état i & lui-méme, est &gal

a1)  (ef [1]) /

1-
I~-2zF-= (
\

-1 o .
E -z P] peut se décaomposer ainsi

NN

wip)
iN
w

N

3 ) (5 -3

l} - z.ﬁ]w1 =-T}E D s w—~%——~~ (2)
4 5 gz \l 4 4
9 9 - 9 9

=1 oz . . .
Remarquons que (I - z P) est décomposée en fractions rationnelles

an z admettant pour pdles

z, = oy 0< 1
&}
1
z, = =— =10
1 A1

ot A_at A, sont les valeurs propres de P.

Cect est général, que les racines sotent imaginaires ou réelles,
d'ordre 1 ou d'ordre p (il suffit de prendre le z-transformé de chaque

membré de 1'égalité matricieile de la note 1 page
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Pour |z| < 1, ayant }al <1, est développable en série entiere

1-az

et nous pourrons prendre les z-transformées des 2 membres de (2).

4 s [ 5 _s
n g J 1 .n [ S J 1 ,n
po= + (=) =M+ (5=} D
10 ! 10
4 I
3 39 \ g g
Remarquons : _i 5
T 9 )
1) Quand n —» o« Pn—~+ M=
' 3 5
g 8

matrice stochastigue qui est évidemment la limite de Cesaro de P", matrice
a vecteurs lignes identiques.ce gue nous savons 8tre général (cf ﬁ]).

D est appelé matrice différentielle (la somme des éléments ligne
est nulle)

2) Dans le cas od P est matrice de transition d'une chaine cycligue

la matrice limite de Cesaroc est exhibée par une z-transformation. Ainsi, si

o 1) 1 -z
P = ! I-zpP=
10/ -~z 1

~—
ol -
N =
.—-—/’
+
—
Ny -
1
N

/
N -
Nl -
Nl

[}
¢t
-
3
"
/,____._“\
N N
+
Cean
H
-
Nt
3
H
N — N -
1
1


http://identiques.ee

n ; ~
{P"'} ne converge denc pas simplement. Cette suite admet pour
valeurs d'adhérence les matrices

. /
g 1 /1 O

J = et I =
10, a1

§ 2. PROCESSUS DE MARKOV AVEC GAINS.

2.1. Etude théorigue.

a). Formule récurrente.

Dans le cas d'une chalne de Markov homogéne, a une transition de
1'état 1 (& 1'instant n) vews 1'état j (& 1'instant n+1), nous avons associé

une probabilité de passage pij'

(=]

Nous associerons maintenant, en plus, un gain “ij' Ainsi un pro-
cessus de Markov avec gains sera entiérement déterminé par la donnée

- du vecteur initial I(c)

- de la matrice stochastique de transition P

- de la matrice de gains 6 = (g,.)

1]
d'une valeur "potentielle” ou"capital” ou “valeur de vente” des

états j que nous noterons t, (o) J = 1... N t1(o] sera,par exemple la
valeur de vente actuelle de l'usine du fabricant de jouets se trouvant &
1'instant présent dans 1l'état 1.

Jusqu'alors, notre seule préoccupation a été l'examen de 1l'état

du processus & l'instant n et nous avons pour cela déterminé une formule

récurrente donnant 1l'état probable du processus a l’instant n+1.
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Une préoccupation maintenant toute naturelle est de savoir quel

est le goin total +i(nJ gue l'on peut s'attendre & percevoir lors des n

19

prochaines transitions si le processus est actuellement dans 1'état i.

Calculens ti(n) . ti[1] gst 1'espérance mathématigue, i.e. la

valeur moyenng, de la variable aléatoire prenant la valeur gij + tj[G] avec

la probabilité pij' En effet, si, placé dans l'état i, nous évaluons la

valeur (comportant “valeur de vente” en j et gain de i & j) d'une telle

transition aléatoirs, nous obtiendrons : gij + tj(o)

ez
-—

A;n51 ti(1) =J pij (gij + tj[o]J

Plus généralement, évaluons, placés dans 1'état i & un instant

donné, le gain total probable en n transitions & venir : la valeur de la

transition i —> j est égale au gain gij’ auguel s'ajoute le gain total

probable en (n-1) transitions suivantes, si nous partons 1'instant suivant

N
d'ol ti(n) = E I (g.j

b) Notetion matricielle

\
T

1

/

'q
1
.
Posans g = @
[
\i
a
VN

, _
! \
/@1(nl

”’\

-] 22
]
20}

} p) =
; avec g,
/

i[n] avec titn) =qg. + L pij tj (n-1]

h.[n]/
N

t(n)

taemtte-
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alors [t[n) =g+ P tin-1)

t(n) est le vecteur de gain total pour les n transitions & venir.

c). Application de la z-transfermation & cette &tudea.

, n . . . . o
Posons T{z]) = tin) z , tln) étant la fonction vectorielle définie

o8

précédemment sur N.
Prenons le z-transformé des 2 membres de la relation récurrente
t{n+1) = a + P t(n).

Nous obtenons

21 [T(z) - t[o]] - Tq:z g+ P tlz)

Soit (I -z P) T(z) = 3= q + t(o)

et pour |z| <1 T(z) = [I-z ﬁ1‘1 ?%E- g+ [I-z ﬁj-1 tla)l

- -1 . . .
Or, nous avons vu que [} -z ﬁ] se développe en fractions ration-
nelles en z suivant 1l2s p8les de dét.{(I ~ z P). 1 &tant toujours valeur

propre d'une matrice stochastique P, [E -z é]_1 est de 1la forme :

T%Z M+ 37£z) ol fﬁf[z) est une somma de fractions rationnelles dont les

coefficients D1... Dp sont des matrices différentielles.
Pour simplifier 1'’écriture, et la généralisation est facile, nous

(..(
supposerons que ¥ (z) se réduit & :

r~t 1 <
g (2) = Epae D ou aespectre de P.
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Remarquens alcrs gue

- 1Y Z .2 o w2
[1-2p" 55 = 532 M T (azy ©

ot que z D _ ] 1_1'D
e T T-az) 1-a | 1=z 1-az

Gz = 72) F 0

- ~ U A !
alors | T(2) = 732 Mg + Gz = 0 FUD g + 5 Melo) +T(z) tlo) | (3)

Prencns,pour |a[ <1 et IZI < 1,les images réciproques par‘i[,-1
des 2 membres de (3). Il vient

t(n) =n Mg + (1-a") F (1) g + Dtlo) + a” Dtlo)

ST P est une matrice véguliére, donc converge simplement, toutes
ses valeurs propres scnt, en dehors de 1 valeur simple, de module stricte-
ment inférieur & 1 (ef [3]).

Nous le supposerons pour étudier le comportement asymptotigue de

t(n), qui lorsque n —r » est équivalent a :

t'(n) = n Mg + F (1) g+D t(o)

Posons Mg = b et 3{(1} g+ Mtlo) =c :
b est interprétable en remarquant que :
t!n) - t! (n=1) = b,
i i i
—=) b est lc gain que 1l'on peut s'attendre & percevoir lors d'une

transition d’'un processus parti de 1l'état i et durant jusqu’ad 1'instant n

(n suffisamment grandl.
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La formule réduitz donnant t est, dans le cas ot P est régulieére

t{n) = nh + ¢

Pour tout i, ti(n] est l'espérance mathématicue
gains au bout de n transitions guand le processus part de
quons gue ti(n) o3t fonction affine de n.

Si P n'est pas réguliers, t{n) ne converge pas,

n < . N
a ¥(1) g - Dtlo) étant cycligue ; cependant dans ds

ce terme est petit devant n Mg + SF%1) g + Dt(n).

2.2. Exemplao.

Reprenons l'exemple du fabricant de jouets. Nous donnerons pour

déterminer le processus

\ 7/ \

1 - X

-i /9 J.\ o
P = G = | t(o) =

3 5 - o/

5 -y \o

mﬂt:\‘

(G1TN]

asymptotigue de

i'etat 1.

ig term

e

Remar-

bonnes conditicns

9 représente lo gain (paer ex. 900 F) gus peut percevoir le febri-

cant lors d'une étape pendant laguelle le jouet garde la faveur du public.

Tci
‘4 5\ 5 5) .
3 3 1 3 ‘\ 9
M= 3 a ='~_ﬁj' H 0= ! 5 0%
4 5 4 4 | _
& 3 T3 I
A /

N =

[S21 N

~
it
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Z Z

rner " oz,
10
10 1
e B R e A
(1-z) 9 1=z 1= —=z
e 10
F(n

Prenons 1'image inverse par-7§-1 de cette égalité :

. 10 [, A,0]
t{n} n Mg + 3 [j (101 _I Dg

A 10 | _ (1.6 5
-.1(1)+9L1 (101:] (_4)

Lorsgue n est tres grand, t(n) se comporte comme :

50

n + —

r- H
t1[n)

v a0 (1) 2 g (2) =

it
3
I

té(n]

Remarquons

1) Pour tout n

t%(n) - té(n] = 10 donc constant. Ceci signifie quc 1l'état de
départ a une influence de 1 000 F sur le gain total asymptotique,

2) Pour tout n

t'1(n+1) - t{[n] = té(n+1) - té[n) = 1, Autrement dit, on peut
s'attencdre a gagner 100 F lors do chague transition, quel gque soit 1'état

initial.
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Il faut bien avouer, copendant, gue dans la réalité économique ou
démographigue, un processus de Markov n'a pas un déroulement immuable 3
partir de l'état initial. L’'homogénéité est exceptionnelle st il est méme
heureux qu'une part d'initiative soit accordée a l'exécutant (industriel,
commergant, ouvrier,...J}. Placé dans un état a un instant donné, cet exécu-
tant aura & choisir entre plusieurs politiques lui permzttant de contrbler
le processus, d'infléchir le hasard en régularisant le déroulement ultérieur
de la chalne, et, en particulier, en "optimisant”, de viser un ou plusisurs

gtats particuliers & 1l'étape suivante.

3.1. Etude thécrigue.

Attachons a chaque état Ai
- le vecteur ligne de probabilité Vi représentant la distribution
de probabilité sachant gue Ai gst réalisé.
- le vecteur de gain Wy
i étant fix&é, & 1n suilte finie Si = (1,2,04. ki) nombres gque

nous appellerons décisions (ou politiques) dans 1'état i, associons les

. . (k;) (ks ]
couples [E?§1), wi1]) : (Viz}, MéZ)],,.. [ViKI > Wy * }J. Considérant les

N sultes associées aux N états, nous aurons k, X k2 X «ae X K

1 couples

N
possibles de matrices telles que (P,G) de transition et de gain. La chaine

n'est donc plus homogéne : le choix d’une désision introduit une modifi-

cation du processus.
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Ralativement & un probleme économique, pour un esprit équilibré,

Al

(WS

il est tout naturel de songer a rendre maxima ses propres gains. Par exemple,
nous trouvant dans 1'&tat i, & un instont donné, et supposant 1'’arrét du

processus aprés n &tapes, nous chercherons & rendre maximum la guantité

t.{n) =

1 (gij + tj(n—1])

[N
pe]

Supposons GuEe [ous ayens rendu, par récurrence sur n, tj(n-13

-

maximum, nous “optimiserons” t,(n) en choisissant la politigue r1é.ﬁ,.n.Ki]

qui rend *i(n] maximum, c'est-a-dire puisguc ti[nJ dépend des matrices

>

P 2t G, politique tzile gue :

r, 2
ti {n) = mux ti(n]
=

peft, k]
Ainsi, de proche en proche, il aura été défini des couples de
: Grn] telles que le gain visé au bout de n

matricaos [Pr1' Gr1]... [Prn

transitions soit maximum.

Soit d le vecteur de décisions dont les N compcsantes sont N

nombres extraits des N suitas Si' A chague nombre d'étapes n du processus

correspond d{n) qui rend tiin] maximum pour tout i

1 N
al di[n] = Si

Supposons gue le marchand de jouets ait 3 choisir entre les deux

politigues :
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placé dans 1'état 1
- oy bizn i1 fait de la publicité (1)
- ou bien il no fait pas de publicité (2)
plocé dans 1°'état 2, 1l aura lz mdme choix. Alcrs S1 = 82 = [},?].

I

-t

est bian évident gue les frais de publicité vont absorber une
part des bénéfica;lmais le risque d'avoir un jouet qui a la faveur du

public augmente. Soient donc las vecteurs

Probabilités de transition Gains
décision 1 13y . 1 1) _
Ci1 V1 = ("’2— *2-3 W1 = (9 3]
A1
{23 _ 4 1 L2)
d2 \/1 = [5 EJ M1 = (4 4)
(13 2 3 {1
= (£ = , = -
d1 V (g E N2 (3 7)
"2 2y .7 a (23
[ Q5 = A . J - - N
d2 V2 (10 16} W (1 14}

Déterminons & chagque instant les gains possibles, relativement

a chague politiquz, par la relcation
L1 (1) . (13 (1 . (1) (1)

pour d1 : t1(nJ = 844 Pqy 245 Pag Pyq tq[n-1) * Pyp tz(n—1l
_ 2y (2} {2y (2} (2} _ {2) _
pour d2 : t1[n) =847 Pqq * 85 Pio * Py t1[n 1) + Pyo t2[n 1)

La comparsison des 2 nombres nous indigue le gain maximum et lz
décision & prendre au moment du passage de l'instent n & 1'instant n-1

précédent 1l'arrét.
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n=o0 n=1 n =2 n =3 n=4
d1 o £ ! 7,5 9.25 11.24
t1(n) - - —
d, o 4 8.2 10,22 12,22
d1 o ‘ -3 l =-2,4 ~-0,74 1,24
tz[nl
d2 o -5 -1,7 0,25 2,22
. 1 2 2 2 2
choix [1) (2) (2] [2] (2)

; P 2
Remarquons la convergence du vecteur décision vers [2).

Nous conclurons sur cette remarque : il est bien évident que
rares sont les entreprises envisageant de s'arréter délibérément (ou méme
de pérécliter) & un instant déterminé. Aussi, 1l serait intéressant de
voir si généralement pour n creissant indéfiniment, un choix asymptotigus

de décisions ne serait pes possible, ceci permcettant de prévoir une ligne

de conduite & trés longue échéance.

(cf Eﬂ et [4] )

- o T i e S e e o -



§ 4. METHODE ITERATIVE POUR LA RESCLUTION DU PROBLEME D'OPTIMISATION DES
PROCESSUS A DECISIONS SEQUENTIELLES,

~

Soit une chelne de Markov & N &iats définie pour une politigue

d(k) = \ : )
\dN(k](
. d(k) s C e X dik)
par la matrice P de probahlilités de transition et par la matrice G

de -+~ing, Cette fois, nous nous intéresscrons & un déroulement du processus

se prolongeant indéfiniment dans le temps.

4.1. Position du probleme.

Nous avons vu, dans ¢ 3, que, si une politique, optimisant les
gains & 1’instant k-1 précédant l'arrdt, a été choisie, alors i1 était pos-

sible d'optimiser le gain ti(k) par le choix d'une politique di(k) : soit

Nt (k) e, (k)
ty (k) = I, pi§ gy + tyke10)
d (k) 0 d k)
= dy + 321 pij tj(k-1].

or (cf. § 2), t(k) prend la forme asymptotique, pour k suffisar

ment grand :

4 t
%\\ 14 1\
t(k) ~ kb + c ol b= | ) at c o= 2 D
\ ° \' }
\g . K
T tN
) K 1
] ités négligées & @ orme 2 AL al . )
les quantités négligées étant de la forme A espectre (A, 17K ot |Al[ <1 et
K dépend de P et t(ol), donc ti{k—1]A~J[k~1]g + tj et

ai(k; Nodtk) ,
~ ~ Z b .
£,(K) ~ kg + t, ~ Oy LA TP (SO AR Y

di[k] il di[k]
=gy + §1 Pi tj + (k=1)g



indice
Supprimant 1'indice k dans ce qui suit ™ qui devient indépendant

de 1'arrét du processus :

d. N d.
g+ t, = q R p *
: 1" 321 Pig

5 t, (1}

4
)

t
i

Pui.r optimiser ti(k], il suffit donc d'optimiser
N
f(1) = g.” + j§1 p.% t; et cecl pour tout 1, en choisissant parmi les déci-

sions figurant dans Si' celle gui rend maximum f(i). En cffet :

Tt b e (k1) Byl .+ (k=)
A AR 7> q, + St o+
a; + ¥ ryy L =2 a; + Teyy g

I A 8 3
Ayt Ry Byt PRy b
11 sera nécessaire gue cette inégalité ne soit pas doutcuse,
c'est-3-dire que la différence entre les 2 expressions ne soit pas, en mo-
dule, supérieurs & la somme des erreurs de méthode provenant des termes ex-
ponentiels négligés et des errsurs d2 calcul dans la détermination des va-~

leurs tj' La méthode qui suit présuppose donc une évaluation préalable des

erreurs de méthodo.

4.2. Détermination des valeurs tju

Pour une politigue d donnée, nous aurons N égquations du typc (1)
N

= )
BT AT e Py Yy

permettant de définir le vecteur limite t (N composantes) et g. Le probléme

2

devient un simple praobléme de résolution de systéme lin€aire & N équations

et N inconnues en posant arbitrairement t, = 0 ou v, = tj—t

N j pour § = 1..N

N

vV, ,V ,g seront déterminés par 1'équation vectorielle

12V VN1



s

{ I.r' g N - 7 V1 \] - N q,l " ; ! V1 Y i
Pl P O T P A

RS AR N EER R ‘ZJi
| i Y

; ‘e / \Untl M Ry '
a o/ o ]

-~

Remarquons quz l’optimisation des tj équivaut & celle des Vj gui
ne différent des ti gus par une constanfe. D'ailleurs, les v, ont un sens
concret plus clair que les tj. En effet, vj permet la comparaison, au méme
instant, des tctaux de gains en faxtion de 1'état dans lequel se trouve le
processus & cet instant car :

t, (k) kg + t,

. + L
tN(h] kg + ty )

i

vj indique ainsi 1'”avantage” que 1l'on peut tircr d'un passage

dans l’état j.

4.3, Méthode itérative.

T
« Ainsi partant d'une politigue arbitraire d1 = i d1i , , par exem-=
Vo,
N oty
ple celle qui optimise q; = j;1 pij gij’ nous déterminons les valeurs Vj
sous cette politigque au moyen du systéme (3],
. d,. Nood,,
11 T 11 .
(g + v, = q, + ..V, i=1,...N-1
T A R S
(3) /
i g
! B d1N . g d1N
\B 7 9% FgmPag Yy

» Puls nous chercherons, a l'’aide des v, et g obtenus, le vecteur
N o

D, . vj pour tout i.

. . » . - Z
décision d2 qul cptimise q; * 459 Piy

Nous calculerons alors les notvelles valeurs Vj sous la politigue

d2 a 1l'aide des {(3), etc...


file:///vn-1

Moyennant 1la convergsnce do d vers d (décision optimale asymptoe-

2

tiquel), si lors de 2 cycles consécutifs on trouve le m8me vecteur d alors

1!
d1 = d.
En résumé le cycle itératif s’'établit ainsi

e i e U

\
'

s c oo A . '
1° pour une politique donnée A (pij et qi sont donc donnés) on résout

; le systeme (3) en vy et g [V,\| = 0)
AL, B A
BTV T Y 321 Py Y

A
'rJ .
n trouve Vj et g

2° pour chague i, on cherche la décision Bi qui optimise

v,

17 321 P13 Yy
ce qui détermine une politigue B[(p?j],(q?)], puis 1°...

q

I1 est recommandé, afin de circonscrire la pelitique asymptotique

d’observer ceci : si dans la phase 2° d'un cycle on constate gue la déci-
N

sion du cycle précédent fournit la méire valeur a; * j§1 pij Vj gue d'autres

décisions on conservera la décision antérieure.
4.4. Proposition.

1° La méthode itérative conduit, aprés un nombre fini de cycles,

au vecteur décision limite.

2° Ce vecteur limite représente la politique de meillewr gain.

Lemme 1. Soient deux politiguesA et B_pbﬁgqqggpqnsécgt}ygp@n§mepmqags.cqﬁ

ordre par la méthode itérative. Alors gB z.gA.

Considérons les quantités tests calculées lors du cycle k (phase



2°) consécutif au cycle k-1 conclu par le cheix de la politique A.

J

8 " % & VA

Ty Py Y
!

A + [:Si‘ A V;\
=1 P15

(politigue B]
{politique A),
Le fait que B soit préférée a A dans le k8ME cycle, suppose que,
5 A

§. = q, ~a, *+ .4
i 3 79y 3

{ s Py

3} A v i .
- = ' > =
1 pij vj 521 D, . v: 0 i 1. ...N.

Pour chacune des politiques A et B, seront définies les guantités
N

A . VA - A + I _)/"\ V,f".
& 179 7 521 ik Yy
N
5 B _B_ p B B
g+ Vi = q, + 0.,V

"1 J=1 iy i

.

Considérons la différence :

RN - R W DU N SR B SV R

BBV TVy T ATt oga Py Yy T g=r Py vy
N
=5, v p?j (v? - V?J
Soit T; Y ;; l
| Mg+ By, =8+ jZg Py BV (4) i=1...N

Or, nous avons vu gque, une chalinn homogene (sous la méme politi-
que B) régulidre €tant donnée, de telles é&auaticns (4) admettaient en Ag

la forme asymptotique :

N

oo Souc le 0 5 ses igurant

2 Hi Gi (61 jous le rdle des a4 précadents figurant
dans lgs équations (1))

Ag = i
n? ost la probabilité limite de 1'état i.
Fn effet, (cf. p. 11), les éguations (1) sont éguivalentes & :

t' (k) = kMg + #(1)q + DE(0) = kb + C



ol M est la matrice limite de P & N vecteurs lignes, de probabilité, iden-

tiques

. B o s . . . .
Mais Hi >0, vi, 1= 1...N, puisque B est réguliere,
Or le choix de B au lieu de A signifie gu'au moins 1'une des va-

leurs-tests Si est strictement positive. Donc
N

A= .3 T2 s, >0
g i=1 "1 1

A
=>8g > 8
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Lemme 2. Solt A la pplitique optimale asymptotigue. Alors il n'existe pas

?e nm}l;gquwpglitigge.dg gain que A. (la fonction de décision est de type
groissantl.
) b s . . B _ A
Supposons qu'il existe B telle gque g~ > g . Puisgue le vecteur

décision converge vers le vecteur A alors
N
B B A A A A
¥ - - = = B
q; * P pij vj q; § pij vj Gi-f 0 i 1ol
pour toutes les politigues telies gue B, envisagées lors de chague cycle.
N

B_ A 7

Alors : g -~ g = Ag = H? §, <0

i=1 1 i -

d'od gB_i gA ce qui est contraire & 1’hypothese,

Démonstration de la proposition.

l.e processus ne comporte gqufun nembre fini de politiques (pour N

etats et K, ,kosna.uk

1759 décisions pour les états 1,2,...N, i1 y a au nlus

N
k1 X k2 X, uaX KN politiques différentes). Jonc

- Si lors des itérations nous obhturons 2 politiques consécutives iden-
tiques, lc lemme 2 montre que cette pelitigue finale est celle du meilleur
gain et qu’elle est, en méme temps, la politigque asymptotique des valeurs
puisque celle-ci conduit au meilleur gain. Nous arretons donc ici la mé-

thode.

- Il n'est pas possible qu'une méme politique apparaisse 2 fois non
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consécutivement d'aprés le lemme 1 qui prouve que la fonction gain croit
avec le nombre d'itérations.
Ains! un nombre finl d’itérations conduit a la décision asympto-

tique.

4.5, Exemples.
4.5.1. Reprenons 1l'exemple de 1'étudiant pouvant inviter deux
jeunes filles A et B et espérant maximiser le nombre de danses asymptoti-
gdes (!) en recherchant la meilleure politique :

invitetion de B : politique (1)

invitation de A : politique (2)
Rappelons que 21) =-% x 17 +-% x 13 = 15
q.2) =<l w0202 o [@)]
g;é” =z w18 [(O0]
\\r_'éZ] =-Z-5 x17 + 3= <18 = 17,3

ier_cycle : Pour la 1&re phase de la méthode itérative, nous choisirons les

,(2] (13

gains immédiats maxima : et q? et déterminerons g et v, (avec v?=D]

'1 1
g+ v, " 21,2 +'~ v \ = 16/3

g = 20,13 |
g = 84'"2‘\/ } ‘5\/ = 0 ;
5 1 J ‘—_2‘ i

Déterminons la politique optimisant g, + by B V.

i j ij i

( politique (1) : 15 + %-x %E ~ 17,86

état 1 1 " (2) : 21,2 +-% x %ﬁ ~ 25,2 ——3 !Egﬂ

o



2 18

¢ politique (1) @ 18 + = < — ~ 20,1
stat 2 | . 3 18
i . . r‘J _______
( politique (2) 5 17,3 + gz > 3=~ 21 — Eglj
d'ol 1'adoption du vzcteur décision [g],
Zémecycle t g + v, = 2L2 2 v, v, = 4,33
8=‘I7,3+Z-v::;v = 0 B " 2099
10 1 2
{‘palitique {1) « 15 +-% ~ 1,33 ~ 17,17
etat 1 { . ; 4 e
| politique (2) : 21,2 + ¢ < 4,33 ~ 24,68 > [(2)]
¢ nolitique (1) : 18 +-% x 4,33 ~ 19,73
état 2 -
s - 7 it
\politigue (2) : 17,3 + 45 » 4,33 ~, 20,33 -— [&3)

Nous arretons donc ici le méthode puisque le vecteur décision (g)
est apparu 2 Tols consécutives. Ainsi la décision asymptotique est celle

présentée dans le § 3.

4,.5.2. Considérons le cas du remplacement d'une voiture usagée.

La durée de vie maximum supposée, égale & 10 ans pour tous les véhicules,
sera divisée en trimestres. Pour le nossesseur d'urne automobile, un choix
se présentera & la fin de chague trimestre

= vendre au prix Ti sa voiture d¢'&ge 1 (0 <1 < 40) et acheter au prix
Cj un véhicule d'ge j (0 < j < 40) = politique k = j+2

~ ou bien sonserver le sien (politigue k=1) ot s'attendre & dépenser
durant le trimestre suivant la somme Fi nour entretenir la veciture.

Alnsi 1 < k < 41.

Soit Py la prdo abilité pour qu’une voiture d'adge i survive jus-

qu'a i+1 sans une dépensc excessive en réparation. Nous supposerons que
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toute voiture subissant des dégdts importants, quel que soit son &ge, sera

immédiatement portés dans 1l'état 40 et Pag = 0. Il est évident qu'hélas Py
décroisse avec le temps.
On a donc :
pour k = 1 g + ti = —Ei FPy Vit [1-piJ t4D
pour k >4 gt ty = Ty m B T Bea P P2 Breq P UPp) By
gt 1l'on retrouve les précédentes notations en posant :
(k) _ _ . R oL
qi = Ei pour k = 1 qi = Ti Ck—2 EK-Z pour kK > 1
( Py pour j = i#1
(1) \ _
ij - 3 1 P pour j = 40
&D pour tout autre j
\ Pg-p Pour j = k-1
)(k] ke our j = 40
K> a pour tout autre j.

On a alors & résoudre un probléme d'optimisation asymptotique par

itérations successives 3 1'aide de la relation :
G
(k) + 3§ n(K] v avec v =0
9 i=1 Ti3 ;3 40

Vi Tty T g

G
[N

Il va de soi qu'un tel calcul est effectué par une maching. Dans

Howard (fS}] moyennant la suite des valsurs "américaines" Ei’ C.» Ti’ Py
o _L

~

le probléme aprés 7 itérations conduit & ia politique suivantc :
"S1i nous possédons une voiture de plus de 6 mois et de moins de 6 1/2

ans, gardons-la. Si notre voiture a un 8ge différent de celui-ci, vendors-



la et achetons une voiture de 3 ans que nous garderons jusqu'a l'3ge de

6 172 ans”... (& ne pas divulguer).

§ 5. PROCESSUS A DECISIONS SEQUENTIELLES AVEC ESCOMPTE.

5.1. Exposé du probléme.

Les problémes précédents n'ont pas tenu compte de la rentabilité
des revenus acquis (ou acquérables) & chague étape du processus. Nous affec-

terons ces revenus d'un taux d'intérét : ainsi le total des gains t,(n)

J

pour n transitions précédant l’arrét du processus sera différencié d'un
méme total & ;ercevoir en p transitions (p # nJl.
Notons a = valeur au début d'ure transition, devenant par le jeu

des intéréts 1 & la fin de cette transition (par exemple, si la durée d'une

transition est une année, le taux annuel d'intérét sera : r = 199&1:213_

Donc avec 1l'interprétation donnée : o < [0,1[.

Nous établirons une formule récurrente du type § 2 - 1 al.

tj[n] étant le gain total probable en n transitions & venir, si
le processus part de 1'état j, une &tape auparavant (n+18Mme) ce gain sera
considéré valant o tj(n]. Ainsi :
t, Ui+1) = ';

i
3=1

Le vecteur gain & 1’instant n+1 (n+1 é&tapes avant la fin du pro-

N
. = X
Dij [gij + 0 tj(J]] q *+ o 321 Dij tj[n).

cessus) satisfait donc & 1'équation vectorielle récurrente :

!t(n+1] =g+ af tln)




En prenant les z transformés des 2 membres sous 1’'hypothase pré-

sentée dans § 2 - 1 ¢c), JS¥z) = 7z

T(z) = [I - azP]” 755 P+ [1-azp]™" t(m

5.2. Forme asymptotigus de w(inl.

Remarguons que si A est valeur propee do P alors
T 1
det{I - azP) = 0 pour 2z = =
%A

1 étant valeur propre simple de P stochastique et réguliére, o

est valeur propre de aP. Il en est de méme pour les autres valeurs propres.

D'od :
-1 _ M 1 Lt oM 1
I A L [1- zp] " - T=az * T-aaz °
et
z 1 z 4 1
[ tn LI ——— ——— P,
T(z) -z 1~oz Mg+ 1-g 1-aqz a4 Tz MeLod + 1-aaz bt (0)
1 1 1 1 __1 1
" Fms T T Tmez)'8 f Toas G T Fmasz) D9t ooz MO) ¢+
1
i o 1 o 1 ] 1 n o n
= e——— - —— vi - -
t(n) 7o Ma gy DA -y (a)” Mg T=ay (80} Dg + i
i + o ME(D) + (aa)” DEC(O)
- S e e e

et lorsque n — o, pour |al <1

1
tin) ~t = ?:E<Mq *Tos Dg .
Remarquons gque contrairement aux résultats trouvés dans le § 2, t(n) n'est

plus fonction affine de n. Bien entendu la convergence est lente car a cest
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généralemant trés voisin de 1.
Remarquons également que :

t(n) ~ [1-29]77 3.

5.3. Résolution par la méthode itérative.

Nous procdderons de la méme maniére que précédement en utilisant
commg politique de départ, celle gqui optimise lss gains a4 immédiats.
Montrons que les 2 lemmes démontrant 1l'essentiel de la proposi-

ticn 4.4. restent vrais, la proposition s’en déduisant immédiatement.

Lemmz 1. A et B sont 2 politigues optimisantes consécutives obtenues par

la méthode itérative. Alors N > vy pour tout i.

B ayant été préférée a A :

N N
A A A A
v

z - - )}
521 Py V3 T 9 T % gz Pyy vy 2 0

Pour les politiques A et B :

pour tout i : éi = q? +

!
APy s A A BB, 1 B B
17 9% =1 P13 Yy ’ QY 21 Py Yy
alors
B _ _ _ A
vy vV, = q1 g, + o & Pis Vv oz Dij Y
B A A AT B
= 6§, —aaZp,,V, +*0ZXp,,V, *+ 0L V, ~ o X p,, V
P13 Y3 P13 Y3 Pi Pij

B
— = &
=== A vy "y + 0 L pij A v

=

relation entre les accroissements de valeurs, identigue a celle qul existe
entre les valeurs et qui est donc susceptible de la représentation vecto-
rielle :

B]-1

bv = [I -aP 8



Or Jitel que 61 > 0, sinon B n'aurait pas été préférée & A ; de plus au-
cuns lignhe de [I—aPBJ—1 ne peut &tre identiquement nulle donc

i,

T A .
Av > 0 == 41 : vy > vi gt pour tout autre indice : v

LD

> V..
- 1

Lemme 2. Soit A la politigue ontimale asymptotique. Alors il n'existe pas

de meillsure politique de gain gue A.

Supposons qu'il existe B telle que
3i B_

A étant la politique optimale asymptotlque :

_ B B A _ A _
vi di—qi+a2pijvj a3 aZpij
Le vecteur § a donc tous ses éléments ¢ 0 et
by = [I-uPB]-1 § = v? - v?

<0 v i
1 —

d'ol la contradiction.

5.4. Exemple : probléme du remplacement des automoblles.

En reprenant les mé@mes valeurs et o = 0,97 {intérét annuel voisin
de 12%}, on trouve que la meilleure politigue est de conserver sa voiture

Jusgu'd B 3/4 ans si elle a plus de 3 ans et racheter par la suite une voi-

ture de 3 ans.
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CHAPITRE II

ETUDE DE' LA METHODE ITERATIVE DANS LE CAS D'UNE CHAINE

MULTI ERGODIQUE

INTRODUCTION

fans 1le chapitre I, nous avons limité notre étude des chaines de
Markov aux chaines admettant unec scule classe ergodigue ou apériodique (donc
non cyclique ou périodique). Nous allons étendre ici les résultats acquis,
bénéficiant ainsi d'un cadre moins restrictif d'application aux problémes
concrets ; nous considérerons des chaines admettant plusieurs classes ergo-

diques et transitoires

1 1

ex f 5 5 0 !
P2 3 :
i 5 5 . ;
[P R
v3 3 3/

§ 1. QUELQUES PROPRIETES RELATIVES A LA CONVERGENCE DE P,

En note du Chapitrse I (p. 5), nous avons rappelé une relation gé-

- n . SN . -
nérale donnant P, ot P est une matrice carrée quelcongue d'ordre N

n
S A L R
j=1 3 ] D
. Aj est valeur propre avec 1'ordre de multiplicité rj et % rj = N,

A =0sin>N
n —

. Mj(n] est un polyndme matriciel en n de degré pj < rj-d. {d dimen-

J 3
sion du sous=-gspace propre relatif A >j]=
Pour toates les valeurs propres simples : pj = 0, Une valeur pro-

pre multiple Aj a un spectre dit simple si rj = dj‘ i.e. si pj = 0., Alors
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nous aurons les

Théoréms 1. Toutes les valeurs propres do module 1 d’une matrice stochasti-

que sont & spcctre simple. {ef. [3], p. 75~76J.

~ . NP n . .
C'ast une conséouence de la propriété : P ost & termes bornés.

Application : Si Iki| = 1, alors M.(n) est de degré O en n, donc indépendant

o i

de n,
Décomposons alers les p valeurs propres an
- la valeur propre 1.

- 1'ensemble 11 des valeurs propres différentes de 1, mais de module 1.

~ 1’ensomble 32 des valeurs proproes de module < 1.

n n

n
po= - A ) .
: AL H T, j€§1 HLUNGRS MY

3
2

i

P - . n X .
Théoréme 2. %}NJ1 # ¥, P ne converge pas simplement mais seulement au sens

de Cesaroc vers M1.

. n .
81 J, = @, P converge simplement vers M

1 1°

La démonstration en est triviale,
Nous savons d'ailleurs que si P est régulisdre (1 est valeur pro-

pre simplel), alors M, a ses lignes identigues.

1

Ainsi, si P n'est plus constituée d’une scule classe ergodique,
mais n'admet pas d'autres valeur propre de module 1 que 4, t(n) admet une
forme asymptotique

t(n) =nMaqg+ %01} g+ M(D)

M est stochastique, mais n'a pas ses lignes identiques.
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Théoréme 3. Si P comporte r classes ergodiques (cycliques ou non), 1'ordre

de multiplicité r de la valeur propre 1 est égal a r.

1

P peut toujours &tre ordonné de la fagon suivante

E : : ol E,,E E_ sont matrices des classes ergodi-

1, \ 17727 r
E2\ i ‘ ques du processus donc matrices stochastiques.

P= . : T ; i , représente les vectaurs lignes

N £ | ( [t ) '

: o : ' ! i

. L \ 1 | 2 / relatifs aux classes transi-

\‘ ‘ v‘:"

i T gTZ ! toires.

Alors : det(AI-P) ==det(AI,-E, ) x,..x det(XI_~-E ) x det(AI -T.} ol
1 71 r r N-r

2

Ij (resp. I r] est matrice de 1'application identique de méme ordre que Ej

N_
{resp. T2].

Or E,, j = 1¢..r, admet 1 pour valeur propre simple [3] donc 1'or-

3

dre de multiplicité r, de 1 est > r.

N'autre part, si V est vecteur propre de P relatif a4 1 alors
n n 17 K
PV = V ==2P VYV =V ==MV=V o0 M, = 1limP (resp. lim— Z P = M_si P
- 1 (R Sn 1

a des classes cycliques), donc M, admet les mémes vecteurs propres relatifs

1
3 1 que P et par conséquent le méme ordre de multiplicité pour celle valeur
propre.

Or au bout d'un temps suffisamment long la piobahilité pour que

le processus ait quitté toutes les classes transitoires est 1, donc :
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/E!?
1o {
ES O
M, = \
1 . N
S
5/
N ' 5
\ T1 C /

Ainsi (XI-M1] admet 0 comme racine avec l'ordre de multiplicité

N-r et par conséquent A = 9 est valeur propre d'ordre < r.

Finalement r1 = r,

Théoréme 4. Si P est une matrice monoergodique, ses matrices limites au

sens de Cesaro et d'Euler existent, colncident et sont régulieéres.

L'existence et 1'identité des 2 matrices limites sont des résul-
tats classiques (cf. fﬂ]. De plus si Q = xI + (1-k)JP , K :]0,1[,
alors q,, = k + (1-k)p,, (ol qg,. et p,., dont des éléments diagonaux dc §
ii ii ii ii
et Pl. =— 94 0 Y i=1...N,
donc @ est réguliére et par conséquent Qn CONVerge vers

M1 = lim Ces(P"), matrice stochastique, & lignes identiques.
n-»co

Remargue. Soit I le vecteur ligne commun
Mg = M =1 [KI + (1-KIP] = (1-K0P= (1-K)T =3TP = T
Mais ce résultat ne préjuge en rien, bien centendu, quant & 1'unicité et 1s
caractére "limite” de 1 relativement & ® {en particulier si P est cycligue].
Considérons maintenant une chd@ine non homogéne telle guc nous

1’avons définie dans § 3, chapitre I : il n'est pas nécessaire gue les dif-

férentes politiques admettent des matrices de transition comportant les



mémes classes ergodiques.

§ 2. OPTIMISATION DES GAINS PAR LA METHODE ITERATIVE.

2.1, Détermination des valeurs asymptctigues.

/o

Solent Mg = | g; | ot st1lg + Mo - ' t, |
\ ; \
\ B/ Ey/
alors ti[k) = kgi + ti 1= 1,..N.
Or comme dans le chapitre I , § 2 :
N
= L
tylke1) =g+ 2 py £ (K

et en utilisant les valeurs asymptotigues des ti[K)
N
(k+1) g * t, =q, + .%, p,. (kgj + £.)

i i j=1 71ij 3
ou
N
klg, = Z p.,g.) +t, +g, -q, - . L p.t,=0
B1 T3 Pig B TR T BT T s Py Yy
relation vérifiée pour tout k, donc :
, N i
= I i
3 €1 % 321 P15 &y | (1)
\ j _
l | " : i=1...N
Y = Z :
l ti tg=agyt 54 pij tj ; (2)
]
soit matriciellement
1 T |
Sg = Pg C1) tr (I-P] g =0 i
i | ,

i ou
(t +g=qg+Pt | (2)

s

Mais (1) = g est vecteur propre relativement a la valeur propre



1 pour la politique asymptotique ; puisqgue 1l'espace propre relatif a 1 a
pour dimension l'ordre de multiplicité r de 1, le systéme linéaire (1) et
{2), 3 2N équations scalaires. est de rang 2N-r. Il dépend de r arbitraires
par exemple, r valeurs ti prélevées chacune dans une des r classes ergodi-
gues, et que nous égalerzns a 0.

Nous retrouvons, en définitive, le cas déja 2tudié dans le chapi-
tre I, § 4, ol dans une classe ergodique, il suffit de comparer les valeurs
ti & 1’une d’entre elles : pour le probléme asymptotique qui nous intéresse
cette comparaison est suffisante pour nous permettre de choisir une politi-
que & longue #chéance puisque le séjour dans une classe transitcire est
"probablement” fini et suivi d'une entrée dans une classe ergodique d’ol

le processus ne sortira pas.

2.2. Mechode itérative pour le choix d'une politique.

Notre but est d’'améliorer ti[K+1] apreés avoir optimisé a chague

étape tj[K]. Dans 1l’expression ti(k+1] pour la politique di[k] :
di[k) N d, (k)

1
a, + Lop

: ey £

remplacons tj(k) par sa forme asymptotigue : K gj+tj. Il vient

d, (k) N d, (k) N d, (k)
i i i

% z
9" *KgIq Py Bt ogsqPiy

et nous rendrons optimum cette expression, pour k suffisamment grand, en

maximisant le coefficient de Kk soit

)
L,opyy B

J

Si 2 politiques conduisent & la méme valeur f(i), il est néces-

saire de choisir celle qui rend maximum la 2&me partie de 1'expression
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donneant tj(K+1J, a4 savoir :

g (k) N 4K
Z —
9 Ty Piy o F

“

Nous adopterons alors de nouveau la méthode itérative :

i Etant donnée une politique A admettant T classes ergodiques

l

1° résoudre en gy et ti les 2N equations :

g; = ? A
i - n..
3=1 P13 83
N |
= P T A
tl * gy qi * j=1 pij tJ

Ta va.eurs ti prélevées chacune dans une classe ergodique sont

nulles,

On trouvera g? et t? i=1...N

2° Pour chaque état, rechercher la décision maximisant :

z pi; ge . di appartient & 1l’ensemble Si des décisions possi-
i bles en i.

i Bi A d
Soit Bi telle que : I pij gj-i p.. g

{en cas d’ggatité utillser le test : g

Arreter la méthode dés quc la méne décision apparaitra 2

fois consécutives pour tous les états.

e et e ot emtm i e e i = i i)

Proposition. La méthode itérative conduit en un nombre fini de cycles au

vecteur décision limite.

2.3. Lemme 1. Socient 2 politiques A et B obtenues consécutivement dans

cet ordre per la méthode itérative. Alors*gB_g gA.




Le cheix de la politigue A précéde le calcul des valaurs afféren-
tes 4 A : t, et g?. Dans la phase test sulvante, supposons gque nous ayons

opté pour la politigue B. C'est donc que

N N
g, = b p?. gé - L pé. gé > 0
i 3=1 713 73 3=1 713 ") -
C A _ B .5 A_ A A LA
ou que sl e, = 0 : di =qg ¢ 3 pij tj (qi + I pij tj]'3 0

Comparons les valeurs By et ti obtenues aprés choix des politi-

ques A et B. Elles satisfont aux systémes linéaires suivants

(gA=z /\gA
sy i i T1ij =3
politique A { A JA J AJ : A A A o
\gi + ti = ay + 3 pij tj ti=D pour rA indices
(g2 =L p’ ¢
politique B | ; 5 + BJ LB .8 5
{ g; * t; = 9y + j pij tj ti=0 pour rB indices
meors g8 - ¢ =1 pB gB o A Al Lz B Bl A
0TS By T By T3 Piy By T 7Py By T 5T 5 Pig By T By
ou
B B |
= z & SN iro= ]
Agi €i+jpij xgj’<__y Ag € + Ag (3]
i=1...N {
et de méme
B B A 8 B A
t7 - = L po. T~
gy * [gl + ti] 61 + 3 le (tJ tJ]
ou
A + At, = 8, + L B AT i <« §A + At = 6 + PB At“' (4)
g4 5 it g Pi; jj'—-,!g |

La relation (4) est identique & l1a rslation (2) de § 2, 1 (page
5). Par contre, la relation (3) différe de la relation (1) du § 2-1 par la

présence inoppertune de €. Interprétons cette relation (3).
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La politique B est par hypothése représentée par une matrice de
transition pP dont le nombre de classes ergodigues est r = ry (rB.S NJ.
PB pourra donc se mettre sous la forme suivante, tenant compte de

ses classes ergodigues et transitoires

’ , : N\

/ E, 0 0 VMON_ \
; 0 E, ;0 ¢ 0 \ Certains éléments des matrices
| = - ——

PB = | ! } rectangulaires Ti (i < r+1)
N G S } -
\ 0 o E. 0 ] sont différents de O
SUST US § - el
\\T1 T2 : 'Tr Tr+1 /

Opérons le méme découpage sur les vecteurs Ag, At, e , ¢ , &N

composantes Agi, Ati, €., 6,, 1 = 1...N et notons

i’ i
' \\ c . 6 A\
/ Be8 ) [B4% 715 "
I A \. / . \ Jo . !
l 2g \ i . 3 u "
; ‘; IR l : P
R B e S A A
? } : ‘
w\ Arg ; ‘\ Art / \ r€ !} -'!-"6
! i \ {
\Ar+1g/ \Ar+1tt \r+1e/ \r+16/

Par exemple, le vacteur Aig ast le vecteur d'écart de gain rela-

tif a la i®M€ glasse.

Soit T= (1120 ... 1 ™M) 1e vecteur dont chague élément ost
un vecteur ligne extrait des vecteurs lignes de la matrice M? = lim (PB)n
n

( = 1dm Ces[PB)n cf. p. 37. ). *1 sera lg vecteur stochastique ligre, ex-
n

trait de Mi’ limite de Ei {ou de 5} = kI + [1-k)Ei) (il est le méme d'ail-

leurs pour tous les éléments d'une méme classe ergodique), si le processus



est parti d'un état quelcongue de la iBMe classe ergodigue. On a donc :
nemE, (cf. théo. 4, § 1).

r+1 . . .
I sera nul puisque tout. départ d'ume classe transitive con-
duit & une transition dans une classe esrgodique.

Les équations (3) et (4) prennant la nouvelle forme :

(3)( 5[31] Aig = ii: + Ei Aig i=1...7
s - r+1
A R L L T %8
! - 3 = H
(4) s E(41] Aig + Ait 16 + Ei Ait i=1...r
i ! - T+1
1[42] Breg8 * Bnqt = r+16 v k§1 Tk AKE

Multiplions (3}) & gauche par i
i i i ! i
it Aig = "1 j€ % I Ei Aig = "1 € ¢ I Aig
===y Il ;€ = {0 i=1...7
or 1 en tant gue vecteur limite d’une chaine réguliere n’a pas d’élément
nul = .e =0, i=1...t

0 pour tous les états des r classes ergodiques.

\\u/
™
1]

i
I1 s’ensuit que, pour tous ces états, notre décision permettant
l1g choix de Bi (décision relative & i’état 1) au lieu de Ai provient du
28Mme test : celui des valeurs et non  celui des gains.
Les équetions (3)) prennent la forme :
i
b.g = E. Ag
18 1 548

- Or de telles équaticns vectorielles, ol Ei est matrice d'une chaine



ergodigue réguliérs, admettent la solution
A, g, = 0 cu bien Ai gj = Y 3 ensemble des indices de la
i8me classe.
En effet, 1'éguation vectoriells
n . n
Pv = v o3P v=yv =(1lim P ) v=MN = v

ol limite a le sens ordinaire de Cesarc et ol M a ses lignes identiques
=3 V & ses composantes égales,

Ainsil pour taus les états d’une méme classe ergodique. on obtient
lg meme acrroissament de gain en préférant B a A.

Remarquons alors que dans [4%] :

i

Ma,g+ Mo t="1 68+ (CTED AL
1 1 1 1 1

=i setna
1 1

R & i
mais T Aig = 70 Ei A.g

i Aig
==zd ‘Aig = "N ,86.
Or B préférée a A

== id_z 0 pour toutes les classes ergodiques,
et .e = 0 J

i
donc Aig a toutes ses composantes positives ou nulles (& moins gus A et B
ne soient équivalentes i.e. que ié = (3}, Nous allons fournir 2 conditinns

suffisantes d’amélioration stricte du gain pour tous les états des classes

grgodigues par la méthode itérative.

Cas particuliers. 1) Remarquons gue si toutes les politiques admettent les

mémes r classes ergodiques

N
I A o - T A
=1 P13 B3 7 53, Pig B

g; %

i j=1 p
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ou J. est |'ensenble d'indices relatif aux états de E.. Et de nénme :

A £ A+
A y A
Ze. .+ ., p. g
La politique globale A est deconposable en décisions indépendan-
teSA))«A
"=V pour les r classes ergodiques et en une décision A,.,| (dépen-

dant par contre des valeurs t" et trouvés lors de |'optimsation des
val eurs tests des classes ergodiques].

Ainsi pour optimser globalenent |e processus, il suffit d' opti-
m ser séparénment |es r sous-processus ergodiques fournissant JM+,. . +J" com

posantes dans |e vecteur décision asynptotique.

Nous savons alors (cf. chap. I, 5 4, lemme 1) que :
Si E...E sont réguliéres alors i
1 r !
Ag > G -1 .,

|
Sil existe i tel que E* soit réguliére alors :
A.>0

2)Si toutes les politiques n'admettent que des classes ergodi ques,

la fonction gain est strictement croissante d' un cycle au suivant.
En effet, si Best une politique préféerée a A lors dun cycle :
=0 pour tout i

A6 >0 pour au nmoins un indice

B A
~oag > 00 g >0

b) Anélioration des sains des états transitoires.

Les équations (3") s'écrivent
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r

- = z
(Ir+1 Tr+1) Ar+‘.g r+1€ * k=1 Tk Akg

Or la valeur propre 1 (d’aprés § $, théoreme 3) n'étant relative qu'aux

matrices ergodiques :

s r' 2

' - est inversible et
r+1 r+1

r
- - =1 ey I
Brag® = pag 7 Tragd o Loq® ¥ g T 4480
! : - -1 275
On montre ([5]) qu'une matrice telle nque (Ir+1 Tr+1] a tous ses éle

ments positifs ou nuls. Cependant, ancunede ses lignes ne peut &tre iden-

tiguement nulle. (Ir+1 - Tr+1 est une application réguliére).

Nous savons de plus que r+1€ a tous ses éléments non négatifs et

qu'il en est de méme pour Tk at Akg {(pour kK = 1...r}. Donc Ar+1g a tous
ses &léments non négatifs. Précisons

- 81 pour une seule classe ergodique ,8 > 0 alors Aig > 0 et les états

i

&Ne lasse ergodique pouvant Stre atteints & partir des états tran-

de la i

sitoires le vecteur Ti Aig gst positif ; par conséguent Ar+1g > 0 {au moins

‘s B A
une de ses composantes est positive) donc g > g .

- Si pour toutes les classes ergodiques id = 0 donc Aig = (0 alors

Ar+1g = [Ir+1 - Tr+1) r+4°"

3i le premier test a suffi pour choisir B, alors req€ @ 8 moins

une composante > 0 et gB > gA.

Si le 28me test est nécessaire ( z 0), on ne peut pas con-

€

r+1

clure. (a8 moins g.e cette éventualité soit absurde de qui entrainerait le
A,

choix de B par 1er test d’ot gB >g .

Remarque. Dans 1'hypothése 1) du a) précédent
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B

T

4 T g >0 =4 ,,830

K

et par conséguent gB > gA. Autrement dit, la méthode itérative améliore

strictement les gains.

~

2.4. Lerme 2. La méthode itérative conduit & la meilleure politique

(autrement dit., il n’existe pas de meilleure politique de gains que la po-
litique asymptotiquel.
Soit A la politique asymptotigue et supposons qu'une politique B
conduise a un meilleur gain, dans un état guelconque k, gue la politique A.
Alors A étant politique asymptotique :

" 5 a_ ¥ a

A
= - <
[ 17 1=1 P13y & 3= 0

i=/| pij g-
1 sie, =0 alors §, <O
i i-—
Mails si Kk est un état ergodique :
h

Akg = "1 Kd, relation dans laguelle Akg a ses éléments > 0 par hypothese,
alors que kG a sss composantes < 0, ce quil est incompatible.

51 k est un état transitoire :

P r

= - I
Ar+’lg (Ir+1 Tr+1) [r+1€ ¥ 1 Tp Apg]

prouve que e et Apg ayant leurs composantes < 0, Ar+1g a tous ses &€lé~

T+
ments non positifs, ce qui est encore incompatible avec Agk > 0.
Ainsi B ne peut conduire & de meilleurs gairs quels que soient

les états,

Démonstration de la proposition. Dans le cas ou la fonction gain sst

-

strictement croissente, la démonstration est identigque & celle du chapitre

1, § 4.
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