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DECOMPOSITION HARMONIQUE DES FONCTIONS ALEATOIRES

STATIONNAIRES DU SECOND ORDRE

I - Définitions et premiéres propriétés (1] chep X

- Une covariance qui ne dépend que de la différence se
ses arguments est dite stationnaire :
r(t, t =%) =C(v)

C(v ) est appelée fonction de corrélation.

- Une fonction aléatoire X(t) est stationnaire du 1° or-
dre si E(X(t)) = m oll m est indépendant du temps.
- Une fonction aléatoire est stationnaire d'ordre 2, ou

stationnaire au sens de Khintchine si les propriétés suivantes

sont vérifiées :

(1) Elle est stationnaire du 1° ordre.

(2) Elle est de covariance stationnaire.

(3) X(t) est continue en moyenne quadratique.

Remarques: la propriété (3) est équivalente & la suivante : la
fonction  (t, t') est continue en tcut point de la diagonale A
(d'équation t' = t),

Si on suppose que la covariance est stationnsaire :
Tty t') = C(t = t")
la continuité de I sur A est équivalente a4 la continuité de la
fonction C en O,

On peut donc remplacer les propriétés (2) et (3) par la suivante :

1a fonction aléatoire X(t) est & fonction de corrélation continue

en O,



La continuité en O entraine d'asilleurs la continuité sur R car la
continuité de N sur A entraine la continuité sur R x R.

Remarques sur la fonction de corrélation :

Clu) =r (¢t +u, t)
F étant la covariance de X(t) est une fonction de deux
variables, de type non-négatif.,
Rappelons ce que cela signifie.
Pour tout nombre entier n, pour toute suite TnC[R et pour
toute fonction h définie sur T, ona:

= b r(u. V) h(u) B(V)ao.
ueTn ve Tn

Donc pour la fonction de corrélation nous avons les iné-
galités suivantes :

bl = Clu = v) n(u) h(v) = o.
ue Tn ve Tn

Elles expriment que la fonction de corrélation est une fonction

définie non-négative sur R (définition dans (3] P. 206)

Théoreéme de Bochner (3] chap. IV § 1k,

Une fonction g sur R est définie non-négative et continue
i et seulement si c'est une fonction caractéristique, c'est-d-dire
s'il existe une fonction G non décroissante continue & gauche et
ornée telle que : g(u) = f 1% g G(x)

Donc si X(t) est une fonction aléatoire stationnaire du se=~
cond ordre il existe une fonction de répartition G(s) bornée telle

ei(t - t')s

que F(t, t') = / d G(s).

On peut alors associer & G(s) une fonction g(s, s') & va=



riation bornée telle que C(t, t') =J'J‘ei(ts - t's') da'g(s, s')
Cette fonction g est particuliére : c'est-d-dire une constante
d'addition prés la covariance d'une fonction aléatoire x(s) orthogo=-
nale & ses accroissements. C'est ce que nous allons étudier mainte-

nant.

II - Fonctions aléctoires & accroissements orthogonaux [3]p. 4T79-481

Définition 1 : Une fonction aléatoire x(t) définie sur R est & ac-
croissements orthozcnaux si quels que soient les intervalles dis-
joints [a, 9) et [a', b')
E x[a,b) X[a',1') =0
On pose x [a, &) = x(b) - x(a).
Propriété 1 :
E(x [a, b)l2 est alors une fonction additive d'inter=-

valles, On peut l'associer & une fonction F(t) en posant, pour

a fixé : F(t') = E \x (a, t.')]2 Si t'> a

Elx (t, a)l > Sit¢ a

=F(t)
En effet si (a, b) et (&', b') sont disjoints

Elx [a, b) ¥ x ra', b')|2 =E \x [a, b]|2 + E |x [a', b')|2
En particulier pour a<b«c

E)x fa, b)|2+ E | x b, c)|2 =E(lx [a, c)|2.
Par suite pour t'st ona : E |x [t, t") ]2 = F(t') = F(t)
Propriété 2 :

Si la fonction aléatoire x(t) & accroissements orthogonaux
a ses moments du seccud ~rdre bornés on peut la prolonger & ﬁ par
continuité : x(+= ) = lim x(t)

t— +e0
Me Qo



On utilise le fait que la fonction F(t), définie ci-desus,
non décroissante, est bornée.
Propriété 3.

Sous les mémes hypothéses que pour la propriété 2 la fonce
tion aléatoire x(t) est décomposable en somme de 2 fonctions aléa~
toires & accroissements mutuellement orthogonsux :

x(t) = xd(t) + xc(t)
xd(t) est une somme de variables aléatoires orthogonales (conver=-
gente en m. Q. quand elle est dénombrable)
X, (t) est continue en m. Q.
t'>t : Eiy (to t‘)|2=Fd(t') - Fd(t) Efx I, t‘)|2=Fc(t') - Fc(t)

Fd et Fc sont les parties respectivement purement discon-

tinues et continues de F(t).
Définition 2
B Une fonction aléatoire définie sur R, de covariance g(t,t'),

est orthogonale & ses accroissements si :

pour t<t' E x(t)(x(t') - X(t)) = O,

ou g(t, t') = g(t, t)

Posons alors g(t, t) = G(t). Il en résulte G(t)» O et par

suite, pour t 2t' : g(t, t') glt'y, t)

done S(tn t') g(tg t) = S(t': t) = G(t)
et E\x [t, t')|2 = G(t') - G(t)
La fonction G(t) est positive non décroissante.

I1 est immédiat que la définition 2 peut €tre remplacée par la

suivante :



Définition 2°',

Une fonction aléatoire définie sur R, de covariance g(t,t'),
est orthogin+le &4 ses accroissements, s'il existe une fonction G(t)
positive non décroissante telle que pour t £t' g(t, t') = G(t).
Propriété U,

Une fonction aléatoire orthogonale & ses accroissements
est a4 accroissements orthogonaux.

Soient [a, b) et fa', b) deux intervalles disjoints, par

exemple acsbga'¢d'

E x [a, b) X [a', b") E x(v) X [a', ') - E x(a) x [a', DY

=0
Propriété 5.
[ Une fonction aléatoire x(t), & accroissements orthogonaux

sur R et moments du second ordre bornés, peut &tre rendue orthogo=-
nale & ses accroissements par un changement d'origine de ses va=

leurs aléatoires,

D'aprds la propriété 2 on peut prolonger x(t) & (R. Posons
E(t) = x(t) = x(~w)
pour t¢t' E g(t)[‘g(t')-i(t)]

E (x(t)=x(= @ )1Lx(t")=x(t)]

=0

car les intervalles [-= , t) et [t, t') sont disjoints.
Propriété 6.

Soit x(t) fonctisn aléatoire orthogonale & ses accroise
sements, g(t, t') sa covariance et G(t) la fonction positive non

écroissante telle que G(t) = g(t, t).



Lfacecroissement Ay ‘fk g(t, t') de la covariance, sur le rectangle

J=(t, t' ; t+h, t'+k), est &gale & son accroissement sur le carré

dont une diagonale est la partie de A (t = t') qui appartient & J.
<
En particulier : 1°) = A, 4y glt, t'") =0sidna=¢

2°) - sur le carré (t, t ; t', t') 1l'accroissement

est G(t') - G(t)

(o]
En effet : si JNA = ¢ les intervalles (t, t+h)
et t', t'+k sont disjoints

[+
- SiJna # ¢ il n'y a qu'a décomposer

(kak) (k *,ka, / )
J en la réunlion de rectangles ne cou=-
pant pas & et d'un carré dont une dia-
{l», Ceh V) gonale appartient & A .

III - Décomposition harmonigue [3] p. 482-L8L

Lemme 1,
i Soit x(s) une fonction aléatoire du second ordre orthogo-
nale 4 ses accroissements et soit G(s) = E |x(s)} 2 (fonction sup=-
posée bornée),
La fonction aléatoire du second ordre X(t) est telle que :

X(¢) =S eits dx(s) iemeqe
si et seulement si sa covariance r(t, t') est telle que

ei(t - t')s d G(s)

|~ (t, t') =4



Démonstration :
- Si X(t) =J’eits dx(s), x(s) étant orthogonale & ses accroise-
sements alors E(X(t) f(t') = E(j‘eits dx(s) J‘e-it's' dx(s'))
=fle i(ts - t' s') dd' g (s, s')
avec les notations utilisées jusqu'a présent, g(s, s') étant la
covariance de x(s).
Cette intégrale double existe (critére d'intégration en
moyenne quadratique).
Considérons seulement les subdivisions S réalisées au
moyen de subdivisions égales sur les deux axes : Ss et SS,
et cela pour tout carré Jgrant une diagonale portée par A(J=(a,a;b,b)
La limite des sommes de Riemann
relatives & ces subdivisions
(en prenant somme norme : |S| = \Ssl ) existe et c'est l'intégrale
double ci-dessus.
Soit ~Ss=(a=s°<o-J_LSl see L850 Sj+l oo z.sn=b) (S| =supis.  ~s.|

PRt L N
i(twj-‘b'a' )

! = 1 3 <. k 1
Done r(t, t') = lim lim T xe A&Askg(sj, sk)
a—>-e {5 |—>0 J
b—d+e
onpose &§. =8.,. = 5.,
P J J+l J

Or si j #k Aé:j A'Sk g(sj, sk) =0
et si j =k A£ A g(sk, sk) = G(sk-i-l) - G(sk)
k gk

: -t
Par suite rF(t, t') = lim 1lim 51’;' el(t v )rk (
e (G(s
b4

)-G(s.)] &
lSslﬂO k+1 k



i(t - t')

Cette limite existe et c'est [fe ®a G(s) car la fonction

ei(t - t')s est une fonction continue et bornée de s, et G(s) est
une fonction monotone & variation bornée,

Supposons qu'il existe une fonction aléatoire x(s) de covariance
g(s, s') = G(s) bornée, telle que (t, t') =.I'ei(t - t')s d G(s).

i{ts -~ t's")

1'intégrale double Je dd' g(s, s') existe car

s - tlat . .
el(ts t's') est une fonction continue et bornée de (s, s') et
g(s, s') est une fonction & variation bornée.

i(ts=t's')

Le calcul précédent montre que f (t, t')=ffe dd'g(ss'

Donc X(t) =,feits dx(s) d'aprds le théoréme du paragrephe III
@écomposi tion harmonique des fonctions aléatoires).
Lemme 2,

Etant donnée une fonction positive non décroissante G(s)
il existe une covariance g(s, s') telle que pour s 4 s' g(s,s')=G(s)
En effet il suffit de démontrer la propriété caractéristique des
covariances : pour tout entier n
pour toute suite Tn de n nombres réels et pour toute

fonction h définie sur Tn

s s &lu, v) h(u) hiv)=o0.
u eTn ve Tn

Dans le cas présent on démontre ceci par récurrence.

Pour n = 2 : Soit T_ = fu, v§ avec u<v

g(u,u) hlu) hlu)+glu,v) hlu) h(v)+g(vsu) blv) h(u)+glv,v) h(v)12
= 6(u) 1h(u) + B(v)1Z + [6(v) = G(wW] 1n(v)} 2

> G(u) | h(u) + h(v)1 2 5 o.



5i pour n=1 et T ., = itl. ty eeo b 13 tiet,

1
5 ox, & v M) B0 > ety h(u) [2
4& ha1 “ETn—l ueTn--l
alors pour n et T = {to, tis by oo t 03 toety e

s 5 &y) @ h) 26t N n@)i?

ueT ve T uwefT
n n n

Lemme 3.

Une covariance (t, t') est telle que

F(t, t1) =feilt = t")s

d G(s) ol G est une fonction positive non
décroissante & variation bornée si et seulement si elle ne dépend

que de t -~ t' et si elle est de plus continue sur R x R,

e

Cele résulte immédiatement du théoréme de Bochner rap-
pelé ci-dessus (paragraphe I)

Théoréme de décomposition harmonique.

-

Une fonction aléatoire du second ordre sur R, X(t),a une
décomposition harmonique orthogonale X(t) i//reits dx(s)

ou E(x(s) x(s')) = g(s, s') = G(s) pour s s' avec var, G +
Si et seulement si elle est continue en moyenne quadratique et

stationnaire du second ordre,

La covariance se réduit alors & une fonction de corréle-
tion r(t + u, t) = C(u) = J'eius dG(s)
Corollaire

Une fonction aléatoire X(t) stationnaire du second ordre
et continue en moyenne quadratique est décomposable en deux pare-

ties stationnaires du second ordre et mutuellement orthogonales



X(t) = Xd(t) + xc(t)

et Xd(t)=,/‘eits ax,(s) X, (t) s eits ax _(s)s

(La premiére intégrale se réduit d'ailleurs & une somme convergent

en moyenne quadratique).

Ceci résulte de la propriété 3 paragraphe II,
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