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LA R-ÉQUIVALENCE SUR LES GROUPES ALGÉBRIQUES
RÉDUCTIFS DÉFINIS SUR UN CORPS GLOBAL

Philippe GILLE

La R-équivalence est une relation d'équivalence sur les points rationnels d'une
variété algébrique introduite par Manin [Mn]. Soit X/A une variété algébrique définie
sur un corps k. La R-équivalence est la relation d'équivalence sur l'ensemble des points
rationnels X(è) de X engendrée par la relation élémentaire suivante : deux points x etjy
de X(è) sont dits directement R-équivalents s'il existe une è-application rationnelle y
de la droite projective P^ dans X, définie en 0 et 1, et telle que <p(0) = x et 9(1) ==jy.
Le résultat principal de ce travail est le théorème de finitude suivant :

Théorème B. — Soit G un k-groupe algébrique réductif défini sur un corps global k. Alors
l'ensemble des classes de R-équivalence de G (K) est fini.

Ce résultat et le chemin pour y parvenir sont conformes à la philosophie de la
théorie de la descente sur les variétés rationnelles de Golliot-Thélène et Sansuc [CTS3].
Les ingrédients arithmétiques de ce théorème sont le cas des tores déjà démontré par
Colliot-Thélène et Sansuc [GTS1], un principe de Hasse de Kato et Saito [KS] et un
théorème « ergodique » de Margulis [Ma] traitant le cas d'un groupe semi-simple sim-
plement connexe. Pour démontrer le théorème B pour un groupe semi-simple, il est
donc naturel d'étudier le comportement par isogénie de la R-équivalence. Le point
clef de cet article est de montrer que le comportement par isogénie de la R-équivalence
est lié à la question suivante purement algébrique : Soit À : G -> G une isogénie centrale
de groupes réductifs connexes définis sur un corps k et soit L/A une extension finie de
corps. Existe-t-il un principe de norme pour le groupe abélien G(è)/X(6(è)), i.e. existe-t-il
une application norme naturelle N^ : G(L)/X(&(L)) -> G(è)/X(G(A))? On donne dans
la section II une réponse partielle à cette question.

Théorème A. — Soient À : G —^ G une k-isogénie centrale de groupes réductifs connexes
définis sur un corps k, de noyau le k-groupe commutatif fini [L et L/è une extension finie de corps.
Soit R(A, G) C G{k) le sous-groupe (normal) des éléments ^-équivalents à e. Notons
NL/Ĵ  î H (̂L, pi) -> îî^(k, ̂ ) la corestriction de L à k et ^ : G{k) ̂  îî^{k, ̂  l'appli-
cation caractéristique associée à À. Alors, on a

N^(<pi.(R(L,G)))C9,(R(^,G)).
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En particulier, on obtient ainsi une nouvelle démonstration du principe de norme
de Knebusch sur le groupe engendré par les valeurs non nulles d'une forme quadratique.
On donne une seconde application de l'étude des principes de norme qui est la preuve
uniforme (§ IV) du théorème suivant, où les cas des groupes exceptionnels Eg et Ey
sont nouveaux. L'ensemble S (G) des entiers de torsion d'un groupe absolument presque
A-simple G a été défini par Serre ([Se2] § 2.2).

Théorème G. — Soit k un corps. Soit G un k-groupe algébrique connexe, semi-simple, abso-
lument presque k-simple d'un des types A^, B^, G^ D^, Eg ou Ey. Soit (AJA),^_^ une famille
d'extensions finies de corps dont les degrés sont premiers à P ensemble S (G) des entiers de torsion
de G. Si les groupes G^ sont déployés (i = 1, . . ., r), alors le groupe G^ est déployé.

Ge travail est issu d'une thèse de doctorat réalisée sous la direction de Jean-Louis
Colliot-Thélène. Je le remercie vivement. Je remercie aussi M. S. Raghunathan et
A. S. Merkurjev pour l'intérêt qu'ils ont porté à ce travail.
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0. Notations et rappels

Soit k un corps et k une clôture algébrique de k. On rappelle qu'une A-algèbre
étale est une A-algèbre finie, qui est un produit d'extensions de corps séparables de k.
Si P est un polynôme séparable de k[t], on note Ap l'algèbre étale Ap = A[^]/P.

0.1. Droites affine et projective. — On note A^ (resp. Pj^) la droite affine (resp. pro-
jecdve) et k{t) le corps des fonctions de la droite projective. On note oo le point fermé
à l'infini de P^. Si M est un point fermé de P^, on note 0^ l'anneau local en M, Ô^
son complété, K^ le corps des fractions de Ô^ et A (M) le corps résiduel de 0^. On
note Y] : Spec(A(^)) ->P^ le point générique de la droite projective.

0.2. Soient X une variété algébrique intègre définie sur k. On note X(A)
l'ensemble des A-points rationnels de X. Si L/A est une extension de corps, on note
X^ = X Xspec(jfc) Spec(L) l'extension des scalaires de X à L et X = X^. On dit que X
est A-rationnelle si X est A-birationnelle à un espace affine. Soit Y une variété algébrique
définie sur L et supposons que l'extension L/A est finie. On note alors R^ Y la restriction
des scalaires, à la Weil, de L à k de Y (cf. [BLR], p. 191).
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0.3. Cohomologie (cf. [Mil], [SGA3], [SGA4]). — Soit X un schéma quasi-compact.
On considère sur X les sites X^,, X^ et X^. Si ^ est un faisceau de groupes abéliens
sur X sur un site y, on note H^(X, e "̂) le z'-ème groupe de cohomologie de ^r. Si
X == Spec(A), on écrit parfois H^(A, e^) au lieu de H^(X, J?'). Enfin, la cohomologie
étale étant la plus utilisée, on pose H^X, ̂ ) == H^(X, ̂ ). Soit G un X-schéma en
groupes, plat de type fini. Suivant la définition de Demazure [Dm], on dira que G est
un X-schéma en groupes semi-simple (resp. réductif) s'il est lisse et affine sur X et si
ses fibres géométriques sont des groupes algébriques semi-simples (resp. réducdfs)
connexes. On prend les mêmes notations pour la cohomologie non abélienne que pour
la cohomologie abélienne (définie par le procédé de Cech). Rappelons que si G/X est
affine, l'ensemble H^(X, G) classifie les torseurs sur X sous G (cf. [Mil], p. 120),
et que si G/X est lisse, l'application naturelle H^X, G) -> H^(X, G) est bijective
(cf. [SGA3], Exp. XXIV).

On sait que la cohomologie galoisienne sur un corps k [Sel] s'identifie à la coho-
mologie étale de Spec(A).

0.4. Groupes de type multiplicatif et normes. — Nous renvoyons aux exposés IX et X
de Grothendieck dans [SGA3] pour les définitions et les propriétés des groupes de type
multiplicatif. On note G^ le groupe multiplicatif Spec(Z[^, r1]). Pour tout entier n ̂  1,

on note ^ = Spec (,n _ J le groupe multiplicatif des racines w-ièmes de l'unité. Un

X-tore T est dit quasi-trivial s'il est isomorphe à un tore Rx'yx <^ où X' -> X est un
morphisme étale fini. Soit S un X-groupe de type multiplicatif. On note S (resp. S°)
le faisceau des caractères (resp. co-caractères) de S pour la topologie fppf défini par
S(U) = Hom^_^(S^, G^) (resp. S°(U) == Hom^_^(G^^, SJ). Rappelons que le
faisceau S est représentable par un X-schéma en groupes et ainsi l'accouplement
S X S ->G^x induit une dualité parfaite entre les X-groupes de type multiplicatif
de type fini et les X-groupes constants commutatifs tordus à engendrement fini (loc. cit.^
exp. X, § 5).

Si [L désigne un X-schéma en groupe fini de type multiplicatif et n un entier satis-
faisant (JL" == 1, on note (JL(— 1) le tordu à la Tate de (JL, i.e. le faisceau pour la topologie fppf
sur X défini par p.(— 1)(U) == Hom^j_g,.(^ ̂ , ̂ ), qui ne dépend pas de l'entier n.

Le but de la fin de ce paragraphe est de construire, quand la base est un corps,
des morphismes de normes pour les groupes de cohomologie plate des faisceaux repré-
sentables (en particulier pour les groupes de type multiplicatif). Plaçons-nous tout
d'abord dans le cadre suivant. Soient/: Y ->X un morphisme fini localement libre
(X connexe) et G/X un schéma en groupe commutatif. Selon Deligne ([SGA4], exp. XVII,
6.3.13.1, 6.3.14.û), il existe un morphisme trace

Tr,://*G->G,

qui est un morphisme de faisceaux sur X .̂. On ne sait pas en général définir des
morphismes de normes pour les groupes de cohomologie pour la topologie fppf, même en

26
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degré cohomologique 1. En effet, le morphisme naturel H^X,/,/* G) -> H^(Y,/* G)
n'est pas toujours un isomorphisme ([SGA3], exp. XXIV, § 8.5) et on ne peut donc
pas prendre son inverse. Toutefois, si X'/X est un morphisme fidèlement plat et de
type fini, l'adjonction donne lieu, pour i ̂  0, à un isomorphisme des groupes de coho-
mologie de Cech ^ : H^X'/X,/,/' G) -^H^^Y'/Y,/* G), où Y' désigne le produit
fibre Y X^X'. On note (Tr,): : H^X'/X, /,/* G) -^Ô^X'/X.G) et on définit
le morphisme de norme

NY x == (Tr,): o (^)-1 : H^Y'/Y,/- G) -> fi^(X7X, G).

Considérons maintenant le cas X = Spec(A), Y == Spec(L) où L/A est une extension
finie de corps, et X' = Spec(A). On sait que H^(A, ̂ r) = 0 pour i ̂  1 et pour tout
faisceau y sur X^ (cf. [Mil], exemple 3.4.^, p. 112). Par suite, on a bien défini
des morphismes de normes N^ : H^(L, G) -> H^(A, G) pour tout schéma en
groupe commutatif G/A.

0.5. Flèches résidus (cf. Appendice B). — Soit K un corps complet pour une
valuation discrète normalisée, i.e. à valeurs dans Z (surjectivement), et d'anneau de
valuation 0 d'idéal maximal Ht, de corps résiduel k == 0/m. Soit (JL un 0-groupe de
type multiplicatif fini. Il existe une application naturelle appelée flèche résidu,
0 : H^(K, (A) -> {ji(— 1) (À) telle que l'on ait la suite exacte

0 -> H^(0, (x) ^ H^(K, pt) ̂  (x(- 1) (A) -^ 0.

Pour pi = (Ji^ o, la suite ci-dessus n'est pas autre chose que la suite

1 -> O^O^ -> K^/K^ -> Z/nZ -> 0.

Si [L un A-groupe de type multiplicatif fini, les flèches résidus induisent une suite exacte
de localisation

0 ̂  H^(è, (x) -> H^(^), (x) ̂  © (x(~- 1) (A(M)) ^^t (x(- 1) (A) ̂  0,

où M parcourt les points fermés de la droite projective P^.
Soit c e H^è^), (A) comme ci-dessus. Si ^(c) est non nul, on dit que le point M

est un pôle de <:, sinon on dit que c est régulière au point M et on peut alors spécialiser c
en M obtenant c(M) e H^(è(M), pi) (cf. [Sel], p. 120, pour le cas où l'exposant de p.
est premier à la caractéristique de k).

0.6. Groupes algébriques (cf. [Bo], [Sel], [Tl], [PR]). — Soit G un A-groupe algé-
brique linéaire. Par souci d'harmonisation avec [Dm], on dira que G est semi-simple
(resp. réductif) si G est semi-simple connexe (resp. réductif connexe). Si H/A est un
sous-groupe algébrique de G, on note Zo(H) (resp. No(H)) le centralisateur (resp. le
normalisateur) de H dans G. On rappelle que l'on peut associer à un groupe réductif G/A
la A-variété X des sous-groupes de Borel de G, qui est une variété projective lisse et un
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espace homogène sous le groupe G. De plus, la variété X/è satisfait la propriété suivante
pour toute extension de corps L/À

X(L) =(= 0 o GL est quasi-déployé.

0.7. Groupes de normes. — Soit Z une À-variété. On définit le groupe de normes
de Z noté Nz(A) (cf. [KS], [Ro]) comme le sous-groupe de kx engendré par les N^L")
pour toutes les extensions finies de corps L/è telles que Z(L) soit non vide. Si Kfk est
une extension de corps, on note N^(K) le groupe N^(K). Pour une extension finie
de corps L/A, on a l'inclusion N^(Nz(L)) C Nz(^). Étendons cette définition. On suppose
donné pour toute extension finie de corps L/é un groupe abélien F(L) et un morphisme
^/^tW -^F(^). On définit alors le groupe de normes de F noté N5, (A, F) comme
le sous-groupe de F(è) engendré par les N^(F(L)) pour toutes les extensions finies
de corps L/k telles que Z(L) soit non vide. Soit T un A-tore. On sait qu'il existe une
application norme N^ : T(L) -> T(k) pour toute extension finie de corps L/è. Cela
permet de définir le groupe de normes N^k, T). Le groupe de normes Nz(A, GJ n'est
pas autre chose que le groupe de normes N^A).

0.8. Arithmétique. — Nous entendrons par corps local un corps localement compact,
i.e. soit une extension finie d'un corps des nombres j&-adiquesQ^, soit un corps de séries
formelles à une variable sur un corps fini. Nous entendrons par corps global soit un corps
de nombres, soit le corps de fonctions d'une courbe algébrique irréductible définie sur
un corps fini. Soit k un corps global, i2 l'ensemble de ses places, oo C û l'ensemble des
places archimédiennes et (^)^ço les complétés. On rappelle que si X/A est une variété
algébrique, l'ensemble X(^) est muni d'une topologie naturelle (par exemple [KS],
p. 256). Si Gfk est un groupe algébrique linéaire et S une partie de Q, on définit les
défauts d'approximation faible suivants :
— ^i0) le quotient, à gauche, a priori, de îl^^G(k^) par l'adhérence de l'image

de G{k) par le plongement diagonal,
— A(G) = A^(G),
— si G est commutatif et S fini, on note Hs(A, G) le conoyau de la restriction

H^.G^n^H^G),
— si G est commutatif, on note H1 (A, G) la limite projective des ̂ {k. G) sur les parties

finies S de Q.

Enfin, pour tout groupe fini G, on note #G son ordre.

I. PRÉLIMINAIRES

1.1. Une suite exacte de Nisnevich

On se place dans le cadre suivant. Soit X un schéma de Dedekind, i.e. un schéma
nœthérien, régulier, intègre et de dimension 1, dont on note K le corps de fonctions.
On note 73 : Spec(K) -> X le point générique de X. Pour tout point fermé x de X, on
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note v^ la valuation de K associée, Op (resp. ÔJ l'anneau local de X en x (resp. son
complété pour yj et k{x) le corps résiduel en x. On note Ê.̂  le corps des fractions de ôg,.
Soit G un X-schéma en groupes affine et de type fini.

Pour tout ouvert V C X, on note V^ l'ensemble des points fermés de V et l'on
pose A(V) == II Ô^ x II Ê^. Si S est une partie finie de X^, on pose

a?ev(l) a?^v(1)

As = lim A(V) C II Kg.. On appelle A = Ag l'anneau des adèles de X et A^
VnS=0 »6X(1)

le sous-anneau des S-entiers de A. Posons

.(X, G) == G(A(X))\G(A)/G(K)

et c^X, G) = ( II G(ÔJ\G(KJ)/G(Uo).
a?e2

II est aisé de voir que l'on a une injection naturelle c^(K, G) <-^(X, G). On rappelle
le résultat suivant qui est une conséquence de la technique de descente fidèlement plate
et qui est une extension en cohomologie non abélienne de la bijection entre Pic(X)
et le groupe des diviseurs de X module équivalence linéaire.

Théorème 1.1.1 ([N], Th. 2.1). — II existe des suites exactes d9 ensembles pointés

a) 1 -> ̂ (X, G) ̂  H^(X, G) -> H^(Uo, G) x n H^(Ô,, G),
XG S

b) 1 ^ .(X, G) -^ H^(X, G) -> H^(K, G) x ̂  HUÔ,, G) D

1.2. Torseurs sur la droite projective

Soit k un corps. On note k une clôture séparable de k et ^ le groupe de Galois
de k sur k. La classification des torseurs sur P^ sous un groupe de Chevalley, localement
triviaux pour la topologie de Zariski a été faite par Grothendieck [G], Selon Harder [HS],
on peut classifier « en principe » les torseurs sur la droite projective Pĵ  sous un groupe
réductif G/A. Une classification précise a été faite dans [Gi3] suivant [H3], Cette classi-
fication a précédemment été établie par Raghunathan [Rg], en recouvrant la droite
projective par deux ouverts isomorphes à la droite affine. On rappelle qu'un torseur
rationnellement trivial E/P^ sous un groupe G/A est un torseur trivial au point générique
deP^.

Théorème 1.2.1 [Gi3]. — Soit G/è un groupe réductif. Soit i : T <-> G un k-tore déployé
maximal et ^W == N^(T)/T le groupe de Weyl relatif. Soit Mo eP^é).

a) Tout V\-torseur sous G dont la fibre en Mo est triviale est localement trivial pour la topo-
logie de Zariski, i.e. on a une suite exacte

HL(PL G) -> H^, G) -^ H1^ G).
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b) Tout P^forseur sous G rationnellement trivial est localement trivial pour la topologie
de Zariski, i.e. on a une suite exacte

HL(H. G) -> H^, G) -^ H1^), G).

c) L'application naturelle i^ : H (̂P ,̂ T) ~> H r̂(PL G) induit une bijection

t°/,W^H^(P^G). D

Remarquons que si U C P^ est un ouvert ou bien si U = Spec(A) avec A anneau
semi-local de k[t], alors tout torseur E/U sous G localement trivial pour la topologie
de Zariski s'étend à un torseur sous P^. On obtient ainsi le

Corollaire 1.2.2. — Soit G/A un groupe réductif et i : T -> G un k-tore déployé maximal.
a) Soit U un ouvert de Zariski de la droite projective. Alors on a une suite exacte

HL(U, G) -> H^U, G) ̂  HW), G),

et une surjection

t°®^Pic(U)-^H^(U.G).

b) (Cf. [GTO], Th. 3.1, p. 109). — Soit A un anneau semi-local de A^. Alors Inappli-
cation naturelle H1 (A, G) -^ïP^^.G) a un noyau trivial.

c) On a

c{A^ G) == 1. D

Remarque. — Supposons le corps k parfait et infini. Soit Cfk une courbe lisse et
G fk un groupe réductif. La preuve du théorème 1.1 (« Deuxième réduction ») de [GTO],
p. 101, et l'assertion b) du corollaire impliquent que tout C-torseur sous G/À rationnelle-
ment trivial est localement trivial pour la topologie de Zariski (loc. cit., th. 3.1).

IL R-ÉQUIVALENCE ET PRINCIPE DE NORME

On fixe pour les § 0, 2, 3 une À-isogénie À : G -> G centrale de groupes réductifs
définis sur k, de noyau le è-groupe fini [L de type multiplicatif. La suite exacte de coho-
mologie fppf s'écrit, G Çk) étant le groupe des A-points rationnels de G :

1 ^ ̂ ) _ e^) ̂  G(é) -t îî^{k, EX) -^ H1^, G).

On appelle ^ l'application caractéristique du revêtement et l'on note G^ {k) le groupe
abélien G(è)/X(G(è)) identifié à Im((p^) = Ker(4). Soit L/A une extension finie de
corps. On note N^/K : H^p^L, pi) — îî^{k, (Ji) la norme (ou corestriction) définie
au § 0.4. Une question naturelle se pose. A-t-on Nj^(C^(L)) C G^(è)? Pour les corps
de nombres, la réponse est positive si le groupe G est semi-simple simplement connexe,
comme l'a remarqué Deligne ([Dg], p. 277).
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Définition. — Si 'N^{C^{'L)) C C^(A), on dit que X satisfait au principe de norme pour
l'extension L/A.

Dans cette section, on établit un principe de norme pour un sous-groupe de C^(A)
(th. A de l'introduction générale), qui donne en particulier une nouvelle démonstration
du principe de norme de Knebusch (cf. [L], th. 2.3, p. 198).

n.l. R-équivalence et isogénie

Soit X une A-variété. La R-équivalence (Manin, cf. [Mn]) est la relation d'équi-
valence sur l9 ensemble X(A) des points rationnels engendrée par la relation élémentaire :

Deux points XQ, x^ e X(A) sont élémentairement reliés s'il existe une A-application
rationnelle/: P^ ->X définie en 0 et 1 telle que/(0) = XQ et/(l) == x^.

Soit H un A-groupe algébrique linéaire. On note R(A, H) la classe de R-équivalence
de l'élément neutre de H (A).

Lemme 11.1.1. — a) U ensemble R(A, H) est un sous-groupe normal de H (A) et
H(A)/R^H(A)/R(A,H).

h) Deux points de H (A) R-équivalents le sont élémentairement.
c) Si le corps A est infini, l9 extension des scalaires de k à k{t) induit un isomorphisme

H(A)/R ^ H(A(^))/R.

Démonstration. — L'assertion a) est évidente, la relation élémentaire étant compa-
tible avec le produit dans H (A). Montrons l'assertion h). Soient h et K deux points
de H (A) R-équivalents. Il existe une chaîne h^ = h, /^, . . . , h^ = h' où h^ est élémentai-
rement R-équivalent à h^^ pour i == 0, ..., n — 1. Notons e l'élément neutre de H(A).
Par récurrence, on peut supposer n == 2 et Ao === e. Il existe ho{t) et h^(f) dans H(A(^))
régulières en 0 et 1 satisfaisant Ao(0) = e, Ao(l) = Ai, Ai(0) = h^ et Ai(l) = h^. Posons
(p(^) == Ai(^)(Ao(l — t))~1. Alors 9^) est régulière en 0 et 1 et satisfait 9(0) == <? == Ao
et y(l) == Ag. Donc AQ et ^ sont élémentairement R-équivalents.

Montrons c ) . Il y a une flèche naturelle de restriction r :H(A)/R -^H(A(^))/R.
Montrons que r est un isomorphisme. Soit h(t) eH(A(^)). Le corps A est infini donc il
existe un point rationnel tç de la droite affine où h{t) est régulière. L'élément h(t) est
élémentairement R-équivalent à h{to). Ceci montre la surjectivité de r. Soit [h] un
élément du noyau de r. L'assertion b) assure l'existence de h{t^ u) dans H(A(^, ^)) tel
que h{t, 0) == e et h(t, 1) == h. Il existe un point ÏQ de A tel que A(^), M) soit régulière en 0
et 1. On a ^(^5 0) = ^ et A(^), 1) = A. Ceci montre l'injectivité de r. D

II est aisé de voir que si H est A-rationnel, H(A)/R est trivial. Plus généralement,
on sait que si A est un corps de caractéristique nulle, alors l'ensemble H(A)/R est un
invariant birationnel de la catégorie des A-groupes algébriques connexes ([GTS1],
prop. 10, p. 195, via Hironaka). L'isogénie du § 0 induit un morphisme de groupes
À : G(A)/R -^G(A)/R dont on se propose de calculer le conoyau.
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Lemme n.1.2. — Le groupe C^(k(t)) est stable par spécialisation i.e. si

^)eG,(^))CHW),^)

et si Mo est un point rationnel de P^ où c est régulier (cf. § 0.5), alors c(Mo) e C^(è).

Démonstration. — Soit c{t) e C^(k{t)) régulier en Mç. On sait que c(t) est la restriction
d'un élément c de H^O^, (A). Le corollaire I.2.2.é assure que le diagramme commu-
tatif suivant est exact.

1 1i i
H»(0«., ri —> H'(0», 8)

l i
S'wWt). ri ——>• H'(*((), S).

Le diagramme donne c e Ker(JHÇp^(0^, (JL) ->" H^(0^,, G)). Par spécialisation
en Mo, on a bien ^(M^) e C^(A). D

On peut alors définir la R-équivalence sur C^(k) comme la relation engendrée
par la relation élémentaire suivante : deux éléments CQ et c^ de C^(K) sont élémentaire-
ment R-équivalents s'il existe c{t) e C^(k(t)) régulier en 0 et 1 satisfaisant c(0) == CQ
et c(\) == ^i. On note R(A, C^) la classe d'équivalence de l'élément neutre et un lemme
analogue au lemme 2.1 vaut. On a donc G^(^)/R = G^(A)/R(À, G^).

Proposition n.1.3. — On a une suite exacte naturelle de groupes :

G(è)/R -> G(A)/R -> C^(A)/R -> 1.

Démonstration. — Une seule chose est à prouver : l'exactitude de la suite en G(è)/R.
Notons A l'anneau semi-local de la droite affine aux points 0 et 1. On note [ ]^ les
classes de R-équivalence. Soit [g]^ e Ker(G(^)/R -> G^ {k) /R). Alors il existe c{t) e C^(k(t))
provenant de H^(A, (x) satisfaisant c(fl) =1 et c(l) == <p(^). Le corollaire I .2 .2.&
assure que le diagramme d'ensembles pointés suivant est exact :

1 1T i
G(A) ——> H^(A, ri ——> H'(A, 6)

l l l
0(*(<)) —r Hĵ (*(f), ri -* tT(t(t), 8).
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Ainsi, l'élément c(t) e H^(A, p.) se relève en g{t) dans G(A) et g(0) est R-équivalent
à ^(1). Or ^(0), ^(1F1 eX(G(è)). Par suite

k]^ = [^(l)"1] X kœ^O)-1^ X k(0)]^ e Im(G(À)/R -> G(A)/R).

Ceci montre l'exactitude. D

11.2. Principe de norme

a. Fonctorialité. — Soit un diagramme d'isogénies de A-groupes réductifs connexes

1 1i i
BI ========== BI

\ \
1 ———> (A ———> & = GI -Î-» G ——^ 1

1 il' . !
1 —> Bg ———>• Gg ———> G —> 1.i i

1 1

On pose G^{k) == Ker(H^(A, B,) ^ff^G,)) pour z == 1, 2. Une chasse au dia-
gramme (laissée au lecteur) montre le

Lemme DL 2.4 [Gi3], — .Stô L/A une extension finie de corps. Dans la situation ci-dessus^
on a les assertions suivantes :

a) Si G^(A)/R = 1 et C^(A)/R == 1, alors on a C^)/R = 1.
b) La trivialité de C^)/R implique la trivialité de C^(A)/R.
c) Si \ satisfait le principe de norme pour L/A, alors \ et Âg satisfont le principe de norme

pour L/è. D

b. Calcul de C^(k{t)). — Pour tout point fermé M de P^, l'homomorphisme composé
^M ° ÎÊM : O(K^) -> H^pf(Ê.^, [A) -> (Ji(— 1) (A(M)) induit une application caractéris-
tique « résiduelle »

?M : G(KM)/G(ÔM) -> ̂ (~ 1) (À(M)).

Lemme n.2.5. — Soient c == <;(^) e îî^{k(t), (A) ^ Mg MW point rationnel où la classe c
est régulière. Alors c appartient à C^{k{t)) si et seulement si les deux conditions suivantes sont
vérifiées :

a) 8^(c) elm((p^) pour tout point fermé M de A^;
b) ,(Mo)6C^).
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Démonstration du lemme. — Soient c eîî]^(k(t), p.) et Mo un point rationnel de P^
où c est régulière. Quitte à faire agir un élément de PGLa(^) sur Pj^ on peut supposer
que Mo 4= oo. Si c(t} e C^(A(^)), il est clair que ^(c) e Im(ç^) pour tout point fermé M
de A^ et le lemme 11.1.2 assure que c(M.o) eC^(k). Les conditions a) et b) sont donc
vérifiées. Réciproquement, supposons que les assertions a) et b) de la proposition sont
vraies. Il faut montrer que c(t) e Im(y^o). Notons S == { M^, ..., M^ } les points fermés
de Aj^ tels que 8^(c(t)) =t= 0 et posons U == A^ — S. En particulier Mo eU(À). Pour
i = = l , . . . , ^ il existe g, e G(&M.) tel q^ ^(^C?»)) == ^W))- D'après le corol-
laire 1.2.2-c, on sait que c{A^ G) == 1 donc on a

i = c^ G) = ( n G(ÔM)\G(KM))/G(U).
Mes

II existe donc h e G(U) tel que ^A~1 e G((\r.). Utilisons l'hypothèse b). Il existe
^o eG(A) tel que <p(^o) == ^(Mo). Posons g == ^^(Mo)"1^. Alors g appartient à G(U)
et satisfait

(*) giê-^GÇÔ^) et g(M,)=g,.

Posons d(t) = Ç^ote) et montrons que c(t) = rf(^). Comme g e G(U), on a
^{d(t)) = 0 = 8M(<;(^)) P01111 tout point fermé M de A1 — S. Comme le morphisme
de groupes ^M,0 (PKM.• :^(^M.)~>P•(~~^)(^(M»)) est ^ivi^ sur G(ô^.), la condi-
tion (*) montre que ô-^{d(t)) == ^(c(t)) pour i === 1, .. .3 n. Par suite, les classes c(t)
et d(t) ont mêmes résidus en tous les points fermés de A^ et diffèrent donc d'une
classe constante (i.e. de H^(A, pi)). Or <?(Mo) = 9(^0) == <p(<?(Mo)) = ^(Mo). Donc
c(t) ^ d ( t ) elm((p^j. D

Le « référée » nous a suggéré une autre démonstration du lemme II. 2.5, s'appuyant
sur un lemme d'approximation de Harder et sur la classification des torseurs sur la
droite affine [RgRm]. Cette approche figure dans la note [Gil] dans le cas où le corps
de base est supposé de caractéristique nulle.

Une autre démonstration du lemme 11.2.5. — L'argument repose sur un lemme de
Harder ([H2], lemme 4.1.3) montrant que si U C P^ est un ouvert, une classe
Ç e H1^), G) s'étend en une classe de ?(11, G) si pour tout M e U^, la restriction Ç^
au complété Ê^ s'étend au complété Ô^, i.e. ^ e ̂ (?(0^, G) -^H^Ê^, G)).
Revenons à la démonstration du lemme II. 2.5 en supposant Mo =t= oo. Soit
c eîi^{k{t)^ (A) satisfaisant les conditions a) et b) du lemme II. 2.5. On pose
Ç === i^(c) eWÇkÇt), G) et on veut montrer que Ç = 1. On considère le diagramme
commutatif suivant (dont la première ligne est exacte)

G{kW -^> G(^)) ̂  H^(^), (.) X H1^), G)î î
H^(AL(X) —^ H^e).

27
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Pour tout M e Aj^, un argument de torsion montre l'existence de la suite exacte d'en-
sembles pointés suivante :

G(ÊM)/G(ÔJ ̂  (x(- 1)(A(M)) ̂ H^, ̂ /H^, G).

Le lemme de Harder s'applique alors à la classe Ç = 4^(<:) eH1^), G) qui s'étend
donc en une classe f e H^A^, S). Choisissons un tore maximal T/A de 6. Alors (AC T
et comme le tore T^ est déployé, le théorème 90 de Hilbert assure que l'appli-
cation 4^ : H^(A^), (A) -^H1^^), 6) est triviale, puisqu'elle se factorise par
H^^T) = 1. Par suite, Ç^ eH^A^, 6) est une classe rationnellement triviale;
la classe Ç^ s'étend à la droite projective en une classe rationnellement triviale et le
théorème de Grothendieck-Harder ([G], [H3]) permet de conclure que ̂  = 1. Ainsi
îeKe^H^A^G) -^H^A^, S)), et d'après un théorème de Raghunathan-Rama-
nathan [RgRm], on a

H1^, G) ̂  KerOH^, &) -> H^, &)),

d'où Ç eH^è, G). Spécialisant en MQ (ce qui est possible d'après le lemme de Harder
rappelé ci-dessus ou avec le lemme II. 1.2), il vient ̂  ==^(Mo) = i^c(Mo)) == 1, d'où
ceGM)). D

La définition de l'ensemble Im(y^) n'est pas très maniable, et nous allons en
donner une interprétation suggérée par le cas du groupe orthogonal (exemple II. 4.6),
où l'on voit explicitement la dépendance de Im(<p^) en k(M),

c. Résidus ^-spéciaux. — Notons K = k{(u)) le corps de séries formelles sur è,
d'anneau de valuation 0 = k[[u]], et ^ la flèche résidu H^(K, p.) -> (Ji(- Ï ) ( k ) .

Définition n.2.6. — Soit r e (Ji(— 1) (A). On dit que r est ^-spécial sur k si r appartient
à l'image de l'application composée

G(K)^H^(K,^)-^(~1)(A).

L'ensemble des résidus À-spéciaux est un sous-groupe de [L{— 1) (è), dont la taille,
dans une certaine mesure, indique l'isotropie de G (cf. § IV). Soit M un point fermé
de la droite projective.

Lemme n.2.7. — Soit r e p,(— 1) (^(M)). Il y a équivalence entre les assertions suivantes :

a) reim^);
b) le résidu r est ^-spécial sur k(M).

Si k est parfait, ce lemme est évident puisque alors suivant [GD], § 19.6, p. 100,
il existe un À-isomorphisme ô^ ^ k(M) [[u]]. Le cas général, selon Gabber, se voit
avec le lemme suivant, qui est un lemme de Hensel sur les isogénies.
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Lemme n.2.8. — Soient \ : G, -> G, (i = 1, 2) une 0-isogénie centrale de 0-groupes
réductifs de noyau le 0-groupe multiplicatif B,, f: G^x^k^ G^ X^keff: G^ Xok ̂  Gg x^k
deux k-isomorphismes de groupes tels que l'on ait un diagramme commutatif

G, x^k ^> G, x^k
<w| 1^ ^

G, x^k ^> G, x^k.

a) On peut relever les morphismes f et f en F : G^ ̂  62 etf: Gi ̂  G^ tels que l'on ait
F o \ == À2 o F.

b) Soit (F, F) un relèvement de {f,f) comme en a). Si on note 9, : ̂  ° ?» K les morphismes
induits par les applications caractéristiques ̂  : G,(K) ->H^(K,B,), on a un diagramme
commutatif

Gi(K)/Gi(0) -̂ > Bi(-l)(A)

^ 7^^ _ ^
G,(K)/G,(0) -^ B,(-l)(^).

Démonstration du lemme 11.2.8. — Ce lemme repose sur la lissité du schéma des
automorphismes des groupes semi-simples ([SGA3], vol. 3, Gor. 7.1.10) et sur la rigidité
des groupes de type multiplicatif; si S et S' sont des 0-groupes de type multiplicatif,
on a Hom^_^(S, S') = Hom^(S x^k. S' X Q ^ ([SGA3], vol. 2, lemme 3.1, p. 86).

a) Tout d'abord, posons BJO = Ker(\) C G, pour i == 1,2, qui est un 0-schéma
en groupe fini de type multiplicatif suivant [SGA3], vol. 3, § 4.2. Le lemme de Hensel
montre l'existence d'un isomorphisme Ï : S^ -> 6g relevant fet il nous faut voir que
F applique B^ sur Bg. Le morphisme restreint P : B^ -^ 63 est à valeurs dans le centre
Z(G2)/Spec(0) de Gg et relève/: B^ X o ^ - ^ B g XokCZ{G^) x^k. La rigidité des
groupes de type multiplicatif implique que le morphisme restreint F : B^ ~> Z(G2) induit
l'unique isomorphisme B^-^ Bg relevant /: B^ x o k -> Bg x o k. Ainsi F : G^ -> Gg
passe au quotient par Bi et définit F : G^ -^G^. L'assertion b) est une conséquence
directe de l'assertion a). D

Démonstration du lemme 11.2.7. — D'après la remarque 19.6.5.2, p. 100, de [GD]?
chap. 0, il existe un isomorphisme /' : 0^^> k{M)[[u]] d'anneaux complets, qui n'est
pas en général un A-morphisme. Notons /: Spec(è(M) [[u]]) ^> Spec(ÔJ. Aux deux
morphismes naturels k <-> k(M) c-> k{M) [[u]] et k ^> Ô^ -^ A(M) [[u]] correspondent
les k{M) [[^]]-schémas ^en groupe G^ == G X^(M) [[u]], Q^ = G X^(M) [^]],
Gg = G X^(M)[[z/]], Gg = G X^(M)[M]. Appliquant le lemme précédent à G^
et Gss, il vient ImÇç^) = Im((p^), soit précisément {résidus À-spéciaux }= Im^). D

On peut alors réécrire le lemme 11.2.5.
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Proposition n.2.9. - Soient c = c{t) eH^(^), ̂  et M, un point rationnel de la
droite projective où c est régulière. Alors c appartient à C^k(t)) si et seulement si on a les deux
conditions suivantes :

a) Le résidu 8^(c) est ^'spécial sur k(M) pour tout point fermé de A1.
b) c{M,)eC^k). a

Notons que cette proposition est inspirée par le cas du groupe spécial orthogonal
([L], th. 3.4, p. 268).

11.3. Principes de norme

Proposition H.3.1. (Principe de norme sur les résidus). — Soit L/k une extension finie
de corps ê t r e (x(- 1) (L) un résidu \-spécial sur L. Alors N^(r) est ^spécial sur k.

Démonstration. — On peut supposer L distinct de k et par la fonctorialité des normes
supposer que l'extension L/A est monogène et donc identifier L à k(M) où M est un
point fermé de la droite affine. La surjectivité de la suite de localisation pour (A permet
de choisir y(t) dans H^(A^), ^) régulière sur A ^ - { M } satisfaisant ^(jQ == r et
^(0) == 1. La proposition précédente donne y(t) e C^)), ce qui s'écrit i^[y(t)) == 1,
donc tKoo(jK^)) = 1- L'infini est un A-point rationnel de la droite projective, donc &„
est le corps des séries formelles à une variable sur k. Par définition de « -^-spécial », ^{jy(tÇ)
est À-spécial sur k. La formule des résidus donne : ^o(j^)) = — N^(r) e (x(— 1)(A).
Donc N^(r) est À-spécial sur k. D

Cette proposition a un intérêt en soi (cf. § IV). Ici, elle permet d'isoler un sous-
groupe de C^(k) stable par les normes, ce qui est le résultat principal de cette section.

Théorème H. 3.2 (th. A).— Soient À : G -> G une k'isogénie centrale de groupes réductifs
définis sur un corps A, de noyau le k-groupe commutait/fini ^ et L/k une extension finie de corps.
Notons N^ : H^(L, ^) -> H^(A, pi) la corestriction de L à k et R(k, G^) le sous-groupe
^ ^ppf^ ^) ^fi^ au § I I • 1 - Alors, on a l'inclusion

N^(R(L, G,)) C R(A, G,) C H^(A, pi).

Démonstration. — Notons p la projection P^ ->P^. Soit y^ e R(L, G^) C C^(L).
Il existe y{t) eG^(L^)) tel que y(0) =^ et j/(oo) = 1. En particulier d°[y(t)) = 0.
Posons x{t) ==Nj^(j^)). Avec la notation des 0-cycles, on a p"1^) = [L : k] {0}
et A-^oo) == [L : k] { oo }. Par suite, x(t) est régulière en 0 et à l'infini. Montrons que
x(t) e G^k{t)). Comme x(co) = 1, il suffit de montrer que Oy{x{t)) est À-spécial sur è(N)

pour tout point fermé N de A^. Soit N un tel point de 0-cycle inverse A-^N) = S <?,. M,.
Suivant la remarque A. 4 de l'appendice A, le diagramme suivant <"'1 '

N^ : H^(L^), ̂  ———> H^(^), EX)

^i 4
S N^,^ : © ̂ (- 1) (L(M,)) —> (jt(- 1) (A(N))



LA R-ÉQUI VALENCE SUR LES GROUPES ALGÉBRIQUES RÉDUGTIFS 213

est commutatif. Alors ^{x{t)) == S^ N^.^(^(j^))). Par hypothèse, ^.(j^))
est À-spécial sur L(M,). La proposidon précédente appliquée au corps de base ^(N)
assure que ë^{x{t)) est À-spécial sur Yfe(N), les résidus À-spéciaux sur A(N) formant un
groupe. Alors x(t) e C^(è(^)) et, par spécialisation en 0, on a :

^(0) = N^(j) (0) == N^(j/(0)) e C^k).

Gomme A?(oo) = 1, N^(j/(0)) eR(A, G^). D
Si R(L, G^) === C^(L), le théorème A ci-dessus montre que l'isogénie À satisfait

au principe de norme pour l'extension ' L / k . Compte tenu de la fbnctorialité 11.2.4,
on a donc montré le

Corollaire EL 3.3. — Soient À : G -> G une isogénie centrale de k-groupes semi-simples
de noyau (A, et L/^ une extension finie de corps. Supposons Vune des conditions suivantes
vérifiée :

a) Le groupe G^(L)/R est trivial.
b) Le groupe G^^(L)/R est trivial.
c) La L-variété G^^ est ^"rationnelle.
d) Le groupe G^ est quasi-déployê.

Alors À satisfait le principe de norme pour l^ extension L/À. D

Les assertions sont liées par les implications d ) => c ) => b) car on a le

Lemme n.3.4. — Soit G/k un groupe semi-simple quasi-déployé. Si le groupe G Ik est
simplement connexe ou bien adjoint, alors Gfk est une variété k-rationnelle.

Démonstration ([CTS1], Prop. 14, p. 204). — Le groupe G possède un sous-groupe
de Borel B == T.U où T est un tore maximal. Notons U~ le sous-groupe unipotent
opposé de U. Les groupes U et U~ sont déployés et l'application produit U X T x U~ -> G
est une immersion ouverte ayant pour image la « grosse cellule » i2. Puisque G est adjoint
ou simplement connexe, on sait [H2] que le tore T est quasi-trivial, donc é-rationnel.
Ceci montre que G est A-rationnel. D

Platonov avait conjecturé que les groupes semi-simples adjoints sont rationnels
sur leur corps de définition ([PR], p. 426). Il en est ainsi pour les groupes adjoints
d'indice ̂ ^ ^A^ [VK] et B^. Cette conjecture est fausse, Merkurjev ayant produit un
contre-exemple avec un groupe adjoint d'indice ^3 non trivial pour la R-équivalence
[Me2].

On peut donc conclure que le principe de norme vaut pour toute isogénie
de groupes semi-simples de facteurs ^^ ^^ et B^ et pour toute extension finie
de A.
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11.4. Exemples

a. Norme réduite. — Soit D une ^-algèbre à division d'indice n. On note D^ le groupe
des unités de D, Nrd : D ->k la norme réduite, SL(D) = SLi(D) le groupe spécial
linéaire de D et PGL(D) le groupe projectif linéaire de D. Pour la suite exacte

1 ->^-> SL(D) -^ PGL(D) -> 1,

le groupe G^{k) est l'image de Nrd(D^) dans ^/è^ = H^(A, (xj. On sait que
PGL(D) est è-rationnel. On retrouve ainsi le fait bien connu : si L/é est une extension
finie de corps, on a N^(Nrd(D^)) C Nrd(D^).

b. Norme spinorielle. — On suppose que la caractéristique de k n'est pas 2. Soit q
une ^-forme quadratique non dégénérée sur un espace vectoriel V. Notons SO(^) (resp.
Spin(^)) le groupe spécial orthogonal de q (resp. le groupe des spineurs de q) et Dç(è)
(resp. D^(è)) le sous-groupe de k^ engendré par les valeurs non nulles de q (resp. les
produits pairs de valeurs non nulles de q). Pour la suite exacte

1 -> ̂  -> Spin(y) 4. S0(?) -> 1,

on sait que l'application caractéristique cp : SO(^) (è) -> ?(^3 ̂  ^>kx|kx2 est la norme
spinorielle (cf. [L], p. 109). Le théorème de Cartan-Dieudonné (loc. cit., p. 27) permet
d'en donner une description explicite. Soit geSO{q){k). L'élément g est un produit
de réflexions g = II T^. (^ e V, non isotrope) et

i=l,...,2n *

< p ( ^ ) = < p ( n T,,)= n y(T...)= n ^.)mod^2.
i=l,..,2n i==l,.., 2»» »==l,..,2n

Par suite C^(fe) est égal à D^)/^2.

Lemme n.4.1. — TZjy a équivalence entre les assertions

a) 1 eZ/2 == (Ji2(— 1) ^ ^-spécial sur k\
b) la forme q est isotrope.

Démonstration. — Montrons que a) •=> b). On suppose donc qu'il existe
g eSO(î)(^((^))) tel que <?(.?) == ^modè^))"2, u ek\\t\Y. Il y a une décomposition
g = n^ ^ ^ T^,. avec ^ e V ®^ ^((^)) pour z == 1, ..., n. L'homogénéité de q permet de
supposer que ^ e V ®^ k[[t]] et ^ + 0 où ^ désigne la réduction de ^ module t. Réduisant
modulo t, il vient 11̂  i 2^ y(^) = 0, donc ^ est isotrope. La réciproque est évidente. D

Le principe de norme sur les résidus (cf. § IV pour d'autres applications) fournit
une nouvelle démonstration du :

Théorème H. 4.2 (Springer [Sp], cf. [L], Th. 2.3, p. 198). — Soit L/A une extension
finie de corps de degré impair. Alors

q^ isotrope o q^ isotrope. D

La ^-rationalité de S0(y) permet de retrouver le principe de norme de Knebusch.
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Théorème n.4.3 ([L], p. 207). — Soit L/A une extension finie de corps. On a V inclusion
N (̂D,(L)) C D,(A).

Démonstration. — On a N^(D^(L)) C D^è) par application de 11.3.3. Si q repré-
sente 1, alors DI(À) = D^) et le résultat est clair. Sinon on choisit a ek^, une valeur
de la forme q. Soit (3 e L" une valeur de ^ sur L. Alors N^(a(3) e D^A) C Dç(è). Donc
N^W^a-^-^N^a^eD^). D

La méthode précédente n'est pas suffisante pour démontrer le principe de norme
de Schariau (cf. [L], th. 4.3, p. 206). Soit q une forme quadratique non dégénérée de
rang pair. On note Gq(k) le groupe des À-facteurs de similitude de q, i.e. le sous-groupe
de kx formé des a tel que les formes q et aq soient isomorphes. Pour la suite exacte

1^->SO(?)-^PSO(<7)^1,

on sait que G^(A) == G^A)/^2. On montre aisément que 1 e Z/2 = ^(— 1) est À-spécial
sur k si et seulement si la forme q est hyperbolique. Le groupe Gy{k) satisfait au principe
de norme mais le groupe PSO(^)(A)/R est non trivial en général, d'après un résultat
récent de Merkurjev [Me2].

m. FINITUDE DE LA R-ÉQUIVALENCE
POUR LES GROUPES ALGÉBRIQUES RÉDUCTIFS

DÉFINIS SUR UN CORPS GLOBAL

in.l. Introduction

On montre ici le

Théorème B. — Soit G un k-groupe algébrique réductif défini sur un corps global k. Alors
le groupe G(^)/R est fini.

Nous avons démontré ce résultat dans la note [Gi2] pour le cas des corps de
nombres. Nous nous proposons de donner ici une démonstration plus effective. Le théo-
rème B généralise pour les corps globaux le cas des tores et des groupes réductifs quasi-
déployés, pour lesquels Golliot-Thélène et Sansuc ont montré la finitude du nombre des
classes de R-équivalence pour un corps k de type fini sur le corps premier [GTS1].

Dans la preuve du théorème B, il est évidemment loisible de supposer le groupe G
connexe. La démonstration procède par réduction au cas d'un groupe semi-simple
simplement connexe en utilisant le principe de norme établi dans la partie précédente.
Colliot-Thélène et Sansuc ont remarqué qu'un théorème « ergodique » de Margulis
résout de façon évidente le cas d'un groupe semi-simple simplement connexe.

Théorème m.1.1 ([Mr], Th. 2.4.6). — Soit G un k-groupe connexe, semi-simple,
simplement connexe et presque k-simple. Tout sous-groupe normal (abstrait) de G(k) est soit d'indice
fini, soit inclus dans le centre de G{k}. D
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Démonstration du théorème B pour G semi-simple simplement connexe. — Soit G un
A-groupe semi-simple simplement connexe et montrons que le groupe G(A)/R est fini.
On peut supposer le groupe G connexe. Quitte à écrire G comme un produit direct fini
G = IIG, de groupes simplement connexes presque A-simples, comme le groupe G(A)/R

est égal à riG,(A)/R, on peut supposer le groupe G presque A-simple. On peut alors

appliquer le théorème précédent au sous-groupe normal R(A, G) de G(A). On sait que G
est A-unirationnel (cf. [Bo], p. 218, th. 18.2) et par suite le groupe R(A, G) est Zariski-
dense dans G, donc R(A, G) ne peut être central dans G(A). Par suite, le groupe G(A)/R
est fini. D

Remarque. — II existe des énoncés arithmétiques plus précis sur l'existence ou
non de sous-groupes abstraits normaux non centraux pour les groupes semi-simples
simplement connexes (cf. [PR], ch. 9), sur lesquels nous reviendrons au corollaire
III.3.2.

m. 2. Préliminaires

Soient A un corps, A une clôture séparable de A et ^ le groupe de Galois de A/A.
Nous allons faire tout d'abord une réduction du problème.

a. Revêtements spéciaux.

Définition ni. 2.1 [Sa]. — Soit G un k-groupe algébrique réductif. On appelle k-revêtement
spécial de G une k-isogénie centrale \ : 6 -> G de k-groupes algébriques telle que 6 soit le produit
direct d'un k-tore quasi-trivial et d'un k-groupe semi-simple simplement connexe.

Lemme m.2.2 ([Sa], p. 20, lemme 1.10). — Soit G un groupe algébrique réductif défini
sur A. Alors il existe un tore quasi-trivial E et un entier m ̂  1 tel que G"1 X E admette un k-revêtement
spécial. D

b. Tores fiasques. — On rappelle ici l'étude de la R-équivalence sur les tores.

Définition m. 2.3 [GTS1], — Un k-tore algébrique T est dit flasque si, pour toute extension
finie de corps L/A, le groupe H^L, T°) est trivial.

Théorème TEL. 2.4. — a) (Endo-Miyata, cf. [GTS2], prop. 1.3) Soit (JL un k-groupe
fini de type multiplicatif. Il existe une résolution flasque de (A, i.e. une suite exacte

I - ^ ( J I - ^ S - > E - > I ,

où E est un k'tore quasi-trivial et S un k-tore flasque.
b) ([GTS1], th. 2) Soit T un k-tore. Il existe une résolution flasque de T, i.e. une suite

exacte

1^S->E->T^1 ,
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où E est un k-tore quasi-trivial et S un k-tore flasque. Cette suite exacte induit un isomorphisme

T^/R^H^S),

et chaque classe de ^-équivalence sur T(A) est paramétrée par E(è).
c) (Cf. [GTS1], th. 1, p. 192) Soit S un k-tore flasque. Si k est un corps de type fini sur Q^

(resp. sur un corps fini), alors le groupe WÇk, S) est fini. D

Nous allons ici utiliser le principe de norme établi dans la section précé-
dente pour construire un « gros » sous-groupe de G(k) d'éléments R-équivalents à
eeG(k).

Proposition m. 2.5. — Soit

1 _^^G-^G ->1

un revêtement spécial et notons G^{k) et R(^, G^) les sous-groupes de H (̂A, pi) définis au
§ II. 1. Soit X.lk la variété des sous-groupes de Borel de G (cf. § 0.6). Soit 1 ->pi->S->E->l
une résolution flasque de pi. Notons 8 : E(À) ->H^(^ pi) Inapplication de bord associée. Alors,
on a les inclusions

8(N ,̂ E)) C R(^ G,) C 8(E(è)) = Ker(H^(A, pi) ̂  H1^ S)).

En particulier; Inapplication C^(è)/R -^?(^,8) est bien définie.

Démonstration, — Puisque le è-tore S est flasque, il résulte aisément de
la prop. 9 de [GTS1] que H1^, S) == H1^), S). La seconde inclusion

R(è, G,) C Ker(H^(è, pi) -^ H1^ S))

est alors claire.

Lemme IEL. 2.6. — Soit 'Lfk une extension de corps quasi-déployant G. Alors
C,(L) = HUL, pi).

Montrons le lemme. Un groupe simplement connexe quasi-déployé possède un
tore maximal quasi-trivial (cf. [H2]). Le groupe G^ étant le produit d'un groupe
simplement connexe et d'un tore quasi-trivial a donc un L-tore (maximal) quasi-trivial T.
L'application H^(L, pi) —^H^L, G) se factorise par H^L, T) == 1, donc est triviale.
Par suite, G,(L) == H^(L, pi).

La stabilité de R(A, GJ par les normes (11.3.3) permet de définir le groupe de
normes du foncteur R(., C^) pour la è-variété X (cf. § 0.7 pour la définition). Soit
L/A une extension finie de corps quasi-déployant G. Comme H^è, E) et H^L, E) sont

28
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triviaux, on a le diagramme de suites exactes suivant, où les flèches verticales sont les
corestrictions :

E(L) ^> H^(L, (x) —^ H^L, S) —> 1
^J NrJ NL/J

v ^ 4'
E(A) -̂ -> H^(A, (x) ——. H1^, S) ——. 1

On a C^(L) = H^(L, (JL). Gomme le L-tore E^ est trivial pour la R-équivalence,
il est aisé de voir que 8(E(L)) C R(L, G^). Appliquant cela à toutes les extensions finies
de k quasi-déployant G, il vient

8(N^, E)) C Nx(è, R(., G,)) C R(A, G,), n

c. Le cas d'un corps local. — La proposition précédente nous permet de calculer
le groupe G(è)/R pour un groupe défini sur un corps local k. Si k = R ou k = C, la
R-équivalence est la relation triviale sur les tores [GTS1], Si Gfk est un groupe réductif
connexe, alors les éléments semi-simples réguliers de G (k) sont R-équivalents à e e G(k).
De plus, comme le groupe R(À, G) est Zariski-dense (cf. § III. 0) et comme les éléments
semi-simples réguliers forment un ouvert de Zariski de G, la R-équivalence est la relation
triviale sur G/À. Pour un corps local non archimédien, la R-équivalence est la relation
triviale pour les groupes semi-simples simplement connexes [V2], mais il n'en est pas
de même en général.

Proposition m.2.7. — Soit k un corps local non archimédien et soit

1 ->pi^G-^G-^l

un revêtement spécial. Soit 1 ->(JI-^S->E->I une résolution flasque de [L. Alors l'application
naturelle H (̂A, .̂) -^H^è.S) induit un isomorphisme

G^/R^H^S).

Lemme in. 2.8. — Soit k un corps local non archimédien. Soit X la k-variété des sous-
groupes de Borel d'un groupe algébrique réductif connexe Gfk. Notons X/yfe la variété des sous-
groupes de Borel de G.

a) Soit [A le groupe fondamental du groupe adjoint G^ de G et notons N = p. (A). Alors
toute extension de corps k'fk de degré N quasi-déploie le groupe G,

b) Soit E/è un k-tore quasi-trivial. Alors on a Nx(A, E) = E(À).

Démonstration du lemme III. 2.8. — Notons G^ la forme quasi-déployée de G^.
Le groupe G^ a un groupe fondamental isomorphe à (JL. A la é-forme G^ de G^ cor-
respond une classe y e H1^, G^), qui est triviale si et seulement si le groupe G est quasi-
déployé. D'après Kneser [Kn] (en caractéristique nulle) et Harder [Hl] (en caracté-
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rfstique positive), on a une injection îP(A, G^) ̂  Hj^(A, (x). Il suffit donc de montrer
que la restriction H^(^ p.) -> H^(è', ^) est triviale pour toute extension de corps V\k
de degré N. Il est tout d'abord clair que l'on peut supposer le ^-module p. /-primaire
pour un nombre premier / et N = p.(A) = l\ Soit ^ un ^-Sylow de ^ et L/k l'extension
associée. Gomme la restriction H^(é, (x) -> H^(L, p.) est injective, on peut supposer
L == k dans l'énoncé. D'après le corollaire suivant la proposition 20, p. 25 de [Sel],
le ^-module p. admet une suite de composition dont les quotients successifs sont iso-
morphes à Z//Z. Par récurrence sur H;(p.(À)), on est ramené au cas où p. == Z//Z et
\k' : k] == /, i.e. y, == (Ji,. Dans ce cas, d'après le théorème 6, p. 112, de [Sel] (en carac-
téristique nulle) et le théorème 6.10, p. 344, de [Mi2] (en caractéristique posi-
tive, on a H^(è, y.,) == Z//Z et H^(è', ̂ ) = ZflZ. De plus la restriction
î%pf(^ ^i) -^^ppf^'î ^i) est la multiplication par [k' :A], donc est nulle.

b) Soit E/A un tore quasi-trivial. On peut supposer que E = R^ G^ où L/è est
une extension finie séparable de corps munie d'une valuation normalisée w : L^ -> Z,
dont on note 0^ l'anneau de valuation. Il existe une extension finie de corps k^k
(resp. k^k) non ramifiée (resp. totalement ramifiée) de degré N. D'après l'asser-
tion a), on a X(Ai) 4= 0 (resp. X(^) + 0). Par suite, ^(^^((L.^)) == Z et
°î  c NL.^L^L.^). On a donc bien N^, E) = E(^). n

Démonstration de la proposition III. 2.7. — Comme dans le § II, on note C^(A)
l'image de l'application caractéristique de l'isogénie À et on rappelle que l'on a une
suite exacte (11.1.3)

&(è)/R -> G(A)/R ̂  C,(A)/R -> 1.

On sait que G(A)/R = 1 [V2] et on a donc un isomorphisme G(è)/R ^ C^(A)/R.
Montrons que l'on a un isomorphisme C^(À)/R Cï H^é, S). Rappelons que l'on a une
suite exacte longue de cohomologie galoisienne

S(^) -> E(^) -t H^(A, pt) ̂  H1^, S) -> 1,

et que l'application G^(A)/R-^H1^, S) est bien définie. Soit X/^ la variété des
sous-groupes de Borel du groupe G. D'après la proposition III. 2.5 et le lemme
précédent, on a 8(E(è)) = 8(Nx(è, E)) C R(A, G^), donc on a un isomorphisme
C^/R^H^.S). D

d. Gro^ A normes et principe de Hasse. — Jusqu'à la fin de la section III, on fixe
un corps global k et on note Î2 l'ensemble de ses places, oo C t2 les places archimédiennes
et (^Leo 1̂  complétés de k. Nous rappelons le théorème suivant de Kato-Saito.

Théorème m. 2.9 ([KS], th. 4). — Soit X une k'variété projective lisse géométriquement
intègre. Soit E/A un k-tore quasi-trivial. Alors on a Nx(^, E) = E(^) pour presque toute place v
et un isomorphisme de groupes finis

E(A)/N^,E)^ ©E(^)/N^,E).
V ç •2



220 PHILIPPE GILLE

II est à noter que Kato et Saito [KS] ont prouvé l'isomorphisme ci-dessus pour
le groupe de normes usuel (i.e. E = G^) et que nous vérifierons en appendice qu'il
s'étend à cette situation légèrement plus générale. Cette vérification est nécessaire, et
la finitude du groupe E(À)/Nx(^, E) avait été hâtivement admise dans [Gi2].

Dans le cas où X est la variété des sous-groupes de Borel d'un groupe algébrique,
le lemme III. 2.8 montre que E(èJ == N^(^5 E) pour toute place non archimédienne.
On a donc le

Corollaire ni. 3.10. — Soit X la k-variétê des sous-groupes de Borel d'un groupe algébrique
réductif G/À. Soit E/À un k-tore quasi-trivial.

a) Si k est de caractéristique p> 0, on a Nx(^ E) == E(A).
b) Si k est un corps de nombres^ on a un isomorphisme de groupes finis

E(À)/N^ E) ̂  © E(^)/N^, E). D
vç oo

II est à noter que ce corollaire joint à la proposition III .2.5 implique le résultat
principal (î.e. la fînitude de G(A)/R) pour tout groupe réductif G/è sur un corps global è,
résultat auquel nous allons donner une forme plus effective.

in. 3. Démonstration du théorème principal

Théorème TU .3.1. — Soit Gfk un groupe algébrique réductif défini sur un corps global k. Soit

1 -^ ̂ G-^G^I

un revêtement spécial. Soit 1 ->{JI-^S->-E->I une résolution flasque de (JL. Alors Inapplication
naturelle H^(A, (Ji) -^H1^, S) induit une suite exacte de groupes

G(è)/R -> G(è)/R -. H1^, S) -> 1.

Démonstration. — Gomme dans le § II, on note C^(k) l'image de l'application
caractéristique de l'isogénie X et on rappelle que l'on a une suite exacte (II. 1.3)

G(è)/R -> G(ÀQ/R -> C^A)/R -> 1.

Il faut donc montrer que l'on a un isomorphisme G^(À)/R ^ H1^, S). Rappelons que
l'on a une suite exacte longue de cohomologie galoisienne

S(è) -^ E(À) ̂  H^ ̂  -^ H1^ S) -> 1,

et que l'application C^)/R -.IP^S) est bien définie (prop. III. 2.5). Soit X/^ la
variété des sous-groupes de Borel du groupe G; posons

H^, (!)„ == Ker(H^(è, y.)-^ îl H^(^, (.)).
ve co
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1^ étape. On a Ker(H^, ̂  ^H1^, S)) C R(k, G,).
Gomme 8(Nx(^, E)) C R(Â, G^) (III. 2.5), il suffit de voir que

Ker(H^, (x)» ^H1^, S)) C 8(N^, E)).

Soit donc c e Ker(H^,p((À, (Ji)og -» H1^, S)). Pour toute place v e oo, comme le groupe
de Galois de k, est cyclique, on a H1^, S) == 1 [GTS1]. Par suite, on a un diagramme
commutatif

S(^) ————, E(A) ——'——> H^(À, (.) ———. H1^ S) -^ 1.

Y Y Y Y

n s(^) -^ n E(AJ -^ n H^(^, ;i) ——. i
vç oo » G °o t?Goo

Par ailleurs, le défaut d'approximation faible à l'infini Aoo(S) est trivial (§0.8 pour
la définition, [Sa], lemme 1.8, p. 19). Une chasse au diagramme montre qu'il existe
e e E(A) tel que
i) S(e) = .,

ii) e e E(^)2 C Nx(Ày, E) pour tout v e oo.

Or d'après le corollaire III. 2.10, on a un isomorphisme de groupes finis
E(è)/N^(è, E) ̂  ©^, E(AJ/N^, E). Donc . e N^(è, E) et , == 8(.) e 8(Nx(A, E)).

2e étape. L'application R(A, C^) -> II C^(ÀJ est surjective.
v £ oo

Notons U C G l'ouvert de Zariski des éléments semi-simples réguliers. Il est
clair que U(^) = G(ÂJ pour toute place y e oo et que l'application caractéristique
Pi;: O-^J-^H^^, p.) est continue. Soit donc (^)^çoo e U,e°o ^(^J- pour toute

place y e oo, il existe ^ e U(ÀJ tel que 9(5,,) == ^. D'après le corollaire 3.5.C, p. 26,
de [Sa], le défaut d'approximation faible à l'infini A^(G) est trivial. Par suite, il existe
g e V{k) tel que Res^(<p(^)) == c^ pour tout y e oo. Posons T = Z(^). Le è-tore T admet
une résolution flasque 1 -»S'->E'-->T->1, donnant lieu au diagramme commutatif
exact

E'(è) ——v-—> T{k) ——> H^è.S') —> 1.i i i
n E'(t.) -y* n T(».) —— i

v ç oo v £ oo

Gomme le défaut d'approximation faible Aoo(E') est trivial, une chasse au dia-
gramme montre qu'il existe un élément t ej&'(E(A)) proche de g dans T(^) pour tout
v e oo. Les classes de R-équivalence de T sont paramétrées par la variété yfc-rationnelle E'
(III. 2.4. b) donc t e R(^, T) C R(A, G), 9^) e R(è, G^) et l'on a Res^ç^)) == ^ pour
toute place y e oo. Ceci achève cette seconde étape.
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Ces deux étapes suffisent pour établir Pinjectivité du morphisme G^(è)/R ->• H1^, S).
En effet, si c e Ker(G^(è) -> H1^, S)), la seconde étape permet de supposer que
c € KerÇH1^, ]i)^ —> H1 (A, S)) et donc on a 6* e R(è, C^) par la première étape.

3e étape. Inapplication G^(A)/R —^H^.S) est surjective,
II faut voir que l'application composée C^(k) ̂ ïî^^k, (A) -^ H1^, S) est sur-

jective. Le diagramme de la première étape ci-dessus et l'assertion A^(E) = 1 montrent
que le morphisme H^(è, [L)^ —^H^è.S) est surjectif. Par ailleurs, le principe de
Hasse pour les torseurs sous un groupe semi-simple simplement connexe [Kn] [Hl] [Ch]
montre que H1 (A, G) = II H1^,, G). On a donc le diagramme commutatif exact
d'ensembles pointés v w

1

HU^ ^oo

1 ———> C,{k) ————> H^(k, (x) ———Ï——. H^, G)

1 1 n. Il
i -^ n cw -^ n H^^(^, y.) ^-^ n H1^, S)

vç oo t )£oo »G°o

assurant l'inclusion H^(A, (Ji)^ C C^(^). Il en résulte que l'application G^(k) -> H1^, S)
est surjective. Geci achève la démonstration. D

Soit maintenant G/A un groupe réductif. Nous allons voir que le groupe G(A)/R
est fini. Suivant le lemme III. 2.2, il existe un revêtement spécial À : 6 X E^ -> (G)"1 X Eg
où EI, Eg sont des tores quasi-triviaux, m un entier positif et ô un groupe semi-simple
simplement connexe. Notons 1 -> Ker(X) -> S -> E -^ 1 une résolution flasque de
Ker(X). Gomme les tores E^ et Eg sont des variétés ^-rationnelles, le théorème précédent
montre l'exactitude de la suite de groupes

G(è)/R -^ (G^/R)"» ^H^A, S) -> 1.

D'après Margulis, le groupe G(A)/R est fini (§ III. 0). Le théorème ci-dessus joint à
la finitude du groupe H1^, S) montre que le groupe G(A)/R est fini ainsi que l'inégalité

(#(G(A)/R))^ ff(G(A)/R) x ffH^é.S).

On a donc bien montré le théorème annoncé dans l'introduction de cette partie. Dans
le cas où k est de caractéristique nulle (corps de nombres), tout groupe algébrique
linéaire connexe G est le produit semi-direct de son radical unipotent et d'un groupe
réductif G^. Or les groupes unipotents sont ^-rationnels en caractéristique nulle et
par suite on a G(è)/R ^ G^(^)/R, qui est fini.
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ni. 4. Applications

a. Les résultats de Platonov, Rapinchuk, Ghernousov et Tomanov sur le groupe
de Whitehead et sur les sous-groupes normaux des groupes de points rationnels ([PR],
chap. 9, [T3]) montrent la trivialité de G(A)/R dans de nombreux cas. On en déduit le

Corollaire IDE. 4.1. — Les hypothèses sont celles du théorème III. 3.1 ci-dessus. On a
G == E x II, R,./̂  G^ où les R^ G, sont les facteurs simples de G et E un k-tore quasi'
trivial. Dans les cas suivants :

1) le corps k est un corps global de caractéristique p > 0, ou un corps de nombres imaginaire pur^
2) on suppose les deux assertions ci-dessous vérifiées

a) les facteurs simples isotropes GJA^ ne sont Ras des k^-f ormes de Eç de rang relatif 1,
b) les facteurs simples anisotropes GJA, sont soit de l'un des types ^A^, G^ (n ̂  2), 1!)^

(n ̂  4), ̂ ^ Ey, Eg, F^, Gg, soit des groupes SU(LJA,,/) pour une forme hermitienne
non dégénérée f pour l9 extension quadratique LJA^ (type '^A^),

on a un isomorphisme G(A)/R-^ H^A, S). D

Remarque. — Gomme le groupe H^A, S) ne dépend que de la forme quasi-déployée
de G, dans les cas du corollaire, il résulte que le groupe G(A)/R ne dépend que de la
forme quasi-déployée de G. On ignore s'il en est ainsi généralement.

De plus, comme pour le principe de Hasse et l'approximation faible, la R-équi-
valence se comporte bien pour les isogénies de groupes semi-simples absolument presque
simples. En effet, le centre d'un groupe semi-simple absolument presque simple est
déployé par une extension galoisienne métacyclique {i.e. les sous-groupes de Sylow du
groupe de Galois sont cycliques). Dans ce cas, dans le théorème principal, on peut
choisir une résolution flasque 1 -> ( J I -^S->E-^ I telle que le tore S est déployé par
une extension métacyclique et ainsi H^A, S) = 1 d'après le corollaire 3, p. 200, de
[GTS1].

Corollaire ni. 4.2. — Soit G/A un groupe semi-simple absolument presque k-simple défini
sur un corps global k et soit G un revêtement universel. Alors Inapplication

G(A)/R-^G(A)/R

est surjective. D

b. Sur la théorie de la descente de Colliot-Thélène et Sansuc. — Supposons désormais que
k est un corps de nombres et que G est semi-simple. Dans ce cas, nous allons voir que
le théorème principal III .3.1 est en plein accord avec la philosophie de la théorie de
la descente de Golliot-Thélène et Sansuc [GTS3], On rappelle que si X/A est une variété
lisse géométriquement intègre satisfaisant k^ ^ARC^ et X(A) 4= 0, et si H/A est un
A-groupe de type multiplicatif, on a une suite exacte (loc. cit., § 2, p. 408)

(*) 0 -> H^A, H) -> H^X, H) -̂  Hom^(H, Pic(X)) -> 0.
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Si, de plus, H = Pic(X), on dit qu'un X-torseur sous H est universel si le type % de sa
classe est l'identité de H. Soit À : 5 -> G un revêtement universel de G, de noyau le
^-groupe fini pi. On définit un morphisme de ^-modules \ : p. -> Pic (G) en associant
à un caractère a e Hom((Ji, GJ la classe de o^ G -> G dans Pic(G). Il est connu ([Sa],
lemme 6.9 et cor. 6.11) que \ est un isomorphisme et suivant Rosenlicht, on a k [G] x =kx

(cf. [Sa], lemme 6.5, p. 39). Il est immédiat que G ->• G est un torseur universel sous p.
(cf. [GTS3], Prop. 1.5.2 (iii)). D'après Hironaka, il existe une ^-compactification lisse
j : G <-> V(G). De l'égalité ^[GF = A^ on tire une suite exacte de ^-modules

0 -^ Div,^(V(G)) -^ Pic(V(G)) -^ Pic(G) -> 0,

où Divv(Q)\^(V(G)) désigne le groupe des diviseurs sur V(G) à support en dehors de G,
qui est un groupe libre de type fini et même un ^-module de permutation. On sait
que Pic(V(G)) est un Z-module libre de type fini. On note

1 -^^IS,-^E,->I

la suite exacte duale de la suite de ^-modules ci-dessus. La suite exacte (*) ci-dessus
montre qu'il existe un torseur universel ^ -"> V(G), unique à isomorphisme non unique
près, dont la fibre au point e e G(k) C V(G) {k) est triviale. Alors, il existe un isomor-
phisme (non unique) p : G x^S.-^G X^G^ et on a le diagramme commutatif
suivant

G x^s, -^ Gx^r ——> r

(**) ^'4 i "i
G ———^——> G ——j-—> V(G)

Rappelons que l'application caractéristique O^- : V(G) {k) -> H1 (À, S,) de TT est constante
sur les classes de R-équivalence. En effet, puisque V(G) est propre, toute application
rationnelle A1 -> V(G) définie en 0 et 1 se prolonge en un morphisme A1 -> V(G) et
l'on a H1 (A, SJ == H^A^, S,). Par suite, on peut définir une application

Y^G^/R^H^S,).

De plus, comme l'application caractéristique d'un torseur ne dépend que de sa classe
d'isomorphisme, le diagramme ci-dessus (**) induit un diagramme commutatif

G(è) -x^ G{k) -^ H1^, pt)

(***) ^ ^4

V(G)(^) -^ H^A.SJ

indiquant que Y = Y^- est un morphisme de groupes, nul sur \,(G(^)/R).
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Théorème ni. 4.3. — Soit Gjk un groupe semi-simple défini sur un corps de nombres k
et (JL son groupe fondamental. Soit j : G ̂  V(G) une k-compactijication lisse de G et S g le k-tore
dual du module galoisien Pic(V(G)). On note Y : G(A)/R -^H1^, Sç) le morphisme construit
précédemment.

a) Pour toute place v, on a un isomorphisme de groupes

y^G^/R^H^SJ.

b) On a une suite exacte de groupes finis

6(A)/R -^ G(A)/R X H1^ S,) -> 1.

Démonstration. — On va montrer tout d'abord l'assertion b). Soit l ~ > ( J t - > S - > E - ^ l
une résolution flasque de \L. La propriété « verselle » d'une résolution flasque (cf. [GTS2],
§ 0.5) montre qu'il existe un morphisme y: Sç ->S (non unique) tel que l'on ait un
diagramme commutatif

1 —» ii -» S. -» E. -* 1

II -\ \
1 —^ p, ——». s ——> E —> 1

Le diagramme (***) ci-dessus implique la commutativité du diagramme suivant

S(^)/R —> GW/R -^ ?(^,8,) —> 1

II II '•I
Q(k)IR —> G(A)/R —> WÇk, S) ——^ 1

On veut montrer que H1^, SJ ̂  H1 (A, S). L'exactitude en G(A)/R de la suite
G{k)|R-^G(k)|R->îîl(k,S,)->l résulte immédiatement de l'exactitude de la
suite G(^)/R ->G(è)/R -^H1^, S) -> 1. Il reste à voir que le morphisme

G^^H^^^H^S,)

est surjectif. D'après Voskresenskiï ([VI), th. 3, cf. [Sa], prop. 9.3 et rem. 9.3.1), le
^-module Sç = Pic(V(G)) est un ^-module quasi-flasque : si I\ est le groupe de Galois
de l'extension minimale déployant Sg, pour tout sous-groupe cyclique FC F^, on a
H^r, S^) === 0. La preuve de la surjectivité de G{k) -^H^A, S) (troisième étape de la
preuve du théorème principal) vaut en remplaçant S par Sg et flasque par quasi-
flasque puisqu'on a la surjectivité de H^(^, pi)^ --^H1^, Sç). Ainsi le morphisme
G(k) -^H^À, Sg) est surjectif. Pour a), il suffit de montrer d'après ce qui précède que

29
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le morphisme G(^) -^IF^SJ est surjectif pour toute place v. Si v est non archi-
médienne, cela résulte de la trivialité de H1 (A,,, 5). Si v est archimédienne, on a
I-F^, Sç) == 0, puisque Sç est quasi-flasque. D

Corollaire DI.4.4. — Gardons les mêmes hypothèses qu^en III. 4.3.
a) On pose m1 (A, S,) = Ker^A, S,) ->n^^ H ,̂ S,)), ^or^ ow û Mn<? ̂

^cû^ de groupes

G{k)IR ̂  Ker(G(A)/R -> H G(AJ/R) -> m1^, S,) -^ 1.
vço

6^ La compactification V(G) rfç^mï MW isomorphisme de groupes finis A (G) ^ ̂ (A, Sç)
([Sa], cor. 3.4 et th. 9.5) et une suite exacte de groupes

G(A)/R -> H G(^)/R ^ ̂ (A, S,) ^ 1. D
oeo

II est à noter que la suite exacte b) ci-dessus a été établie auparavant,
de façon différente, par Nguyên Quôc Thàiig [Ng], De plus, ces deux suites
exactes sont analogues aux suites exactes obtenues pour les tores ([GTS1], Prop. 18,
19, p. 220).

IV. EXTENSIONS NON DÉPLOYANTES
DE GROUPES ALGÉBRIQUES SEMI-SIMPLES

IV.l. Introduction

Soit k un corps. On note k une clôture séparable de k et ^S le groupe de Galois
de k sur A. Soit X un type d'algèbre de Lie simple. Soit G un groupe algébrique défini
sur k, connexe, semi-simple et simple de type X. On fixe une famille (kjk)^^ y
d'extensions finies de corps, non isomorphes deux à deux.

L'ensemble S (G) des entiers de torsion de G a été défini par Serre ([Se2], § 2.2).
Dans [T2], Tits pose la question suivante (avec p.g.c.d. ([^:^]) = 1) :

(QJ : Si les groupes G^ sont déployés, et si p.g.c.d. ([^ : k]) ne contient pas de
facteurs premiers appartenant à l'ensemble S (G), le groupe G^ est-il déployé?

On donne ici une méthode générale permettant de répondre à cette question
pour les groupes absolument presque A-simples tels que le centre du revêtement universel
de G soit non trivial.

Théorème C. — Soit G un k-groupe algébrique connexe, semi-simple, absolument presque
k-simple f un des types suivants A^, By,, C^, D^, Eg ou Ey. Si Gj, est déployé pour i = 1, ..., r
et si p.g.c.d. ([^ : k]) ne contient pas de facteurs premiers appartenant à V ensemble S (G), alors
le groupe G est déployé.
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Rappelons la description de S (G) pour les différents types de systèmes de
racines.

- S(AJ = { 2, diviseurs premiers de n + 1 };
-S(BJ=S(GJ==S(G,)={2};
-S(DJ={2}(^4) ;
-S(DJ=S(Ee)==S(E,)={2,3};
-SÇE,) ={2,3,5}.

Pour le théorème G, le cas de A^ est bien connu et les résultats d'injectivité de
Bayer-Lenstra [BL] couvrent les cas de B^, G^ et D^. Les seuls cas nouveaux de ce
théorème sont donc les types Eg et Ey. Les cas de Eg, F^ et G^ échappent à la méthode
précédente. Le théorème est vrai pour Gg car il se déduit du théorème 9 (et th. 11 en
caractéristique 2) de [Se2]. Le théorème est également vrai pour le groupe F^ en carac-
téristique distincte de 2 et 3. En effet ([Se2], § 9), l'ensemble WÇk, F^) classifie les
À-algèbres de Jordan exceptionnelles et on sait (ibid.) que si les invariants cohomo-
logiques ̂ ,^5 et g^ d'une algèbre de Jordan exceptionnelle sont triviaux (c'est évidem-
ment le cas pour une algèbre déployée par des extensions de corps dont le p.g.c.d. des
degrés est premier à 6), l'algèbre est déployée.

Par ailleurs, Sansuc a répondu affirmativement à Q, sous une forme plus forte,
dans le cas des corps de nombres ([Sa], cor. 4.8, p. 33).

L'énoncé du théorème G pour Eg demeure le seul cas non connu.

IV. 2. Réductions

Soit Gfk un groupe comme dans l'énoncé du théorème G. Quitte à considérer
le groupe dérivé du radical anisotrope de G [Tl] (dont le type est composé d'éléments
de la liste qui ne font pas apparaître de nouveaux entiers de torsion), il est clair que
l'on peut supposer le groupe G anisotrope. On peut de plus supposer G adjoint. Mon-
trons à présent que l'on peut également supposer que G est une forme interne d'un
groupe déployé. Notons G^fk la forme déployée de G et Au^G^ son groupe d'auto-
morphismes, qui est lisse. On a une suite exacte scindée de faisceaux galoisiens

1 -^ G'1 ̂  Au^G^ -^ v-> 1,

où v est le À-groupe fini des automorphismes extérieurs de G^ On a une suite exacte
d'ensembles pointés

1 ————> H1^ G) ——^——> W(k, Aut(G)) ———^——> H1^, v)

i i 1
i -^ n H^.G) ^> n IP^AU^G)) ̂  n H^v)

*'• l•••• r < - l , . . , f < - = l , . . , r
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Lemme IV.2.1. — On suppose que p.g.c.d. ([^ : k]) n'a pas de facteur dans S(G). Alors,
Inapplication H1 (A, v) -> II H1^, v) û ̂  TZO^ÛM trivial.

< = l , . . , r

Démonstration du lemme IV. 2.1. — Le groupe v est un ^-groupe constant. La table
de [8e2], § 2.2, nous assure que p.g.c.d. ([è^ : k]) est premier à l'ordre de v. Si A est
distinct de D4, le groupe v est un À-groupe fini commutatif constant et un argument
classique de restriction-corestricdon montre le lemme. On suppose donc que A = D4
et que v == 83, le groupe de permutations de trois éléments. On a une suite exacte de
groupes 1 -> Z/3Z -> 83 ->• Z/2Z -> 1 et une chasse au diagramme évidente implique
que Ker(H1^, 83) -> H H1^, 83)) = 1. D

i=l,...r

Le lemme montre donc que si tous les G^. sont déployés et si p.g.c.d. ([è, : k])
n'a pas de facteur dans 8 (G), alors le groupe G est une forme interne d'un groupe
déployé. En conclusion, on pourra donc supposer dans la démonstration du théorème G
que le groupe G/A est un groupe semi-simple adjoint anisotrope, qui est une A-forme
interne de sa forme déployée.

IV.3. Une conséquence du principe de norme sur les résidus 11.3.1

8oit À : G ->• G une é-isogénie centrale de è-groupes semi-simples, de noyau (JL
qui est un À-groupe fini de type multiplicatif.

Proposition IV. 3.1. — Dans la situation ci-dessus^ supposons que pi(— 1)(À) soit non
trivial et que V ordre de p,(— 1) (k) soit premier à p.g.c.d. ([^ '' k]), Si le groupe G .̂ est déployé
pour i == 1, ..., r, alors le groupe G est isotrope.

Cette proposition implique le théorème G. En effet, on considère un revêtement
universel X : G -> G du groupe G où G est supposé adjoint, anisotrope et forme interne
d'un groupe déployé de type A^, B^, G^, D^, Eg ou Ey. 8upposons que le groupe G .̂
est déployé pour i = 1, ..., r et que p.g.c.d. ([è, : k\) n'a pas de facteur premier appar-
tenant à l'ensemble 8 (G). Alors le centre p. de G n'est pas trivial, satisfait [ji(— 1) (é) 4= 1
et comme #(JL(— l)(è) est un produit d'entiers de 8 (G), la proposition ci-dessus montre
que le groupe G est isotrope. Contradiction.

Démonstration de la proposition IV. 3.1. — Cette démonstration est l'application du
principe de norme sur les résidus 11.3.1 avec un argument habituel de restric-
tion-corestricdon en identifiant le groupe des résidus X-spéciaux grâce au lemme
suivant.

Lemme IV. 3.2. — a) Si le groupe G est déployée le groupe des résidus ^-spéciaux est le
groupe {ji(— 1)(A).

b) Si le groupe G est anisotrope, le groupe des résidus ^'spéciaux est trivial.
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Démonstration du lemme. — Soit K = k({u)) d'anneau de valuation 0 == k[[u]].
On a un diagramme commutatif exact d'ensembles pointés

1

i
G(0) ̂  H^(0, i.) -!î* H'(0, 8)

i '1 '[
G(K) --» H^(K, ri -Ï* H'(K, ES)

-l
r(-l)Ci)

1
1

Le groupe des résidus À-spéciaux sur k est par définition l'image de l'application ^09^.
a) Supposons que G est déployé et notons T un tore déployé maximal de G. On a

(JiCT. L'application ^ : H1^, pi)->H1^, G) factorise par l'application naturelle
1 == H1^, T) -^H1^, G), donc 4 est l'application triviale. Par suite, l'application
caractéristique 9^ : G(è) -> H^(è, (A) est surjective et il en est de même de 9^. L'appli-
cation â^ étant aussi surjective, le groupe des résidus À-spéciaux est le groupe [L(— 1) (A).

b) Supposons que G soit anisotrope. Un théorème de Bruhat-Tits-Rousseau ([BT],
cf. [Rg], Prop. 1.2) assure que si G est anisotrope, on a G(0) = G(K). Par suite, comme
l'application B^ est nulle sur H^(0, [A), le groupe des résidus À-spéciaux est trivial. D

Appendice A : Flèches résidus

Soit k un corps et ky une clôture séparable de k dont on note ^ le groupe de Galois.
Soit 0 un anneau complet pour une valuation discrète normalisée, de corps des fractions K
et de corps résiduel k. Notons 0 <-> 0^ l'extension maximale non ramifiée de 0, de
corps des fractions K.i. On va montrer la proposition suivante.

Proposition A.l.
a) Soit [L un 0-groupe de type multiplicatif fini. Il existe une application naturelle de résidu

î> : H^(K, (A) —^ (Ji(— 1) (k) telle que Von ait la suite exacte

0 -> H^(0, (.) -> H^(K, (x) ̂  (x(- 1) (À) ^ 0.
b) Soit (A un k-groupe de type multiplicatif fini. Il existe une suite exacte de localisation

0—> HUA,^) —> H^^)9^

^©^^(M))-^ ^1)(,) ->0,

où M parcourt les points fermés de la droite projective P^.



230 PHILIPPE GILLE

II est à noter que l'on n'a pas de généralisation simple en degrés cohomologiques
supérieurs (même en degré 2) des suites exactes ci-dessus, comme le montre le travail
de Kato [K].

Lemme A. 2.
a) Soit T un 0-tore. On a une suite exacte naturelle de ^-modules

0 -> T(0i) -> T(Ki) 4- t° -^ 0,

scindée par le choix d'une uniformisante de K. Les applications naturelles HP^, T(0i)) -> ?(0, T)
et H^TÇKi)) ^H^K.T) sont des isomorphismes.

b) Soit T un k-tore. On a une suite exacte naturelle de ^-modules

0 -^T(^) -^TW)) œ^ ©^T^t0 -^0,

induisant la suite exacte

0 ->T(A) -TTO) ̂  ©MEP^TWM)) ̂ t T°(A) ->0,

où M parcourt les points fermés de la droite projective P^. L'application naturelle

HP^TW))) -^(^T)

^ bijective. D

Démonstration de la proposition A. 1. — ̂  II existe une suite exacte l - ^p . ->E->-S->- l
de 0-schémas en groupes sur Spec(0)fppf où E est un 0-tore quasi-trivial et S un 0-tore.

Lemme A. 3. — On a une suite exacte naturelle de ^'modules

O-^Ê^S0-^- 1) ->0.

Démonstration du lemme A. 3. — On a une suite exacte de ^-modules

0 ->S->Ê- ->{ î -^0 .

Prenant la suite exacte de cohomologie associée au fbncteur Hom^(., Z) = Hom^i(., Z),
on a

0 = Hom (̂{l, Z) -^ Ê° -> S° ̂  Ext1^ Z) -^ Ext̂ (Ê, Z) == 0,

car Ê est un ^-module de permutadon. La suite exacte 0 -> Z -> Q^ -> Q^/Z -> 0 donne
lieu à la suite exacte

0 == Hom^, %) ^ Hom^({î, %/Z) ^ Ext^pi, Z) -> Exty((X, %) = 0,

car Q, est uniquement divisible. Donc Hom^({l, Q^/Z) == Ext^(p., Z) et par dualité on a
un isomorphisme de ^-modules Hom({î, Q^/Z) ^lirn Hom^^g,(^, (Ji) = (Ji(— 1). On a
donc une suite exacte de ^-modules 0 -^ Ê° ->S° -> pi(— 1) ->0. D



LA R-ÉQTLJI VALENCE SUR LES GROUPES ALGÉBRIQUES RÉDUCTIFS 231

Considérons le diagramme commutatif

1 1i T
1 —» ,,(0) -< S(0) -^ E(0) -^ H^(0, (>) —> H^(0, E) = 1

II i l l
1 _< (,(K) -^ S(K) -^ E(K) -< H^(K, ri -^ H^(K, E) - 1

ï 1
Ê°(A) <-^ S°(A)

l i
0 0

où les suites horizontales sont les suites exactes de cohomologie fppf et les deux premières
verticales sont les suites de localisation du lemme A. 2 auxquelles on a appliqué le
foncteur M h-> M^ (la surjectivité est due au scindage). Une chasse au diagramme
assure l'existence d'une suite exacte

0 -> H^(0, pi) -> H^(K, (x) ̂  SO(A)/Ê^) -> 0.

D'après le lemme A. 3, on a une suite exacte

0 -> È°{k) -> S°{k) -> (JL(- 1) Çk) -> H^A, Ê0) = 0,

car Ê° est un ^-module de permutation. On a ainsi construit une application
ô : H^(K, p.) -> p.(— 1) (A) induisant une suite exacte

0 -> H^(0, (x) -^ H^(K, (.) -^ (.(- 1) (è) -> 0.

Il est aisé de voir que l'application B ne dépend pas de la résolution choisie. La preuve
de l'assertion A.éJ est laissée au lecteur. D

Remarque A. 4. — Soit K'/K une extension finie de corps complets, d'indice de
ramification e et d'extension résiduelle k'jk. Il est aisé de montrer la commutativité
du diagramme suivant

H^(K^) -?-> pL ( - l ) (A) ——. 0

BesT| e^

H^(K'^) -^> ^(-1)^) -^0

NK'/K^ N^'J

H^(K^) -"-> p i ( - l ) (A) ——> 0
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Appendice B : Démonstration d'un principe de Hasse
pour les groupes de normes

Soit k un corps global, t2 l'ensemble de ses places et (^J^ço les complétés de k
et (0,,)ygQ\oo les anneaux d'entiers aux places finies. Soit A()C k un sous-corps tel que
l'extension k^ soit séparable (cette hypothèse n'est pas absolument nécessaire), SÎQ
l'ensemble de ses places et p^ : Q -> Q.Q la norme. Soit X/Ao une variété projective
lisse irréductible. On note ^x(A) C kx le sous-groupe engendré par les N^ ̂  ^((ÀQ ®^ k) x)
pour les extensions finies de corps ^o/^o satisfaisant X(Ao) =4= 0. De même, pour un corps ̂ ,
on définit Mx^J avec A^C^ où w === p^{u). Pour montrer le théorème III. 2.9,
il est aisé de voir qu'il suffit de montrer que l'on a dans la situation ci-dessus Nx(^) == k^
pour presque toute place v et un isomorphisme

^/NxW^ ©A'/Nx^).
vç^ï

Le cas ^ç == A correspond bien sûr au théorème initial, dont nous allons suivre la
démonstration.

Lemme B.l. — a) Soit w une place non archimédienne de k^ telle que la variété X a bonne
réduction en w. Alors pour tout nombre premier p, il existe une extension finie non ramifiée kç Jh^ ^
de degré premier àp telle que X(è^ y,) =(= 0. Pour toute place vdek au-dessus de w, on a Nx(^) = ̂  •

b) Pour tout ensemble fini de places S, V image de N ->n^çg Nx(^) est dense.

Démonstration. — L'assertion a) résulte directement du lemme 8 de [KS].
b) Fixons tout d'abord une place v e S dont on note w = p^^v) la projection

sur H). Soit ^vG^leow^k ^^((^o.w^jko w ^>)x ) P01111 une ^tension finie de corps
^o,w/^o,w satisfaisant X(^ ̂ J =(= 0. D'après le lemme 4 de [KS], si on note k^ la clôture
algébrique de k^ dans kç ^, la partie X(^) est dense dans X(èo^) et il existe donc une
extension finie k^k^ contenue dans k^ ^ telle que X(èo) 4= 0. Par construction, la place w
de Ao est totalement décomposée en k^ et ainsi il existe aeN^ ^((^o^jko^) te^
que û est proche de a^ et û est suffisamment proche de 1 pour les autres places de S. Il
est clair que ceci implique le lemme. D

On notejjfc le groupe des idèles de k et C^ == J^fk^ le groupe de classes. On note Si
le sous-groupe de J^ constitué des idèles {a^)y tels que a^ e Nx(^) pour toute place y,
fi = Nx(è) et C^ = M/N.

Lemme B.2. — On a C^/mÔ^ ^ C^mC^ pour tout entier m ̂  2.

Démonstration. — D'après le lemme précédent, M est un ouvert de J^ et l'appli-
cation C^ -ï- C^ est surjective. Suivant sans modification la preuve originale, on est
ramené à prouver l'exactitude de

(^ NE/^ c^ -> Gal(E/A) -^ 0
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pour une extension cyclique E/A de degré premier p == [E : k] où l'application
c* -> Gal(E/è) est définie comme la composée de l'application C^ -> C^ et de l'appli-
cation de réciprocité d'Artin. La surjectivité de C^ — Gal(E/A) provient de la surjectivité
de G^ -> Gal(E/À). Soit a == (aj^ un idèle de jM qui s'envoie sur 0 dans Gal(E/À).

Notons ^/U un schéma projectif lisse sur un ouvert U de Spec(O^) tel que
ST Xn^o == X. Le lemme précédent b) et le fait que l'application N^ : Mg ->M est
ouverte nous permet de supposer que le support de a est constitué de places non archi-
médiennes u^ ...,^ telles que les places w, = p^z) appartiennent à U et soient
non ramifiées pour l'extension k/kQ.

D'après le lemme B 1, il existe un entier N premier à p et des algèbres étales AQ .\k
non ramifiées de degré N telles que X(A^.) + 0. Le lemme de Krasner nous 'pSrmeî
de trouver une extension de corps k^ de degré N satisfaisant A'®^ ^. === \ ^
pour î ==! , . . . , n . Comme II,^ ^ O^k^ C Im(N^ : fâ^ ^M) et qïe N eït
premier à p, on peut supposer que

^ eN^®,.^(^^^)x) pour î = 1, ..., w.

Quitte à rajouter une place au support de û, le théorème de Chebotarev nous
permet de supposer de plus que la place w[ de k^ est inerte pour l'extension ^ ®^ kfk,
i.e. Ao^fco^wi ^t un corps. On pose k' == k^^k, qui est un corps. D'après un lemme
d'approximation de Bloch [Bc], § 3, il existe une extension finie îî^ et des places
t^ ..., ̂  de Ho telles que H .̂ ̂  A ;̂. pour î == 1, ..., n et X(Ho) =f= 0. On pose
H == Ho ®^ ̂  == Ho ®j^ A. On a une injection H <-> H^ ^ ®^ A' ^ k^ ̂  ®^ è', donc H
est un corps. On a donc le diagramme

Alors a appartient à l'image de la norme N^ :Jg ->J^ ->J^. Soit a = N^).
La classe c appartient au noyau de Jg -> Gai (EH/H) <-^ Gai (E/è). D'après la théorie
du corps de classes, on a c = Arfavec A e H^ et d contenu dans l'image de N^H/H ^ JEH -^JH-
Comme H = Ho®^è, on a N^(<;) == N^.^(A) eN et de même on a

N^^eMM^-^fâ,).

Il en résulte que (û) e Im(ÔB -^ ÊJ. D
Finissons la démonstration en prouvant l'injectivité de 6^ -> C^, î.c. K == fô n k^.

Soit û € fâ n k " . Soit w un entier tel que X/^o a un point rationnel de degré m. Le lemme
précédent montre que a = bc^ avec b eR et c ej^. D'après Artin-Tate [AT], comme
ûè-l e (^J""1 pour toute place v, on a û6-1 e^ x 2 W C N et finalement a eN. D

30
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