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HOMOGÉNÉITÉ DE CERTAINES DISTRIBUTIONS
SUR LES GROUPES P-ADIQUES

par J.-L. WALDSPURGER

1. Introduction

1.1. Le but de cet article est de tirer de notre article précédent [W] quelques
conséquences concernant les développements en germes d'intégrales orbitales ou de
caractères de représentations irréductibles.

Soient F un corps local non archimédien, de corps résiduel fini et G un groupe
algébrique défini sur F, réductif et connexe. On suppose que G appartient à l'ensemble F
défini ci-dessous (cf. 2.1; cet ensemble est contenu dans l'ensemble noté F de [W] 1.3).
En particulier, G est classique. Pour simplifier cette introduction, supposons F de carac-
téristique nulle. On note o l'anneau des entiers de F, p la caractéristique du corps résiduel,
y? et |. [p la valuation, resp. la valeur absolue, de F. On note g l'algèbre de Lie de G,
on pose G = G(F), g = g(F). Notons encore C^°(G), resp. G^Çg), l'espace des fonctions
sur G, resp. g, à valeurs complexes, localement constantes et à support compact, et
G^(G)*3 resp. C^{gY, son dual. On associe à G des entiers d(G) et e{G) et un ensemble
fini P(G) de nombres premiers (cf. 2.1).

Soit SS l'immeuble de G sur F. Notons S(^?) l'ensemble des facettes de S8 de dimen-
sion minimale. A tout s eS(^), on associe le sous-groupe compact maximal K^ de G
formé des éléments qui fixent tout point de s. On associe aussi à s une sous-o-algèbre ky
de g, que l'on peut considérer comme l'algèbre de Lie de Kg (cf. [W] 1.1 et plus loin
2.2). On peut aussi définir le plus grand sous-groupe distingué pro-niipotent K^ de K^
(cf. 2.2). On note 1̂  , resp. 1^, la fonction caractéristique de Kg dans G, resp. kg
dans g.

Notons G^, resp. g^, l'ensemble des éléments topologiquement unipotents de G,
resp. topologiquement niipotents de g. Supposons Vy(p) ^ (4e (G) dÇG))"1^? — 1) et
p ^P(G). En précisant la définition de l'application exponentielle, on définit un iso-
morphisme e : g^ —> G^y cf. 3.3.

Notons 0^ l'ensemble des orbites niipotentes de g. Pour tout n e 6^1, on fixe
une mesure sur n invariante par l'action de G et on note 0^ e C^Çg)* l'intégrale orbitale
associée à n.
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1.2. Fixons un tore T C G maximal, notons t son algèbre de Lie, posons T = T(F),
t==t(F). On note T^g, resp. ^g, l'ensemble des éléments fortement réguliers de T,
resp. réguliers de /. Fixons sur T\G une mesure invariante par translations à droite.
Langlands a défini un groupe K(T/F) et, pour tout K e K(T/F) et tout y eT^g, une
distribution O^y, • ) eC^(G)'1', invariante par conjugaison, à support dans la classe de
conjugaison stable de y (cf. [L], p. 32). Pour H e^g, on définit de même

(I^H.JeG^r.

On montre que pour tout n e fi^y, il existe une unique fonction F^ sur ^g vérifiant la
relation d'homogénéité

r^Hî^ipti^^r^H)
pour tous [L e F^ H e ̂ g, et telle que pour toute/e G^Q^), on ait l'égalité

^(H,/)^ s FS(H)(D,(/)
n € ^nii

pour tout H dans un voisinage de 0 dans ^gg.

Proposition. — Supposons p ^ P(G) et v^(p) ^ (4e {G) dÇG))-1^? — 1). Pour tous
s e S(^), K e K(T/F), H e ̂ g n ̂ ,, on a l'égalité

(D^H), 1 )̂ = S r^(H)(D,(^).
n ̂  ^nil

Cette proposition résout, dans le cas où G appartient à F, la question de l'homo-
généité des intégrales orbitales des fonctions caractéristiques des compacts hyperspéciaux.
Cette homogénéité peut être utile dans certains cas pour démontrer le « lemme fonda-
mental » de la théorie de l'endoscopie (cf. [Ha], [W2]).

1.3. Fixons un caractère ^ : F -> C* continu non trivial et une forme bilinéaire
symétrique B sur g, non dégénérée et invariante par l'action adjointe de G. Pour/e G^(^),
on définit/e C^{g) par

/(X)=J^(Y)+(-B(X,Y))rfY,

où rfY est la mesure autoduale pour cette transformation.
Si TT est une représentation admissible de G, on note ©„ son caractère.

Proposition. — Supposons p ^ P(G), p ̂  2d(G) e(G) (2rf(G) + 1)

et v^p)^ (4.(G)^G))-1^-!).

Soit TT une représentation admissible irréductible de G dans un espace V. Supposons qu^il existe
s eS(^) tel que V espace des invariants V^ soit non nul. Alors il existe une famille (^)nç^ .
de nombres complexes telle que pour toute fe G^{g) à support dans ̂ , on ait l'égalité

Q^foe-^^ S cMf).
"G^nil
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Remarques. — (1) On montrera que la famille (^)ne<î? est uniquement déterminée
par l'ensemble des représentations de KJK^ sur V^ pour s parcourant un ensemble
de représentants des orbites de G dans S(^).

(2) Selon une suggestion de Moy, on démontre en fait une proposition plus géné-
rale où l'on remplace K^ par un de ses sous-groupes de congruence.

(3) La proposition ne fait que préciser un résultat de Harish-Chandra qui affirme
l'existence d'un tel développement pour f à support dans un voisinage de l'origine.

(4) Les conditions sur p figurant dans les propositions ci-dessus ne sont pas opti-
males. Par ailleurs ces propositions restent vraies en caractéristique positive, mutatis
mutandis. On doit remplacer l'exponentielle par une exponentielle tronquée.

1.4. Comme on l'a dit, les résultats ci-dessus sont des conséquences de ceux que
l'on a obtenus dans l'article [W]. Ces derniers précisent ceux de Howe et Harish-Ghandra
que l'on désigne parfois sous l'appellation (impropre) de « conjecture de Howe pour
les algèbres de Lie ».

Soit CC g un sous-ensemble compact. Notons Qç l'espace des formes linéaires
sur C^Çg) invariantes par l'action coadjointe de G, à support contenu dans

{ ( A d ^ ) X ; X e G , ^ e G } .

Soit r un sous-groupe ouvert compact de g. Notons CJ^/r) le sous-espace de C^(g)
formé des fonctions invariantes par r. Alors Howe et Harish-Ghandra ont montré que
l'image de Qç par l'application de restricùon C^(gY -> G^/r)* est de dimension
finie. De plus, si G est fixé et r est assez grand, cette image est égale à celle de 3>^ où
^nii est le sous-espace de C^(gY engendré par {O^; n e 0^ }.

Dans l'article [W], nous décrivons, pour certains G, un sous-groupe r, sans doute
le plus petit possible, pour lequel cette dernière propriété est vraie. Ges résultats seront
rappelés au § 4.

1.5. Je remercie M. Raynaud pour son aide occulte. Je remercie particulièrement
G. Laumon dont l'aide m'a été précieuse pour la mise au point des démonstrations du
§ 2. Béni soit son nom.

2. Les objets

2.1. Soit donc F un corps local non archimédien de corps résiduel fini/. On définit
p, Vy et o comme en 1.1, on note p l'idéal maximal de o et ro une uniformisante. Consi-
dérons les différents ensembles de groupes G suivants (où il s'agit toujours de groupes
réductifs définis sur F). A chaque élément de ces ensembles, on associe deux entiers d{G)
et e{G) et un ensemble P(G) de nombres premiers.

(1) G = SL^ pour d e N, d^ 2; d(G) = d, e{G) = 1, P(G) est l'ensemble des
diviseurs premiers de d.
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(2) Soit V un espace de dimension finie d sur F muni d'une forme bilinéaire non
dégénérée symétrique ou antisymétrique. On suppose qu'il existe un o-réseau de V
autodual. Si la forme est antisymétrique, on pose G == Sp(V). Si la forme est symétrique,
on suppose d ^ 3, on pose G == Spin(V). Dans les deux cas, on pose d{G) = d, e{G) == 1,
P(G)-{2} .

(3) Soient E une extension quadratique de F, V un espace de dimension finie
d > 2 sur E muni d'une forme hermitienne non dégénérée. On suppose qu'il existe un
O^-réseau de V autodual, où o^ est l'anneau des entiers de E. On pose G = SU(V),
d{G) = d; e{G) est l'indice de ramification de E/F et P/G) est l'union de { 2 } et de l'en-
semble des diviseurs premiers de d.

(4) G est un tore défini sur F. Soit E la plus petite extension de F sur laquelle
G se déploie. On note e(G) l'indice de ramification de E/F, d(G) = 1, P(G) est l'ensemble
des diviseurs premiers de [E:F].

On note I\, .. ., I\ les ensembles de groupes définis en (1 ) , . . . , (4) et 1̂  = U F^.
i = = i

On note F l'ensemble des triplets (G, (G^çi,<p) vérifiant les conditions suivantes :

a) G est un groupe réductif connexe défini sur F ;
b) (G^çi est une famille finie d'éléments de F();
c ) 9 est un morphisme séparable défini sur F de sorte que l'on ait une suite exacte

1 - ^ A ^ r i G ^ G ^ l
i=I

où A est un sous-groupe fini central de II G,, constant sur une extension non ramifiée
de F.

Par abus de notations, on écrira G e F au lieu de (G, (G,), ci, 9) e F. Il sera alors
tacitement entendu que l'on se donne en plus de G des objets (G^çi et 9 vérifiant les
conditions ci-dessus.

Pour (G, (G,)^ 1,9) e F, on pose d(G) == sup{^(G,); i el}, e(G) = sup{^(G,); i el}

P(G) = P(9) u ( U P(G,)),
iei

où P(9) est l'ensemble des diviseurs premiers de | ker 9 |.

2.2. Soient G un groupe réductif connexe sur F et 3S l'immeuble de G. On note
S(^), resp. C(<^), l'ensemble des facettes de SS de dimension minimale, resp. maximale.
Pour tout jeS(^), on introduit le groupe algébrique G°, sur o ([T] 3.4.1). C'est
l'unique groupe affine lisse sur o de fibre générique G et vérifiant la propriété suivante.
Soient F' une extension non ramifiée de F et o' son anneau d'entiers. L'immeuble 39
s'identifie à un sous-ensemble de l'immeuble 8S' de G sur F\ Rappelons que G(F') agit
sur S S ' . Notons Fix^^J) le groupe des éléments de G(F') qui fixent tout point de s.
Alors G^(o') = Fix^M.
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Posons Gg = G^ Xo/, notons R" G^ le radical unipotent de G,. Il existe un unique
groupe affine lisse G^'° de fibre générique G, tel que pour tout o' comme ci-dessus,
G^°(o') soit l'image réciproque de R" G^/') par l'application de réduction

cw-^cf),
où/' est le corps résiduel de o' (cf. [BLR] 3.2).

On pose K, == G^(o), K^ == G^°(o). Pour h e N, h ̂  1, on définit des sous-groupes
K^ de K, et K.̂  de K^ par les suites exactes

l->K^->G:(o) -^G:(o/p71) -^1,
1 -^ K^ -> G;'°(o) -^ G;'°(o/p71) -> 1.

Pour unifier les notations, on posera parfois K^° = K.^.
On note g^ et g^'0 les algèbres de Lie de G°, et G^° sur o. Posons g, == g^ Xo/.

C'est l'algèbre de Lie de G,. Notons R^g, l'algèbre de Lie de R^G,. C'est une sous-
algèbre de gg. On pose ky == g^(o), k^ = g^°(o)- De l'application de restriction à la
fibre spéciale se déduit un isomorphisme entre kjpky et gs(f)'

Lemme. — U algèbre de Lie k^ est l'image réciproque de R" gs{f) P^ V application de
restriction à la fibre spéciale.

Cela résulte aisément de la construction de [BLR] 3.2. D

2.3. Les constructions ci-dessus peuvent être faites pour n'importe quelle facette
de â9^ et non seulement pour celles de dimension minimale. En particulier, soit c e C{SS).
On définit comme ci-dessus des groupes Kg, K^, K^ et des o-algèbres kç, k^. Nous
noterons plutôt ces objets Bg, Ug, U^, bç, n^. Notons S{c) le sous-ensemble des éléments
de S(^) contenus dans l'adhérence de c.

Lemme. — On a les égalités bç == fi Ag, riç == S k^.
seS(c) sGS(c)

Remarque. — Si G e F, ces égalités se vérifient aisément grâce aux constructions
explicites des § 2.6 à 2.10.

Preuve. — On peut remplacer F par une extension non ramifiée et supposer que G
est quasi déployé. On peut ensuite remplacer G par son groupe dérivé : dans chacune
des égalités les réseaux sont sommes directes d'un réseau fixe et de leurs analogues dans
le groupe dérivé. Par cette opération les facettes restent des facettes. Pour toute facette cr
de SS^ on note Gy le groupe lisse sur o attaché à a ([T] 3.4.1).

Fixons un tore déployé maximal S de G tel que c appartienne à l'appartement A
attaché à S. Notons 0 l'ensemble des racines indivisibles de (G, S), fixons un sous-
ensemble ̂  de racines positives. D'après [BT] 3.8.1 et 4.6, il existe :

— un groupe lisse sur o noté Z°, de fibre générique le commutant de S;
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et pour toute facette a C A, il existe
— pour tout a eO, un groupe lisse sur o noté U^a» de fibre générique le sous-groupe

radiciel de G attaché aux multiples de a;
— une application

( n u°,,_j x z ° x ( n U^)-^G°,
aeo-'- aeo+

égale au produit sur la fibre générique, qui soit un isomorphisme du schéma de
départ sur un voisinage ouvert de l'unité dans G.

Notons u^ et z° les algèbres de Lie de U;̂  et Z°. On a l'égalité

^z°(F)e©<,(F)
a(=0 '

et il résulte des propriétés ci-dessus que

(l) A = z ° ( o ) e ©_<,(o).
aeo '

Par ailleurs, il résulte de [BT] 4.6.26 que pour tout a e$, on a
— si a et </ sont deux facettes de A,

U^CU;,, ou U^CU0^;

— si (T, (TI, ..., CT,. sont de telles facettes et si <r est l'intérieur de l'enveloppe convexe
de CTI, ..., <Ty, alors

ru° == n u0
^o, a — • • —o,,a*

De ces deux propriétés résulte que dans la situation ci-dessus,

(2) <,(D) - n <,(o).
i=l

Comme c est l'intérieur de l'enveloppe convexe de S{c), la première égalité de l'énoncé
résulte de (1) et (2).

Pour toute facette a, notons G^'° la composante neutre de G^ et G^ = G^° X/.
Il résulte de [ET] 4.6.33 que, si a Ç a , il y a une injection naturelle G^° ->G;° et
que G°y° s'identifie à l'épaississement, au sens de [BLR] 3.2, d'un sous-groupe para-
bolique P<^ de G^. A fortiori G^°CG^, et Gy s'identifie à l'épaississement du radical
unipotent U^ y ' de Py y , . Ces relations se transfèrent aux algèbres de Lie : on obtient que

p^C^C^C^CA, ,

k^fk^ est une sous-algèbre parabolique de k^fk^y notée py ^,, et k^fk^ en est le radical
niipotent n ^ y ' .

Fixons s e S { c ) . Notons S(f:;^) l'ensemble des sommets s ' eS{c) — { s } voisins
de s, i.e. tels que, si l'on note c-(^, s ' ) l'intérieur de l'enveloppe convexe de s et s\ a(s, s ' )
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soit une facette. Il résulte de [BT] 4.6.33 que, quand s ' décrit S(c;^), p, ̂  ^ décrit
l'ensemble des sous-algèbres paraboliques maximales de k^ qui contiennent p y ç. Il
en résulte que

(3) nS^= S ^,0(8,8')-
s' G Sic; s)

Notons que si S{c) n'a qu'un élément, le lemme est immédiat. Supposons donc
que S(c) a au moins 2 éléments. Alors S (c'y s) + 0. Fixons s ' eS{c,s). On va montrer

(4) %^)-^+^.

Posons G- == <7(J', s ' ) . On a vu ci-dessus que k^ 3 ̂  + ̂ '. II résulte de la première partie
de la démonstration et de [BT] 4.6.10 que pour toute facette o' C A, on a des décompo-
sitions

k^z@ ® ^,,
a £ 0

^,=^"e e <.
ae$

où z et ^ sont indépendants de a . Soit alors a e$, supposons ^ a =t= nt? a + '̂ a-
.4 fortiori ^ ^ 4= n^ a • Donc l'image de ^ a dans ^/^ est non nulle. Cette image est
incluse dans n^ a. La racine a intervient donc dans n^ y et la racine — a intervient
dans kjk^ mais non dans p y y . On a donc

<-a^s,-a et ^_a=<-a-

De même
^-a^^-a et ^_a=<,-a-

Mais la preuve de la première égalité du lemme démontre aussi que ky == ky n ̂ ,
et on a vu au cours de cette preuve que n^ __ ^ C n^, _ ^ ou n^, _ ^ C riy _ ̂ . Donc
^o-a == ^s,-a ou ^s' -a 5 ce q111 contredit les relations précédentes. Donc

<a = <a + <,a pour tout a, d'où (4).

Comme riç est l'image réciproque de n^ g dans ^ et, pour tout ^' e S{c; J), ^(, ^)
est l'image réciproque de ^o(8,8'p ^a deuxième égalité du lemme résulte de (3) et (4). D

2.4. Soit A; e G. On dit que x est topologiquement unipotent s'il existe s e S(<â?)
et un sous-groupe unipotent connexe U de G, tels que x e Kg et que la projection de x
dans Gy{f) appartienne à V{f).

Lemme. — Soit x e G.

(i) Si x est topologiquement unipotent, on a lim^oo x^ == 1.
(ii) Supposons G semi-simple et simplement connexe et lim^^^ x^ = 1. Alors x est topo-

logiquement unipotent.
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Preuve. — Si A: est topologiquement unipotent, il est contenu dans un pro-^-groupe,
d'où (i). Sous les hypothèses de (ii), soit G le sous-groupe fermé (pour la topologie
j^-adique) engendré par x. Alors G est compact. Donc il existe s e S(^) tel que G C K^
([T] 3.2). A fortiori x e K^. Gomme G est simplement connexe, Gg est connexe. Comme
la projection de x dans Gy(f) est d'ordre une puissance de p, elle est unipotente. D

On note G^ le sous-ensemble des éléments topologiquement unipotents de G.
Soit X eg. On dit que X est topologiquement niipotent s'il existe c e G[S8) tel

que X en^. On dit que X est entier s'il existe s eS(<^) tel que X e k y . On note g^y
resp. g^y le sous-ensemble des éléments topologiquement niipotents, resp. entiers, de g.

2.5. Soient G^ et Gg deux groupes réductifs connexes, 9 : G^ -^ Gg un morphisme
séparable, A C G^ un sous-groupe fini central et constant sur une extension non ramifiée
de F. Supposons que [ A | est premier à p et que la suite

1 _ A -> Ci -̂  Gg -> 1

est exacte (tous les objets sont définis sur F). Indexons par 1 et 2 les objets relatifs à G^
et Gg. De 9 se déduit un isomorphisme

9^ : ̂ i -> S9^

d'ensembles simpliciaux ([BT] 4.2.15). En particulier 9^ définit des bijections, encore
notées 9^, de S(^i) sur S (^2) et de C(^i) sur G (^3). D'autre part, l'application
dérivée Ap est un isomorphisme de g-^ sur ^3.

Lemme. — Sous les hypothèses ci-dessus^ on a

(i) soient ^ eS(^), ^ = 9^^); ^fo^ 9~1(K^ = K^, 9-1(K^) = A(F) K^ et pour
tout A e N , h^ 1, 9-1(K^) =A(F)K^ , 9-1(K^) = A(F) K^; A ,̂
^(ÀJ-^, ̂ (^)=^;

(ii) soient c^ e G( î), ^2 == y^(^i)5 ^^ P'^Bcg) == Bci ^ ^r ^^ A e N,
9-1(U^ = A(F) U ,̂ A plus Ap(\) = ̂ , ̂  ̂ J = ̂ c,;

(iii) 9 se restreint en une bijection de G^^ sur G^u5
(iv) </9 ̂  restreint en une bijection de g^^ sur ^.tn? ^P- ^e Si,ent sur &,enf

Preuve. — Gomme 9^ est une bijection de S(â?i) sur S (^3) qui entrelace l'action
de GI sur ̂  avec celle de Gg sur ^3, on a immédiatement 9-l(Kg ) == Kg . On a vu
en [W], démonstration du lemme 4.1, que 9 définissait un morphisme encore noté

v:^-^-
Notons 9^ la réduction de 9. On a vu en loc. cit. que 9^ était séparable et que la suite

<P/I%
(1) i^AnG^->G^-^G^l
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était exacte, où, pour i == 1, 2, on note G^ la composante neutre de G,.. Il résulte de
cela que le morphisme 9 est étale. Le lemme de Hensel entraîne la propriété suivante
(cf. [EGA] 18.5.11 et 18.5.13) :

(2) Soient j^ e G, (Y*), x^ e G°y (o), notons x^ l'image de x^ dans G, {f) et sup-
posons <p/(^i) == x^; alors il existe x^ e G^(o) de réducdon x^ ==^i, tel que y(^i) = x^.

En appliquant ceci à x^ == 1, on voit que A (F) se projette surjecrivement sur
(ker <py) (f). On a déjà dit en loc. cit. que cette projection est injective, d'où

(kery , ) ( / )^A(F) .

Il est élémentaire d'en déduire la relation

(3) cp-^K^^AÇF)^.

On obtient une relation analogue si l'on remplace F par une extension non ramifiée de F.
Soit maintenant h e N, h^ 1. Supposons démontrée la relation

(4) ç-^K^^AÇF)^,

ainsi que les relations analogues obtenues en remplaçant le corps de base F par une
extension non ramifiée de F. D'après [BLR] 3.2, pour i == 1, 2, il existe un unique
schéma en groupes G^'0 lisse sur o de fibre générique G, et tel que, pour toute extension
F'/F non ramifiée, on ait la suite exacte

l^G^o'^G^o'^G^oVp''1),

où o' est l'anneau des entiers de F' et p' son idéal maximal.

Remarque. — Dans [BLR], la construction est faite pour h == 1. Cette construction
se généralise au cas h^ 1.

Grâce à la relation (4), on peut, dans la démonstration du lemme 4.1 de [W],
remplacer G°y par G^'° et G^ par AG^10. On obtient des résultats analogues, en par-
ticulier l'analogue de la relation (3) ci-dessus qui s'écrit

y-^K^) = A(F) K^,

où, pour i = 1, 2, on définit K '̂.1 comme le noyau de l'application

<SÎ<°(o)^G^(/).

On vérifie que K '̂.1 == K^1. On obtient alors l'analogue de (4) où h est remplacé
par h + 1. On obtient une relation analogue en remplaçant F par une extension non
ramifiée. Par récurrence cela démontre que (4) est valide pour tout h.

On a déjà vu en loc. cit. que d(p{k^) == ky .
D'après (1) et comme | A | est premier à j&, <py se restreint en un isomorphisme

R-G^R-G^
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On obtient alors

^(R-G^^F)]^^/).

Il est élémentaire d'en déduire la relation 9 ^K.^) == A (F) K^. On obtient une relation
analogue en remplaçant F par une extension non ramifiée. Mais alors on peut remplacer
dans les raisonnements ci-dessus G^ par G^° et G^ par G^'0. On obtient des résultats
analogues, ce qui démontre l'assertion (i) du lemme.

La preuve de (ii) est similaire.
Soit ^ i ^ G i t u - Choisissons ^eS(^) et un sous-groupe unipotent connexe U^

de Gg tels que x^ e K^ et que la réduction x^ de x^ dans G^(/) appartienne à Ui(/).
Posons s^ == 9^(.$i). Alors 9(^1) e K, et sa réduction 9(^1) appartient à 9/(Ui(,/)).
Gomme <py(Ui) est unipotent connexe, on obtient 9(^1) eGg^u-

Inversement, soit x^ e Gg ^5 choisissons .$2 e S {3S^ et un sous-groupe unipotent
connexe Ug de Gg tels que x^ e Kg et que la réduction x^ de x^ dans Gy {f) appartienne
à Ua(y). Posons Ji == ç^1^)- S011 ̂ i I3' composante neutre de 97 ̂ Ug). C'est un sous-
groupe unipotent connexe de G y . D'après (1) 9y se restreint en un isomorphisme de U^
sur Ug. Soit j/i eUi(y) tel que 9y(j^.) ==^2. Appliquons (2). L'élément x^ que l'on
en déduit appartient à G^ ^ et vérifie 9(^1) = A:^.

Enfin, soient x, x ' e G^ ^ tels que 9(A:) = ^{x'). Alors il existe 8 eA(F) tel que
^ == S x ' . En appliquant le lemme 2.4 (i), on obtient lim^_^^ S^" == 1 d'où 8 = 1 puisque
| A | est premier à p. Cela démontre la troisième assertion du lemme.

La quatrième résulte immédiatement des deux premières. D

2.6. Nous allons expliciter les objets introduits dans les paragraphes précédents
dans différents cas particuliers. Soient d'abord d un entier ^ 1, V un espace vectoriel
sur F de dimension d, G = GL(V) vu comme groupe algébrique sur F. On identifie g
à End(V). Fixons une suite

Lo ^ L^ ... ^ L, = pLo

de réseaux de V. Pour i e{ 0, ..., d — 1 } et h e N, h ̂  1, posons

K,=={xeG;x{L,)CU K? ={x eK,; (x - 1) (LJ C p^LJ,

k, ={Xe^;X(L, )CLJ .

Posons aussi
d-l d-1B = n K,, b = n k,,
i==0 i==0

U = { A : G B ; V Î G { O , . . . , < f - 1},(^-1) (L,)CL^},

U ^ = { ^ e B ; V i e { 0 , . . . , r f - l } , ( ^ l ) ( L , ) C p ^ L ^ h

n = { X e é ; V z e { 0 , . . . , ^ - l } , X ( L , ) C L ^ , } .
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On peut choisir une chambre c de S9 et une bijecdon s : { 0, ..., d — 1 } -> S{c) de sorte
que B = B,, U == U,, etc., et pour tout i e{ 0, ..., d — 1 }, K, == K,^, etc. On a
ici K^,) == K,1 pour tout i.

Pour X eg == Endp(V), on note P^ le polynôme caractéristique de X.

Lemme. — (i) G^ = { xux-1; x e G, u eV } =={x eG; lim^^ ̂ n == 1 }.
(ii) ̂  ={AdM X;^ eG,X en}=={X eg;]im^ X" = 0}.
(ul) Sent (^P- êtn) €st l'ensemble des X e g tels que les coefficients de P^ appartiennent

à o (resp. les coefficients autres que le coefficient dominant appartiennent à p).

Preuve. — Les premières égalités de (i) et (ii) sont faciles. La même démonstration
qu'en 2.4 prouve la deuxième égalité de (i). Si X eg^, il est clair que lim^^ xn = 0-
Inversement soit X eg tel que lim^_^^ X" == 0. Soit L un réseau de V. Alors X"(L) C L
pour n assez grand. On peut définir un réseau M par

M= S X^L).
»eN

Alors X laisse stable M. De plus la réduction de X dans M/pM est niipotente. On peut
donc trouver une suite de réseaux

M = Mo 3 MI 3 ... 3 M^ = pM

de sorte que X(M,) C M,^i pour tout i e{0, ..., d — 1 }. Quitte à conjuguer X par
un élément de G, on peut supposer qu'il existe r e Z tel que M, == p1' L^ pour tout
i e { 0, ..., d — 1 }. Alors X e n.

Si X eg^, resp. g^, il est clair que P^ vérifie les propriétés requises. Inverse-
ment soit X e g tel que P^ soit à coefficients entiers. Soit L un réseau de V, posons

M = S X^L).
n==0

Comme ?x(X) = 0, X^ est combinaison linéaire à coefficients entiers des X'1 pour n< d,
donc M est stable par X. A conjugaison près, on peut supposer M = ̂  Lo pour un
r e Z. Alors X e JÏQ C g^. Supposons de plus que les coefficients de P^ autres que le
coefficient dominant soient dans p. La réduction X e End^(Lo/pLo) a pour polynôme
caractéristique la réduction de P^, i.e. T2. Donc X est niipotente et on conclut facilement
que Xe^. n

2.7. Corollaire. — Sous les hypothèses précédentes, g^, resp. G ,̂ est un sous-ensemble
ouvert et fermé de g, resp. G.

Preuve. — L'application X h-> P^ est continue. L'assertion concernant g^ résulte
donc du (iii) du lemme précédent. Identifions G à un sous-ensemble de g. D'après (i)
et (ii) du lemme précédent, G^ = 1 +&n- L'assertion concernant G^ se déduit donc
de celle concernant g^. D
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2.8. Soient toujours d et V comme en 2.6. Considérons maintenant le groupe
G == SL(V) vu comme groupe algébrique sur F. On identifie g au sous-espace de End(V)
formé des éléments de trace nulle. On fixe une suite de réseaux et l'on définit comme
en 2.6 des sous-groupes K,, B, etc., de G et des sous-modules ̂ , n, etc., de g. Ici encore
ces groupes et ces modules s'identifient à K,, B,, etc., resp. k^n^ etc., pour une chambre c
bien choisie et s e S(c).

Il est bien connu que pour toute suite de réseaux

M o ^ M ^ . . . ^ M , = p M o ,

de V, il existe x e GJ e{ 0, . . . , d — 1 } et r e Z tels que pour tout i e{0, ..., d — 1 },

p^(L,+,), si i +j^ d - 1,

p^^L^,^), si i +j^ d.
M,=

Grâce à cela, on peut adapter la preuve du lemme 2.6 et démontrer le même énoncé.
Le lemme suivant, où l'on note H = GL(V), h === End(V), en résulte :

Lemme. — On a G,, = H,, n G, ̂  = ̂  n^. D
Le corollaire 2.7 reste donc valable.

2.9. Supposons maintenant p 4= 2 et considérons l'une des situations suivantes :
a) V est un espace vectoriel sur F de dimension finie d, s e { ± 1 }, < , > est une forme

bilinéaire e-symétrique sur V, non dégénérée; si e = 1, on suppose d^ 3;
b ) E est une extension quadratique de F, V est un espace vectoriel sur E de dimension

d^ 2, < , > est une forme hermitienne sur V, non dégénérée.

Pour unifier les notations, on pose, dans le cas a), E = F.
On note Ojg l'anneau des entiers de E, pjg son idéal maximal, e == O^/PE 1e corps

résiduel. Si L est un o -̂1'̂ 5^11 d0 V? on pose

L == { v e V; V w e L, < y, w > e o^ }.

On suppose vérifiée l'hypothèse suivante.

Hypothèse : il existe un réseau L de V autodual, i.e. tel que Ï == L.

On note G le groupe dérivé de la composante neutre du groupe d'isométries de V. I.e.

G = { x e GL^ÇV) ; det x == 1 et V y, wV, < xv, xw > = < y, w > }.

Définissons un and-isomorphisme X i-> X* de End^V) par la formule

< Xy, w > = < y, X* w > pour tous y, w e V.

Il est linéaire dans le cas a), à-linéaire dans le cas b), où a est l'élément non trivial de
Gal(E/F). Alors l'algèbre de Lie g s'identifie au F-espace

{ XeEndE(V); trace X = 0 et X = -X*}.
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Fixons une suite de réseaux

(1) ï o = L o ^ L ^ . . . ^ L , ^ p ^ r ^ . . . ^ p ^ , = : p ^ L o

telle que r soit maximal. Fixons deux objets distincts a et (3 n'appartenant pas à N. Si
V est quadratique, l'espace L^/Li est un espace quadratique déployé de dimension 2
sur/. Son sous-espace Lo/Li en est une droite isotrope. On note L^ le sous-réseau de îli
tel que L^/Li soit l'autre droite isotrope de Ïi/Li. Si de plus V est déployé et d est pair,
on construit de même un réseau Lp tel que L,_i D Lp D pÏ,._r Si V est hermitien

déployé, d est pair et E est ramifiée sur F, 'Lr-ilPjs^r-i est encore un espace quadra-
tique déployé de dimension 2 sur/, ce qui permet de construire un réseau Lp.

On appellera suite de réseaux équivalente à la suite (1) toute suite obtenue en
remplaçant dans (1) le réseau L.o par L^ ou le réseau L,. par Lp, dans les cas où ces
réseaux L^ ou Lp sont définis.

Si V est quadratique déployé et d est pair, on pose 1 == {0, . . ., r } u { a, p },
^ = { 2, .. ., r — 2 } u { 0, r, a, p }. Si V est quadratique mais non du type précédent,
on pose 1 ={0 , . . . , r } u { a } , F = { 2 , .. ., r} u { 0, a }. Si V est hermitien déployé,
d est pair et E est ramifiée sur F, on pose

I={0, . . . , r }u{ (3} , r={0, . . . , r -2}u{r ,p} .

Dans les autres cas, on pose 1 = I' = { 0, . . ., r }.
Pour i e I, posons

K ,={^eG;^L , )CLJ ,

K? ={x eK,; {x - 1) (L,) C p^Ï,, {x - 1) (L,) C L,},

k, ={Xe^ ;X(L , )CLJ ,

KÎ ={Xe^X(^)Cp^,X(Ï , )CLJ,

et, pour h e N, h ̂  1,

K? = = { ^ e K ^ - l ) ( L , ) C p ^ L J ,

K^ =={x eK^; {x - 1) (L,) C p^p^, {x - 1) (Ï,) C p^L,}.

On pose aussi

B = n K,, b = n ^,
i==0 i=0

U = { ^ e B ; V z e { 0 , . . . , r- l},

(A; - 1) (L,) C L^, et (^ - 1) (L,) C p^,},

^ = { X e è ; V z e { 0 , . . . , r - 1},X(L,)CL^, et X(L,)Cp^},
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et pour h e M, h ̂  1,

U A = = { ^ e B ; V ^ e { 0 , . . . , r - l } , ^ ~ l ) ( L , ) C p 7 i L ^ ,

et ^-IHL^Cp71?^}.

On peut choisir une chambre c de (3 et une bijection s : I' -> S{c) de sorte que B = Bç,
é = éç, etc., et pour tout i eP, K, == Kg^p etc.

Remarque. — Dans les définitions ci-dessus de B, U, etc., on peut remplacer la
suite de réseaux (1) par toute suite équivalente. Par exemple supposons V quadratique,
soit X e n, montrons que X(LJ CL|. Comme X(Li) C L() et X(Lo) C Li, X définit
par réduction un élément niipotent de l'algèbre de Lie du groupe orthogonal de L^/Lr
Or cette algèbre de Lie n'a pas d'élément niipotent non nul. Donc la réduction de X
est nulle, d'où X(L^) C L^; a fortiori X(LJ CLi.

Pour X eEndp(V), on note P^ le polynôme caractéristique de X (P^ est à coef-
ficients dans F). On note H le groupe GLp(V), vu comme groupe algébrique sur F.

Lemme. — (i) G^ = { xux~1', x e G, u eU}={x e G; lim^_^ x^ == 1 } = H^ n G.
(ii) ̂  = {AdM X; x e G, X en} =={X eg, lim ,̂ X- = 0} = ̂  n g.
(iii) ^^ (̂ r̂ . ^nJ es^ ^ensemble des X 6^ ^fc que les coefficients de P^ appartiennent

à o ^r .̂ fe^ coefficients autres que le coefficient dominant appartiennent à p).

Preuve. — C'est facile. Démontrons seulement les trois points suivants.
a) Soit x e G tel que lim^^^ x^ = 1. Alors x e G^.
Soit N e N tel que si n ̂  N, alors x^ e KQ. Pour tout m e Z, on a ^WPN e Kg.

IQPosons
L= n ^Lo.

w ç Z

On a aussi
pN-1L= n ^Lo.
w = 0

Donc L est un réseau stable par x et L C L. Choisissons alors un réseau M stable par x,
tel que M C M et tel que [jM:M] soit le plus petit possible. On a alors p^ M C M : sinon
en notant h le plus petit entier tel que p^ M C M, le réseau M' == M + P^"1 ̂ î véri-
fierait les mêmes conditions que M et [M':M'] < [M:M]. Donc p^M. C M C M. Pour
un tel réseau, il existe i e I tel que M soit conjugué dans G à L^. On peut donc supposer
x e K, pour un i e I. On peut supposer i e I'. En effet supposons par exemple V quadra-
tique et i = 1. Alors [Ki : Ki n Ko] = 2. Comme p + 2 et lim^^ x^ = 1, la relation
x e KI implique A; e Ko. Supposons donc i e I', et soit s = s(î). Notons G^ la composante
neutre de Gg. L'ordre de GJG^ est 1 ou 2. Comme ci-dessus, cela implique que la pro-
jection x de x dans G,(/) appartient à G^(/). Gomme x est d'ordre une puissance de p,
il est unipotent et on a bien x e G^.

b) Soit X eg tel que lim^^ X" = 0. Alors X eg^.
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On montre comme en 2.6 que X stabilise un réseau. On montre alors comme
ci-dessus que X stabilise un réseau M tel que pjg 'M. C M C M. Les quotients fâ/M et
M/pgM sont munis de formes non dégénérées. Notons que jM/M est déployée et le
noyau anisotrope de M/p^M est isomorphe à Ly/p^î^ (cf. [W3] 1.10). Gomme X
agit dans ces quotients de façon niipotente, on peut trouver des drapeaux stables par
orthogonalité et maximaux de ces espaces tels que les images de X dans les algèbres
de Lie des groupes d'isométries de M/M et M/p^fâ appartiennent aux sous-algèbres
niipotentes associées à ces drapeaux. En remontant les termes de ces drapeaux en réseaux
de V, on obtient une suite de réseaux

M == M, D M,_i . . . D Mo = Mo 3 . . . 3 M,

= M ^ M,^ ... ^ M, 3 ?A^ ... ^ p^

telle que X envoie chacun de ses termes dans son successeur. Mais il existe x e G et une
suite de réseaux

L^L^...^L;Dp^î^.. .^î:o

équivalente à (1) tels que M, = A:(L^) pour toutj e { 0, ..., r). Alors (Ad x~1) (X) e n.
c ) Soit X eg tel que les coefficients de P^ appartiennent à o. Alors X e^enf
On montre comme ci-dessus que X stabilise un réseau M tel que pg M C M C M.

Il existe x e G et i e ï tel que M = A:(L^). Alors (Ad A:~1) (X) ek^. On peut supposer
i e P (par exemple si V est quadratique, k-^Cko). D

Le corollaire 2.7 reste valide.

2.10. Soit maintenant G un tore défini sur F. Notons F^ la clôture séparable
de F, X*(G) et X^(G) les groupes de caractères, resp. des sous-groupes à un paramètre,
de G définis sur F^. Le groupe de Galois GalÇF^/F) agit sur X*(G) et X,(G). Notons
E l'unique extension galoisienne de F telle que GalÇF^/E) soit le noyau de l'application

GaUF^/F) ->Aut(X,(G)).

On note Og l'anneau des entiers de E et p^ son idéal maximal. Posons A = Gal(E/F).
On a un isomorphisme canonique

(1) G ^ (X.(G) ®z ET.

Notons F [G] l'anneau des fonctions régulières sur G, définies sur F. On a l'isomorphisme

FCG^Sym^G))^

Notons I l'idéal des éléments de F [G] qui s'annulent au point 1. On définit un accou-
plement entre I/P et (X,(G) ®z E)A par la formule

< s \^ s ^o=sx,^<x,o
xex*(G) (GX»(G) x ,<
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où les coefficients \ et ^ appartiennent à E et le produit < , > du membre de droite
est l'accouplement usuel entre X^G) et X,(G). Comme g est par définition le dual
de I/I2, on en déduit un isomorphisme

(2) g ^ (X,(G) OOz E)^

L'ensemble S(^) est réduit à un élément que l'on note s.
On dit que G est induit si X^(G) est un Z [A]-module induit, i.e. si G est l'image

d'un tore déployé par restriction des scalaires de E à F.

Lemme. — Supposons que G est induit ou que p ne divise pas [E:F]. En identifiant G, resp. g,
à son image par V isomorphisme (1), resp. (2), on a :

(i) K, ^(X^OZOE)^ K:==(X,(G)OOz(l + PE^, et pour tout h e N, h ̂  1,
K^ = (X,(G) 00z(l + P' OE))^ K^ = (X,(G) ®z(l + P' PE))^

(ii) k, = (X,(G) ®^ ̂ )\ ̂  = (X,(G) ®z PE)^
(iii) G^=K: ,^=A: ,^=A, .

Preuve. — Supposons d'abord que G est l'image du groupe multiplicatif par res-
triction des scalaires de E à F. Fixons des isomorphismes de Z[A]-modules

^ : Z[A] -^ X,(G), € : Z[A] -> X-(G)

(A agissant sur Z[A] par multiplication à gauche), de telle sorte que la dualité soit
donnée par

<^)^(<r')>=8o,o'

pour tous (T, ç' e A. Alors l'application

(3) E^X^G)®^

X i-> S; ^(o) ® (T(X)
oe A

est un isomorphisme, ainsi que sa restriction

(4) Ex -^(X^G^zET.

Fixons une base { ^; î = 1, ..., m} de o^ sur o et un entier r e{ 1, ..., m} de telle
sorte que e^ = 1 et

PE = P^i® • • • ©P^9^,-^® ... ®o^.

Pour tous î',j e { 1, . .., w}, écrivons
m

e^ei= ^^i,*^-
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D'après [ET] 4.4 et 1.5.10, l'algèbre A du schéma en groupes G°, est égale à
o[Ti, . . . , T^, Ui, ..., U^]/J, où J est l'idéal engendré par les relations

S^T,U,^=8^

pour k e { 1, ..., m }. Identifions G à Ex par (1) et (4). Les fonctions T, et U, sont déter-
minées par les égalités

(5) X = S T , ( X ) ^ , X - ^ S U ^ À ) ^

pour À e E^ Pour cr e A, on calcule

^(cr)=S^(^)T,.

D'autre part, 1 est l'idéal de A ® ^ F engendré par Ti — 1, T^, ..., T^. Grâce à (2)
et (3), on obtient un accouplement entre I/P et E déterminé par

,g. < TI - 1, X > = Ti(X),
< T,, X > = T,(X) pour i = 2, . . . , m,

où les T,(X), pour X e E, sont encore définis par la formule (5).
Comme K, = G^(o), c'est l'ensemble des X e E" pour lesquels les T,(X) et les U,(À)

appartiennent à o. D'après (5), on obtient K, = OE, On vérifie que

A®,/==/[T,, ..., T,, Ui, . . . , UJ/J,

où J est l'idéal engendré par les relations

S^ST,U,^,,=8^

pour k e{ 1, ..., r), où les c, , ^ sont les réductions des c^y^. Alors R" G, est le fermé
de G, défini par les équations Ti = Ui = 1, T, == U, == 0 pour i e { 2, ..., r}. Donc
K^ est l'ensemble des À e a^ qui vérifient

Ti(X) == Ui(X) = 1 mod p, T,(X) = U,(X) = 0 mod p

pour i e{ 2, . . . , r}, ^. K^ == 1 + p^-

Pour A e N, h ̂  1, K^ est l'ensemble des X e ç^ sur lesquels les éléments de I n A
prennent des valeurs dans p71. Gomme I n A est encore engendré par T\ — 1, T^, ..., T^,
on obtient K^ == 1 + p^o^- ^^e à [BLR] 3.2 et aux calculs ci-dessus, l'algèbre A"
de G^° est égale à

Jî^-1 T-2 Tr T T u1-1 u2 ur U U 1/T
[ m 9 ^ ? " " ^ ' l^+l-•- 1^ ^ ^ . ...,-^-,U^,, ...,U^J

où J est l'idéal engendré par les mêmes équations que J. On calcule K^'h comme on
vient de calculer K^. On obtient K^ = 1 + p71 pg.

6
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Par définition, k, est l'ensemble des éléments de E qui, par l'accouplement (6),
envoient 1 n A dans o. On obtient k, == 033. De même ^ est l'ensemble des éléments
de E qui envoient 1 n A" dans o. On obtient k^ == p^.

Via les isomorphismes (3) et (4), cela démontre les assertions (i) et (ii) pour notre
groupe G. Notons que (iii) est évident pour n'importe quel tore puisque S(^) est réduit
à un élément.

La généralisation à un tore induit quelconque est immédiate.
Ne supposons plus que G est induit mais supposons que p ne divise pas [E:F].

Posons m = [E:F]. Introduisons le tore G' tel que

X.(G')=X,(G)®zZ[A]

où A agit sur le membre de droite par son action sur Z[A], On définit des applications

X.(G) -^ X,(G') X,(G') ̂  X,(G)

t^ S a{t)®a-1 S ^®<y^ S a(^).
oGA oeA o G A

Elles sont A-invariantes et TT^ o î, est la multiplication par m. Notons i : G -> G' et
n : G' -> G les morphismes qui s'en déduisent. Ils sont définis sur F et TC o i[x) = y^
pour tout x e G.

L'égalité K, = (X^(G) ®z o^ est claire car K, est l'unique sous-groupe compact
maximal de G. On en déduit que z(K.) C K,, n(K,) C K,. Cela reste vrai si l'on rem-
place F par une extension non ramifiée. Alors ([BTJ 1.7.6) les morphismes i et n se
prolongent en morphismes

(7) G^G^G;.

D'où par réduction des morphismes

G.XG.^G.
et, comme l'image par un morphisme d'un groupe unipotent est unipotent, on a
i/R^GJCR"^, 7 (̂1^ G;) CR" G,. D'après [BLR] 3.2, on a alors le diagramme

(8) G^^G^^G^0.

On déduit de (7) et (8) les égalités

(9) K; == î-W) et, pour tout h ̂  1, K; = z-W), K^ == i-W^).

Démontrons par exemple que K^ == i'^K^) pour ^> 1. Il résulte de (7) que
î(KÎ) C K;71 et 7r(K^) C Kî. Soit y e i-W). Alors f == n o i[y) e K^. Or K^ est un
pro-^-groupe et m est premier à p. Donc il existe z e K^ tel que z^ ==y?. Fixons un tel z.
Alors iÇjyz"1) appardent à K^ et vérifie i^yz"^ == 1. Gomme K^ est un pro-j&-groupe,
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on en déduit i{yz~1) = 1 et, puisque i est injecdf, y == z, doncj/ e K^. On démontre
les autres assertions de (9) de façon analogue.

Il est clair que, via les isomorphismes (1), les morphismes i et n définissent des
applications

(X,(G) ®z E^ -> (X,(G') ®z E^ -^ (X,(G) ®z E^

égales à celles qui se déduisent de i, et TC,. Grâce à (9), les assertions du (?) de l'énoncé
pour le groupe G se déduisent des assertions analogues pour le groupe G\ Celles-ci
sont connues puisque G' est induit.

On déduit de i et TC des morphismes
di . dît

g^ê --> g

tels que dn odi soit la multiplication par m et soit donc inversible. D'après (7) et (8),
on a les diagrammes

k^k^k^ k^k'^k^

On en déduit que di(k,) = k', n di{g), diÇk^) = k^ n di{g). Via les isomorphismes (2),
les morphismes di et dn définissent des applications

(X,(G) ®z ̂  -> (X.(G') ®z E)A -> (X.(G) ®z ̂

égales à celles qui se déduisent de ^ et T^. On déduit alors les assertions du (ii) de
l'énoncé pour le groupe G des assertions analogues pour G'. D

Le corollaire 2.7 reste ici trivialement valide.

3. Exponentielles tronquées

3.1. Soient G un élément de F, a un entier tel que 2^ a ^ p et e : g^ ->G^
une application. On dit que e est une exponentielle tronquée à l'ordre a si elle vérifie
les quatre propriétés suivantes.

(1) e est un isomorphisme de variétés analytiques sur F.
(2) Notons F la clôture algébrique de F, soient x e G(F) et X eg^. Alors les

conditions suivantes sont équivalentes :
( i ) A d M X e ^ ;

(ii) Ad(x)Xeg^
(ni) ^(X^eG;
(iv) xe^x-^G^

Si elles sont vérifiées, on a e{Ad{x)X) = xe{X) x~1.

(3) Soient c e G(^), s eS{c). Alors e{k, n^J == K, n G^ et pour tout h e N
et tout X e ̂ , e{X + ph n,) = e(X) V^ e(X + p^^) == e{X) K:'\
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(4) Soient A, ^, m des entiers tels que 0 < h < t < m et

(^ _ i) +^ _ rn) e(G) d(G) + j ̂  0,

soient ^ e G(K), X^ e p71 ̂ , Y^ e ̂  n,. Posons (X, Y) = (X^ Y^) ou (X, Y) == (Y^ X,).
Alors

.(XMY^CH^X.Y^-^U:1,

où l'on a posé

GH,(X,Y)== S ( — l l ! > [S(A+?l+• . .+?«+l ) - l

n e N 72 + 1

(^!<?^!...?„!)-ladTl(X) ... ad'"(Y) X
+S(^+îi+ ... +^,+l)-i

(/'l'îi' ...^^O-^d^X) ... ad^(X)Y].

Dans la première somme intérieure, on somme sur les p^ q^ • • * ? ^ n î ?»» entiers ^ 0 tels
que A + ?» ̂  0 pour tout î'et p^ + q^ + • • • + ?n + 1 ̂  û — 1. Dans la seconde somme
intérieure, on somme sur les p^ q^ . . . .?„ , pn 4-1 entiers ^ 0 tels que p^ + ?» ̂  0 pour
tout i ̂  n et /?i + ?i + . • . + ^n+i + 1 ̂  a — 1.

Remarques. — a) L'équivalence des conditions (i) et (ii), resp. (iii) et (iv), de (2)
n'est pas liée à l'application e et probablement vraie sans hypothèse sur G. Mais nous
ne la démontrerons que sous des hypothèses restrictives.

b) La condition (4) est un peu artificielle. Peut-être des applications ultérieures
nécessiteraient-elles une autre définition.

3.2. Soient G^ et G^ deux éléments de F, 9 : G] -> Gg un morphisme séparable,
ACGi un sous-groupe fini central, constant sur une extension non ramifiée de F. On
suppose que | A | est premier à p et que la suite

1 _^ A -̂  Ci -> G^ -> 1
est exacte.

Lemme. — Sous ces hypothèses^ soit a un entier tel que 2 ̂  a ̂  p. Alors il existe une expo»
nentielle tronquée à V ordre a e^ : g^ ^ -> G^ ̂  si et seulement s^il existe une telle application
€2 : Sï, tn ~^ ^2, tu •

Preuve. — Supposons l'existence d'une exponentielle tronquée à l'ordre a

€! l̂.tn -^^tu-

Grâce au lemme 2.5, on définit €^:g^^->G^^ par ^ = 9 o ̂  o (^<p)~1. Toujours
grâce à 2.5, ^ vérifie les propriétés (1), (3) et (4) de 3.1 (notons que les hypothèses
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entraînent les égalités <?(Gi) = e(G^), d(G^) = rf(Ga)). Vérifions (2). Soient ^ e G2(F)
et X^e^^ . Choisissons x-^eG^(F) tel que 9(^1) = ̂  et posons Xi = {d^)~l(X^.
Alors Xi e^n d'après 2.5. Supposons Ad(^) Xg e^g. Comme

^(Ad(^) X^ = Ad(^) X^,

on a Ad(A:i) X^ e^i. En appliquant (2) pour G^, on en déduit ^^(Xi) x^1 e G^ ^u-
D'où 9(^i(Xi)^-1) eG^,, d'après 2.5, ^. ^e^X^x^G^. Donc (i) => (iv).
Supposons maintenant x^ ^(Xg) •?Ç1 e Gg. Posons ^ == ^. ^(X,) ̂ 1 pour i = 1, 2.
Gomme cp(j^i) ==j^ et q116 9 est séparable,^ est défini sur une extension séparable F'
de F, que l'on peut supposer galoisienne. Il y a un cocycle 8 : GalÇF'/F) -> A tel que pour
tout Y^aUF'/F), ï(^i) == 8(ï)^i. Comme lim^^ e^Xy == 1, on a aussi
lim^^f == 1. Donc lim^^^ SÇy)^ == 1 pour tout y e Gal(F'/F). Or [ A | est premier
à p. L'équation précédente implique donc 8(y) = 1 pour tout y? ^-J^i e Gr En appli-
quant (2) pour GI, on en déduit Ad(A:i) X^ e g^ ^. Mais alors

Ad(^) X^ == Ap(Ad(^) X^ e^,,.

Donc (iii) => (ii). Comme (ii) => (i) et (iv) => (iii) trivialement, les quatre conditions
de (2) sont bien équivalentes. La dernière assertion de (2) se déduit de l'assertion ana-
logue pour GI.

Inversement, supposons l'existence d'une exponentielle tronquée à l'ordre a
^2 ^2, tn -"^tu- on définit ^i:<?i, tn-^^tu P3-1' ^i = (çlG^tu)'"10^^?. On vérifie
comme ci-dessus que e^ possède les propriétés requises. D

3.3. Supposons F de caractéristique nulle et soit G un groupe réductif connexe
défini sur F. On sait définir 1' « application exponentielle » qui est un germe d'application
de g dans G au voisinage de 0. Pour cela, on plonge G dans un groupe GL(V) où V
est un espace vectoriel sur F, g dans End(V) et on définit l'exponentielle dans un voisi-
nage de 0 dans End(V) par la formule usuelle. Cette application envoie g dans G et
son germe est indépendant du plongement choisi. De plus, cette construction est fbnc-
torielle.

Proposition. — Soient G un élément de F et a un entier tel que 2 ̂  a ̂  p. Supposons F de
caractéristique nulle, Vy{p) < {p — 1) (4<?(G) d{G))~1 et p ^P(G). Alors il existe une expo»
nentielle tronquée à l^ordre ae : g^ -> G^ dont le germe en 0 est Inapplication exponentielle.

Preuve. — Le lemme 3.2 nous ramène au cas où G est un produit d'éléments de FQ.
Lequel se ramène aisément à celui où G e FQ : il suffit de vérifier que si G = II G,,

iei
la condition {h[a — 1) + ^ — m) <?(G) d{G) + - ̂  0 de 3 . 1 (4) implique

(h{a -l) +{ -m) e{G^) d(G,) + a^ 0 pour tout i e I.
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Supposons d'abord G = SIy. Reprenons les notations de 2.8. Pour t e Z, écrivons
t = u + vd, avec u e { 0, . .., d — 1 }, v e Z. On pose L, == p" L,.. Soient alors X e n,
ie{0, . . . , d — Ï } , f e N , t^ 1. On a X^LJCL,^,. Ecrivons f = a + vd comme
ci-dessus. Alors

(fO^X'^Cp^L.^

où A;(f) == o — o,(f!) = v - Vy{p) VQ(tl). On sait que v^Ul) < ——, (cf. par exemple
[Wash], p. 49). Alors v ~ l^-1

(1) x{t) > v - v,{p) ———>v-—————-
p — 1 Ad 3 4d

Donc Ïim^^xÇt) == oo. Cela démontre la convergence dans End(V) de la série

(2) S (^O-1^.
t =0

Par conjugaison, il en est de même si X e^. Notons e(X.) la limite de la série ci-dessus
pour X eg^. Il est bien connu que <?(X) e G. Revenons au cas X en. D'après (1)
et comme x(t) est entier, on a x{t) ^ 0 et même x{t) ^ 1 si u = 0. A fortiori
{t\)~1 X^L,) C L^i. Donc e(X) e U. Par conjugaison, on obtient que <?(X) e G^
siXe^.

De la même façon, on définit une application / : G^ -> g^ par la formule

l{x) = S r^- l)^^^- l)<
< =1

et on vérifie que / et e sont inverses l'un de l'autre. Donc e vérifie la propriété (1) de
3.1. L'équivalence des propriétés (i) et (ii), resp. (iii) et (iv) du (2) de 3.1 résulte de
2.6.2, resp. 2.6.1. Supposons que x e G(F) et X eg^ vérifient Ad(x) X e^n- n résulte
de la formule (2) ci-dessus que e{Ad(x) X) == xe{X.) x~\ A fortiori xe(X) x~1 eG^.
Donc (ii) => (iv) dans le (2) de 3.1. On démontre l'implication inverse en utilisant
l'application /. Donc e vérifie la propriété (2) de 3.1. On a déjà montré que e(n) C U.
On démontre l'inclusion inverse en utilisant l'application /. Si i e {0, .. ., d — 1 }
et X ek, n ̂ , resp. x e K, n G^, il exister e K, tel que Ad(j^) X e n, resp.yxy-1 e U.
Alors e{Ad{y) X) e U C K, n G,,, resp. l{yxy-1) e n C k, n ̂ , et ^(X) e K, n G,,,
resp. l(x) ek, n^. Donc e{k, n^) == K, n G^. Soit A e N. Des calculs analogues à
ceux démontrant l'égalité e(n) == U démontrent que e^ n) ==Vhet,sih^ 1, e^ k,) = K?
pour tout i 6 { 0, . . ., d — 1 }.

Notons CH(X, Y) la série formelle en X et Y définie par la même formule que
CH^(X, Y) sauf que l'on supprime les conditions de troncature

et

Pi + îi + • • • + qn + l^ a — 1

Pi+qi+ ... +A+i+^^- 1.
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Soit t e N, considérons un terme de cette série de degré total t en X et Y. Supposons
par exemple que ce soit le terme de la première somme intérieure indexé par n et
Piï îiî • • • ? ?n- on a Pi + ?i + ... + qn + 1 = t. Comme n^p^ + ?i + • . . + ̂ , on
en déduit n + 1 ̂  t. De plus p^\ q^\ ... yj divise (t — 1) !. On déduit de ces relations
que le coefficient de notre terme dans la série est un multiple entier de (t\)~~2. Un calcul
analogue à celui démontrant la convergence de l'exponentielle montre que pour X, Y e n
la série GH(X, Y) est absolument convergente et sa somme appartient à n. Mieux :
la série ^(CH(X, Y)) est absolument convergente. La formule de Campbell-Hausdorff
affirme l'égalité formelle

.(CH(X,Y)) ==.(X).(Y).

Cette égalité est donc valable pour X, Y e n. Pour démontrer les dernières égalités du (3)
de 3.15 il suffit de prouver que

(3) a) soient A e N, A ^ l , Xe^ , Yep^; alors CH(- X, X + Y) e ̂ n et
GH(X,Y) eX+p^ ;

b) soient A 6 N, h ̂  1, i e { 0, ..., d — 1 }, X e n, Y e p^,; alors

CH(~ X, X + Y) e ̂  k, et CH(X, Y) e X + P^,.

Démontrons par exemple la première relation de b). On développe par linéarité
chaque terme de la série GH(— X, X + Y). On obtient une somme de termes de la
forme

(4) c ad^X) ad^(Y) ... ad^(X) Y

ou c ad^Y) ad^(X) ... ad^Y) X.

Les tj sont des entiers ^ 0 et, si l'on pose t = t^ + ... + ^ + 1, c est un multiple entier
de (^!)~2. Le terme de degré / = 1 se laisse calculer : c'est Y, qui appartient à p^ k^. Consi-
dérons un terme de degré t > 2. Alors Y intervient effectivement dans l'expression (4)
car le seul terme où Y n'intervient pas est 2idt~l(X.) X qui est nul. En tenant compte
du fait que p^A, C n, notre terme est somme dans End(V) d'éléments de la forme

(5) Z==,Xi...X,.YX^...X,_,

où les X, appartiennent à n. Ecrivons t ' = u' + y' i, t — t' — 1 = u" + y" à avec
u\ u" e { 0, .. .,d - 1 }, y', y" e Z. Alors

X^...X,_,(L,OCp t )"L^ Cp^'L,,

Y(L,)Cp^,

Xr-.X^Cp^L^Cp-'L,.
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Donc Z(LJ C p" L^, où z = y' + v" + yp(<;) + A. On obtient comme précédemment

,>^--^-^_"_±^^_,
Gomme 2' est entier, on a donc z ^ h et Z(LJ C p^L,. Notre terme de départ vérifie
donc lui aussi cette relation et appartient à p^, ce qui démontre la première relation
de (3) b). Les autres relations se démontrent de façon analogue.

Soient maintenant A, t et m des entiers vérifiant les conditions de 3.1 (4) et soient
X e p ^ y i , Y e p ^ y z . Pour vérifier 3.1 (4), il suffit de montrer que

GH(X, Y) - CH,(X, Y) G P"1 n et GH(Y, X) - GH^Y, X) e p^ n.

Le même raisonnement que ci-dessus nous ramène à considérer un entier t^ a, un
nombre rationnel c multiple entier de {t\)~2 et un élément Z de End(V) de la forme (5),
où les X, appartiennent à p71 n, et à prouver que pour tout i e{ 0, . . ., d — 1 }, on a
Z(L,) C p"1 L^r En écrivant t = u + vd, avec u e{ 0, ..., d — 1 }, v e Z, on a
Z(L,) C p2 L,+^, où ^ = y + yp(c) + A(^ — 1) + ^. On doit montrer que dz +u^ dm+ Ï
et il suffit pour cela que dz -\- u — dm > 0. Or

dz +u— dm> t— 2vy{p) ——- + d{h(t — 1) + t — m)
p — 1

^;|+W- 1) +^-m).

Cette dernière expression étant croissante en t, on obtient

dz + u — dm > a + d(h{a — 1) + t— m)

qui est ^ 0 par hypothèse. Gela achève la preuve du fait que e est une exponentielle
tronquée à l'ordre a.

Supposons maintenant que G est l'un des groupes introduits en 2.9. On a fixé
des réseaux L^ pour i e{ 0, ..., r}. Si 2r == d, on pose d ' = d et L, == pg î^r-i P0111*
i e{ r 4- 1, ..., d ' } . Si 2r < rf, on pose d ' == 2r + 1 et L, === p^ I^y+i-, pour
i e { r + l? ..., ^'}. Dans les deux cas, pour i e Z, on écrit i == u + ^' avec
M e { 0, ..., d ' — 1 } et v e Z et Pon pose L, == p^ 1̂ . Alors

LO ^ LI ^ ... ^ L^(G) = pLo,

et on a les égalités

^ = { X 6 ^ ; V î e { 0 , . . . ^ ( G ) r f ' - l } , X ( L , ) C L , ^ } ,

U = { ^ e G; V i e{0 , ..., .(G) d- - 1 }, Çx - 1) (L,) C L^, }.
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La démonstration du cas SL^ s'adapte en utilisant la suite de réseaux ci-dessus en lieu
et place de la suite (L,),çz définie précédemment. On obtient le même énoncé que dans
le cas SL^, où d est remplacé par d ' é?(G). Mais comme d ' ̂  d, on voit que ce dernier
énoncé est plus fort que celui obtenu en remplaçant encore rf' par d{== d(G)). D'où le
résultat.

Remarque. — Un seul point de la démonstration diffère ici du cas G = SL^, c'est
la preuve de la dernière égalité de 3.1 (3), car la définition des ^ est un peu'diffé-
rente de leur définition dans le cas de SL^. Mais la preuve du cas de SL^ s'adapte
facilement.

Gela démontre la proposition pour G e 1̂  u F^ : le lemme 2.2 ramène le cas
d'un groupe Spin(V) pour V quadratique au cas du groupe SO(V).

Supposons maintenant que G est l'image du groupe multiplicatif par restriction
des scalaires de E à F, où E est une extension finie de F. On utilise la description de 2.10.
Pour X eg^ ^ RE, on définit encore <?(X) e G^ ^ 1 + p^ par la série (2). Les mêmes
méthodes que ci-dessus démontrent la proposition pour v^{p) ̂  p — 1. Notons que l'on
a l'égalité <?(X) e(-Y) = e(X + Y) pour tous X, Y e^.

Supposons enfin que G e I\. On utilise toujours la description de 2.10. On vient
d'introduire l'exponentielle e : p^ -> 1 + PE- Comme c'est un morphème de groupes,
elle définit par linéarité un morphisme encore noté e :

e : X,(G) OOz p^ -> X,(G) ®z (1 + p^).

Comme l'action de A est continue, on vérifie qu'elle commute à e. On obtient alors
une application

^ = (X.(G) ®z P^ -> (X.(G) ®z (1 + PE^ = G,,

dont on vérifie aisément qu'elle possède les propriétés requises.
Gela achève la preuve de la proposition, n

3.4. Plaçons-nous dans la situation de 2.8 où G = SL(V). On suppose d
premier à p. Pour X e F, on notej(X) e End(V) l'homothétie de rapport X. On définit le
réseau L, pour i e Z comme dans la démonstration précédente. Pour tout entier k e N,
on pose

A, = { X G End(V) ; V i e Z, X(L,) C L,+,}.

La relation suivante est facile à établir :

(1) soient k ̂  1 et X G A^; alors

(i) jotrace(X) eA^e t jode t ( l + X) == 1 +Jotrace(X)modA^;
(ii) si d -r k, on a mêmej o trace(X) e A^^.^.
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Fixons un entier a e { 2, ..., p } et définissons des applications ̂  et / : G ->• End(V)
par

W^i-^-iy^Çx-l^
i = 1

l{x) =^)-^-\;otrace(^)),

pour x 6 G. Evidemment l{x) e ̂ .

Lemme. — ^application (1) û /̂în^ ̂  isomorphisme analytique de G^ sur g^.

Preuve. — Si A; e U, 1 — x eA^ et aussi l^{x) eA^. Donc j'o trace(^(A:)) eAi et
aussi l{x) eAi. Alors Z(.v) e A^ r^ g == n. Par conjugaison, /(^) e^ pour tout x eG^.
Evidemment / est analytique. On va définir une application inverse. Soit X e n. Nous
allons construire par récurrence une suite (^)^çN d'éléments de G. On pose XQ = 1.
Soit m e N, supposons défini x^. Supposons que x^ e U et que X — l(x^) eA^i.
Posons X^ == X — l{xj. Alors X^ eA^ donc det(l + XJ e 1 + p. Comme d est
premier à ^, l'élévation à la puissance rf-ième est un isomorphisme du groupe 1 + ?•
Soit ^ e p tel que (1 + z^ = det(l + XJ. On pose < ==j((l + ^)-1) (1 + XJ
et ^w+i = ̂  ^m- On a ^ e 1 + Ai et det x^ == 1, donc ^ e G n (1 + Ai) = U et
^m+i6 1^. Comme X^eA^+i , on a jode t ( l + XJ e 1 +A^+i , donc j\zj eA^+i.
On en déduit

^m = ! + X^ ~j(2j modA^^.2.

En utilisant la relation 1 •— x^ e A^, on obtient

^(^m+l) E= ^(^m) + ̂  -J(^) "^^n -̂

D'où l{x^) == l(xj + X, - rf-^ o trace(XJ^-^J
+ d~lj o trace o j { z j mod A^^g.

Comme X^ eg, trace(XJ = 0. De plus trace oj(z^) = dz^. D'où

^m+i) ^ ̂ J + X^ = XmodA^+2-

Donc A?^^.i vérifie les hypothèses de récurrence.
Comme x^ e G n (1 + A^i) pour tout m, la suite {x^)^ç^ converge vers un

élément de U que l'on note ^(X). Notons que l'hypothèse X e n n'est pas utilisée dans la
construction de la suite (^)^çN' Cette construction se généralise à tout X eg^ et l'on
définit ainsi une application e:g^->G^. Par construction, elle est analytique. En
passant à la limite dans la relation de récurrence, on obtient X = l o e(X) pour tout
X e^n. Il reste à montrer que l'on a aussi x == e o l(x) pour tout x e G^. On peut
supposer x e U. Posons x ' == e o l{x). On a aussi x ' e U. Si x' + x, posons X == x ' — x
et soit k le plus grand entier tel que X e Aj^. On vérifie que

l^x') ES l^{x) + XmodA^i.
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Posons Y = (1 + X)-1 x-1 x ' - 1. Alors Y e A^ et x ' == x(l + X) (1 + Y). On en
déduit j o det(l + X)j o det(l + Y) == 1, d'où j o det(l + X) e 1 + A^, puis,
d'après (1), j o trace(X) eA^_^. Alors

l[x') == l{x) +XmodA^.

Mais I Ç x ' ) = l{x). Donc X e A^ ce qui contredit la définition de k et achève la démons-
tration du lemme. D

3.5. Lemme. — II existe un polynôme non commutatif P en deux variables, à coefficients
dans Zp, dont tous les termes monomiaux sont de degré total ^ a et de degré ^ 1 en chacune des
variables, tel que pour tous x^ x^ e G, on ait Inégalité

l{x^x^) = CH,(/(^), /(^)) + P(^ - 1, ̂  - 1)
— d~lj o trace î{x^ — 1, x^ — 1).

Preuve. — Considérons les séries formelles

Li(X) == S n-\- l)^1 X", Lo(X) = S n-\- l)^1 X",
w = 1 n == 1

et, comme en 3.3, GH(X, Y) définie par la même formule que CH^X, Y) sauf que l'on
supprime les conditions de troncature. Notons que, si l'on pose x^ — 1 = X, x^ — 1 = Y,
on a x^ x^ — 1 = X + Y + XY. La formule de Gampbell-Hausdorff affirme donc
l'égalité formelle

Lo(X + Y + XY) = CH(Lo(X), Lo(Y)).

Posons P(X, Y) = Li(X + Y + XY) - GH,(L^X), L^Y)).

C'est un polynôme non commutatif à coefficients dans Zp. Il est immédiat que ses termes
monomiaux de degré < a sont les mêmes que ceux de

Lo(X + Y + XY) - CH(Lo(X), Lo(Y)),

qui est nul. D'autre part, pour Y = 0, on a P(X, 0) == Li(X) - GH^L^X), 0) = 0.
Donc P ne contient pas de terme de degré 0 en Y. Idem en échangeant X et Y. Donc
P vérifie les premières conditions de l'énoncé. Par définition de P, pour ^, x^ e G, on a

(1) l,{x, x,) = CH,(^), l,{x,)) + P(^ - 1, x, - 1).

D'où

(2) trace l^ ^) = trace CH^/i(^), /i(^)) + trace P(^ - 1, ̂  - 1).

Mais pour tous X, Y e End(V), on a trace ad(X) Y = 0. On calcule donc

(3) trace CH^l^), l^)) = trace l^) + trace /i(^).
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De même, pour tous X, Y e End(V) et tout ^ e F, on a

ad(X +j(p0) Y = ad(X) (Y +j\^) === ad(X) Y.

On obtient alors

(4) CH,(/(^), /(^)) = GH,(^), ̂ )) - ̂  o trace(^) + ^2)).

Alors l'égalité de l'énoncé résulte des définitions et des égalités (1) à (4). n

3.6. On note e : g^ -> G^ l'application inverse de /L .
• t u

Lemme. — L'application e est une exponentielle tronquée à l'ordre a.

Preuve, — Montrons que e possède les autre propriétés de 3.1.
(1) résulte du lemme 3.4.
(2) L'implication (iii) => (i) découle de la formule définissant /. L'équivalence

de (i) et (iï), resp. (iii) et (iv), résulte de 2.6.2, resp. 2.6.1. L'implication (ii) => (iii)
résulte de la construction de e faite dans la preuve de 3.4 : si (^Lç^ resp. «)^çN.
sont les suites associées à X, resp. AdÇx) X, on vérifie que, pour tout m, x^ = xx^x-1;
en passant à la limite, on obtient e{Ad(x) X) == xe(X) x~1; ce dernier élément appartient
donc à G. On vient de montrer du même coup la dernière formule de la propriété (2).

(3) Soient i e { 0, ..., d - 1 }, h e N, h ̂  1, x eV et y e K^. On a déjà vu que
l{x) en. Il résulte de la formule définissant l que l{y) ep^, puis de la formule défi-
nissant CH^(X, Y) que GH^lÇx), /(j/)) e l{x) + ̂ k,. Il résulte des propriétés du poly-
nôme P du lemme 3.5 que P(x - l,j - 1) (L,) C p^L,. On a donc aussi

( jo trace PÇx - \,y - 1)) (L,)Cp^L,.

Grâce au lemme 3.5, on obtient alors

l{xy) el{x) +phk,.

Donc IÇxK^ C l{x) +phk^. Mais U/K? et n^ k, ont même nombre d'éléments et on a
déjà montré en 3.4 que /1^ est un isomorphisme de U sur 72. Les inclusions précédentes
sont donc nécessairement des égalités et cela démontre la dernière égalité de (3). La
deuxième égalité se prouve de façon analogue. La première se prouve comme en 3.3.

(4) Soient A, i, m vérifiant les hypothèses de cette condition, x ç= U\ y e U^. Alors
x — 1 e ^M+^V — l e ̂ d+r D'après les propriétés du polynôme P du lemme 3.5, on a
P{x- \,y- 1) eA^^^, donc aussi j o trace P{x - l,j/- 1) eA^,^^,
cf. 3.4 (1). Par hypothèse

{a - l) hd+fd+ a^ md+ 1.

Il résulte alors du lemme 3.5 que

l(xy) - CH,(/M, /(jQ) eg n A^, = p- n.

Gela démontre l'une des relations de (4). L'autre se prouve de façon analogue. D
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3.7. Plaçons-nous maintenant dans la situation de 2.9. On suppose p 4= 2 et,
dans le cas hermitien, d premier à p. On fixe un entier a e { 2, . . .,^}. On définit une
application ^ : G -> Endjg(V) par la même formule qu'en 3.4, puis une application
/2 : G -^ End^ÇV) par

^)= ^ (^w - ̂ n
pour tout x e G, cf. 2.9 pour la définition de *. Si V est symplectique ou quadratique,
on pose l == ^. Si V est hermitien, on définit / : G -> End^V) par

l(x) == l^x) — d ~ ~ l j o trace l^x),

oùj :E ->End^(V) est l'analogue de l'application définie en 3.4. Evidemment l{x) eg
pour tout xG.

Lemme. — Inapplication l se restreint en un isomorphisme analytique de G^ sur g^.

Preuve. — La démonstration est analogue à celle de 3.4. Indiquons seulement la
construction de l'isomorphisme inverse.

On a défini en 3.3 des réseaux L, pour i e Z. Pour tout entier k e N, on pose

A, = {X eEnd^(V); V i e Z, X(L,) C L^,}.

La relation (1) de 3.4 reste vraie à condition de remplacer d par d ' = inf(rf, 2r + 1).
Soit X en. Nous allons construire par récurrence une suite (^)^çN d'éléments de G.
On pose XQ = 1. Soit m e N, supposons défini ^, supposons que x^ e U et que
x — ̂ J ^m+r Posons X^ = X — l(x^). Si V est symplectique ou quadratique,
on pose

( Y \ / Y \-l..=i+^)(i-3!-).
On vérifie que x^ e G. Si V est hermitien, comme X^ e A^i C A^, on a

d e t ( l + ^ e l + ? E

( X \
et il existe un unique z^ e p^ tel q116 (! + ^m)^ = det 1 + —n . On pose

< =J((1 + ̂ (l + cr(^))) (l + ̂ ] (l - ̂ ~1,

où <r est l'élément non trivial de Gal(E/F). On a encore x^ e G. Dans les deux cas, on
pose ^rn+i = xmxm' O11 montre comme en 3.4 que x^^.^ vérifie les hypothèses de récur-
rence. La fin de la preuve de 3.4 s'adapte à notre situation. D
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3.8. On note e : g^ -> G^ l'application inverse de 1.

Lemme. — Inapplication e est une exponentielle tronquée à l'ordre a.

Preuve. — On doit encore vérifier les quatre propriétés de 3.1. La propriété (1)
résulte de 3.7, (2) se prouve comme dans le cas du groupe SL^, la première
égalité de (3) se prouve comme en 3.3, la deuxième égalité se prouve comme la troisième
que nous allons démontrer. Comme en 3.6, il suffit de prouver :
(1) soient i e F, h e N, x e U, y e K^; alors IÇxy) e l(x) + ̂  k^ cf. 2.9 pour la défi-

nition de P. Rappelons que x stabilise L^ et L, (cf. 2.9, remarque). Posons

B = { X e End^(V) ; X(L,) C p^ Ï,, X(î,) C L,}.

Gommer e K^\ on aj/ — 1 e p71 B. Il résulte de la définition de /i que l'on a aussi
l-^y) ep^B. Introduisons le polynôme P défini dans la preuve de 3.5. Il vérifie
les premières propriétés énoncées dans ce lemme. On a l'égalité

(2) l^xy) == CH,(^), ^(jQ) + PÇx - 1,̂  - 1).

D'après ce que l'on a dit ci-dessus, 'P{x — l,jy — 1) et les termes de Cïî^l^x), ^i(j^))
contenant l-^y) appartiennent à p71 B. On obtient

l^xy) == l^{x) mod p71 B.

Gomme B est stable par l'automorphisme X h-> — X* de End^V), on obtient
l^xy) SE l^x) mod p71 B.

Si V est symplectique ou quadratique, on en déduit immédiatement la relation cherchée.
Si V est hermitien, il faut de plus observer que, si X e B, alors trace (X) e p^ et
jotrace(X) e B. Gela démontre (1), i.e. la propriété (3) de 3.1.

Démontrons maintenant la propriété (4) de 3.1. Soient donc h, / , m des entiers
vérifiant les conditions de 3.1 (4), x e U\ y e U^. On introduit l'entier df et les modules A^
comme dans la preuve de 3.7. On a x — 1 e p71 A^ = A^^^_^, où e = e{G) est l'indice
de ramification de E/F, et aussi l-^{x) eA^,^i. Je dis que l'on a
(3) l^x) == l^x) mod A^, ̂  ̂ .

Comme x~1 e U\ on a aussi l-t{x~1) eA^^^_^. Posons X = l-^{x~1) + ^i(^) et mon-
trons d'abord que XeA^^^^. Sinon soit k le plus grand entier tel que XeA^.
Ecrivons

0 == l^xx-1) = CH,(^), l^x-1)) + P^ - 1, x-1 - 1).

Le terme ' P { x — 1 , ^ ~ 1 — 1 ) appartient à \(M'e+i)' ^n remplaçant l-^{x~1) par
— ^i(^) + X dans Cïî^l^x), li{x~1)), on voit que ce dernier terme est somme de X
et de termes de degré total ^ 2 en X et li{x), contenant X. Ces termes sont dans A^i.
On obtient alors la relation

•̂  e ^k 4-1 + \(hd' e+l)9
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ce qui contredit la définition de A. Donc XeA^^.^. Mais comme x e G, on a
x~1 == x* et, par définition de /i, ^(^*) = /i^)*. D'où la relation

~/i(^ EEE ^)modA^^,

dont on déduit (3).
On a de même j/- 1 eA^+i, /i(jQ eA^,+i, ^(j/) == /i(j/) modA^,,^.

Considérons la relation (2). Posons t == (a — 1) hd' e -{- U' e -\- a. D'après les propriétés
de P, on a î{x — l,j? — 1) eA^. D'après (3) et la relation analogue pourj/, les termes
de GH^(/i(A;), /i(jQ) restent inchangés modulo A( si l'on remplace l^Çx) par l^{x) et
^i(j) P^ ^(jO? a l'exception du terme l^[x) de degré 1. On obtient donc

(4) l,(xy) = l^x) + CH,(^), l^)) - W mod A,.

Appliquons l'automorphisme X h-> — X* à cette relation. Comme c'est un automorphisme
d'algèbres de Lie, on a ~ GH^(X, Y)* = GH^(- X*, - Y') pour tous X, Y e Endg^).
De plus — l^{x)* = l^{x), et de même pour ^(j)* E^i1 l'automorphisme conserve A(.
On obtient

~ l,(xyy ^ - W + GH,(^W, l^)) - W mod A,,

puis, en sommant avec (4)

l,{xy) ^GH,(^),^))modA,.

Si V est symplectique ou quadratique, on obtient directement

(5) l(xy) ^GH,(/M,/(jO)modA,.

Si V est hermitien, le même calcul qu'à la fin de la preuve de 3.5, joint à la relation (1)
de 3.4 permet encore d'obtenir la relation (5). Notons que l'on a

(h{a — 1) + / — m) e d ' + a ^ 1.

En effet, si h (a — 1) + / — m est ^ 0, c'est clair. Sinon, comme à' ^ d, le membre de
gauche est ^ {h(a —• 1) + t — m) ed + û, qui est ^ û/2 ^ 1 par hypothèse. Donc
t^ med* + 1 et A( Cp^A^. La conclusion de 3.14 (4) résulte alors de (5). D

3.9. Supposons maintenant que G e I\ et p ^P(G). On utilise les notations et
résultats de 2.10. En particulier, on identifie G à (X,(G) ®z E^ et g à (X,(G) ®z E)^.
On fixe un entier a e { 2, ..., p } et l'on définit une application /E : E -> E par

^(^Ïr^-ir1^-!)*.
i== 1

Fixons une base B du Z-module X^(G). Pour b e B, on définit ^ : G -^ E* par l'égalité

A; = n b 0 ̂ {x)
& G B
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pour tout x e G. On définit une application l : G -> g par l'égalité

l{x) = | A |-1 S S a(b) ® a o P o ^(x)
o e A bGB

pour tout A: e G.

Lemme. — ^application l se restreint en un isomorphisme analytique de G^ sur g^.
Uinverse de ce dernier est une application exponentielle tronquée à V ordre a.

Preuve. — Dans le cas où G est l'image du groupe multiplicatif par restriction des
scalaires de E à F, l'application /E elle-même vérifie ces propriétés. La démonstration
est essentiellement la même que dans le cas G = SL^. On laisse les détails au lecteur.
On note ^E : PE -^ 1 + PE l'isomorphisme inverse de /E [ i+p^.

Dans le cas général, il résulte des propriétés de /E et du lemme 2.10 que 1{G^) C g^.
Soit X e^n- O11 construit par récurrence une suite (^J^çN d'éléments de G^. On
pose XQ == 1. Soit m e N, supposons défini x^y supposons que x^ e G^ et que

X-^Je(X,(G)(x)zp^).
Ecrivons

X-/(^)= S 600 X,,
6£B

posons < = H H a(b} (1 + | A |-1 c(^))
o e A &e B

et xm+l=Xmxm' Evidemment ^ e (X,(G) ®z (1 + p^; a /or^n < e G^ et
^w+i eG'^. On a la relation

^+1) - W + ̂ «) mod (X,(G) ®z Pï+l).

Pour tout CT e A, soit (^c(or))^ ççg la matrice exprimant dans la base B l'automorphisme
de X,(G) défini par a. Elle est à coefficients entiers. Pour b e B, on calcule

^«) = n n (i+iAi-1^))0^.
o G A cGB

Alors
^ o ̂ (^) = ) A |-1 S S ^((T) a(\) mod pS+l,

o G A ce B

et S 6®^o^«)=|A|-1 S S ^((^(^(ÀjmodX^G)®^?^1,
& G B o e A 6 , c G B

=|A| - 1 S S CT^CT^modX^G)®^?^1,
oçA c6B

= | A |-1 S <^(X - ̂ J) mod X.(G) ®z p^+1,
oeA

=X-^(^)modX.(G)®zpS+l

puisque ce dernier est invariant par A. On obùent de même

/«) = X - l{xj mod X.(G) ®z ̂ +l,
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et finalement
l(x^) =Xmod(X.(G)®zpS4-1).

Alors ^4.1 vérifie l'hypothèse de récurrence.
La suite (^)^çN converge vers une limite que l'on note ^(X). Cela définit une

application e : g^ -> G^ dont on montre qu'elle est l'inverse de la restriction / L •
Gela démontre la première assertion du lemme. La propriété 3.1 (2) est vide car le
groupe est commutatif. Les propriétés 3.1 (3) et 3.1 (4) se déduisent des propriétés
analogues pour l'application P. D

3.10. Proposition. — Soient G un élément de T et a un entier tel que 2 < a < p. Supposons
p ^ P(G). Alors il existe une exponentielle tronquée à V or are a e : g^ ->" G^.

Preuve. — On se ramène comme en 3.3 aux cas traités en 3.6, 3.8 et 3.9. D

4. Un résultat sur les distributions invariantes

4.1. Pour tout espace topologique X totalement discontinu, on note C^°(X)
l'espace des fonctions sur X à valeurs dans C, localement constantes et à support compact.
On abandonne l'indice c, resp. l'exposant oo, si X est compact, resp. discret.

Soient G un élément de F, 3t son immeuble et c e G (à?). Notons C^ÇgY0 l'espace
des formes linéaires sur G^(g) invariantes par l'action adjointe de G. Pour h e N, h ̂  1
et D eC^(^)*, considérons la condition suivante :
(*)^ si s e &{c) et/e G(p~^/^) sont tels que D(/) + 0, alors il existe s ' e SÇc), x e G
et X ep1-71^ tels que/(Ad(;c) X) 4= 0.

Posons ^ = { D e C^)-0; D vérifie (*),},

et ^,= n ̂ .
fl ̂  1

Remarque. — Comme toutes les chambres sont dans la même orbite sous l'action
de G, l'espace Q^ est indépendant du choix de c. Il en est de même de l'espace ^^r

4.2. Proposition. — Supposons que p ÇÉP(G) et soit D e Q^,^. Alors D annule G^(glbç)
si et seulement si D annule S C{kjbç).

sGS(c )

Cf. [W] théorème 1.3. La preuve se fait par récurrence. On choisit un sommet
particulier SQ e S(c). Dans le cas G e Fg u F^, il correspond à un réseau autodual. On
montre que
(1) si D annule S G(kjb,), alors D annule G(p-1^/^);

ses(c)
(2) soit h e N , hï 1; si D annule G(p-^/^), alors D annule C(p-/l-l^/^).

Les démonstrations utilisent la représentation naturelle de l'algèbre de Lie g et,
quoique très techniques, relèvent de l'algèbre linéaire élémentaire.
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4.3. Notons ̂  le sous-espace de C^)* engendré par { 0^; n e 0^}, Q^^,^
et ^niiicc^) les sous-espaces de C,(^/6J* formés des restrictions à C^gfb,) des élé-
ments de ^i, resp. Q^.

Proposition. — Supposons que p ^P(G). ^for^ ^ic^w = ̂ nniCe(.w

Cf. [W] théorème 1.3. L'idée de la preuve est la suivante. Gomme on a évidemment
Q) r o
—nil | CQ[Q/bc) ^l|Cc((7W

il suffit de prouver l'égalité des dimensions de ces espaces. D'après 4.2, on peut rem-
placer ^ncc(^) P^ ^i|cî où G === S CÇkJb^). Par transformation de Fourier,
G s'identifie à ses(c)

C= S G(^),
ses(c)

et l'on montre que C^g)*0 |g est de dimension ^ | 0^ \. Par exemple si G = GL(%),
fixons un sommet SQ eS{c). Comme tous les sommets sont conjugués, on peut remplacer G
par C(nJ^), i.e. par les fonctions sur le radical niipotent d'une sous-algèbre de Borel
de GL(TZ,/). Il est clair que din^G^^)*0 |g) est alors borné par le nombre d'orbites
niipotentes dans gl{n,f). Celui-ci est le même que celui des orbites niipotentes dans
gl(7î, F), qui n'est autre que | 0^ |.

5. Développement en germes d'intégrales orbitales

5.1. Soit G un élément de F. On adopte les notations de 1.1 et 2. Soient T C G
un sous-tore maximal défini sur F, t son algèbre de Lie et, comme toujours, T == T(F),
t = t(F). On note t^ le sous-ensemble des éléments de t réguliers dans g. Fixons une
mesure sur T\G, invariante par translations à droite. Pour X e ^g, on définit
(D(X,.)eGWpar

^(X^^^Ad^X)^

pour toute / e G^(g). On sait qu'à toute n e 0^ est associé un germe 1̂  de fonctions
sur t^ de sorte que pour tonte f e G^{g), on ait l'égalité

(i) <i>(x,/)= S r,(X)<D,(/)
n G On\\

pour tout X dans un voisinage de 0 dans ^g. Pour f e G^{g) et (JL eF X , notons^ la
fonction définie par/^X) ==/(p.X). Pour n e 0^ et (i e Fx, on a [LU e 0^ et il existe
un nombre réel positif y^, pi) dépendant des mesures tel que

W) == ï(^ PO ̂ n(/)
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pour toute/e C^Çg). En particulier si [A eF^ on a p.2 n == n pour tout n. Il est bien connu
que l'on a l'égalité Y(n, (A2) = [ pi [p^^ pour tout n, et plus généralement

Y ^ À ^ ^ I ^ I ^ ^ y ^ X )

pour tous n, X.

Remarque. — On en déduit que l'on peut normaliser les mesures sur les orbites
niipotentes de sorte que y(n, pi) == [ p. [p*11111^2 pour tous n, (A.

On déduit de (1) et de ce qui précède l'égalité

r^x) == y(n^) r,(X)

pour tous n eQ^ ^ eTX etX dans un voisinage de 0. Il existe alors pour tout n e 0^
une unique fonction I\ sur ^g telle que le germe de I\ soit I\ et telle que l'on ait
encore la relation

I^(pLX) = r(n, (x) r,(X)

pour tous n e 6^1, [A e Fx et X e t^.

5.2. En appliquant à T les définitions de 2.4, on définit les réseaux ^nt et ^tn ^e ^*

Lemme. — Supposons p ^ P(G). On a les égalités t^ = t n ̂ ^3 ̂  = ^ n g^.

Preuve. — Introduisons les données (G^çj; et 9 associées à G, cf. 2.1. Soit T' la
composante neutre de ç'^T). Alors T' est un sous-tore maximal de II G^ défini sur F.

»ei
Le lemme 2.5 appliqué aux morphismes 9 et 9 L nous ramène au cas où G == II G^.

iei
Ce dernier se ramène au cas où G e Fg. Si G est un tore, T == G et le lemme est trivial.
Le lemme 2.5 ramène le cas du groupe Spin(V) au cas de SO(V). On peut donc sup-
poser que G est l'un des groupes considérés en 2.8 ou 2.9. Montrons que l'on a alors :
(1) les assertions du lemme 2.10 sont valides pour T.

Supposons G = SL^. Pour toute extension séparable F' de F, notons Tp/ l'image
du groupe multiplicatif par restriction des scalaires de F' à F. La norme de F'/F et
l'injection naturelle de F dans F' définissent des morphismes de Tp. -> Tp et de Tp -> Tp,.

n
II existe des extensions séparables F^, ..., F^ de F telles que S [F^ : F] = d et, si l'on

n ^aal

note T' = n T^ et N : T' -> Tp le produit des normes, on ait T = ker N. Notons

j : Tp —> T' le produit des injections naturelles et

7T : T' -> T

t^t^oNÇt)-1.
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On a 7c(T) C T. Notons i : T -> T' l'injection naturelle. Alors TT o î(/) == /d pour tout
/ e T. Comme d est premier à p, le même raisonnement qu'à la fin de la preuve de 2.10
ramène le cas du tore T à celui de T'. Mais les assertions sont connues pour T' car T'
est produit de tores induits.

Si G est symplectique ou spécial orthogonal, T est produit de tores induits et de
tores de la forme suivante. On considère une extension séparable F' de F, une extension
quadratique E' de F' et le morphisme norme N : T^ -> Tp,. Alors T = ker N. On
note j : Tp, -> T^ l'injection naturelle, n : TE' -> T^' le morphisme défini par
7r(^) == ^joN(^)-1 . Alors TT;(T^) C T. Notons i : T ->• T^ l'injection naturelle. Alors
TT o iÇt) == t2 pour tout t e T. Gomme p =4= 2, on ramène encore le cas du tore T à celui
de T^/ qui est connu.

On note T^/p' le tore construit ci-dessus.
Si G est unitaire comme en 2.9, il existe des extensions séparables E[, . . . , E^

de E et des extensions séparables V[, . . . , F^ de F disjointes de E telles que, si l'on
u m

note T' =H TE;. Il TEF'./F'. et N : T' ->TE/F l'application définie ci-dessous, on ait

T == ker N. L'application N est produit des applications

T —>T•••Et ' •'•E/F

t h-> NomiE;.^) ^(Norm^EWr1

où (T est l'élément non trivial de Gal(E/F), et des applications

T ^ T'
•••EFy/Fy '" -• E/F

^h^Norm^./E^).

Notons j : TE/P -> T' le produit des injections naturelles et

TT:T ' ->T'

^h-^joN^)-1.

On a 7r(T') C T. Notons i : T -> T' l'injection naturelle. Alors n o i(t) == ^ pour tout
t e T. Gomme d est premier à p, on ramène ainsi le cas du tore T à celui de T' qui est
produit de tores déjà traités.

Gela démontre (1).
Considérons la représentation de T dans V (où V est l'espace considéré en 2.8

ou 2.9, vu comme espace sur F) obtenue par composition des injections T -> G et
G -> GLp(V). Soient ̂ , ..., /^ les caractères de T (définis sur une extension séparable
de F) qui interviennent dans cette représentation, où d ' == d dans les cas linéaires sym-
plectique et orthogonal, i' = îd dans le cas unitaire. Gomme la représentation est
fidèle, ces caractères engendrent X*(T). Considérons la représentation p : t ->Endp(V)
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déduite de la représentation précédente. Identifions t à (X*(T) ®z E)A où l'on note ici
E l'extension qui déploie T. Tout élément ^eX*(T) définit une application encore
notée / : / -> E. Pour X e t, les valeurs propres de p(X) sont les /,(X) pour i e { 1, . . ., d' }.
Il résulte de 2.8 et 2.9 que X e t n ̂ , resp. X e / n g^, si et seulement si ^(X) e OE,
resp. PE? P0111' tout i e{ l? • . ., rf'}. Comme les /, engendrent X*(T), c'est équivalent à
Xe(X,(T)®zoJ, resp. X G (X,(T) ®z p^. Il reste à appliquer (1). D

5.3. Proposition. — Supposons p ^P(G). Soient c e G(^),/e C^/é,) et^et^ n^.
^4for^ OTZ û légalité

Q(X,/)= s I\(X)(D,(/).
n £ ^nil

Pr^^. — Comme X e ^ n ^ g , la distribution $(X, .) appartient à Q^.
D'après 4.3, il existe donc pour tout n e 0^ une fonction 1̂  sur t^ n^g de sorte
que l'on ait l'égalité

(2) <I>(X,/)= S r,(X)(D,(/)
" e ̂ nii

pour tout X e ̂  n ̂  et toute/e G,(^/é,). Les éléments de l'ensemble { d^, ̂ ^ ; n e ̂  }
sont linéairement indépendants, cf. [W] 2.6.2. Fixons n e 0^ et/eG^/éJ telle que
°n'(/) -S^^ pour tout n' ç 0^. Alors r^(X) == 0(X,/) pour tout Xe /^n^ .
En comparant avec l'égalité (1) de 5.1, on obtient que le germe de 1̂  au voisinage
de 0 est I\. Soit ^ e o, (A + 0. Alors f^2 e C,(^) et ^ X e ^ n ^ . De plus
0(X,/^2) = (D(^2 X,/). En appliquant (2) aux couples (X,/112) et (^ X,/), on obtient
l'égalité

r^^^i^ip^^r^x).
Mais alors 1̂  = F^. n

5.4. Conservons les mêmes hypothèses. Notons F la clôture algébrique de F;
J^(T) l'ensemble des x e G(F) tels que x~1 Tx soit défini sur F ainsi que l'isomorphisme
y ̂  x-^x de T sur x-1 Tx; 6(T) le quotient T(F)\^(T)/G. Pour x e J^(T), on note
T3' == .v-1 Tx. La conjugaison par x permet de déduire une mesure sur T^G de notre
mesure sur T\G. Pour X e ̂ , on définit 0(Ad(A?-1) X, .) e C^(gY par

<D(Ad(^1) X,/) - J^/(Ad(^-1 ̂ -1) X) ̂

pour toute/e G^(^). Elle ne dépend que de l'image de x dans 6(T). Soit alors K une
fonction sur 6 (T.) à valeurs complexes. Pour X e^g, on pose

^(X, .) = S K{x) <D(Ad(A;-1) X, . ) .
x e 6(T)
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Pour n e 0^ et X e^g, on pose

r^(X)== s K^iYAd^x)
a; G 6(T)

(avec l'abus de notation suivant : dans la somme ci-dessus I\ désigne la fonction sur
t^ associée à n).

Proposition. — Supposons p ^ P(G). Soient c e C(^), fe C^glb^) et X e t^ n ̂ g.
-4/or.y on a V égalité

^(xj)== s rs(X)<D,(/).
" e ̂ nil

Preuve. — Pour déduire ce résultat du précédent, il suffit de prouver que, pour
tout x e ̂ (T), on a Ad(A:~1) X e t^. Grâce à 5.2, il suffit de prouver que, si Y e^,
x eG(F) sont tels que Ad{x) Y eg, alors AdÇx) Y e g^. Le lemme 2.5 nous ramène
au cas où G est produit d'éléments de F(), lequel se ramène au cas G e Fç. Le cas d'un
tore est trivial. Le cas d'un groupe Spin(V) se ramène à celui de SO(V) par 2.5. Dans
le cas de l'un des groupes considérés en 2.8 ou 2.9, la propriété résulte de la caracté-
risation de g^ démontrée dans ces paragraphes : le polynôme caractéristique est inva-
riant par conjugaison géométrique. D

5.5. Conservons les mêmes hypothèses. On note T^g l'ensemble des éléments
réguliers de T. Pour y eT^g, on définit des distributions <D(Y, .) et O^y, .) e G^G)"
par des formules analogues à celles des paragraphes précédents. Pour s e S (à?), notons 1^5
resp. 1^ , les fonctions caractéristiques de K, dans G, resp. ky dans g.

Proposition. — Supposons p f P(G) et supposons donnée une application exponentielle
e : g^ -^ G^ tronquée à l'ordre 2. Alors pour tout s e S(^) et tout X e t^ n ̂ , on a l'égalité

^(.(X), i^) = s r^(X)o,(y.
"e^nîi

Remarque. — Si X e^g, on a e(X) eT^g car le commutant de <?(X) est le même
que celui de X d'après 3.1 (2) et est donc égal à T.

Preuve. — II résulte de la définition des exponentielles tronquées que

^{e{X),l^=^{X,l,).

Il reste à appliquer la proposition précédente. D

6. Développement en germes de caractères

6.1. Soit G un élément de F. On adopte les notations de 1.1 et 2. On fixe un
caractère ^ : F —^ Cx et l'on définit une transformation de Fourier dans G^{g) comme
en 1.3.
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Soit n une représentation admissible irréductible de G dans un espace V. Notons
©„ e (^(G)* son caractère. Ce chapitre est consacré à la preuve de la proposition
suivante.

Proposition. — Soient a e{2, .. .,j&}, h e N. On suppose donnée une application expo-
nentielle e : g^ -> G ,̂ tronquée à l'ordre a. On suppose de plus que

(i)^P(G),

(ii) (h{a - 1) - d{G) ~ 1) d{G) e(G) + j ̂  sup(0, d{G) ,(G) {d{G) - A)),

(iii) il existe s e S(^) tel que l'espace des invariants V^ soit non nul.

Alors il existe une famille (^)ne^nii de nombr€s complexes telle que, pour toute/G C^{g)
à support dans p71 g^ on ait l'égalité

©.(/o.-1)^ S CM/),
"e^nil

où l'on notefo e~1 la fonction sur G nulle hors de G^ et égale àfo e~1 dans G^.

Remarques. — (1) Pour h == 0, la condition (ii) est vérifiée si a ^ û(G), où
û(G) = 2d{G) e{G) (2rf(G) + 1).

Si p ^ û(G), on peut appliquer la proposition pour une exponentielle tronquée à
l'ordre a avec û(G) < a ̂  p.

(2) Si h est assez grand, l'hypothèse (iii) est vérifiée et (ii) l'est pour tout a, par
exemple a = 2. On obtient le développement de ©„ au voisinage de l'élément neutre
en supposant que p f P(G).

6.2. Fixons donc des entiers a et A, une représentation TC et une application e
vérifiant les hypothèses de la proposition. Notons que la conclusion de cette proposition
est indépendante du choix de la transformation de Fourier. Normalisons cette dernière
de la façon suivante. On suppose que ^ est de conducteur p. Pour tout réseau R de g,
notons R = = { X e ^ ; V Y e R , B(X, Y) e p }. Si G appartient à I\ ou Fg, resp. F^
on choisit pour B la restriction à g de la forme sur Endp(V), resp. End^(V), définie par

B(X, Y) == trace XY, resp. tracer trace XY).

On vérifie que

f pour tout s e S(^), k, = k^,

[ pour tout c e C(^), bç = ^.
(1)

Si G e I\, on choisit B de sorte que pour l'unique s e S(^), on ait kg ^= k^ (on a
donc aussi bç = n^ pour l'unique ceC{^)). Dans le cas général, on introduit les

n

groupes (Gy,ç^_^j et le morphisme 9 : II G, -> G qui font partie des données d'un
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n

élément de F. On définit B sur chaque g^ comme ci-dessus, puis par produit sur II ^.
On transporte cette dernière sig par Pisomorphisme rf<p. Les relations (1) restent vérifiées.

Pour/e C,°°(^), on définit une fonction/' e C^{g) par

f\X)=f^-hX)
/^/

et une fonction / sur G par

„ l O si X(/:G^
J w i7'(X), si x == e{X) avec X eg^

Comme g^ est fermé dans g et que e est un isomorphisme analytique de g^ sur G^,
/appartient à C^(G). On définit D e C^gY par D(/) = ©„(/). Il est clair que
D eC^Q^)*0. On montrera en 6.7 que D e^^i. Admettons ce résultat. Fixons une
chambre CQ e C(^). Diaprés 4.3, il existe une famille (^n)ne<pnn de nombres complexes
telle que les restrictions à CSç(^/6^) de D et de

s c'^
" £ ^nil

soient égales. Comme il s'agit de distributions invariantes, il en est de même de leurs
restrictions à G^gibç) pour n'importe quelle chambre c. Soient alors/e C^(g) à support
dans p^ir Comme

Supp(/)C U p^,
c e c(â9)

on peut effectuer une partition de l'unité et écrire/= S /;, où la famille (/J est
c e c(^)

presque nulle et pour tout c, Supp(/J C p71 riç. Pour yeC^(^), notons 9"' eC^(^)
la fonction définie par

(p-^X) = ̂ (-CT-^X) ItsiF^1111^.

Alors pour tout ^/c"' eC!c(^c)• D'où

D(/-')= S ^ <!>.(/-').
" £ ̂ nil

Or (/- ') ' =/, donc (/- ')" n'est autre que/o e~1 et D(/~ ') = ©J/o e~1). Pour ro e 0^
on a0^(/~') == y(^ -- ^~h} \ CT iF^^^-TO-AnC/) ^^ ÎLes notations de 5.1. Il suffit de
poser c^ = y(— ro71 n? C5-71) 1 î5 iF^^^-roAn pour obtenir la formule de la proposition. D

6.3. Sous les hypothèses de la proposition, fixons c e C(^). Pour s e S(c), remar-
quons que V^' est stable par l'action de \]\ car K^ est distingué dans U^. On note
n[c, s, h] la représentation ainsi définie de U^ dans V^ . Donnons-nous maintenant
deux représentations (^lîVi) et (TT^V^) de G. Fixons a, h et une application ^. Sup-
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posons les hypothèses de 6.1 vérifiées pour n^ comme pour TT^. On note (^n(^)), n e 0^
la famille définie par la proposition pour la représentation 7^5 pour i == 1, 2.

Corollaire. — Sons ces hypothèses, fixons c e C(â9) et supposons que, pour tout s eS(c),
les représentations ^[c, s, h] et TT ,̂ s, h] soient isomorphes. Alors c^(n-^ == cn{'K2) P0^ ^ou^
ne0^.

Preuve. — Notons D^ et Dg les distributions définies au paragraphe précédent
relatives à n^ et TT^. Pour i e{ 1, 2 }, il résulte de la construction de la famille (^(^i))?
n e ̂ n, et de la proposition 4.2 que cette famille est déterminée par la restriction de D
à S CÇkJbç). Mais si s e SÇc) etfe C{kjbç),f est à support dans U^ et est invariante

«es(o
par K.^. Donc

©.,(/)-Q.,rc,,,^(7).

On déduit alors des hypothèses du corollaire que les restrictions à S C{kjbç) de Di
et Dg sont égales. D'où la conclusion. D

6.4. On aura besoin du lemme suivant. Dans ce lemme, m désigne une algèbre
de Lie sur Zp, finie, M un groupe fini, e : m -> M une bijection. Le groupe M agit sur
lui-même par conjugaison. Via e, il agit aussi sur m par une action que l'on note Ad.
On note m? le groupe des homomorphismes de m dans le groupe T des nombres complexes
de module 1. Le groupe M agit encore dans mP par une action que l'on note encore Ad.
On pose m^ == m et on définit m^ pour i > 1 par la relation de récurrence : m^ est le sous-
Zp-module de m engendré par les termes [X, Y] pour X e m et Y e m^ _ i. Cet ensemble m^
est un idéal de m.

Lemme. — Soient a e { 2, ..., p }, m une algèbre de Lie sur Zp, M un groupe fini^ e : m '-> M
une bijection. On suppose que

(i) ^a=0.
(ii) pour tous X, Y em, on a Inégalité ^(X) eÇY) == ^(GH^(X, Y)). Alors il existe une bijec-

tion y '-> <Ty de V ensemble des M-orbites dans mP sur V ensemble des représentations irréductibles
de M de sorte que, pour toute ^-orbite y ^ tout X e m, on ait l'égalité

trace <r^(X)) = \-{\~m S <p(X).
<peY

Ce lemme est dû à R. Howe. Il résulte de [Ho]. Comme il n'est pas énoncé sous
cette forme dans [Ho], nous allons en reprendre la démonstration.

Preuve. — On fixe donc a, m, M et e vérifiant les conditions de l'énoncé.

Remarques. — (1) II résulte de (ii) que, pour tous X, Y e m, on a
a-2

Ad(^(X)) Y == 2 (t!)-1 ad^X) Y.
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(2) II résulte de la remarque précédente et de (i) que, pour tout X e m, l'élément
Ad(<?(X)) - 1 de Endz^(w) s'écrit ad(X) r(X) où r(X) eAut^{m).

(3) II résulte de (ii) que si m' C m est une sous-Zy-algèbre de Lie de m, alors
M' = e(m') est un sous-groupe de M.

A c e m^, on associe

R^=={A;eM;Ad( ;c ) (p==9} , r^ = = { X cm; VY em, (p([X, Y]) = 1}

et la forme bilinéaire fy sur w définie par

/,(X,Y)=<p([X,Y]).

Cette forme se quotiente en une forme bilinéaire antisymétrique et non dégénérée
sur mfr^.

Remarques. — (4) On a R<p == e(r^). En effet, pour X ew, on a Ad(^(X)) y = y
si et seulement si <p(Ad(^(— X)) Y — Y) = 1 pour tout Y em, ou encore

<p(ad(X) (- T(- X) Y)) = 1

pour tout Y em. Gomme Y h-> — r(— X) Y est une bijection de m sur elle-même, la
condition est équivalente à X e r<p. Notons que r<p est une sous-algèbre de m.

(5) Supposons r<p = m. Alors la fonction y^ définie sur M par <p^(^(X)) = ç(X)
pour tout X em est un caractère de M. Gela résulte de (ii).

6.5. Lemme. — Soit <p 6 w0. Alors il existe une sous-îy-algèbre s de m telle que

(i) s3r^
(ii) [m : s] = [s : rj,
(iii)/^,=L

Preuve. — Notons îy le plus grand idéal contenu dans ker(y). On raisonne par
récurrence sur [w:î<p]. Si ce nombre est 1, le résultat est évident. Supposons i^ 4= w.
Si mfi^ est abélien, on a fy = w et le résultat est encore évident. Supposons mfi^ non
abélien, posons

^={Xew;VYem,[X,Y]e^} , ^ ={X em; VY em, [X, Y] e ̂ }.

Ge sont des idéaux de m, on a ̂  C ̂  C ̂ . Comme mfi^ n'est pas abélien, ^ =t= ^. Comme
w est niipotente, on a î<p 4= ^i =1= ^2- Fixons Z e ̂  — ^i tel que pZ e z^, posons

^^ {XemîEX.Z ] e^}.

C'est une sous-algèbre de m et l'on a w' + m puisque Z ^ z-^. Notons <p' e w'0 la restric-
tion de 9 à m9. Evidemment i^ 3 i^ et l'on peut appliquer l'hypothèse de récurrence.
Soit donc s ' une sous-Zy-algèbre de m' satisfaisant les conditions (i), (ii) et (iii) relatives
à m' et 9'.
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Notons que ker(9) n ^ = î<p. En effet, si X e ker(<p) n ^, Zy X + <p est un idéal
de m contenu dans ker(ç), donc égal à iy. On en déduit
(1) ^Cm'.

En effet, si X e Tq,, on a [X, Z] e ̂ , car Z e ̂  et [X, Z] e ker(cp) car X e r<p.

(2) Lm:m']=j&.

En effet l'application
m ->J
X ̂  9([X, Z])

a w' pour noyau et prend ses valeurs dans les racines ̂ -ièmes de l'unité puisque pZ e z^.
On a donc [m : m'] == 1 ou p. Mais on sait que m9 + m.

Il résulte de (1) que r<p C r^. Montrons que
(3) [ r ^ : r , ]=p .

Fixons Z' e m — m'. L'application
^->T
X ^9([X,Z'])

a r<p pour noyau et prend ses valeurs dans les racines j&-ièmes de l'unité puisque pZ' e w\
On a donc [r^ : rj = 1 ou p. Mais Z e r^ et Z ^ r<p d'après la preuve de (2).

Il résulte de (1), (2) et (3) que s ' satisfait aux conditions de l'énoncé. D

6.6. Soit 9 e rnP. Introduisons une sous-algèbre s de m satisfaisant aux conditions
du lemme précédent. Posons S = e(s). C'est un sous-groupe de M. Définissons une fonc-
tion <pg sur S par <ps(<?(X)) == <p(X). D'après 6.4, remarque (5), appliquée au groupe S,
9g est un caractère de S. On note Oy la représentation de M induite par ce caractère
de S. On a la formule bien connue

trace a^x) = S Ps^"1^)
ve M/S, y-1»!/es

pour tout A? e M, i.e.

(1) trace a^x) == S <ps(j-1^)
VGM/S

où 9g est la fonction sur M égale à cpg sur S et nulle hors de S. Remarquons que
(2) {Ad(j^) ç;^ e S/Ry}est l'ensemble des éléments de mP dont la restric-

tion à s est égale à celle de 9.

Le premier ensemble est inclus dans le second d'après 6.4 remarque (4), appliquée
au groupe S. Or les deux ensembles ont même nombre d'éléments d'après 6.5 (ii).

D'après (2),
9s (.(X)) = [S : RJ-1 2 Ad(jQ 9(X)

v e s/E<p
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pour tout X e m. On obtient grâce à (1)

trace (T^(X)) == [S : RJ-1 S Ad(j/) <p(X)
veM/K<p

pour tout X e w. Notons y la M-orbite de 9. Cela s'écrit encore

(3) traceo^(X)) == |Y | - 1 / 2 S <p'(X).
ç'ev

II en résulte que o<p ne dépend que de y. On note désormais cette représentation ^.
Notons maintenant F l'ensemble des M-orbites dans mP et M l'ensemble des représen-
tations irréductibles de M. On déduit de (3) que

W S (trace o-(l)) tracerver •

est le caractère de la représentation régulière. Ce dernier est égal à
(5) 2^ (trace <r(l)) trace a.

OGM

Gomme tout o^ est somme directe d'éléments de M, il est facile de déduire de l'égalité
de (4) et (5) que a^ e M pour tout y e F et que { <^; y e F } = tô. Cela démontre le
lemme 6.4.

6.7. Reprenons les hypothèses et notations de 6.2. Pour démontrer la proposi-
tion 6.1, a nous reste à prouver que D e ̂ . Soit donc i e N, t > 1, montrons que
De^. Soient ceC{â9), s e S ( c ) et fe C{p-f kjb,). Alors f' e Wnjp^^k^) et
/est une fonction sur U^ bi-invariante par Ku,h+/. Pour tout sous-groupe compact K
de G, notons Ê: l'ensemble de ses représentations lisses irréductibles. Décomposons la
restriction de TC à U^ sous la forme

^1^== ®^(^)or.

Alors D(/) == S m[a) trace ç(/).
oeu?

Supposons D(/) 4= 0.̂ 11 existe alors a e Û^ tel que m(a) > 0 et trace o(/) + 0. Fixons
une telle a. Gomme /est invariante par K^-^, a est triviale sur ce groupe.

Premier cas. — Supposons

{h{a - 1) ~ t - 1) e(G) d{G) + a ̂  0.

Alors l'algèbre m == ^njp^^k^ le groupe M == U^/K^^^ et l'application de w
dans M déduite de e vérifient les hypothèses du lemme 6.4 (cf. 3.1 (4)). Le bicaractère
^ o B de g identifie wP à p~h-! kjp-71 bç. Il existe donc une orbite y de U^ dans ce
dernier groupe telle que a == o^. En identifiant/à une fonction sur M, on a

trace a(/) = mes^-^) | y I-172 S /(^(X)) ^(B(X, Y)).
X £ m, Y G Y
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Si l'on note y l'image réciproque de y dans p"'1"^,, on obtient

trace <r(/) == | y I-"2 mes(p-'' b,}-1 ̂  ̂  /'(X) <KB(X, Y)) dY dX

== | y |-1/2 mesÇp-^ ̂ )-1 J^ /(Y) ^Y,

par inversion de Fourier. Donc
(1) la restriction de y à cs^y est non nulle.

Par hypothèse, il existe s ' eS(c) tel que la restriction de TT à K^ contienne la
représentation triviale de ce groupe. Fixons un tel j'. Un raisonnement standard utilisant
la réciprocité de Frobenius montre que, pour tout CT' e Û^ tel que m^a') > 0, il existe
x e G tel que la restriction de CT' à U^ n xK.^71 x~^1 contienne la représentation triviale.
Appliquons ceci à CT et fixons x comme ci-dessus. Posons

R = (U^ n xK^ x-1) K^^/K^^,

r == p^^ n AdW è:,) + ̂  kW^1 A:.

La condition précédente s'écrit

S trace (s(y) 4= 0,
yen

?.<?. S trace <r(<?(Y)) =1= 0.
Ye r

On a S trace CT(^(Y)) = | y l-172 S S ^(B(Y, X)).
Y G r Y 6 r XEY

La non-nullité de cette expression implique que y coupe Pannulateur de r dans w^ i.e.

y n p-A[(AdM ̂  n p-^,) + èj/p-71 6, + 0.

Comme y est une orbite pour l'action de U^, on en déduit que, pour tout Y e y, il existe
Xy e G tel que

Y e p-^[(Ad(^) k, n p-^,) + éj/p-^.

En tenant compte de (1), on voit qu'il existe x ' e G et X e k y , tels que/(Ad(A:') X) =j= 0.
Cela démontre que D e Qf.

Deuxième cas. — Supposons

(^- l )^- l ) , (G)rf(G)+|<0.

Posons f = / — d{G). L'hypothèse 6 .1 (ii) implique que /' > 0 et 2 (A + t ' } ̂  h + / + 1.
On a les inclusions

UÎDKï^'DK"1714-^
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et e définit un isomorphisme de groupes de p714'^' A^/p714'^ sur K^^/K^"^.
Toujours d'après 6.1 (ii) et les propriétés des exponentielles tronquées, on a l'égalité

eWeWeÇCîl^Y^eK^^

pour tout Xep 7 1^ et tout Vep^^^. Notons que, dans la formule définissant
GH^(X, Y), un terme de degré au moins 2 en Y appartient à p^^. On peut donc le
supprimer. Il existe alors une famille (^)^i d'éléments de Zp, presque nulle, telle
qu'en posant

Jx(Y) = Y + S ., ad^X) Y,
t^i

on oit €(X.)eÇY)e(X+j^{Y))-1 eK^^1 pour tous X, Y comme ci-dessus.
Notons W l'espace de la représentation (T. Comme K^ 7 1 4 ' ^ ' | 'KU^U + { est abélien,

on peut fixer une base { w^ i e 1} de W formée de vecteurs propres pour l'action de
K^"^ '. A tout i e I, on peut associer un élément Y^ e p"71""^^, de sorte que

o(.(Y))^=^(B(Y,Y,))^

pour tout Y e p^-^' ̂ . Notons W le dual de W, a la représentation contragrédiente de U^
dans W et {îv^ i e I } la base de W duale de { w^ i e 1}. On a

a(.(Y))^=^-B(Y,Y,))a,

pour tout Y e p71-1-^ ̂  et tout î e I.
Ecrivons

trace o(/) = S L,̂  /(^) trace ̂ jO ̂
ael^/K?'^ •'KJ

s , L^./(.(X).(Y))tracea(.(X).(Y))rfY.xe^n^^'^ Jp ks

Gomme trace o"(/) =1= 0, il existe X e p71 riç tel que l'intégrale relative à X dans l'expres-
sion ci-dessus soit non nulle. Fixons un tel X. A fortiori, il existe i e I tel que l'intégrale

J^,^ f{e{X) e(Y)) < a(e{X) .(Y)) ̂  w, > dY

soit non nulle. Fixons un tel i. L'expression ci-dessus est égale à

(2) < <r(.(X)) w,, w, > J^^ /'(X +Jx(Y)) WY, Y.)) rfY

A fortiori, < <r(e(X)) w,, w, > + 0. Soit Y e p '̂ ̂ . On a les égalités

<p(B(Y, Y.)) < <T(^(X)) w., &. > = < <T(^(X) ^(Y)) ̂ , &, >

== < <T(^(X)) a;., 5(,(- Ad«X)) Y)) w, >

= 4'(B(Ad(.(X)) Y, Y<)) < c(.(X)) a>., w, >.
D'où l'égaUté

<KB(Y-Ad( . (X))Y,Y<))=l .
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Comme en 6.4, remarque (2), il existe un automorphisme r(X) de yh+{> k^ tel que
Y - Ad(<?(X)) Y = ad(X) r(X) Y mod ph+f ^. L'équation précédente pour tout
Yep714-^ est donc équivalente à

+(B(ad(X)Y,Y,))=l

pour tout Y e ̂ +£f k^. Par conséquent

^B(Y,Y,))=+(B(^(Y),Y,))

pour un tel Y. Remarquons quejx est un automorphisme de p714'^'^ qui préserve les
mesures. En utilisant la relation ci-dessus et le changement de variables jxW ^-> Y,
on déduit de (2) la relation

J^,^ /'(X + Y) ^(B(Y, Y,)) dY + 0

puis, par inversion de Fourier

Jp-^/(^ YI + Z) +(- B(Y,, X) - ̂ -h B(Z, X)) dZ + 0.

-4 fortiori

(3) la restriction de/à rs^ Y, + p-^' A, est non nulle.
Gomme dans le premier cas, il existe s ' e S{c) et x e G tels que le caractère

.(Y)^(B(Y,Y,))

de Ku,h+{f soit trivial sur xK^ x-1 n K^-^'. Le.

Y, e Ad{x) ̂ h k,. +p-h-f'k,.

On fixe de tels j' et x. Alors, d'après (3), la restriction de /à Ad(;c) k,, + p~^A, est
non nulle. En oubliant les notations précédentes, fixons Xe^Ad{x)k,,, Yep^è,
tels que/(G5~^(X + Y)) 4= 0. Rappelons que/est à support dans p""^,, donc

Xeè, np^Ad(^)^.

On va démontrer l'assertion suivante :
(4) soient ^eS(^), X 'e^np^, Y'ep^^; alors X'+Y'ep^.

Admettons-la pour l'instant. Alors il existe s" e S{c) et A:' e G tels que

X + Y e p A d ( 0 ^ .

Pour de tels ^", x ' , la restriction de/à p-^+1 Ad(A:') ^,, est non nulle. C'est la condition
requise pour que D e Q{, et cela achève la preuve de la proposition 6.1.

Démontrons donc (4) pour terminer. On se ramène immédiatement au cas où
G e FO. Si G est un tore, c'est évident. Supposons donc que G e I\ u Fg u Fg. Intro-
duisons un espace V sur F (ou sur E si G e T^) comme en 2.8 ou 2.9, et un réseau L
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de V tel que è< = = { X e^; X(L) CL}. Fixons une base de L sur o (ou o^) et? grâce
à cette base, identifions les éléments de g à des matrices. Pour tout X e g, notons

d(G)

P^(T) = S û,(X) T^-1

le polynôme caractéristique de X, à coefficients dans F (ou E). Gomme X' ek^ X' est
à coefficients entiers. De même, les coefficients de Y' sont dans p^ (ou p^ o^). On
en déduit que, pour tout i e { 0, .. ., d{G)},

^(X' + Y') == a,(X') mod p^ (ou p^ o^).

Gomme X' ep^nt? PCT-IX' est à coefficients entiers (cf. 2.8, 2.9).

Remarque. — Dans le cas d'un groupe unitaire, on a énoncé en 2.9 un critère
faisant intervenir le polynôme caractéristique d'un élément X de g vu comme élément
de Endp(V) et non pas comme élément de End^V). Mais ce dernier polynôme n'est
autre que P^ o-(Px) où a est l'élément non trivial de Gal(E/F) et on en déduit immédia-
tement un critère analogue en terme du polynôme P^.

Donc ^(X') e p1 (ou p' o^) pour tout i. Mais alors les coefficients û,(X' + Y')
vérifient la même relation, donc P^-^X'+Y') est à coefficients entiers et CT'^X' + Y') eg^i
d'après 2.8 et 2.9. D
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