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BIFURCATIONS DE POINTS FIXES ELLIPTIQUES

III. — ORBITES PÉRIODIQUES DE « PETITES » PÉRIODES
ET ÉLIMINATION RÉSONNANTE

DES COUPLES DE COURBES INVARIANTES
par ALAIN CHENCINER
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A la mémoire de José Argemi

0. INTRODUCTION

Faisant pendant, dans notre étude des familles de difféomorphismes locaux du
plan, au premier article de la série ([5]) consacré aux ensembles invariants dont le nombre
de rotation est un « bon » irrationnel, celui-ci étudie les ensembles invariants dont le
nombre de rotation est un « bon » rationnel. Les premiers se sont avérés être nécessai-
rement des courbes fermées sur lesquelles le difféomorphisme est différentiablement
conjugué à une rotation ergodique; nous trouverons ici des orbites périodiques bien
ordonnées (voir [6]) et des orbites homoclines à celles-ci.

De plus, la robustesse des courbes fermées invariantes, qui se manifestait dans
[5], § 2.3, par l'existence de « bons » chemins d'élimination d'un couple de telles courbes,
se retrouve ici de façon surprenante : on prouve en effet l'existence « générique » de
« bons chemins d'élimination résonnante » d'un couple de courbes invariantes dans
lesquels les courbes persistent jusqu'à (et au-delà de) l'apparition dans l'anneau qu'elles
déterminent d'une orbite périodique de « bon » nombre de rotation dont les variétés
invariantes vont servir de guide au processus d'élimination (fig. 19, 20).

Les « bons » rationnels pfq sont définis dans le premier paragraphe, où aucune
hypothèse de généricité n'apparaît. Ce sont essentiellement ceux dans lesquels q est
assez « petit » pour que l'itéré q-ième du difféomorphisme soit encore proche dans la
topologie G1 de l'itéré q-ieme d'une forme normale dans la région du plan où l'on s'attend
à trouver des orbites périodiques du nombre de rotation considéré (comparer à [13]);
ce sont également ceux pour lesquels les applications A^ ^ introduites dans [6] s'étudient
à l'aide du seul théorème des fonctions implicites.

Toute orbite périodique ayant un bon nombre de rotation p\q est nécessairement bien
ordonnée (*) ; plus précisément, par l'ensemble des orbites ayant ce nombre de rotation, on
peut faire passer une courbe fermée lisse coupant chaque rayon transversalement, sur
laquelle, dans des coordonnées bien choisies, le difféomorphisme agit au niveau angulaire
comme la rotation Rp/ç. Une telle courbe est obtenue en considérant l'ensemble des points
transformés radialement par l'itéré y-ième du difféomorphisme (comparer à [12], [15],
[3], [4]). Par un changement de coordonnées suffisamment proche de l'identité pour
ne pas perturber la forme normale associée au difféomorphisme, on peut transformer
cette courbe en un cercle (qui contient donc les éventuelles orbites périodiques de nombre

(*) II est sous-entendu dans la suite qu'il s'agit d'orbites de période q.
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de rotation piq) de façon que, dans les nouvelles coordonnées, chaque orbite périodique
de nombre de rotation pfq soit également une orbite de la rotation Ry^ (comparer à [9]
chapitre IV).

Dans la situation générique du deuxième paragraphe ces orbites périodiques
s'interprètent comme le souvenir laissé par une résonance piq très proche (comparer
à [l], [15]); la restriction du difféomorphisme à un anneau contenant toute sa récur-
rence non triviale apparaît alors, dans les coordonnées ci-dessus, comme la perturbation
d'une « forme normale résonnante » invariante par Ry^. De précieux renseignements
sur la dynamique du difféomorphisme sont obtenus en remarquant que cette forme
normale est naturellement approchée par le composé avec Rp/g de la solution au temps 1
d'une équation différentielle (en fait une équation du second ordre) invariante par Ry^
et ayant exactement pour ensemble singulier la réunion des orbites périodiques de nombre
de rotations/y (comparer à [15], [3], [4], où cependant l'équation différentielle consi-
dérée dépend — très peu — du choix d'un point périodique particulier, ce qui rend
malaisée l'étude des bifurcations faisant disparaître ce dernier).

La famille à deux paramètres d'équations différentielles ainsi obtenue est étudiée
dans l'appendice; ses propriétés jouent un rôle fondamental dans les derniers paragraphes,
consacrés à l'analyse détaillée de la situation générique :

Dans les §§ 3 et 4 on montre que les « bulles » (dont le complémentaire correspond
aux valeurs des paramètres pour lesquelles le difféomorphisme « ressemble » à une
forme normale, voir [5] § 2.3) ont une taille de guêpe au voisinage des points Yp/a
correspondant à de bons rationnels pfq (fig. 19) : une petite portion de leur bord coïncide
avec le bord de la langue de résonance Ôpy^ (ensemble des valeurs des paramètres pour
lesquelles le difféomorphisme possède au moins une orbite périodique bien ordonnée
de nombre de rotation p [ q , voir [6] § 1.2). Le long d'un chemin transverse à Êy^ et
passant dans cette région, la dynamique du difféomorphisme est très bien contrôlée :
on montre en particulier qu'à la première et à la dernière bifurcation elle ne diffère
d'une dynamique de forme normale que par la présence d'une unique orbite périodique
de nombre de rotation pfq.

Les phénomènes complexes qui se passent pour les valeurs des paramètres à l'inté-
rieur de la langue Gy/ç sont l'objet du paragraphe 5, inspiré de [15], et du paragraphe 6
où il semble que toute l'histoire puisse recommencer; une partie des résultats du para-
graphe 5 a été annoncée dans [3] et [4] : rappelons que, comme dans les autres articles
de cette série, c'est la présence d'un paramètre (ici un frottement dans une équation
voisine de celle du pendule) qui remplace l'hypothèse de conservation des aires.

Je tiens tout particulièrement à remercier Dick Mac Gehee, Michel Herman,
Phil Holmes, Jacob Palis, Eddy Zehnder, Jean-Ghristophe Yoccoz : l'intérêt qu'ils ont
manifesté pour ce travail m'a donné l'énergie nécessaire à sa complétion à un moment
où peu de choses allaient de soi. Merci également au référée d'avoir suggéré les nota-
tions a, (3 qui ont rendu moins illisible le § 4. Merci enfin à J. Tits pour son titanesque
travail d'éditeur. Les grandes lignes de ce travail ont été annoncées dans [7].



1. « BONS » RATIONNELS

1.0. Dans les deux premières parties de ce travail nous avons commencé l'étude des
familles à deux paramètres de difféomorphismes locaux C°° (analytiques) de (R2, 0)
de la forme suivante ([5] formules (11) et (20)) :

P^,^) :=N^(^)+0(|^|2•+S),
^.«(^ = ^1 +f^, a, | z |2)] é^^'ft,

/{y., a, X) = y. + aX + a^, a) X2 + ... + a^, a) X",
(1) ^ aa(0, 0) = - 1,

^((A, û, X) = éo((A, a) + éi((x, a) X + ... + b^, a) X",

W 0) + 0, Tio = 2 ̂  (0, 0) + éi(0, 0) + 0.

Rappelons que l'on peut mettre sous cette forme les familles « génériques » à
2 paramètres, qui déploient un difféomorphisme local de (R2, 0) ayant les propriétés
suivantes :

1) La dérivée en 0 est conjuguée à une rotation R^ d'angle 2-n:Wo == 2nbo{0, 0),
qui vérifie R^ + Identité pour 1 < q < 2ra + 3.

2) L'origine est un attracteur « très faible », de codimension formelle 2 au sens
de ([5] §§1-1 et 1-2).

Soit (û un réel assez proche de (»„ == b^O, 0) et vérifiant (l/ï)o) (<ù — ^y) > 0;
dans les coordonnées (9, p) (qui dépendent de <ù, (A, a) définies dans T1 X [— 1/2, 1/2]
par les formules (30) et (43) de [5], l'application T^ ou plutôt un relèvement à
R X [— 1/2, 1/2] est décrite, lorsque ((A, a) appartient au « carré » ̂  défini dans le
lemme 1 de [5], par les formules (*) (voir [5] formules (44), (45) = (119) ou F61 for-
mule (7)) :

Pn,.(9, P) = N (̂6, p) + (0, T^ ̂ (6, p)),
(2) ,̂0(6, P) = (9 + û> + T, p, v' + (1 + s') p + s' p2 + S a; p*)

=(6+(o+T,p,p+^n,,^(p)),

où ̂  est de l'ordre de | œ — tog |, ^ ^ „ est une fonction G°° (analytique) si P est G"
(analytique) et est bornée en norme G* (pour tout k) sur T1 X [— 1/2, 1/2] u'niformé-

formulï (Ïf̂ â)18 â '̂̂ eTôl0" formules' v/' e/' •'' et les ai sont des fonctions de (^ ")• Voir en particulier les
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ment par rapport à co voisin de <x)o, ((A, a) e Q^. On sait également que v', s' forment
un système de coordonnées dans Q^ qui est approximativement défini par
(3) | v' | < CT^, | e' | < ̂ , où c est une constante,

et qu'on remplacera souvent par (confondra souvent avec) le « carré » Q'^ exactement
défini par ces inégalités.

Enfin, s ' est négatif et de l'ordre de T^, et les a[ sont respectivement de l'ordre
de <-1.

On a rappelé à la suite du corollaire du lemme 3 de [6] que toute orbite récurrente
de P^g est, lorsque ((A, a) e Q^ (ou 2^), contenue dans un anneau de la forme [ p [ ̂  Ar^2

où A est une constante (essentiellement l'anneau A^((JL, a) de la formule (117) de [5]);
le corollaire cité affirmait quant à lui que tout ensemble invariant d'Aubry-Mather
de P^ de nombre de rotation co vérifie, toujours lorsque (p,, a) appartient à Q^ (ou
^), l'estimation beaucoup plus fine | p | < AT^.

Il découle enfin du lemme 2 de [6] (où l'hypothèse de préservation de l'ordre
n'intervient pas) que si P(^ possède une orbite récurrente dont le nombre de rotation
existe et vaut œ, ((JL, a) appartient nécessairement à l'union de Q)^ et de Jf; en particu-
lier, si (p., à) n'appartient pas à Q^ toutes les orbites récurrentes de P^ ̂  de nombre
de rotation œ appartiennent à une même courbe fermée invariante.

Dans la suite nous supposerons que co = pfq est rationnel (la fraction pjq étant écrite sous
forme irréductible) et nous omettrons souvent V indice co [par exemple T = ïp/ç, 3f = ̂ p/<p

(̂JL, a == ^(»/c), (A, a 3 • • • } •

1.1. Nous commençons par comparer P{^ à N^ „ dans l'esprit du lemme 1 de [13].
Dans le lemme qui suit il est bon de garder à l'esprit que T == Ty/g est de l'ordre de
10^)-^ol-

Lemme 1. — Si çr2 est assez petite P^ (et N^ J sont définis^ pour tout (p., a) dans Q

et tout entier j compris entre 1 et q, sur l^ anneau T1 X I, = (6, p), | p | ̂  ————————————(

4(y - 1)
et y vérifient les estimations

PL(9, P) - N (̂6, p) = (86"', Sp"'), avec
(4) | 86"11 < 2Loj2 T»4-1, | Sp"' | < 2LojT",

1 1 y PU^ P) - y N (̂6, p) II < JO(T») ^o(t),

où'Loestlesupde\^^ÇQ,p)\powuprochede^,(ti.,a) e^,^(6,p) eT1 x [—1/2,1/2].
Les 0 défendent de k mais non de j entre 1 et q, ni de ((A, a) dans Si, ni de (9, p) e T1 X I,, ni
de <ù == ̂ /y.

En particulier, pour 1 < j < q, P^a et N^, sont définis sur T1 x [— 1/4, 1/4].

Corollaire. — Soient C un nombre réel positif et k un entier positif. Il existe un nombre réel
positif ei(C, k} tel que, si q \ {piq) - ̂  \ < G et \ {pfq) - ̂  \ < s^C, k), P^ et N^<,
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soient définis sur l-i x [- 1/4, 1/4] 3 -F x [- AT^, Ar1/2] rf ^/^ ̂  i ̂ ^ .
[estimation - -

(5) PL-Nt,| |^0(T—)=o(^-(o, •)•
rfa^ /ûyy^ [| [j^ désigne la norme G* ̂ r les applications de R x [-1/4, 1/4] Aay R x R
et le 0 dépend seulement de G et k. '

Remarque. — Si œ» est irrationnel, les réduites ̂ Jy, du développement de œ, en
fraction continue vérifient ^ | (/̂ ) - ̂  | < l/^. Quels que soient G et k, il existe
donc une infinité de rationnels pfq vérifiant les hypothèses du Corollaire. Si ̂  =p'fq1

est rationnel, la même conclusion vaut à condition que G soit supérieur à \fq'.

Démonstration du lemme 1. — On déduit de (2) que, si ((x, a) e Q, P^ s'écrit (tant
qu'il est défini) : v.,a \

PL(9. P) == (9"\ P'-»),

p?=p+T2[^,„(p)+...^^(p"-")]
(6) + ̂ K.,«(e, p) + ... + ̂ (e"-", p"-»)],

ew=e«-i) +^^.Tp«-i)^

Si Ko = sup | n^,(p)|, Lo = sup [ î:^<,(9, p)|, où les sup sont pris sur l'ensemble
des a proches de <ûo, ((A, a) e^, (6, p) eTi x [- 1/2, 1/2], on a donc

(7) IP^-PK^KO+T-L,] .

Supposons ffT2 assez petit pour que (q - 1) ^K, + T-LJ < 1/4 : P applique
alors T1 x I, dans T1 x I,._i, ce qui implique

y-^T1 x 1̂ ) C T1 x Ii = T1 x [- 1/2, 1/2]

et montre que P^ est défini sur T1 x I,.
La démonstration pour N est bien entendu identique à ceci près que Ç s= 0.
Maintenant, on déduit également de (2) que

86"' = 86"-" + T8p"-1',

(8) 8p»> ^ sp"-» + ̂  n,,,(p + sp"-») - ̂  n^(p)
+T"ç(e+8e"- l ),p+8p"-»),

où on a noté N^O, p) = (6, p).

En particulier, si Ki == sup [| Dn<,^^(p)|[, où le sup est pris sur les û> proches
de œo, (jx, a) e ̂ , | p [ ̂  1/2, on a

(9) W I ^ O + T ' K ^ I S p ' ^ l + T - L o ,

d'où on déduit facilement les estimations sur | 8p"' | et | 86"' | par récurrence.
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Pour évaluer les dérivées des itérés de N et P on calcule

DN,.(e,p)̂  ^/^(P))'

1 l ' \(10)

^P)=^,p) ^n,(p)+^(e,p)J

^ D2 N,,,(6, p) (a, b, a', b') = (0, r2 n^(p) ÀÀ'), etc.

On constate que (on a omis les indices (A, a et noté || DN [| = sup || DN(6, p) ||
où (6 ,p )6T ix [-1/2,1/2]) :

DN|| = 1 + O(T) < e0^,
(11) D ^ N H =0(T2) pour Â;> 2,

D* P - jy N I I = O(T») pour k ̂  1.

Lorsque j > 1, on raisonne par récurrence sur k à partir de la formule (de Faa-di-
Bruno) :

(12) DVo g) = S S ̂ [(D-V) o ̂ ] (D<i ̂ , . . . , D<" g)
w^ 1 i

dans laquelle la deuxième somme est prise sur les w-uplets i = (î\, ..., i^) d'entiers
^ 1 de somme A, et les coefficients ^ sont universels.

Plus précisément, montrons que
HDN '̂ H '̂0^

(13) 11 D* N '̂ I I ^ j0(r2) '̂0(T) pour è ̂  2,
I I V V - D^ N^* I I ^ jO^) '̂0(T) pour k ̂  1,

où, pour un itéré d'ordre j, [| || désigne le sup sur T1 X I,.
La première inégalité est évidente à partir de (11).
En se rappelant que N applique T1 X I,dans T1 X I,_i on déduit de (12) appliqué

à f= N '̂""1, g = N, que pour k ^ 2
(14) I I D^N^' [ I ^ ^0(T) I I D^N^-1 I I + 0(ï2) ^-1)0(T>

+ S SI^JO^^^^IID^N^1!!.
ire — 2 i

Dans la dernière somme, i est un m-uplet d'entiers > 1 de somme k; dans chacun des
termes l'un au moins des indices est donc strictement supérieur à 1. En particulier,

(15) I I D2 N3 I I ^ e0^ I I D2 N^-1 I I + 0(r2) ^0(T),

et donc
IID^II^C^TV0^
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L'estimation de || D^N3 || indiquée dans (13) s'obtient de même par récurrence sur k
(se rappeler que yr2 est borné pour obtenir pour tout k une estimation analogue à (15)).

Enfin, en appliquant (12) successivement à/= P^~1, g = P et/= N^'"1, g == N,
on écrit

x;s
w-1 i

(16) D* y - y N ' = S S .,(A. + B, + G,),
w-1 i

OÙ

A, = [(D^ P^'-1) o P - (D1» N3-1) o P] (D1^ P, . . . , D1- P),
/p. ^ B, = [(D-N3-1) o P - (D-N3-1) oN] (D^P, . . . ,D^P),

G, == [(D"1 N3-1) o N] (D^ P, . . . , D1- P)
- [(D"1 N^-1) o N] (D^ N, ..., D^ N).

On déduit alors de (11) et (13) que

(18) I I jyy - W I I ^ ^0(T) I I D^P^-1 - D^N3-1 I I

+ 0(ï2) ̂ -2^ Ï1 II D"» P^-1 - D"* N^1 II +JO(Tn+2) e^\
w-l

et enfin la dernière estimation de (13) par récurrence sur k, ce qui termine la démons-
tration du lemme 1 (on remarquera qu'on peut initier la récurrence en estimant
I I DP' — DN^ I I à partir de (18), ou directement par la méthode de [13] qui donne d'ail-
leurs le même résultat).

Le corollaire est immédiat.

1.2. Nous introduisons maintenant un changement de variables du type « moyennes »
qui remonte, semble-t-il, à Bochner; des formules analogues ont par exemple été utilisées
par Herman dans le problème de la conjugaison d'un difféomorphisme du cercle à une
rotation, et par looss dans l'étude des orbites périodiques qui apparaissent par bifur-
cation de Hopf d'un difféomorphisme.

Dès que yr2 est assez petit, l'application

(^ H,,, == ^ S^R^ o N^,, ((x, a) e ̂

est bien définie de T1 x [- 1/4, 1/4] dans T1 x R (resp. de R x [- 1/4, 1/4] dans
R x (R) [Ra(9î p) = (6 + a^ p)? et la somme dans (19) est au sens de la loi de groupe
additive sur T1 X R (resp. R x R)].

C'est de plus un difféomorphisme sur son image : pour le démontrer on remarque
que, comme Ry/g et N^ ^, H^ ^ commute avec les rotations, ce qui réduit d'une dimension
le problème; la conclusion vient de ce que le passage au barycentre conserve la pro-
priété d'être strictement croissantes pour les applications de R dans R.
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Enfin, Ry^ commutant aux barycentres, on a

H,,,oN,,^^^R^oN^1

[1 fl""1 1— "R y "R-^+D /, i\p'+1
— •^Wfl ° . ̂  ̂ P/ff ° ̂ Va J

=R^o[H^+^(R^oN^-Id)]

=R^o[H^+^(N^-R,)],

autrement dit

(20) H,,, o N,,, o H^ = R^ o [id + ^ (N^ - R,) o H,;;].a ° ̂ v.,a 0 ̂ a — ^p/fl ° " ' j v^.o - ^ " -"^J

En notant

NL(9o. Pô) = (9o^ Po^).
(21) /l ff-i / ^\ i fl-i \(e, ri = H.,A, p.) = (^ S^ (e..-̂ ), ̂  S^y.).

on obdent
H^.oN^,,oH^(6,p)

= (6 + (̂ ) + (1/î) (eo" - 9o -^ P + (!/<?) (Pô" - Pô));

mais

(22) ( eoflï == 6rl) + wq) + Tprl) = • • • = 60 + p + ̂ ^^
l ==9o+^+?Tp,

ce qui fournit finalement l'expression

(23) H^ o N^, o H^(6, p) = (6 + (^/?) + rp, p + (l/?) (po^ - Pô)).

H^ applique donc le cercle (d'équation 6^ = QQ + p) des points transformés radiale-
ment par N^^ (plus exactement par Ry"1 o N^^ si on se place dans le revêtement) sur
le cercle (d'équation p = 0) des points transformés angulairement par H^o o N(^ o H^
d'un angle pfq (cercle translaté de nombre de rotation pfq dans la terminologie de [5]).
Lorsque N ^ possède des orbites périodiques de nombre de rotation piq, ces deux
cercles se confondent avec l'ensemble de ces orbites, en restriction auquel N^ et
H^a ° N^, o H^i coïncident avec la rotation R^.

Le lemme suivant dit simplement que, sous des conditions analogues à celles du
lemme 1, on peut associer à P^ un changement de variables K^ ^ ayant des propriétés
semblables.
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Lemme 2. — Soit G un nombre réel positif et k un entier positif. Il existe un nombre réel
positif e^{C, k) tel que, si

h
q - — <ùo < G et P -^ \<^{C,k),

la formule

(24) K.^IÏR.^P/ ,fts K,0q i-o

définisse, pour (y., a) e 2, un di/éomorphùme de classe C°° de T1 X [- 1/4, 1/4] sur son
image dans T1 x R ayant les propriétés suivantes :

1) L'image réciproque par K^ du cercle d'équation (p = 0) coupe transversalement chaque
rayon (6 == constante) et coïncide avec l'ensemble des points transformés radialement par P»
(Rp 1 o P ,̂ dans le revêtement universel) (comparer à [3], [4]) ; ^'a

2) Au niveau angulaire, K^oP^oK,^ agit sur le cercle (p == 0) comme la
rotation R^. En particulier, chaque orbite périodique de K^oP^oK^ de nombre de
rotation pfq est également une orbite de la rotation R / ;

(3) Sur T-i x [- 1/4, 1/4], on a || K^ - H^ ||,< 0(ï»-1).

Corollaire. — Sous les hypothèses du lemme 2, l'ensemble des points périodiques de nombre
de rotation piq de P^ est bien ordonné (au sens de [6]).

Démonstration. — Que K^ soit un difieomorphisme sur son image découle immé-
diatement de l'assertion analogue concernant H.,, et des estimations

(25) ,̂0 - H^ ||̂  q2 0(T"+1) + ̂ O(T») < 0(T»-1),
D'K^ - D^H,,, ||̂  y0(ï») ̂ '^ 0(ï»-1),

qu'on déduit du lemme 1 dès qu'on a remarqué que

^a — KH.O

1 t-l
- S (P' — N' }
q s-'^ v•'a v•'ai'

La partie de l'assertion (1) concernant la transversalité découle de ce que la courbe
considérée est Ci-proche du cercle image réciproque par H^ du cercle d'équation
(p = 0). L'assertion (2) est contenue dans les formules

K^ o P,,. o K^ = R,/, o [id + ^ (PS,, - R,) o K,-;;],(26)

(27) K,,,, o p,,, o K^(e, p) = (e +p- + ïp, p +1 (p^ - p,)),
où K,.,(6o, po) == (6, p), P^(6o, ?„) = (6^, p^'),

qui s'obtiennent exactement comme (20) et (23).
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Quant au corollaire, il découle de (1) qui rend équivalentes les assertions sur
l'ordre angulaire des orbites périodiques de nombre de rotation pfq pour P^ ^ et
K^o0 ^,0° K^-

Le changement de coordonnées défini par K^ met donc P,̂  sous une forme
particulièrement propice à l'étude des orbites périodiques de nombre de rotation pjq :
(i) celles-ci appartiennent toutes au cercle d'équation (p == 0) ;

(ii) elles sont également des orbites de la rotation Rp/g.

Malheureusement, ce changement de coordonnées n'est pas G^-proche de l'Iden-
tité (*) et perturbe donc les formes normales. Ceci est particulièrement flagrant dans
le cas où P^ est remplacé par N^ et K^ par H^g : des orbites périodiques de N(^
de nombre de rotation pjq n'existent que si ̂  = 0, et elles possèdent alors les propriétés (i)
et (ii); la restriction de H^ au cercle d'équation (p == 0) est l'identité mais H^ n'est
pas G*-proche de l'identité et son utilisation n'apporte que des désagréments.

Il semble alors naturel de remplacer K^ par le difféomorphisme
(28) jr^=H^oK,..,

dont les propriétés sont énoncées dans le lemme suivant :

Lemme 3. — Sous les hypothèses du lemme 2, avec éventuellement un e^ plus petit, Jf^ ^
est un difféomorphisme de T1 x [— 1/5, 1/5]3T1 X [—Ar172, Aï172] sur son image dans
Ti x [- 1/4, 1/4] et vérifie

(29) H^.-IdII^O^-1).

H transporte la courbe des points transformés radialement par Rp"1 o P^ sur le cercle des points
transformés radialement par Rp'1 o N .̂ Enfin, en restriction à ses points périodiques de nombre
de rotation pfq, ^^ooP^oJf^ coïncide avec la rotation Rp/ç.

Démonstration. — Si Sg est assez petit, on déduit de (25) que
K,,,,(TI x [- 1/5, l/5])CH,,,,(Ti x [- 1/4, 1/4]),

qui implique la première affirmation du lemme.
Pour obtenir l'estimation (29) on calcule

DH-^14''0^ '0(T) l
^a \ 0 Ï+qOwl9

donc HDH^ll^0^
On déduit alors (29) de (25) en utilisant les propriétés standard de la composition.
Le reste du lemme est évident à partir du lemme 2 si on se rappelle que H^ „

commute aux rotations.

(*) Tous les C^ signifient « topologie C^ » et n'ont, contrairement aux apparences, rien à voir avec « G à la
puissance k ».
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On déduit du lemme 3 et des formules (2) que

.̂.°PH,.° î(9,p)(30)

= (9 + {piq) + ïp + ï-1 a,,,(6, p), p + ̂  n^(p) + ̂ "-i (^(Q, ̂

où a,,,, et p^, sont uniformément bornées dans la topologie G* (la borne dépend seule-
ment des constantes G et A du lemme 2) et les points périodiques de Jf „ o P , o JT-1

de nombre de rotation pfq vérifient i*,a (»,« n,o

(31) TP+T-^Ô.^O.

Un dernier changement de variables
(32) ^p+^-2^^p)

nous amène à la

Proposition 1. — Soit G m nombre réel positif , k un entier positif. Il existe un nombre réel
posttif s (G, k) tel que, si

(33) P - <»o < G et ^-(QO <<C,k),

il existe des coordonnées (Ç, x), (f-proches des coordonnées (6, p), dans

TI x [- 1/5, 1/5] 3 Ti x [- A^2, A^2],

dans lesquelles P^ „ s'écrive (*)

(34) PH,,(^) = ̂ +^ +^,V' + (1 + <^+^+J^<+T»-^(Ç,A

oà Yn,a est ff-bornée par une quantité ne dépendant que de G et k, et où les points périodiques de
nombre de rotation pfq sont donnés par les équations

(35) j ' = °'
(v'+^-2^^o)=0.

Nous appellerons bon rationnel un nombre rationnel pfq satisfaisant (33) pour un
certain couple (G, k) (voir cependant le remarque qui suit).

Pour un tel rationnel, l'intersection G,,/, n Q^ du « carré » Q^ = Q; avec la
langue de résonance Ê,/, (ensemble des valeurs de ((A, a) telles que P^ , possède au
moms une orbite périodique bien ordonnée de nombre de rotation pjq, voir [6]) est la
projection sur Q de la surface régulière définie dans 3l x T1 (coordonnées v', s', Ç)
par l'équation

^^"-'Y^O)^.

1^ A-^ Nousfaisons dorénavant comme dans les articles précédents l'abus de notation qui consiste à ne pas noter? ̂ s^^srs^variables : ptt- °d<signe en fait le conjugué de I>J par le composé dc ̂
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Cette surface est invariante sous l'action de Ry^ sur T1; la figure 1 la représente

(i) dans le cas d'une forme normale N^ (il y a invariance sous tout le groupe des
rotations et Êy^ = Cy^ est alors une courbe lisse),

(ii) dans la situation générique étudiée dans la suite de l'article, où son ondulation
(réduction du groupe d'invariance au sous-groupe engendré par Rp/g) produit l'épais-
sissement en « langue d'Arnold » de Cy/ç.

Le lecteur de [6] fera aisément le lien entre cette surface et l'application 8^
décrite dans ce dernier article.

FIG. 1

En conclusion de ce paragraphe, remarquons que notre démarche est conforme
à l'esprit de la théorie des formes normales : nous avons cherché des coordonnées qui
exhibent le plus possible les symétries de la famille P^o; dans le cas d'un « bon
rationnel »pfq c'est la restriction de P^ à l'ensemble de ses orbites périodiques de nombre
de rotation pfq qu'on a pu rendre symétrique.

Remarque. — La mise sous forme normale peut également être effectuée pour la
restriction de P^ à l'ensemble des orbites périodiques dont le nombre de rotation pfq
vérifie des hypothèses analogues à (33) dans lesquelles (OQ est remplacé par un « bon
irrationnel » <ù ; il est donc légitime rappeler également « bons rationnels » de tels nombres p [ q ,
par exemple les réduites assez proches de œ du développement en fraction continue d^un « bon
irrationnel » co.

Dans le cas d'un difféomorphisme préservant les aires, cette assertion découle
essentiellement de la possibilité de contracter sur un point une courbe fermée invariante
de « bon » nombre de rotation irrationnel œ après avoir mis le difféomorphisme sous
forme normale à un certain ordre au voisinage de cette courbe; on peut invoquer éga-
lement le théorème purement topologique de Boyiand et Hall ([2 ter]) qui suppose
simplement l'existence d'une courbe invariante de nombre de rotation œ mais ne fait
aucune hypothèse de nature arithmétique sur œ.

3



18 ALAIN CHENCINER

Dans notre cas, il faut partir des coordonnées introduites dans la formule (131)
du paragraphe 2.3 de [5] : tenant compte de la remarque qui suit la formule (130)
de [5] on peut écrire, si (^ a) e ̂  ̂  ̂ , la restriction de P^ à un anneau | u \ ̂  1/2
en dehors duquel cette application « ressemble » à une forme normale, sous la forme

(35 bis) P^(TÎ, u) = { 73 + o> + w, ̂  + (1 + -y) u + Sa, ̂

+0(|^w-5| +\^uk+l\)},
où T == ^<o est de l'ordre de co — (OQ, Sg de l'ordre de | T |2 et a^ de l'ordre de | T |1-1

pour i^3. Définissons ̂  par l'équation œ + w^ == pfq et notons (comme dans [5])
^) ===^+W+^ui : si |7r(^)| > Od^-5 | + [ T^1]), le cercle d'équation
" == "p/î est disjoint de son image, d'où l'on déduit facilement qu'il ne peut exister
d'orbite périodique de nombre de rotation piq. On se place donc dans l'intersection de
la région où cette inégalité n'est pas vérifiée avec la région ^ n [̂  — (^/ u 3S )]
où peuvent se passer des choses non triviales (voir [5] fig. 12) : on constate alors que ̂
est de l'ordre de ({pfq) - œ)2 et ^ de l'ordre de -vj]T\.

Posons t = J\ À [ ; l'inspection des ordres de grandeur rend naturel le changement
de variables u = u^ + (t^) p, | p | ^ 1 : les orbites périodiques de P^ de nombre
de rotation piq appartiennent sûrement à l'anneau ainsi défini et la restriction de la
famille prend, dès que t est assez petit, la forme

(2 bis) P^(T], p) = { TÏ + Çpfq) + ocp, p + (3II(p) + ̂ (6, p)},

qui ne diffère de (2) que par les valeurs de a, p, y (^ r81, r"-41 ici alors que dans (2)
elles sont T, r2, T").

Les lemmes 1 et 2 du premier paragraphe sont valables dès que qv. < G et
a < ?(G, k), c'est-à-dire q \ {pfq) - co | < G et | (pfq) ~ œ | < e(G, k) ; la seule différence
est que maintenant || Jf^ ~ Id [^ < 0(y/a) = 0(| T j^4) qui est certes petit si | T |,
c'est-à-dire \(p[q) — œo |, est petit, mais ne tend pas vers 0 avec t = 0(\(p[q) — œ [).
On remplace ainsi (30) par la formule
(30^) ^.aoP^o^^.p)

= { ^ï + Wq) +tç>+ T^4 A(TÏ, p), p + (3II(p) + ï"-4 B(TÏ, p)},

dans laquelle la distortion t devient négligeable devant le reste incontrôlé Odr)"-4),
ce qui empêche en particulier d'effectuer le dernier changement de variables (32) mais
n'infirme en rien la conclusion du lemme 2 quant au bon ordre de l'ensemble des orbites
périodiques de nombre de rotation p [ q .



2. FAMILLES ANALYTIQUES GÉNÉRIQUES
ET SOUVENIR DES RÉSONANCES PROCHES

2.1. Formes normales résonnantes

Nous supposons maintenant les difféomorphismes P^ analytiques ainsi que leur
dépendance des paramètres (A, a, et exhibons un « gros » sous-ensemble de telles familles
dont chaque membre possède une suite de « bonnes langues de résonance » Êp/^.

Chacune de ces dernières est indicée par un « bon » rationnel pjq^ (V11 tend vers COQ
lorsque n -> + °°) et correspond à des difféomorphismes P^ dont la partie de la
dynamique associée au nombre de rotation pjq^ peut être décrite assez précisément à
l'aide d'approximations par des solutions d'équations différentielles autonomes.

Les familles d'équations différentielles obtenues sont des « modèles d'élimination
résonnante de couples de courbes invariantes » et ont leur intérêt propre.

Gomme dans [15], les familles génériques sont le résultat d'une infinité de modifi-
cations éventuelles au niveau du développement de Taylor, correspondant chacune à
un élément pjfn de la suite de nombres de rotation considérée.

L'organisation globale de ces modifications et la définition de la topologie analy-
tique utilisée sont adaptées directement de [15]. Nous en dirons un mot à la fin du
paragraphe 5 mais insistons surtout (comme dans [3]) sur l'étude de la modification élé-
mentaire associée à un rationnel p J q donné.

Alors que dans le paragraphe précédent on fixait la famille P^ ^ et on considérait
T et q comme des paramètres, on commencera donc par fixer q et étudier les pertur-
bations de la situation résonnante correspondant à COQ = pfq. Le rôle de T sera tenu
par un troisième paramètre t fixant la distance à la résonance, la petitesse de 1 1 \ assurant
le caractère de « bon rationnel » de pjq pour la famille (p., a) h> P^ ̂  < .

Notre objet est ainsi, comme dans [3], une famille à trois paramètres (comparer
à (1)) :

P..a.^) =N^(.)+0(M-1),

N,.,,^) = <1 +/QX, û, t, | z |2)] ,^^M\
/((A, û, t, X) == (JL + aX + a^{\L, û, t) X2 + . . . polynôme en X,
g{^ a, t, X) = èo(^ û, t) + &i((Ji, û, t) X + ... polynôme en X,

(36) \ ^(0, 0, 0) = - 1, &o(0, 0, 0) = piq, éi(0, 0, 0) + 0,

Tîo = 2 ̂ °(0,0,0)+èi(0, 0,0)^0,
oa

^(0,0, 0)^0.
Ot
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Définissons comme dans [5]
r{{Plq), ̂ , a, t), ^,, = ?„/,(<),
Y,/, = Y,/,(f) = ((^/,(f), a^(t)) e G^Çt),

proches respectivement de 0, 0, (0, 0), par

' ê(v-, a, t, r{(plq), pi, a, f)2) == pfq,
Pv/,W == '•((/'/?)> V-vi^t), a^{t), t),
A^W, a^{t), t, p^,(f)2) = 0,(37)

—(^/,W,^/,(f),f,p,/,(f)2)=0

(notons que r\{pfq), (A, a, f) et pl/,(f) sont analytiques en (p., a, <)).
?„/,(<) est le rayon de l'unique cercle invariant de N ^ ^ ( ( ) < , ( ( ) ( ; ce cercle est

non normalement hyperbolique, et N^^((,^^() , induit dessus la rotation R,/,.
Gp/g(f) est l'ensemble des (p., a) pour lesquels N^( possède un cercle invariant

sur lequel elle induit la rotation Ry/,.
Remarquons que r((/»/y), 0, 0, 0) = p^(0) = 0, (A^,(O) = a^(0) = 0.
Les hypothèses impliquent que la fonction X définie par X(f) = p (f)2 est

un difféomorphisme local au voisinage de 0 : en dérivant (37) par rapport à t en
( A = a = = f = = X = 0 , on obtient en effet

(38) ^(0)- ^(0,0,0,

On pourra donc supposer que ç>p/q(t)2 == t.
Le choix du reste 0(| z \q-l) dans (36) vient de ce qu'à cause de la résonance

^2^0(0, o,o))î ̂  ^ ^ç ^^ç normale tronquée de P^o (et donc de la famille P^()
invariante par tout le groupe S0(2) des rotations n'existe que jusqu'à l'ordre q — 2;
en degré q — 1 apparaît en effet un terme (z)11-1 et, à partir de là, le groupe d'invariance
de la forme normale tronquée se réduit au sous-groupe fini de S0(2) engendré par
la rotation R^g. Ayant besoin de formes normales sensiblement plus longues que celles
de [15] et [3], nous partirons de l'expression générale (voir [l], chap. 6, § 34, ou [4]) :
(39) ^a,^) = ̂ (^ û, t, \ z |2, ̂ ) + z^ T((X, a, t, | z |2, ̂ ) + 0(| z l0^),
dans laquelle O((A, a, t, X, Y) et T(^, û, ,̂ X, Y) sont des polynômes en X, Y, Y dont les
coefficients sont des fonctions analytiques à valeurs complexes des paramètres pi, û, t, et
Q est un entier arbitraire.

Remarquons que (39) s'écrit encore

Î a.̂ ) = ̂ >'(^ ̂ t,\Z |2, ̂ ) + S yj^ û, ̂ ) ̂ fl-1 + 0(| ^ [Q+l)
w^l

(40) . == z[l + A((A, a,t,\z |2, z»)] ^B(K,O,(, |,|',«»)

+ S Y«,(^a^)^t-l+0(|^|<t+l),
Wl^l



BIFURCATIONS DE POINTS FIXES ELLIPTIQUES 21

A((A, û, <, X, Y) et B((JL, û, ^ X, Y) étant maintenant des polynômes en X, Y, Y, dont les
coefficients sont des fonctions analytiques de ((JL, a, t) à valeurs réelles.

En coordonnées polaires z = ̂ 2TOe, A et B deviennent des polynômes

et

/((JL, a, t, r2, ̂  cos(27ry6), rQ sm(2nqQ))

(̂(JL, a, t, r2, r9 cos(27ry6), ̂ (sin 2-n:qQ))

en leurs trois dernières variables, dont les coefficients sont des fonctions analytiques à
valeurs réelles de ((JL, û, t), et

P^(^) = ̂ y^ ^y^ S ^^a-2,-2^,64-^) + 0(| ^ Ie1)].
TO^l

0^ supposera dans la suite que Yi(0, 0, 0) ^ 0.
Ceci permet d'écrire Yi(pi, û, <) = ^((JL, û, ^) ^^(^^.^ où ^ et rfi sont des fonc-

tions analytiques à valeurs réelles de ((JL, û, ^) ; on pose
(41) Ui(̂  a, t, 6, r) = (fi + g{^ a, t, r\ r9 cos(2nqQ), ̂  sm(2^qQ)) ~ d^ a, t).

On pourra choisir dans la suite Q^ = 2q — 4, mais le choix de Q = q comme
dans [15] et [3] se révélera insuffisant. En particulier, seul le premier terme interviendra
explicitement dans la somme du deuxième membre de (40) (celui qui correspond à
m = 1), et l'expression de P^a,( en coordonnées polaires devient :

[ P.....̂ 2"*9) = R^9,
.ï-2c, r

•sin(27tUi) ^-OCU2'-4),(42) @=Q+g-

2"(1 +/)

\ R = r\\ +f+ ̂  r1-2 cos(27tUi) + 0(| z \2v-t)] ;

nous noterons

(43) ^=7^,a,t)= Ci(v-, a, t)

27t(l +/((z, a, t, 0, 0, 0))

Après une rotation des coordonnées de (l/^)^^, a, t, 0, 0, 0) —d^(y. ,a , t ) ) qui
remplace î-nV^y., a, t, 6, 0) par 2-rcqQ, on obtient

( P,,,,.(^6) = R^
\ @ = 6 + g{[>., a, t, r2) - ̂  r'-2 sin(27tîe)

(44)

où

+ r' < ,̂ a, f, 6, r2) + r2'-4 Yo(^ a, t, 6, r),

R = »-[1 +/(^ a, ̂  r2) + Ci r9'2 cos(27t?6)
+ r9 y,(^ a, f, 6, r2) + '•^Oo^ ̂  t, 6, r)],

/((A,a,<,r2) =y{(A,a,f,r2,0,0),

g(y., a, t, r2) = g^, a, t, r2, 0, 0),
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et <po et ^o sont des polynômes en leur dernière variable, dont les coefficients sont des
fonctions analytiques à valeurs réelles de (A, a, t, 6, (\{q) -périodiques en 6, et Oo^o sont
des fonctions analytiques de leurs variables.

Bien entendu, en remplaçant 0(| z I2'-*) par 0(| z |'-2), on retrouve la
formule (36).

Nous faisons maintenant, pour tout t> 0 (i.e. p^O), les changements de
variables

(6, r) ̂  (6, o) ̂  (8, p)
définis par

(45) r = '•((/'/?), !A, a, t) Vl + a, | a \ < 1/2 (comparer à [5] formule (30)),

et par la condition que 0 soit égal à 6 + {pfq) + T,,/, p (comparer à [5] formule (43)).
Rappelons que dans le carré Q^ = Q^{t) associé à la famille ((A, a) h-^N^ ,

comme dans le lemme 1 de [5] (voir aussi le paragraphe 1 ci-dessus) nous avons (voir
les formules (39), (40), (41) de [5]) :

1 r{{pfq), y., a, t)2 - p2,/, | < C^,,,
(46) | ï((/,/y), (x, a, t) - T,/, 1 < Fp ,̂

1 T^ - h{^,,W, a^{t), t) p2^ | < Fp /̂,,

où les distorsions sont définies par des formules analogues à celles de ([5], formule (31)
et lemme 1), i.e.

,^ <W<D, V-, a,t) = ̂  ((x, a, t, r{(pfq), (A, a, f)2) r({plq), (A, a, f)2,

^/o = ̂ ^(^ = T( (/»/?), /̂,(<), <?„/,(<), <).

Rappelons également qu'en termes des coordonnées v', s' définies en ([5],
formules (31), (34), (45) = (119)), 2^{t} est approximativement défini par les formules
1 v' 1 -S P^/a» 1 e/ 1 ^ P^/o ([5], lemme 1). Après l'éclatement
(48) ^'-P^ ^=p^?, | v ' | $ l , I s ' j ^ l ,

(A et ff deviennent des fonctions analytiques de '7, ?, t dont le développement de Taylor
en t est de la forme

(49-1) (^(7, ?, t) = - <2 + 0(f8), a(7, ?, f) = ît + 0(f2) ;

de même, on déduit de (46) que (comme fonctions de 'î',?, t),

'•W?), (A, a, <) = f + O(^),
(49-2) ^ = ^1(0, 0, 0) t + 0(f2) (fonction de t seulement), et

<W<D, ̂  a, t) = T,,/, + 0(<2) = ̂ (0, 0, 0) ( + 0(<2).

Enfin, les expressions obtenues pour les coordonnées de P^,, étant analytiques en
^C^)» V-, a, t) = Vt{\ + 0(f)), il est naturel de remplacer t par f2, c'est-à-dire de poser
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p^ == t. J^ous considérerons donc dorénavant la famille P^,a,<«5 (P'3 a) e ^p/qW^ (lul a l5^2111"
tage d'être analytique en les variables (7, 's', t, 63 p) (bien entendu, à t fixé non nul, on
retrouve l'analyticité en (p., a) e Qy^{t2)).

On obtient un plongement de T1 x [— 1/2, 1/2] dans T1 x R de la forme

P^c(9. P) = (©. R). ^ = ̂ ^ ̂  û = ̂ ^ ̂
© = 9 + Wq) + T^ p,

(50) R = y' + (1 + e') p + s ' p2 + S < p1

<^3
+ ̂ i(l + ̂ ^W + PO (1 + P) - ÎP] ̂ o^T^e)
+ ̂  9(pL, û, ,̂ 6, p) + ̂ "6 O((JL, û, t, 6, p),

analytique en 'y,?, t, 6, p, où y est Çplq) -périodique en 6, et qui précise la formule (2)
du paragraphe 1.

On a repris ici les notations de la formule (119) de [5] (voir aussi le début du § 1) ;
en particulier,

^ ̂ , ̂  ît\ \a[\^ G, ̂ -2 pour i ̂  3;

^p/a == ^/<^2) est essentiellement défini par | v' | $ ^6, | e' | $ f6, et on retiendra que
T^ == Ty,ç(^)~ éi(0, 0, 0) t\ et que nous avons supposé ^(0, 0, 0) ^ 0 (par exemple > 0).

Nous reprenons maintenant la démarche du paragraphe 1 en considérant P^a.<«
non plus comme perturbation d'ordre ^tf-2 d'une forme normale N^^(« invariante
par S0(2), mais comme perturbation d'ordre <2a~6 d'une « forme normale résonnante »
N« „ (. invariante seulement par le sous-groupe fini de S0(2) engendré par la rota-
tion R^,.

N,.,,,.(6, p) == (©, R) = N^.(6, p) + (0, ̂ -2 9(^ û, <, 6, p)),

1 © = = 6 + ( / ^ ) + T ^ P ,
(51) < R = v' + (1 + s') P + ^ p2 + S < p1 + t^2 9(pi, û, <, 6, p),

t$53

Ç((A, a, f, 6, p) = <;i(l + p)"72'-1^! + [A) (1 + p) - yp] cos(27r?e)
+ (2 y ((A, a, (, 6, p).

Les estimations du paragraphe 1 peuvent être menées de la même façon : les diffeo-
morphismes définis par les formules (19), (24), (28) sont remplacés par

(52)

fi,,,,.. =^^R^oN^,..,

1 ff-1
A V -D-J p3

ÎÀ p/fl lAtal('3^.O.C =

^Iji.a,^ === H(^(« o K^^(I,

dont les propriétés sont analogues à celles décrites par les lemmes 2 et 3 : en effet, le
lemme 2 découle formellement du lemme 1, qui est encore vrai lorsqu'on remplace T^
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par ^2ff-6, P^ par P^o,c, N^ a par N^^(«, et il n'y a rien à changer à la démonstra-
tion du lemme 3 si on remarque que seule intervenait la commutation de H^ à la
rotation Ry/g.

Sous les hypothèses du lemme 2, le difféomorphisme -^a,<» est donc
OÇt29"8) -proche de l'Identité dans la topologie Gk, il transporte la courbe des points
transformés radialement par Rp^oP^c sur la courbe (ce n'est pas un cercle!) des
points transformés radialement par R^ o N^(., et transforme P^a,<» en un difféo-
morphisme (que, conformément à la note au bas de la page 15, on notera encore abusivement P(^ ^
par la suite)

' «<M. o P ,̂,. o jr^(e, p) = (©„ R,),
1 ©i = 6 + Wq) + Tp/, P + t29-8 a((x, a, f, 6, p),

(53)
1 R, == v' + (1 + s') p + s- p2 + S < p1 + t9-2 <p(^ a, t, 6, p)

^3 +^-8(30x,M,9,p),

dont les points périodiques (6, p) de nombre de rotation pfq vérifient
(54) T^p+^-'aQ^^p^O

(autrement dit, C^^ ̂  o P^a,<« ° ̂ ^^ induit sur ces points la rotation Rp/ç).
Le changement de variables défini par

(55) T^ x == T^ p + t29-8 a(pi, a, t, 6, p)

conduit enfin à un difféomorphisme, lui aussi noté P^ ^ c, de la forme

P.,o,..M = (©, x),
© == 6 + {pjq) + ̂ ,,x,

(56)
X = v' + (1 + s') x + s ' x2 + S a; x^ + f-2 y((A, a, f, 6, x)

^ +^-lo^,a,t,Q,x),

dont les points périodiques de nombre de rotation p J q sont donnés par les équations
^ = = 0 ,
v' + t9-2 $(^ a, t, 6, 0) + ^>-107(^ ̂  ^ 6, 0) == 0.(57)

Remarquons enfin que, y étant invariante par Ry/g, et la restriction du difféo-
morphisme à ses points périodiques de nombre de rotation pfq étant la rotation Rp^,
la nullité de

v' + t9-2 <p(pL, a, t, 6, 0) + ̂ -107(^ ̂  ̂  6, 0)

implique celle de
v' + ̂ -2 $(^ ̂  ̂  e, o) + ̂ -10 7(^ û, <, e + (̂ ), o).

En particulier, les points périodiques de nombre de rotation pfq de P^a,c sont encore
définis par les équations
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(58)
x=0,
y' + f»-2 ip((i, a, t, 6, 0) + (\lq) ̂ -"'^((A, a, t, 9 + i(̂ ?), 0) = 0,

<-0

et il est plus agréable d'écrire P^a,»' sous ̂  forme
/ P,,,, ,,(6, x) = (0, X), (x - ̂ ('7, ?, f), a = a^, ?, f2),

© = 6 + W < 7 ) +^/,^(59)
X == v' + (1 + s') x + s' ^ + 2 < ̂  + f-2^, a, f, 6, ^)

<>8 +<2t-loY(^M,9,<),

où ï) {{pfq)-périodique en 6) et y, analytiques en '7,'?, f, 6, x, sont définies par
t9-2 ï)((Ji, a, t, 6, .ï) = t"-2 y((A, a, f, 6, x)

+ (1/y) ̂ -"^^((x, a, t, 6, + i^), ^),

ff—1

Y(^ û, ̂  6, x) = 7(pi, fl, ̂  6, x) - (1/y) S 7(^ û ,̂ 6 + i(̂ ), x).
»»o

Les points périodiques de P^a,<« sont alor!s donnés par les équations
^ = = 0 ,

(61) v'+^-^M^O)^

qui précisent (35).
Enfin, on remplacera v' par v '+ ^~2 f ^(^5 û, ^, 6, 0) rfô, ce qui permettra

dans la suite de supposer que

(62) J^(^M, 6, 0)^6=0.

Remarques. — (i) On aurait pu, à partir de (50), remplacer T^ par ^2 dans
l'expression de © en choisissant autrement le changement de variables (6, or) -> (6, p),
mais nous avons voulu conserver la symétrie avec les formules de [5] et [6].

(ii) Dans la formule (59), le 2q — 10 n'est bien entendu pas significatif; on peut le
remplacer par Q « assez grand ».

(iii) On déduit de (61) que l'ensemble C^{t2) n 2^{f} des valeurs de
(pi, a) e Qy^ pour lesquelles P^a,(« possède une orbite périodique (forcément bien
ordonnée) de nombre de rotation pfq est défini par

- ̂ -2 ,inf7î(^, a, t, 9, 0) ^ v' ̂  ^-2 sup 73^, a, t, 6, 0),eei1 Qçy

c'est-à-dire (à O(^) près, voir (51)) :
9 fQ—2 < ^./ < 9/. f<l -2

— ^1 fr ^ v ^ ̂ l r

.%» éorûf, image d^un pli quadratique (lieu singulier de la restriction de la projection sur Q^)
de la surface v' = - t9-2 ^({JL, û, t, 6, 0) ^ïw rfa^ ̂  X ]- l/2y, l/2y[ (/ï^r^ 2;,
est analytique.

4
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2.2. Réduction des formes normales à leur partie signifiante
et interpolation par une famille d'équations différentielles

Si nous considérons à nouveau la famille P^ ^ ^ (t = py/ç fixé) comme une pertur-
bation d'ordre | z \l~~l d'une forme normale N^^(, invariante par S0(2), nous pouvons
lui appliquer directement les résultats de [5] et [6] avec 2n + 3 = q -— 1 (que
n == (y/2) — 2 ne soit pas forcément entier n'a aucune importance). En particulier,
P(^<« « ressemble » à N^ ^ (au sens de [5] § 2-3) dans le complémentaire J^(^2)
du domaine ^(t2) bordé par les courbes Tn-sW et r»!"^2) définies comme dans le § 1-2
de [5].

Soit 8^ = 8^(k, K, t2) C ̂  = 2^(t2) le « rectangle » défini (pour k ̂  0,
K > 0 ) par

^ = {(^ a) e ̂ , | s' | < K^2^1-^ | v' | < (K2/8) ^-2-2<;}.

Ce « rectangle » est beaucoup plus petit que 2^ (défini approximativement par
I zt \ < t6) 1 v' 1 ̂  te) ; 1e premier des lemmes ci-dessous indique cependant qu'on pourra
ne considérer dans la suite que les valeurs de ((A, a, t) telles que ((A, a) appartienne à
8^(4, K,^2), où K est une constante bien choisie (*). Les lemmes suivants montrent
que, pour ces valeurs, la restriction de P^o,<« à un anneau contenant toute sa récurrence
non triviale admet, dans des coordonnées bien choisies, une expression débarrassée de
tout ornement superflu (**) et donc accessible à l'analyse (je veux dire à la géométrie).

Dans tout ce qui suit, t == py/ç est supposé assez petit {et q ̂  18).

Lemme 4. — Si K est assez grand, 8^(4, K, t2) contient toutes les valeurs de ((JL, a) pour
lesquelles P^o^» possède une orbite périodique (forcément bien ordonnée) de nombre de rotation pfq
^appartenant pas à une courbe fermée invariante entourant l9 origine. Plus précisément, 8^(4, K, t2)
contient C^g(<2) n ̂ (^2) (les notations sont celles de [6] § 1.2, déjà rappelées ici, voir fig. 2).

Démonstration. — C'est une conséquence directe du lemme 1 de ([6] § 2) et des
estimations du § 1.4 de [5] :

r^(^2) a une équation approchée de la forme
8^v /+£' 2+ • • • +0(^) ==0,

et la largeur horizontale du trou séparant les composantes connexes de 6p/g(<2) n^(^2)
est d'ordre 0(r~3) == 0(1^ ~~6) dans la coordonnée a, donc d'ordre O^^"3) dans
la coordonnée e\ Tout ceci est résumé sur la figure 2 ci-dessous qu'on comparera à la
figure 3 de [6] en se rappelant que v' ^ v et s' ^ s.

(*) « Moralement», on devrait pouvoir prendre k == 0 et K assez grand; l'entier k n'est nécessaire que parce
que l'on n'a pas une estimation suffisamment précise de la région où la seule récurrence non triviale appartient à
des courbes invariantes.

(**) En fait, certains ne le sont pas, tel le terme xj^3 que contient ^A((JL, a, t, Q,y) dans la formule (63) : son
coefficient x est équivalent à y^^-3^ (formules (103) et (104) du § 6) dont la non-nullité empêche P^o, (« d'avoir
un comportement conservatif au voisinage de ses points fixes elliptiques.
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v' == (K2/8) t9-10

FIG. 2

Lemme 5. — «Sï ((JL, û) appartient à Syfq(k, K, <2), t7 mj<^ L (dépendant de k et K wûî
j&â^ A <J tel que toute la récurrence non triviale de P^a,<1 (défini par (59)) soit contenue dans
Vanneau \x\^ L^-8-^.

Démonstration. — Notons
P^,a,<«(9. x) = (6 + {piq) + Tp/, ̂  x + n(6, ^)).

Dans Panneau | x | < Bt (B constante) qui, ainsi qu'on l'a rappelé au début du § 1,
contient toute la récurrence non triviale de P^o,(» pour ((A, a) eQ^t2)^ on a (se
rappeler que s ' = — W + 0{t6) et | < | ^ G, ̂ ~2 pour t ^ 3) :

II(M) ̂  v' + e'x + (3/4) ^' ^2 + vo,

où ^^^o^"2. ^o == 2 sup 1 7î((Ji, a, t, Q,x) |,

anneau | x \ < B^

.anneau | x \ < L^-8-1

FIG. 3
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le sup étant pris sur l'ensemble {((x, a, t, Q, x) | {y., a) e ̂ /,(f2), t voisin de 0, | x \ < Bf }, et
donc n(6, x) < — Y(, dès que ^ est à l'extérieur de l'intervalle défini par les racines
(2/3^') (- s' ± [(e')2 _ 3,'(,' + ^ji/2) du polynôme v' + 2vo + ^ ' x + (3/4) s ' x\ Si
((A, a) appartient à 8^/,(^, K, f2), la plus grande des valeurs absolues des racines est majorée
par

(2/3 \s' |){K<(t/2>+l-i! + [K2^2-^ + 3 1^|((K2/8) f-2-^ + 2^ C-2)]1'2}
< Lf'"/2'-3-*;

la dynamique de P^^(, n'a donc pas de récurrence (à l'exception du point fixe 0) hors
de l'anneau | x \ < L^/2'-8-" (fig. 3) ce qui démontre le lemme.

Lemme 6. — Le changement de coordonnées

x = t^-3-^, |j|<L,

conduit à la «forme canonique » suivante de P ,̂ <,,<,, analytique en '7,?, t, Q,y :

(x=(<y,'?,^, a=a^,ï,ft),P.,«.<.(9^)=(©,Y),
(V-, a) e ̂ k, K, t2)

© = 6 + (pfq) + ay,
Y = a + (1 + p)j> + ,̂2 + ̂  ̂  t, 6)

+jA((i, a, t, 6,j»0 + B(FI, a, f, 6,̂ ),
»' = Ty/t^2'"8"^ = l̂(0, 0, 0) t^-1-" + 0(f(^/2)+l-ii!),

| a | = | v' | f-n/2)+8+&^ (K2/8) f(<I/2'+l-t

(63) ^ | P | = |e' |^ Kf<î/2>+l-fc,
Y = s' tw2)~3~'e = — 2f(<l/2)+l-<; i OffWZ} +S-Je\

8 = 2^ f2 f-(^/2>+s+» = 2(; ^(î/2)+i+fc

Ç((A, a, <, 6) = cos(27ry6) + 0(<2), (1^'q)-périodique en 6,

J^([x, a, f, 6) a6 = 0,

A(EX, a, t, 6,j) = 0(<î-2-a), {\fq)-périodique en 6,

B((A, a, t, 6,j0 = Oî^), Q= (3ff/2) - 7 + ̂ .

•De /» ,̂ ̂  O^c ̂  /e/fof ae l'équation différentielle du second ordre invariante far R ,

ae
ds^^'

(E.,,,,.)
dy
ds

-= a + ̂ y + yy + SÇ((A, a, f, 6),
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les orbites périodiques de P^g ^ de nombre de rotation pfq coïncident exactement avec les points
singuliers de E(^(., et P^o,<« est très bien approchée dans Vanneau \y \ < L par la composée

^/a00^,^^,^!^

de la rotation Ry/ç et du « temps 1 » de E^ ̂ «.
Plus précisément, (P ,̂c — ̂ /ff00^') (6? x) €st de la f0^

(O^-^.O^-2-2^)

ainsi que ses dérivées partielles (avec bien sûr des constantes dépendant de V ordre de dérivation).

Démonstration. — Le changement de coordonnées indiqué conduit évidemment à
la forme canonique donnée dans le lemme, avec

8^,^,6) ^^^TîQx.M^O),
jAOx,M,6,jO= S a^-^-^f

t>8
+ f^^lT)^, a, t, 6, <<^)-3-^) _ ̂  a, t, 6, 0)]

B(^ a, f, 6,j0 = f'3'/2'-7^ T((I, a, f, 6, t^-3-^).

Considérons maintenant l'équation différentielle E^g p : l'assertion sur les points singu-
liers découlant de (61), il reste à évaluer la solution au temps 1; il suffit pour cela de
considérer £„ „ p comme perturbation de l'équation linéaire

dQ dy .
ds=^ ir^

Les calculs sont sans mystère et, n'utilisant pas explicitement dans la suite la dernière
assertion du lemme, nous ne les reproduirons pas ici.

Remarques. — (i) Travailler, comme dans [15] ou [3] dans l'anneau plus petit
| x | ^ O^^"2), pour ((Ji,û) e8^(— 1, K, t2), revient à repousser dans le reste le
terme quadratique yj^2 et donc à ne plus s'intéresser aux orbites périodiques qui, dans le
modèle équation différentielle, jouent le rôle des courbes invariantes de P^a,<1 dont on
étudie l'élimination. Lorsque a = (3 == 0, on retrouve alors l'équation du pendule
hamiltonien

dQ = wy, dy = 8 cos(27r?6)
ds as

qu'utilise implicitement Zehnder.
(ii) Que Pô o o(^) soit, en z == 0, approché par une forme normale formelle de la

forme R^g o O1^) = O1 o Ry/ç(^), où O1 est le « temps 1 » d'une équation différentielle
formelle ayant pour seule singularité l'origine, c'est-à-dire l'unique orbite de nombre
de rotations/y de Pc o o, est bien connu (voir une discussion du cas hamiltonien dans [14]).
On a ici un résultat analogue après déploiement, le voisinage infinitésimal de 0 étant
remplacé par un voisinage tubulaire d'une courbe fermée contenant les orbites pério-
diques de nombre de rotation piq de P^a,<«*
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(iïi) Dans les coordonnées a, (î, l'ensemble Ê,/,(f2) n S^(k, K, f2) des
((A, a) 6 8^(A, K, f2) pour lesquels P^(, possède une orbite périodique (forcément
bien ordonnée) de nombre de rotation p]q est défini par

8 mf Ç([A, a, t, 6) < a =$ 8 sup Ç((A, a, f, 6),
eer1

c'est-à-dire, à 0(8f2) = O^^^) près, - 8 $ a $ 8.
Rappelons (Remarque (iii) à la fin du § 2.1) que son bord est analytique.
(iv) Le paramètre t étant fixé, w est indépendant de a, p; quant à y, 8, ils le sont

presque, puisque l'on déduit de (63) et de la définition de v', e' dans [5] que
fây ̂ i—6-afc ==0(f-8-2^ _ • = _ ! _ f(<l/2)-3-»; _ r\ffW)-6-k\

ap as' -u^ ;'ia<x ôv'
(63 bis)

^ = 2^-^2 - o(ft-A)' ^ = 2^.^—— = o(^——).



3. FONCTIONS DE LIAPUNOV

Ce paragraphe et le suivant représentent pour les bons rationnels l'analogue du
§ 2.3 de [5] dans lequel nous montrions l'existence de beaucoup de « bons » chemins
d'élimination le long desquels P(^ ^ « ressemble », pour toutes les valeurs du paramètre,
à une forme normale.

Bien entendu, dans le cas présent, l'existence générique d'orbites périodiques isolées
exclut que les régions (respectivement ^^ — Cy/g et SS^^ — C^) dans lesquelles
P ^ (, « ressemble » à une forme normale se touchent en un point 7y/<p mais on montre
que ces régions sont aussi grandes que possible, venant embrasser de chaque côté la langue
de résonance Cp/g (comparer les figures 4 et 12 à la figure 12 de [5]). Nous avons déjà
dit dans l'introduction que ceci implique un contrôle parfait sur le premier et le dernier
point de bifurcation d'une famille à un paramètre d'élimination (î.e. traversant Cy^)
passant par ces régions (fig. 20).

Il est recommandé au lecteur de prendre connaissance de l'Appendice avant de
poursuivre son chemin.

Dorénavant, on suppose que t > 0 est assez petit, que ([JL, a) appartient au rectangle 8^(^, K, t2),
et on étudie la dynamique de P^(. : T1 X [— L, L] -^T1 X R défini par (63).

a == v' ^-(ff/2)+3+^ et p = e' sont des coordonnées sur S^g{k, K, t2), qui est défini par
les inégalités | a | < (K^/8) ^2)+1-À;, | p | < K^2^1-^.

On supposera w et S positifs.

Pour alléger, on omettra souvent d'indiquer la dépendance en t, ou même en
(^ a, t), écrivant par exemple C^g au lieu de Ôp/g(^2), Ç(6) au lieu de Ç({JL, a, t, 6), etc.

3.1. Loin des îles de nombre de rotation p / q

Nous utiliserons de plusieurs façons dans la suite l'approximation de Ry/^ o P^o.c
par le « temps 1 » ^^a,<1 ^e l'équation différentielle E^ o,(«. Pour le moment, elle va
nous suggérer des fonctions de Liapunov qui permettront plus tard de déterminer complè-
tement les bassins des attracteurs et des répulseurs de P^a,c P0111' certaines valeurs des
paramètres.
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Définissons les régions ^^ = ̂ {k, K, ï2), SS^ = ̂ (̂ , K, t2),
^ = ̂ /«(^ K, f2) = ̂ ;/, n ̂ /, de S,/, = 8^(A, K, <2) par

(64)

/ </, = {(^ a) 6 ̂ /,, P2 - 4(a + KI f-2-^ y < 0 },

^/, = {(^ a) e 8,/,, a - Ri f'-2-2* > | y | c2 f^^ + rf^ | p | },

a-Kif2-2-2^ |Y|<;2f2+2> ;Trf l+»p si a^K^-2-»
i>/l = ' ((A» a) eof|q> 02 -,8,4/4+4)1;Q2 8.4<4+4t

a - K^-2-2^ - 1———— si a^ K,^-— rt-2-ai; ̂  P Y C t

'' " 4y 4p2

où Ri est une constante positive assez grande, et c = [ ' ' • ' \
Wo,o)^f •

FIG. 4 [̂  = ̂ ^ n ̂ ]̂.

Soit ^ = ^^a,t : T1 X [— L, L] -^R la fonction définie (voir l'appendice) par

jsf(e^) =y 28
w X(9),

ou f8 1
X(6) = X(^ a» t, 6) = Ç((A, a, t, u) du = —— sin(2TC^) + 0(<2).

v 0 ^TT^

Puisque Ç est (1/y)-périodique, et qu'on a supposé f^W du = 0, ^ est (1/y)-périodique
en 6.

9 ^
Considérons, pour M2 > — (sup % — inf^) = O^^^), les domaines (fig. 5)

(65)

28
w

D11 = (6,̂ ) eTi x [0, M], ^(8,̂ ) > - — mfx ,

9 ^
D" = (6,^) € Ti x [- M, O], S?^y} > - — infx28

w
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FIG. 5

Nous notons d^ ^ — — + -, i'. e Z, les points de D^ n D1!1, et B, les composantes connexes
q q 28 1

de T1 x [- L, L] - (D^ u D^) == (9,j/) e T1 x [- L, L], JSf(6,jO < - — inf^/

w

Lemme 7. — (i) Si ((JL, û) e ̂ , P .̂ (resp. P^^(.) ^/^ D^ rfû^ D^1

(resp. D^ rfû^y D^1) et -Sf ^^ M^^ fonction de Liapunov (croissante sur les orbites) pour les res-

trictions P^,(.|DÎ ^ I^a.clD1-
(ii) ^t (^û) e^,, P^^,. (r̂ . P^ .̂) applique D^ (r̂ . D1!) ^^ lui-même

et 3? est une fonction de Liapunov (croissante sur les orbites) pour les restrictions P(̂  ^ ^ | pM+
et ̂ ^{j^-^ ou

M^ = ̂  [- P T (P2 - 4(a - K, ̂ -2-2fe) y)1/2].

£'7Z particulier, les anneaux {voirfig. 7 la signification de k^^ et k^_)

A^={^eTix [0 ,L] ,^ (6^ )^^L
A_ = {y e Ti x [- L, O], JSf(6^) ^ ^_ L

sont respectivement laissés invariants par P^a,c et ^M"
(iii) 6'i ((Ji,û) e^, P^(. fl̂ ^ rfûT^ lui-même A^. &• à ̂  a^ K^3-2-2^

-S? ̂  une fonction de Liapunov croissante pour P ,̂(« dans D .̂

Corollaire. — (i) A* ((x, û) e ̂ p/<p ^ orbites des points d'intersection i^ i e Z, de D^
et D^ yow^ rf'M^ èorrf à Vautre de Vanneau T1 X [— L, L] ; il n^y a donc pas d9 ensemble invariant
de P^ ^ e qui « sépare » dans cet anneau (i.e. tel que les bords de Vanneau appartiennent à des
composantes connexes distinctes du complémentaire).

(ii) Si ((JL, a) e ̂ /<p les orbites des points d^ vont de A_ à A^.; il n^y a donc pas d9 ensemble
invariant de P^o,c qui « sépare » le complémentaire dans T1 X [— L, L] de A_ u A^..

5
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La figure 6 résume le lemme 7 et son corollaire : on a représenté dans chaque fenêtre
les renseignements qu'on a sur la dynamique pour les valeurs correspondantes des
paramètres.

Les flèches indiquent la dynamique de R^ o P^a,<a (ou celle de P^a,c)* Les
ordres de grandeur ne sont pas respectés (cf. fig. 7).

Démonstration. — Nous noterons

P..o.<«(M == (9 + (^) + ̂  + n(e^)),
II(M == a + ̂  + ïV + 8Ç(6) +jA(6,j) + B(6,jQ

= a + ̂  + ïY + 8Ç(6) + O^-2-^) == O^72^1-^.

(i) Supposons tout Sabord y < 0 :

m.a.̂ j0) ~ <mj0 = WQ^} + n(6^)2 - ̂ |a(6 + wy) - x(6)]
== 2yII(6^) + II(6,jQ2 - 2 8Ç(6)^ +y0(8w)
= 2^[n(e,j/) - 8Ç(6) +^0(^)] + n(e^)2.

Si ((Ji, a) e ̂ p/,ï on a pour tout j^
a+K^ f f-2-2 f c+P^+ïy^O;

en particulier, si t est assez petit et K^ assez grande,

11(6 )̂ - 8S(6) +^0(^) < - (KJ2) ^-2-2fc,
donc ^(P^.(6,j0) - JS?(6^) > KJj. | ^-2-2fc + n(6,jQ2.

Si (e,j>) eD1., y ne peut s'annuler qu'en l'un des points rf, (fig. 5); mais alors
X(6) = mf3c(6), donc Ç(6) = /(6) = 0, et

H(6,0)2 = [a + 8^(6) + B(6,0)]2 = [a + 0(<°)]2 > (K2^) f2»-4-4» > 0.

On en déduit que, dans D1!, limité par une courbe de niveau de .S? et évidemment envoyé
dans D .̂"1"1, Pn,a,c admet 3' comme fonction de Liapunov croissante.

Supposons maintenant y ^ 0 :
On vérifie immédiatement par identification (ou comme conséquence de la dernière

partie du lemme 6) que

P -̂M = (e - O/î) - «y + o^-^y - n(e^) + o^-2-2^).
On obtient ainsi

^TO^-y)) - ̂ C6^) = - 2MnM + o^-2-^]
+ [n(M + o^-2-^]2 - ̂ 8 [x(e - ̂  + o^--)) - x(9)]

= - 2y[n(6,j) - 8Ç(6) + O^-2-2») +J'0((t) + 0(f<8t/2)+l-t)] + O^2) Ç(6)
+ [n(e,^) + o^-2-2*)]2 + o^2^2-^,
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et donc, si t est assez petit et K^ assez grande,

^(P^.cM) - -S?(6,j) > {K^-2-»j, + O^2) Ç(8)}
+{[^(e,JO+0(^-2-i!*)]2+0(f2«+2-2*)}.Mais, dans D-., \ /.»

(2 S \112

.^^(X(9)-mf5((e))j ^+2 |î;(e)|,

donc K, f2-2*^ + O^2) Ç(6) > (Ki/2) t9^ | Ç(6)|.
Alors,

ou bien (K.i/2) t9-" | Ç(6)| > (Ki/2) ^+i-2» > 0(f2<'+2-2t),

ou bien | Ç(6)[ < f»+i-*, donc | 8^(6) | ^ 0(f(8ff/2>+2),

et n(6,j) + O^-2-^ = n(6,^) - 8^(6) + O^-2-^ - (K^/2) f'-2-^
c'est-à-dire [îl(Q,jf) + O^-2-2»)]2 > (K2^) ^-«-«t ^ o(f2'+2-2t).

Dans les deux cas, (̂P ,̂,.(e,̂ )) - ̂ (6,j) > 0, ce qui termine la démonstration
de (i).

(ii) Dans l'intervalle M_ < y ^ M+, on a
a - K^'-2-2* + {iy + ̂  o.

Reprenant les calculs de (i), on voit que ceci entraîne

(̂P..«,<.(M) - .S?(M > 0 si (6,j0 eD^,

(̂P ,̂<'(M) - ̂ (e,Jf) > 0 si (9,̂ ) eD"-.
0 ^

La condition M2^ > -^- (sup % - inf^) (voir la définition de D" avant le lemme 7)

est (largement) assurée si M^ > <31^ = li(l + Q(<2)), c'est-à-dire
WTry

P + (P2 - 4(a - K, f<-2-2*) Y)i/2 ̂  2 | y | ct1^ pour M+,
p - (p2 _ 4^ _ ̂  f-2-^ y)i/2 ̂  - 2 | y | rfi+* pour M_,

c'est-à-dire (p2 — 4(a — K^ f-2-») y)i/2 > j p ( + g ( y j ̂ i +^

d'où l'on déduit la définition de â9°^.
L'assertion sur l'invariance des anneaux A+ et A_ est une conséquence directe

de ce qui précède (fig. 7), ainsi que le corollaire.
(iii) La seule différence avec (ii) est que, si a< K^-2-^ M+ et M_ sont de

même signe; il faut alors s'assurer que l'anneau M_ ^jy ̂  M+ est assez large pour contenir
une courbe de niveau de S. Il suffit pour cela que

|M^ -M2.)^ c2^21,
c'est-à-dire | p | (p2 — 4(a — Ki f»-2-») y)172 ^ Y2 c2 f2+2<;,

d'où l'on déduit la définition de S8^ et SS^.
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FIG. 7

Remarques. — 1) Si ((JL, û) appartient à efi^p la dynamique de P^o,p est parfai-
tement contrôlée en dehors d'une réunion d'îles G( réellement disconnectées les unes
des autres (fig. 8). [Il en est bien sûr de même lorsque ((JL, a) appartient à SS°^ à l'extérieur
de A+ u A_].

Ces îles ont le nombre de rotation pfq dans le sens suivant : si un point (6,j») e B»
a toutes ses images (resp. images réciproques) dans U B^, on a V k ^ 0,
P^,.(6,j0 eB,^, (resp. P^M eB,_,,). ^ez

FIG. 8 (((A,û)e^p/g)
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2) Le lecteur pourra, à l'instar du référée, s'étonner de la conservation des termes
K^"2"2* dans la définition de â9°^ et SS^ : dans â8\, par exemple, ce terme peut
évidemment être négligé devant \^\c2t2+2k == O^2^84"*). On ne les a conservés que
parce que l'articulation des deux parties du bord de â8^ se fait alors naturellement
suivant la droite a==K^^ 2 ~ 2 f c qui intervient dans l'énoncé du (iii) du lemme 7.
Ce bord s'étudie d'ailleurs plus commodément dans les coordonnées

^ P2 - 4(« - K^-2-^) y g ?
a=——————ir2——————' ^^

analogues à celles suggérées par le référée^ la définition de â9^y devient en effet
o^ (p =F ^1+A)2 si a > Ki ̂ -2-^

^y44-^
o^ ——— si a< IL^2^.

16132

3.2. Dans les îles de nombre de rotation p i q

Rappelons que, par définition ([5] § 2-3), P^^c « ressemble » à la forme
normale N^^(. si les deux difféomorphismes locaux ont, dans un voisinage uniforme
(indépendant des paramètres) de l'origine, le même nombre de courbes fermées inva-
riantes et la même décomposition en bassins.

Lemme 8. — (i) Si ((A, a) e ̂ y^ — G y/g n 8^3 P^a,c « ressemble » à une forme
normale sans courbe invariante.

Si (pi, a) e^p/ç ^ ^p/fl? P(x,a,<1 << ressemble » à une forme normale sans courbe inva-
riante, à Inexistence près d'une unique orbite périodique de nombre de rotation pfq.

(ii) Si ((A, a) €^^—Ô^n8^, P^a,c << ressemble » à une forme normale avec
deux courbes fermées invariantes, au remplacement près des deux courbes par les anneaux A^. et A_
(respectivement positivement et négativement invariants).

Si ((A, a) e^/a n 5Cp/ç, la conclusion est la même à Inexistence près, entre A^. et A_,
fune unique orbite périodique de nombre de rotation pfq.

Démonstration. — II suffit de trouver une fonction de Liapunov pour Rp'1 o P^o,<1

dans chacune des régions B( définies sur la figure 5 : on sera en effet assuré de ce que les
orbites de R^oP^p (et donc celles de P^a,^) traversent ces régions sans y revenir
à l'exception près, si ((A, a) eôCy/q, des points fixes (qui correspondent exactement aux
orbites périodiques de P^o,<» de nombre de rotation pjq).

Cela vient de ce que la Remarque 1) du paragraphe 3.1 exclut toute possibilité
de passage de B( à B, pour j ̂  i lorsqu'on applique Ry^oP^c; si par exemple
(^,a) e^/,, on a (fig. 8) :

V^O, (R^oP^.^CB.uD1!,
(R^oP^.rWCB.uD1,.
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Notons comme précédemment

,̂.,<.(9 )̂ = (61^1),
Oi = 6 + Wq) + wy == 6 + (/>/?) + O^21-1-*),
^1 =^ + n(6,^) =^ + a + ̂  + X>'2 + 8Ç(6) + O^-2-2*)

=^+0(f(a/2>+l-k);

on a

Î -M = ((W«),
e, = e + »(/^) +w[iy+ (i - i) n(e,j0 + (i - 2) n(6i,^)

+ ... + n(e,_^_,)],
^ =^ + n(e,j) + n(6i,^) + ... + n(e,_,,^._,).

De plus, q étant fixé, on voit immédiatement par récurrence que

n(e.,^) - n(6,jo + o^-2-2*),
donc

(66) R,r1 o PÎ,,,..(Q^) == (e + ̂  L + q-^- n(e,^) + o^-2-^)],n(M + o^-2-^) ,

^ + q^,y) + O^-2-2*)).

Une dernière estimation évidente montre que le changement de variables défini par

q-\
II(6,j»0 + O^-2-2») =y + 0(f(<t/2)+l-t)(67) x =jy +

conduit à la formule

(68)
R^ o PS,,^,(9, x) = (6 + ̂ , x + yn(6, ^) + O^-2-»))

= (6 + ̂ AT, x + q\v. +^x+ y^ 4. sç(e) 4- 0(6, <)]),
où G(6, x) = G((X, a, t, 6, ̂ ) = O^-2-^.

Remarquons maintenant que G y / , n 8 ,̂ est défini par

^ WV-, a, t, 6) + C((x, a, f, 6, 0)] < a
< sup [8Ç((z, a, t, 6) + C((A, a, f, 9, 0)];

eer1

on en déduit que

et

a + 8Ç(6) + C(6, 0) < 0 dans </, - (Ô,/. n S,/,),

a + 8Ç(6) + C(6, 0) > 0 dans ̂ /, - (G,/, n S,/,).
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Plus précisément, conservant les notations de la figure 5, appelons

e,=6,((A,a,f)e:Iai,a,^[,

le point où la restriction de a + W + C(6, 0) à l'intervalle K,a,+J atteint son
maximum si ((A, a) e .</„ son minimum si ((A, a) e^/, (fig. 9); si ((A, a) e^/.,
6. est l'intersection avec B( de l'unique orbite périodique de nombre de rotation pjq
^e PH.O,»" II existe K.3> 0 possédant les propriétés suivantes :

(i) Si ((A, a) € ̂ /, - int(Ê^, n 8,J, il existe a,, = ao((x, a, t) > 0, ne s'annulant
que si ((A, a) eaC,,/,, tel que

(69) VieZ, Vee[a.,a.+J,

a + 8Ç(6) + G(6, 0) < - ao - Ka | S |(6 - 6,)2;

(ii) Si ((A, a) e ̂  - int(G^ n S^/,), il existe a^ = Bo((A, a, f) ^ 0, ne s'annulant
que si ((A, a) 6 BC,,/,, tel que

(70) V ieZ , V6e[a,,a^J,

a + 8Ç(6) + 0(6, 0) > ao + K3 | 8 | (0 - 6,)2.

graphe de
a + SÇ(6) + C(6, 0)

(tA,a)6^,/,-(Ê^n8,/.) ((A,a)6^-(Ê,/,n5,/.)

FIG. 9

Considérons alors la fonction L, : T1 x R -»• R définie par

(71) L,(6^) = ^ - P±M<) (6 - 6,),
w
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^,ç\

où on a noté Pi(6) = — (6, 0), et calculons (à l'aide de (68))ôx

Li(Rp1 ° Pî,.,<-(e, ̂ )) - L<(6, ̂ ) = ̂  + y[a + W + 0(6, 0)]
+ î(P + PiW) ^ + <7(ï + Yi(e, ̂ )) ^2

_P±M<)(ô+^_e,)_.+M_^)(,_^
w w

donc

^[L^R^op^^^e^))-^^)]
= [a + 8Ç(6) + C(6, 0)] + [ï + ïi(6, A:)] ̂  + ?1(6) - Pi(e.)] ̂

Si QJI,Û) e^^-int(Ê^nS^), et si (9,A:)eB, (donc 9e]^,û^i[), cette
expression est majorée par

- ^o - Q/e - 60 ̂  + K,^-2-^ | (6 - Q,)x\,

où la forme quadratique

(72) Q(e - 6,, x) == K3 | 8 |(6 - 6,)2 - j ̂

est définie positive et a pour coefficients

Ka8 = 2Ks |<:i| ̂ /2)+l+fc, - j = ̂ 2)+l-fc + O^2^3^).

En particulier, K^"2"2* | (6 — 6^ x\ est, sur tout le domaine B,, une petite
perturbation quadratique de Q^, et ne détruit pas sa positivité. On en déduit que, si
((JL, a) e ̂ ^ - mt(Ô^ n 8^), et si (6, x) e B<,

L,(R,1 o PS.,.<.(6, x)) - L, (6, x) < ~ ûo - ̂  Q.(9 - 60 ̂  < - ̂  0,

rannulation n'ayant lieu que si a^ = 0 (t.<?. ((A, a) e 80^,), et 6 = 6,, x = 0 (i.e. au point
fixe de R^1 o P .̂ dans B<).

Si ((Ji,û) e^/g — int(Ô^ n Sp^), la démonstration précédente ne marche plus
car, K3 devenant — K3, Q^est remplacée par une forme quadratique indéfinie. La mise
sous forme normale d'une singularité de champ de vecteurs du type « Bogdanov » (voir
la remarque qui suit la démonstration) suggère cependant, si (6, x) eB,, le changement
de variables

(M)4,^-2^)),
\ V w 1 1

qui a la vertu de remplacer essentiellement y par — y
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On est ainsi conduit aux fonctions

(73) t,0, „ - (, _ W^)) , _ P±^) („_„ _ ̂  _ ̂

qui vérifient

^(R^oPS,.,^))-^^)
^(l-^-^^ra+^O) 4-0(0.0)

+ (P + (3i(6)) ;ï + (Y + Yi(M)-c2]

-2Y^-^[(i-^6-6,))^4^
= q{\ + 0(f2)) (a + 8Ç(6) + 0(6, 0)) - yy(l + 0(f2)) ̂

+^(l-2-Y(6^)^6)-^e<^

- 2(P + Pi(6)) Yî2^ + (P + Pi(6,)) y?2^.

On a donc comme précédemment, si (6, x) e B,,

^^(R^oP;,,,,^^))-^^)]

>j(ao+Ks|8 | (6-9,) 2 )

- j ^2 - K^-2-2* | (6 - 6,) x | - R,^2-2» ̂

>2j^+^Q.(6-9„.)>2^0,

l'annulation n'ayant lieu que si ((A, a) e ôÔ,/,, 6 = 6,, x = 0. Ceci termine la démons-
tration du lemme 8.

Remarques.^— (i) II existe une unique valeur de ((A, a) appartenant à ̂ /, n 80^
(resp. ̂ , n 8C,,/,) telle que l'unique orbite périodique de P^(, de nombre de rota-
tion piq soit de type « Bogdanov », c'est-à-dire qu'en chaque point (60,0) de l'orbite,
la dérivée D(R;1 o P^^(.) (60, 0) soit un bloc de Jordan. En effet, cette dérivée s'écrit

/l qw \
\Q l+?(p+(3i(6o))/ '

r\

le 0 en bas à gauche venant de ce que _ (a + 8Ç(6) + C(6, 0)) s'annule pour 6 = 60.
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II s'agit donc de résoudre le système
/ a + 8Ç(6o) + C(6o, 0) (ou a + 8Ç(6o)) = 0,

P + Pi(6o) = 0,

8 (a + 8Ç(6) + G(6, 0)) le.e. (ou 8 ̂  (60)) == 0.
8QÔQ

Ce système, qui ne distingue pas entre ^ ̂  et ^/<p s'écrit
a + 8 cos(27^o) + ̂ /2)+8+fe <pi(a, (3, ^ 60) === 0,
;p+^-2^(^p^eo)=0,

sin(27rî6o) + <2 93(00, P, ̂  60) = 0.

A t fixé, le théorème des fonctions implicites fournit a et p comme fonc-
tions de 60; la troisième équation détermine alors 60 module 1/y (le signe de
g2 ^

—- (a + 8Ç(6) + C(6, 0)) |e«e. es^ déterminé par la composante de 8Ôp/ç à laquelle

appartient (p., a)).
Il reste à vérifier que les valeurs ainsi obtenues de a et ? correspondent à des

couples ((JL, a) appartenant bien à ^ ̂  n ^p/a ou ^°p/q n ^viv^ ce (lul est évident
puisque | [3 | ^ O^-2-^) (utiliser (64) et la remarque (iii) à la fin du § 2.2).

Ôv/v

FIG. 10
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Remarquons que, plus on s'approche de cette situation singulière, moins on a le
choix des fonctions L,, t, : pour une telle valeur de (^, a), la pente (1/w) ((3 + (3i(6o)) == 0
en (60, 0) des courbes de niveau de L, (ou ÏJ est en effet complètement déterminée. Il
existe en fait un « cusp » invariant par R^oP^. (voir [8]) singulier en (60, 0),
auquel la courbe de niveau de L, (L,) passant par ce point est nécessairement tangente
(fig. 10).

Pour les autres valeurs de ^^ n 3C^ (^ n 80^), les orbites correspondantes
sont du type nœud-col (saddie-node).

(ii) Basée sur les modèles locaux
dQ

= wydt

dy
^ = a + Y y = F y < 0, 8 > 0,

la figure 11 montre géométriquement la nécessité de choisir î^ différente de L^. [Les
pointillés représentent les courbes de niveau de L, ou Ï,, les traits gras l'ensemble des
points où le champ de vecteurs est horizontal. Le cas S8^ est hyperbolique, le cas ̂  ,
elliptique],

(iii) II serait naturel de chercher directement une fonction de Liapunov pour P ^ <•
sur U B,. Dans le cas où (^, a) e ̂ ^ - int(C^ n 8^), on est tenté de poser, pour

(6,jQ eB,, L(6,jQ =y - (\jw) ((3 + Pi(6,)) (6 - 6,), où 6, est bien choisi. Malheureu-
sement, on voudrait que 6^ == 6, + (1/y), et on se heurte à la non (1 Iq) -périodicité
de l'analogue pour P(^.C de la fonction (3i(6).



4. EXISTENCE DE BONS CHEMINS
D'ÉLIMINATION RÉSONNANTE

Nous étudions dans ce paragraphe la dynamique de P^a,<1 dans les anneaux A^.
et A_ introduits dans le lemme 7. Afin de garder aux estimations une forme suffisamment
simple, nous restreindrons très légèrement les domaines St^ ^?p/<p ^p/q = âS^q ^ â9p/q/^ />j /^/ <^/ /^/
en les remplaçant respectivement par St^ ̂ i^ ^S/a == ^Ïm n ^m définis ci-dessous
(on remarquera que les ordres de grandeur ne sont pas modifiés : la taille de guêpe

e\/

séparant ^y/q de SS^iq reste remarquablement fine (de l'ordre de St2) par rapport à la
largeur de ôy^ (équivalente à 2 8) !

oc> 12001^ /—^.P,

(74) Sê^ =<((., a) e 8^ a ̂  | fêl

302
a ̂  — -— si±p^0.

4y

(ai = (1/4) | y | ̂ ^(l + 0(^2)) = 0(8<2) est défini dans PAppendice, formule A8;
voir aussi (76)).

Fie. 12
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Dans la suite du paragraphe nous utiliserons les notations suivantes suggérées par
le référée :

(i2 - 4ay
4^2 '

P -2 l ï | 5

a!ai ==
"1^

^ «2

l ï l "

Dans 8y^, a et p sont des 0(1) et l'équation approximative de ôy^ devient | a — p2 | $ 8,
où 8-8/| y | -^^O^2-1-2*).

Les équations de â9^q deviennent ainsi

(74 bis)

a^ (p=FVl2ai)2, ]
1

^==JQx,a)e8^ a^?2,

a $? 4p2 si ± p ̂  0.

Remarquons que les deux premières inégalités impliquent

(74 ter) a^ ai.

4.1» Existence des courbes invariantes

Nous utilisons à nouveau l'approximation de Ry^oP^^. par le temps 1 de
l'équation différentielle E^ ^ («, cette fois pour obtenir de suffisamment bonnes approxi-
mations des courbes fermées invariantes que nous cherchons dans A^. ou A_; de telles
approximations sont en effet données par les orbites périodiques y = p^(Q) de E^ ^ ̂ 9
étudiées dans l'Appendice.

Dans ce qui suit, nous ne nous intéresserons qu'aux courbes invariantes positives
<%^ c^

{i.e. situées dans A^) et supposerons donc que ((JL, a) e^^. Le cas où ((JL, a) e^p/,
et (6,^) € A_ est similaire.

Rappelons (Appendice, lemme A 3) que, puisque (^ ^ ^ ̂ |+
'»/<?

^,a,<» = E(a, p) possède dans T1 x R+ une unique orbite périodique (en fait
( 1 Iq) -périodique) y == ^+(8)3 attractante, et située dans Panneau ^4. (a, p) bordé intérieu-
rement (resp. supérieurement) par l'unique orbite périodique positive y == ^'(6) de
E^'^a, P) (resp. l'unique orbite périodique positive j/ == ^(9) de E^^a, p), où
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/ x S \1'2^(6) = I- - + __ (sin(2 )̂ + O(f)) ,

a' = | y | a', a" = | y | a",

(75) ^ _ i - ̂  + (P + V« + 02)" si p < 0,
ai + (J3 + Va — Si)2 si p > 0,

,̂, ̂  i a! + (P + V« - «i)2 si p < 0,
( - «2 + (P + Va + aj2 si J3 ^ 0,

(voir (A6), (A7) et (A10)), $1 et oîg étant tous deux de la forme

(76) •nqwa-i, «g = (1 + 0(<2)) = .^^^(l + 0(f2)) > 0

(voir (A8) et (A9)). On voit en particulier que l'orbite y == P+(ft) vit dans l'anneau
T1 x [y+)J>'+], où l'intervalle [.^+,J^], dont le lecteur vérifiera qu'il contient
dans son intérieur la plus grande racine positive y^. = (î + Va du polynôme
H(jy) = a + P^ + ïY = ï[(^ - P)2 - a], est défini par
/'T"7\ ^ ^ / / s » ^ s / / ,» / ̂ 1 1 i ^<»(77) ^ = Va' - ai, j^ = Va + a^.

/^/
Lemme 9. — Si ((A, a) e â8^i,, les inégalités suivantes sont vérifiées :

^^^VÏ2al=0(ft+ l);

W ,J'+<Va<2y+;

(78)
(iii) V+^^+ï

w^-^<^-(«i+ 2̂ =0^
\^+ /

< 0(fl+t).

Corollaire. — Si ((i, a) € ̂ ,, on a pour tout 6 e T1 et tout entier t > 1,
8 /(2k+2\

=0 -——<0(^+1 ) .1^ 'WI^O(79) W/ \ y+

Remarque. — Si dans la définition de Sê^ on remplace »i = 0(8f2) par un
^«/ /^>

terme 0(8) (par ex. 12ai par (1/2) 8), on obtient un domaine âS^/,C Sf^ dans lequel on
vérifie sans peine quej>+ > 0(fi!), et que p+(9) admet le développement

p+{Q) =y+ + z+ sin(2 )̂ + 0(j+ (4), où
(80) 8

0(^f2).2-nqwy^.
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En faisant des estimations plus fines, nous avons gagné un ordre de grandeur et obtenu

une région Sô^ dont la taille est d'ordre optimal (comparer à ce qui se passe pour £„ , ,.,
où l'analogue des régions </, et ^/, se rejoint en l'unique point a = ai, B^'O
(fig. A3)).

Démonstration du lemme 9.

(i) a>(p- VÏ2a,)2, donc j^ = p + Va ̂  VÏ2a,.

(ii)jp + Va)/3< Va est évident si P< 0 et équivaut à a > pa/4 si J3 > 0.
Va ̂  2(13 + yi) est évident si p > 0 et équivaut à a > 4J32 si (3 < 0.

(iii) Si p < 0, on calcule

0^ -^ = (p + V£)2- (p + VrT^)^ a, + a,

= $1 + 2p[V£ - VsT^]
^+—^^^+^^

Va + Va+$2 Vi 1 ' 2

d'après la dernière inégalité de (74 bis). On en déduit que, si J3 <$ 0,

o^-^-^A^++^+ j'+
Si (3 > 0, on calcule

0<J>+ -^ = p + vi - (p + Va - ai)

- «i ^ «i 3ai
y— /—————— ^ —^ ̂  ———

Va + Va — $1 Va J'+
d'après (ii).

Dans les deux cas, 0 < ̂  - y\ <j>^./4 dès que 3a^ <^^./4, c'est-à-dire^+ ^ VÎ2ai
qui est vérifié d'après (i); on a donc démontré (iii).

(iv) Les mêmes calculs qu'en (iii) montrent que si J3 ̂  0,

0<v"2 ^ - i> ' 2 1 P 1 «i , 2 | P | ai ^"^J'+ -J»'+ - a^ + -7===———^< ag + ——L-^ ai + ag,
Va — ai + Va Va

donc (K^-.^"1^?;

si P ̂  0,

0<^ ' -^=——^——^^^^ 3 a2.
Va + $2 + Va 2 Va 2y+

On obtient ainsi dans tous les caso<.ï-^k+^-on•y+\ 2/ \j'+ /
< O^*) d'après (i).
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Démonstration du corollaire.

Ecrivant que/»+(6) (qu'on noterai pour abréger) est solution de E(a, (i), on obtient
l'identité
(81) wpp1 = a + (^ + Y^2 + ̂  = Tl{p) + SE;,

et par récurrence

wpp^ == ir(^) ̂ -1) + ̂ -1) + wW, ..., ̂ -1)) + YP^, .. .^-2)),

où Pi et Pa sont des polynômes homogènes de degré 2 à coefficients entiers universels.
D'autre part,

II(/0 = ((î+2Y^)(A~J^) +ï(/^J4)2=2YVî(A-J4) +ï(^^)2,

et donc 1 n(^) | < 2 | y I V$(^ -J^) + | Y | (̂ ' -^)2

^12(al+?)+î^(al+^f=0^)=OW;

puisque p^ y^.^ (3/4) ̂ , on en déduit

!/''!< o(-8-).
\"y+/

Enfin,
n'(̂ ) = 2YVî + 2Y(/> -^+),

donc | Il'(p) | < 2 i Y | Vî + 2 i Y |(̂ ' -^)

,4,Y,.|^(.^)

<4 lY^+|+ l^a- l<5|YJ'+|,
-/+

et par récurrence,

|A</>,.» | < o 1^±1 ̂ -) + o(A\ + o(^- (-i-)') < o(-8-)
\ z<y+ ^+; \^^; \wy+ \w^J ] \ivy^

C.Q.F.D.
Remarques. — 1) Si y^. ̂  O(^), on trouve bien que les dérivées p^(Q) sont

0(^4'2) = 0(j/+ ^2), en accord avec la remarque qui suit l'énoncé du corollaire.
2) Sur le cas (3 = 0, où ^4. (9) est connue explicitement, on voit immédiatement

que la majoration obtenue est optimale; remarquons pour finir qu'une évaluation gros-
sière majorant | îl(p)\ par O(|Y|) aurait donné seulement \p+\^ (l/^) 0 (8/z^+) !

/^
Lemme 10. — Si ((JL, a) e ^y/g, PtjL.a.c possède [nécessairement dans A^.) une courbe

fermée invariante attractante régulière proche du graphe de /»+(6), dont le bassin d'attraction contient
le voisinage \jy — p^(9)\ ̂  ̂ +.
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Démonstration.

Le changement de variables
(81) ^=^(9)+o

transforme î^a ,r (définie par (63)) en une application de la forme

Pn,«.<.(9, <^) = (<">, <5),
(82) © = 6 +{plq) + wp+(Q) + aw,

G = [1 + II'(̂ (6)) - ̂ .(6) w] (T + Y<r2 + O^-2-2*).

Le même changement de variables transforme E^,,. en

(83)

d6
-^ == ix^+(6) + aw,

^[n'^^î-^î^^o+ïo2.

Posons

(84)

dQ \-1a'o^(9);
1 n'^(6)) -p'^9) w

•l d9 = p + 2YGT,
P+W

r" do^-L-^)-
'(1^-^(r-^y^'^o).

Il est clair que, pour tout 6, A(6 + 1) = A(6) + 1, et A'(6) > 0; A définit donc un
difféomorphisme de T1. Quant à K, c'est une fonction périodique strictement positive.
Bien entendu, A(6) — 6 et K(6) sont (1 fq) -périodiques puisqu'il en est ainsi de p+(Q).

/^/
Lemme 11. — Les estimations suivantes sont vérifiées si ((JL, a) e 3S^ :

(i}y^^^^y^

(85) (ii) °>^m^^jm-
(m) A' == 0(1), A^ == 0{t^lf^ < 0(1) si tï 2,
(iv) K^ = 0(^+2/^) ^ 0(1) si f ̂  1.

Démonstration. — (i) découle de l'inégalité analogue pour j&+(6) et implique

| z. -^ | < sup(^ -J^ -^) < 3aJ^ = O^^/^)
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d'après la démonstration des points (iii) et (iv) du lemme 9. On en déduit que

| u - 2-rVs. | = | u - (p + 2Y^)| = | 2ï(n. -^)|

< 6 M ai/̂  ̂  | YJ4 1 Câpres (78 i);

(ii) découle alors de (78 ii). Quant à (iii) et (iv), ils se déduisent sans peine de (79)
par récurrence.

Remarques. — 1) L'estimation de ro peut être améliorée par une évaluation des
intégrales elliptiques

^ dQ F1 dQr f dQ

h^W
eti» €W Jo €

[où .̂'(6) et ^'(6) sont définies en (75)]. On montre ainsi que

(86)
yl/2

[m[w\~^{^o^w^^{^o{tî}^ <ro

^OT^-^(1+0^^+^(1+0^
Vl/2

où m\x,y\ désigne la moyenne arithmético-géométrique de x et y. (Merci à Lannes de
m'avoir indiqué comment faire ce calcul connu de Gauss.)

w
2) Si de plus ((A, a) e^, (voir formule (80)), on a

^=J>++0(^tt),
u = ? + 2^+ + 0(| Y^+ 1 1 * ) ,

(87) A(6) = 9 + ——— cos(2^) + 0(<4) = 6 + 0(<2),
2.vqy+

K(6) = 1 - 2Y^ sin(2it?e) - î-nq ̂  cos(27tî6) + 0(<4) = 1 + 0(<2).
"y+ ^+

Les estimations (85 iii) et (85 iv) montrent qu'en choisissant

«P = A(6),
P = K(6) o,

(88)

comme nouvelles variables, on transforme P^a^» en

(PH,.,<-(y,p)=(^R),
L = » 4- r^ -^ ̂  4-a'^"1^)4» = ç + W<f) +Ww + p + O^-2-2*),

(89) K^-1^))

K=(1^)P+[.^-^+
Y

KÎA-^ç))^ • K(h-1^))
p2 -)- O^-2-2*).
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Le même changement de variables transforme bien entendu E^ y <. en
^ wh'Çh-1^))
-dt=WTS+ K(A-(ç)) pî

(90)
^«p + [^"l(y)) + Y '^ P ' L K^y))2 r KCA-^y)) P2.

Finalement, le changement d'échelle
(91) p = t^ x

conduit à
P^.,<.(?^)=(^X),

(92) 0 = y + Wq) + wm + 0(wt^) x + O,^-2-2»),
X = (1 + «) x + 0(z< )̂ ^2 + Q^-2-»),

où les 0 sont dans la G^topologie.
Puisque | » | > (1/6) | y^+ | et | y | == 0(wf2) = O^2^1-*), on obtient

P^o,c(y^) = (<!>, X),
^93) 0 = y + (^/y) + ate + o(| " |),

R = ( l + " ) ^ + o ( | » | ) ,

et la méthode des transformées de graphes donne une courbe fermée de classe C^"1

invariante par Pn,a,c» dont le bassin d'attraction contient un anneau | p |< A^j^,
si t est assez petit. Revenant aux variables (Q,jr), on déduit de (85 iii et iv) qu'un tel
anneau contient, dès que A est assez grand, Panneau \y —/>+(8)| < t3^-^- Le lemme 10
est donc démontré.

4.2. Recollement des bassins lorsque (y-, a) e âS^/y

Utilisant une dernière fois l'approximation de P(i,o,(« P^ l'équation
Eui,o,c = E(a, p), nous montrons que, lorsque (p., a) eâ9°^, le bassin d'attraction de la
courbe invariante dont l'existence est affirmée par le lemme 10 contient l'anneau A^.
défini dans le lemme 7.

Nous prendrons modèle sur le comportement de l'équation Ea''o(a, p) : la fonction
K(9,j0 = (2/w) H(6,j>) e2*^""9 ==y — ^(6)2 (voir le lemme A2) est une fonction de
Liapunov pour E"'' °(a, p) ; on vérifie en effet que

^K(e(f),j^))=^K(6,A

qui est du signe opposé à celui de K(6,j?) lorsque j^> 0.
Par analogie, considérons la fonction K == K^p définie par

i(94) K(6^)==y^^(e)2,
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où ^4. (9) est l'orbite périodique positive de E(a, (3) utilisée dans le paragraphe précédent.
Dans les variables (9, or) définies par (81), K s'écrit
(95) K(9, a) = 2^(6) a + a2.

Un calcul immédiat montre que

^ j[K(P^,,.(6,<T))-K(e,<T)]

=Y<r3 + (p + 3-tf+(9)) <r2 + (P + 2r/4(9)) i»+(8) <^ + O^-2-2*),

alors que le long des courbes intégrales de E(a, (î),

(97) ^ ̂  (K(6(f), <r(f)) = Y^3 + (P + 3Y^+(9)) <r2 + (P + 2r^+(9)) ̂ +(6) (T.

Les racines du deuxième membre de (97) sont évidemment

° :=0,-^(e)—(p+2Y^(6)).

Ainsi, le signe de ce deuxième membre est — si G > 0, + si a est compris entre — p+(Q)
et 0.

Car, si ((A, a) e ̂ /,, (l/M) (P + ZyM6)) <S -^+(9); en effet, ceci équivaut à
P + Y/'+(9) < 0, or p + Y^(6) < p + ï/+ < P + ,(3/4) Y^+, majoré par (3/4) y^+ si

/%^

P ̂  0 et par (1/12) Y^+ si p > 0; la dernière majoration vient de ce que, dans â§°^ on
a 2p < Va, donc 3(3 ̂  (B + Va ==^+, qui permet de remplacer (78 ii) par

(98) ^+^V$^2^

et implique la conclusion puisque [B + 2YJ^+ = 2y Va.

Quant à (96), le plus simple est encore de remarquer que, puisque

1 P + 2ï^(6) | ̂ (6) ^ | ? + 2Y^ K ̂  1 1 Y 1^4- ^ O^2^3^),

son second membre est compris entre A et B dès que a ̂  — ^«/2)-6-3^ inférieur ou égal
à A dès que a > ^2)-6-3^ où (A étant une constante positive assez grande)

A = Yo3 + (P + 3T^(6)) 02 + ((3 + 2YM9))^+(9) (1 - ht) a

et B = y^3 + (P + 3YJ&+(e)) o2 + ((3 + 2YJ&+(8)) P+W (1 + ̂ ) CT

ont pour racines 0 et (l/2v) [- (P + ̂ P+W) ± ((P + ï^+(9))2 + O^p^Q)2 <))l/2],
c'est-à-dire, 0, -^+(6) (1 + 0^)), (1/| Y |) (P + 2Y^+(6)) (1 + 0^)).j^/

On en déduit que, si ((A, a) e ̂ /,, on a
j K(P^,,.(6, <r)) - K(6, (T) > 0 si - ̂ (6) (1 + 0(f)) < a< - ̂ )-.-^

(99) \\ K(P^^,,(6, o)) - K(6, o) < 0 si <r > ̂ >-o-^
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Etant donné que les courbes de niveau de K proches de CT = 0 oscillent très peu et que
le bassin d'attraction fourni par le lemme 10 est de la forme |o|«3^, où
t3^ > 0(^+4) > ffo/2»-»-» nous serons assurés que l'anneau A+ tout entier se trouve
dans le bassin d'attraction de la courbe invariante donnée par le lemme 10 (et ce, même

si ((A, a) appartient seulement à ^,) dès que nous saurons que son bord inférieur

V =/+(6) fist au-dessus d'une courbe de niveau o == — ̂ .(6) + Vp (9)8 + k de K
elle-même au-dessus de c = —/»+(6) (1 + OU)).

On peut prendre ̂  =——(^)2 (i + QÇt2)), ce qui nous laisse à montrer
000) A(6) ^ V^(6)2 -^(1 + 0(f2)),
qui est impliqué par
(loi) /^(e)2 - ̂ (e)2 ̂  ^y^(i + o^2)),
c'est-à-dire, en utilisant (75) et les formules du lemme 7,

a" / 8t2 \
^+^+o[^)>-^l+o^•

^=M2+-^(1+0^Mais

0 ̂ jc+ - M+ = p + Vs - (p + /a-J^-f^-a)
\ V | Y 1 /

et

K^-2-a SKif9-2-2*

|Y|Vî " 2|Y|^
d'après (98), donc

„ , M2 SK,^-2-2*
J^^ \\\Â < 0( '̂-^-)

d'après (78 i). Avec (76), on en déduit que

^M =y+(l + O^2'-6-3*)) - £,(1 + 0(f2)),
c'est-à-dire, se rappelant (77),

ki+^+o(^j =y+(l + O^2'-6-»)) -^(l + 0^)).

Enfin, de la démonstration de (78 iv), et de (78 i), on tire
Q'""

-^ ̂ + + 2^ (1 + 0(<2)) ̂ ^ + ̂  (1 + 0(<2)) = J^ 0 + 0^))-

Ainsi, ^ + ̂  + 0 ̂  >^(1 + 0(^2'-^-»)) - ̂ (i + o^))

^-^y+0+0(f2)).
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Puisque, d'après (78iii), y'^ (36/64) y\, (101) est évidemment vérifiée, ce qu'il
fallait démontrer.

Bien entendu, des résultats analogues sont valables dans A_. Rassemblant les
t^i

résultats des §§ 3 et 4 qui concernent ^\^ et ^/ç, on obtient le théorème suivant, qui
précise le lemme 8 et la remarque qui clôt le § 3.1. Ce théorème est à comparer au
théorème 3 de [5] : il montre que les « bons » rationnels sont presque aussi gentils que
les « bons » irrationnels, en fait aussi gentils qu'on pouvait décemment l'espérer. On
conseille au lecteur de se reporter aux figures 19 et 20 qui se trouvent à la fin du § 5;
il y trouvera la représentation d'une « bulle avec taille de guêpe » et de la dynamique
le long d'un chemin la coupant transversalement au plus étroit, c'est-à-dire en passant
par les deux points de bifurcation du type Bogdanov dont on a montré l'existence à la
fin du§3.2.

Théorème 1. — (i) Si ((JL, a) e ̂ /^ — Cy/y n 8^, P( ,̂C <K ressemble » à une forme
normale sans courbe fermée invariante.

Si ((JL, a) e e^p/ç n 80^» il en est de même à f existence près d^une unique orbite périodique
de nombre de rotation pfq.

Si (p., a) e ^pfy n fîj»/<p il en €s^ de même à l9 extérieur de la réunion de q îles disjointes G(
de « nombre de rotation Rlq » (fig. 8).

^n/ ^
(ii) Si ((A, a) e^/ç — Cy/g n 8^ç, P^o,(« « ressemble » à une forme normale avec

deux courbes fermées invariantes.
^ ^s,

•S't ((JL, à) e â8°yfy n ̂ Gp/ç, il en est de même à Inexistence près entre les deux courbes d^une
unique orbite périodique de nombre de rotation pfq.

Si (pi, a) e SP^ n Ôp^, il en est de même à l9 extérieur de la réunion de q îles disjointes G,
de « nombre de rotation p\q » situées entre les deux courbes.



5. ORBITES PÉRIODIQUES HYPERBOLIQUES
ET LEURS ORBITES HOMOCLDŒS

5.1. Existence d'orbites homoclines

Fixons t positif assez petit : pour tout ((JL, a) dans l'intérieur de C^, le difféo-
morphisme local P^<. possède deux orbites périodiques de nombre de rotation piq
dont l'une est̂ « hyperbolique réelle » (ses valeurs propres ̂ , ̂  vérifient 0 < ̂  < 1 < ^).
Si (pi, û) e0^ n 8^, cette orbite est constituée des points (6^ + {ifq), 0),
î = 0, 1, ..., q — 1, où 6^ est l'unique solution de l'équation a + 8Ç(6) == 0 qui vérifie
yffth) > ° (rappelons qu'avec les notations de (63), on a également

a+8Ç(e,)+B(6, ,0)=0);

la dérivée de P(^(« en l'un de ces points a pour matrice

f 1 w \ l 0 0 ^

^) l+^+^(e,+(^),0) A(6,)

Nous noterons Q^. u JH_ l'ensemble des valeurs de ((A, a) dans Ê^ pour lesquelles
l'orbite périodique hyperbolique réelle de P^(, de nombre de rotation piq possède
des orbites homoclines {i.e. les variétés stables et instables de deux points consécutifs
de l'orbite s'intersectent) ; la signification des indices + et —• se lit sur la figure 13. On
déduit immédiatement du lemme 4 et du théorème 1 que fi^. u îî_ est contenu dans
ô^ n 8^ - «/a ̂ /<).

(^fl)6ft+

(^)eït
FIG. 13

(situation générique)

D'autre part, nous avions annoncé dans [3] et [4] qu'un voisinage de a == 0
rencontre H^. et H_. Nous montrons ici un résultat plus précis (théorème 2) : en parti-
culier, H^ n H_ est non vide et contenu dans un petit voisinage ? de (a, p) == (0 0).
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La figure 14 représente la situation générique lorsque ((A, à) e fî^ n JEL; une telle dyna-
mique se rencontre lorsqu'un pendule sans frottement est perturbé périodiquement, et
c'est précisément celle que Zehnder met en évidence dans le cas conservatif ([15]).

((x,û)ea^n9_
FIG. 14

(situation générique)

Lemme 12. — II existe une constante positive M telle que ïî+ u fî_ ne rencontre pas l'ensemble
^^^ défini par

^/. = {(^ û) e 8^, oc == ai(a, P)J (3 | ̂  M^-2-^}.

Démonstration. — Calculons Ki(P^(,(6,^)) — Ki(6,j0, où
Ki(6,j0 ==y - ̂ (6)2 (voir (75), (A8))

a précisément pour singularités de sa surface de niveau 0 les singularités hyperboliques
de E^^a, (3) qui nous intéressent, c'est-à-dire si a = ai(a, (3), les orbites périodiques
hyperboliques de P^a.<» dont nous voulons étudier le comportement.

Posant comme en 3.2
n(6,j0 == a + ̂  + ïY + 8Ç(6) +jA(6,jO + B(6,^),

et tenant compte de l'identité
^ÎW (?î)' (6) == ai + Y?î(6)2 + 8Ç(6),

il vient
Ki(P,.,,,.(e,j/))-K,(6,^)

= 2^[n(e,j/) - ̂  - Y?î(9)2 - W] + n(6,^)2 + o(^y)
- 2j/[(a - ai) + ̂  + YKi(6,j/) + O^-2-2^^]

+2rB(6^)+n(6,j/)2.
Si a = ai et K^ = 0, on a donc

Ki(P^(6,jQ) ~ K,(8,j/) == 2[(3 + O^-2-2^]^2 + 2^B(6,j) + II(6,j02.

De plus, n(6,^) = n(6, 0) + ^y + ïY +^0{tq-2-2k)
== n(6,0) +0(t(ql2)+l-k)^

et n(9, 0) = ai + 8Ç(6) + B(6, 0) === 8(cos(27T?6) + 0(t2)) ^ 0(^2) ^(6)

( a 8 V72

= 0^2) [Tî + ̂  W27^) + û^2)))
( 8 \l/2= 0(<9/2) ^(1 +sin(2TC?e) + o(f2))) '

donc n(e,̂ ) == 0(^2) '̂(6) + 0(f(t/2)+l-t)^ si a == a^,
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et sur Ri == 0, c'est-à-dire y == ± ?5(6),

ince^Km^^.ij/j,
où m est une constante positive. D'autre part, B(6,j0 s'annule sur les orbites périodiques
de Pu, 0,0 et s'écrit donc au voisinage d'un point (6^ + (t/y), 0)

B(6,j0 == 0(^ + O(^) (6 - 6, - (t7î)).

Supposons M assez grand pour que

P + O^-2-^) + m2 ̂ -2A ̂  j ̂  M ̂ -2-2^

il vient

K,(P^(M) - K,(6,j0 ^ M^-2-^2 - 2 b| |B(6^)|,

certainement positif dès que

\y 1 > ̂  1^6^!1 == o(^-fl+2+2&) == o^"-5^).

Si maintenant |j/1 < constante. ̂ 2)-54-3^ ^ gç trouve, puisque K^ = 0, au voisinage
de l'un des points (6^ + (ilq), 0); plus précisément,

( \1/2

-y = f7 i ( l + ̂ (2^) + 0(^)1 = 0(ft+l) (6 - 6, - (t-^)),

donc K,(P,,,,,,(6,^)) - K^e,^)
^ M^-2-2^2 - CTI ̂ y - m, f 0 1^ 1 1 6 - e» - (t7y)|
> Mc-2-^ - ff^3<Q-l-i:y> o.

Si nous supposons

P+O^-2-^) +n^2f-2t<p< -M f-2-^

le raisonnement est le même avec les inégalités inverses.
La conclusion se lit sur la figure 15 :

{ K , = 0 } ^,..,.({K,=0}) { K , ^ 0 } P^..({K,=0}),

a=al> P< —M<°-2-2*
a=al, ?> MC-2-2*

FIG. 15
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Pour mimer le lemme A7 de l'Appendice, notons T, II, iTl, IV, les composantes
connexes du complémentaire de ̂ ^ u âS\ u ̂ ^ dans l'ensemble

{OJL, a) e C^ n 8^, | (3 | ̂  M^-2-^ }.

Notons de même ¥ le complémentaire de ^\^ u ^/ç dans l'ensemble
{((x, a) e0^ n 8^, | (3 | < M^-2-^} (fig. 16).

Théorème 2. — H+ ^ fi.. ^o^ respectivement contenus dans î u IÏ u ÏV ^ ? u î u IÎI.
Tout chemin allant du bord gauche au bord droit de Ôy/ç n 8y^ en restant dans Ô^ n 8^
rencontre fi+ ^ fi_. Enfin, fî+ n fî_ C P n'est pas vide.

,0(^/2+1-*)

FIG. 16

Démonstration. — 1) Commençons par montrer que fi^. n (T u iTl) et
HL n (IÎ u ÏV) sont vides.

Supposons que (3 ^ M^""2-^ : le calcul qui précède donne
Ki(P^.(6,jO) - K,(6,j0 = 2j/[(a ~ a,) + ̂  + YK,(6,^) + O^-2-^)^]

+ 2^B(6,j/) + n(6,j/)2,
où n(6,j0 = a - a^ + 0(^2) ^(6) + O^2^1-^^.

Gomme dans le lemme 12, on en déduit que sur K^ = 0,
K,(P^.(6,jO) - K,(6,j/) = 2[p + O^-2-2^]^2

+ 2^B(6,jO + [2 + O^2^)]^ ~ a,) + (a - a,)2

qui est positif si j^(a — 04) l'est. On conclut alors comme dans le lemme A7.

Supposons maintenant P^ —Mtq~2''2k : la figure A4 rend manifeste la nécessité
de travailler avec P^^<«; nous laissons ce soin au lecteur minutieux.

2) La deuxième partie du théorème se démontre comme dans [3], [4] : nous
avons obtenu le lemme A7 en remarquant que, le long de tout chemin dans Êp^ n 8 .y
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allant d'un bord latéral à l'autre, les variétés stable et instable de deux singularités hyper-
boliques réelles consécutives de E^ <« se traversaient nécessairement; il suffit donc
de montrer que le même phénomène se produit lorsque E^ ̂ . est remplacée par P^a,c?
autrement dit, que, si t est assez petit, les variétés invariantes de P^o,<« approchent
sur une assez longue distance celles de E^^ c. Mais ceci est (par exemple) une conséquence
sans mystère de la méthode de [15], c'est-à-dire de la recherche, via le théorème des
contractions, desdites variétés invariantes sous la forme y == g^(Q) + exp(— Ko) ^(8),
où y == g^(Q) est un paramétrage sur un intervalle assez long d'une variété invariante
de l'équation différentielle E^ ^.

On en déduit que H^. et H_ sont respectivement « proches » de H^. et HL.
Détailler ceci ne pourrait que fatiguer le lecteur et nous nous contenterons d'une

remarque qui permet d'éviter toute itération effective : ainsi que nous l'avons dit dans
la remarque (ii) à la fin du § 2.1, dans la formule (63) qui fait apparaître P^a,(« comme
perturbation d'ordre t^ d'un difféomorphisme local Ry/ç o P^a,c sys^ ^es mêmes
orbites périodiques de nombre de rotation piq, mais de surcroît commutant à la rota-
tion Rp/<p l'entier Q peut être choisi arbitrairement grand.

En particulier, toute méthode de transformées de graphes fournissant les variétés
invariantes de ces orbites périodiques pour Ry^oP^c les fournit également pour
P^^(«; mais de par sa commutation à Rp/ç, Ry/ç o P^^(. peut être remplacé par
P(ji,a,<«î ce (!111 transforme les orbites périodiques considérées en points fixes.

3) La dernière affirmation du théorème se montre par la même méthode; pour
changer un peu, considérons maintenant des chemins verticaux du type de celui représenté
sur la figure 17.

Aux extrémités d'un tel chemin, la dynamique est bien contrôlée par le théorème 1
et implique que les variétés invariantes de E^ ^ p (et donc celles de P^ ^ ^) se traversent
lorsqu'on va d'un bord à l'autre; autrement dit, on rencontre nécessairement H^.,
H_, H^., H_. De plus, le chemin vertical [a, d] ne rencontre H+ (resp. H_) que sur le
sous-chemin [a', e\ (resp. [e, rf']), et le chemin vertical [è, c] ne rencontre H^. (resp. H_)
que sur le sous-chemin [/, c'] (resp. [è',/]). On en déduit que [a\ e\ et [/, <?'] sont
connectés dans S+ n P, et que [̂ , rf'] et [&',/] sont connectés dans H_ n P, d'où il
suit que H^. nHL, forcément contenu dans P, n'est pas vide.

Remarque. — Dans [3], [4], nous ne considérions que le cas où a est très voisin de 0,
en se limitant à un voisinage \y \ ̂  OÇtk+l), ce qui suffit pour voir les variétés inva-
riantes qui nous intéressent. La famille E^ g ^ est alors remplacée par la famille à un
paramètre

^w 1=&+>W),

simple équation du pendule avec « frottement » P. Cette simplicité se paie par l'impos-
sibilité de démontrer dans ce cadre que H^. n H_ est non vide.
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^——^/^C^ndiîl ^ M^2-2*}

^a^C^ndpl^M^-2-2*}

FIG. 17
On a représenté la dynamique de Pjj^ ̂  (« ou Rp^a o P^ o^ («

Corollaire. — Si les connexions homoclines dont il est question dans H^_ et H_ ne sont pas
dégénérées (i.e. si les variétés stables et instables s^intersectent transversalement ou avec un contact
d9 ordre fini) y le sous-ensemble G y/g de Cp/ç, formé des couples ((JL, a) pour lesquels P^a,<' possède
une courbe fermée G° invariante de nombre de rotation pfq, n^est pas connexe.

FIG. 18

.Une autre composante
connexe de Cp^
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En particulier, le sous-ensemble fîy/g de C3^ défini dans [5] 5 qui est formé des
(p., a) e Cyfy pour lesquels la courbe fermée invariante est un « graphe » {i.e. rencontre
en un point et un seul tout rayon issu de l'origine de R2) n'est pas connexe.

Démonstration. — L'hypothèse implique que (fî^ u fi_) n Cp,g == 0. Puisque
Cyfy nj^ = C^ c\^ == Cy^ r\^ (fig. 18), les deux grosses composantes connexes
de Cy/y — (H^. u H_) contiennent chacune une composante au moins de Gy/ç {a fortiori
de Cyfy). On comparera les figures 18 et A8.

5.2. Les familles génériques

Dans la fin du paragraphe nous indiquons pourquoi, une topologie analytique
très fine étant définie sur l'ensemble des familles à deux paramètres du type considéré
dans cette série d'articles, la dynamique décrite dans les théorèmes 1 et 2 et dans le corol-
laire ci-dessus apparaît génériquement (au sens de Baire) pour une suite infinie pjq^
de « bons » nombres de rotation rationnels.

Il s'agit de paraphraser [15] en remplaçant l'hypothèse de conservation des aires
par la présence de paramètres et, bien que (ou sans doute à cause de ce que) des diffé-
rences sensibles existent dans la deuxième partie de la démonstration, nous laisserons
au lecteur tout le travail technique, ne lui donnant que le squelette de la preuve, d'où
les guillemets.

Une constante K > 0 étant fixée, ̂  ^ sera l'espace des difféomorphismes locaux
analytiques de (R2, 0)

P(^)= S P^1?, P,,6C, |PJ<K^
i + j ̂  1

(donc convergeant sur le disque D^ de rayon 1/2K de R2) ayant les deux propriétés
suivantes :

1) L'origine 0 est un point fixe elliptique ne présentant pas de résonance forte;
autrement dit, le spectre de la dérivée DP(0) est contenu dans le cercle unité de C et
ne contient pas de racine <y-ième de l'unité pour q ̂  4.

2) Dans une (et donc toute) mise sous forme normale de P,

P == H-1 o ,(N + 0(M4)) o H,

N(̂ ) = 41 + ûj z |2] ̂ o+&iM2^

le coefficient a^ s'annule.
La topologie sur ̂  ^ sera la topologie fine de Whitney sur l'ensemble des coeffi-

cients considéré comme application de N2 dans C : une boule ouverte de centre

î\z) = S P?^?
i+s>i
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est définie par des inégalités
V ij avec i +j ̂  1, [ P^ - P?, | < ̂

où les e .̂ sont des nombres positifs quelconques.
On obtient ainsi un espace de Baire (une intersection dénombrable d'ouverts denses

est dense).
De même, ^2, K sera l'ensemble des familles locales analytiques à deux paramètres

de difféomorphismes locaux analytiques
P^)= S Py(vi,va)^= S P,^vîv^,

i+j^O i+S+k+f^O
P <= F! IP j <'K'<+J'+fc+^
^fc/ e '̂? 1 ^i^ 1 ^ Jv 9

telles que Pc ç appartienne à ̂ .K- La topologie, également de Baire, sur ̂  g; est définie
de manière identique à celle sur ̂  ^ : une boule ouverte est de la forme

V ij, *, t, \ P,̂  - P?^ | < e^.

Il est clair que l'application

^2.K-^K

v». YI h> 0, 0

est continue pour ces topologies.
On vérifie également la continuité des injections canoniques

^••^2.K ^Diff^DJ,

In:^2,K^^W.

dans les espaces de Banach de difféomorphismes (familles de difféomorphismes) de
classe G" munis de la topologie de la convergence uniforme des dérivées jusqu'à l'ordre n
sur le disque de centre 0 et de rayon 1/2K dans R2 (resp. R4).

La seule différence avec [15] est que, n'ayant pas de problème de fonctions géné-
ratrices, nous ne séparons pas le jet d'ordre un (ce qui reviendrait à écrire P = DP(0) o Q
et à mettre notre topologie sur les Q,et celle de SL(2, R) sur les DP(0)) : on obtient une
topologie différente mais les deux coïncident sur les fibres de Pt-^DP(O).

Théorème 3. — II existe un G^-dense de <^2,K f0™^ de familles Py^y, ayant la propriété
suivante : pour une suite infinie pjq^ de « bons » rationnels, la structure de G y ^ et la dynamique
de T^^pour (v^, Vg) appartenant à 3)y ^ sont celles décrites dans les théorèmes 1 et 2, les hypo-
thèses du corollaire du théorème 2 étant également vérifiées. En particulier^ pour tout (v^, Vg) dans
V intérieur de Cy ^ , P^ ̂ ^ possède exactement deux orbites périodiques de nombre de rotation pjq^î
dont Vune hyperbolique réelle^ et Us éventuelles intersections homoclines se font avec un contact dî'ordre
fini (en fait « génériquement » au sens de la théorie des singularités, voir la figure 21).

Remarques. — 1) Notons ± 2n<^Q l'argument des valeurs propres de DP^ ^(0). On
sait (§1) que la suite p J ( J n converge nécessairement vers COQ.

2) Gomme dans [15], on a toutes les chances d'obtenir pour les familles génériques
du théorème 3 des nombres COQ « super-Liouville » (î.e. extrêmement bien approchés
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par les nombres rationnels). Gela suffit pour que les conclusions de [5] et [6] s'appliquent
à ces familles mais, en vue en particulier de la remarque qui clôt le § 1, il serait intéressant
de comprendre la situation générique à (OQ fixé (par exemple satisfaisant à une condition
diophantienne !) ; dans le cas d'un difféomorphisme préservant les aires, le problème
est très simple dans la topologie C00 (voir par exemple [2 quarto])^ mais beaucoup moins
dans la topologie analytique ci-dessus.

3) Gomme dans [15], on déduit du théorème 3 un théorème analogue pour les
familles locales G" de difféomorphismes locaux G". On laisse au lecteur le soin d'énoncer
des théorèmes de généricité dans d'autres topologies.

4) Ainsi qu'on l'a montré dans [6], on déduit du corollaire du théorème 2 que,
pour une famille générique Py^p il existe une infinité de (« mauvais ») irrationnels œ
tels que des membres de la famille P^ ^ possèdent un ensemble invariant d'Aubry-
Mather de nombre de rotation œ mais pas de courbe régulière invariante de ce nombre
de rotation (dans les notations de [6], ceci s'écrit C^ + 0). Rappelons qu'une telle éven-
tualité est exclue si œ est un « bon » irrationnel (voir [5]).

Il est bon d'interpréter ce théorème à la lumière de la figure 11 de [5] : dans la
situation générique, une sous-suite convergeant vers (0, 0) des « bulles » qui y sont
représentées rencontre au moins l'un des G y ^ (éventuellement un nombre fini). Une
telle « bulle avec taille de guêpe » est représentée sur la figure 19 (tirée de [7]). La
dynamique le long d'un chemin traversant cette « bulle » au plus étroit est représentée
sur la figure 20 (également tirée de [7]) : on a choisi un chemin tel que la première et la
dernière bifurcation se fassent en un point du type de Bogdanov (voir § 3.2).

NB. — Dans la figure 20, les n08 1, 2, 8, 9 sont des représentations complètes de
la dynamique; dans 3 et 7 la dynamique « insulaire » n'est pas précisée : on verra dans
le § 6 qu'il peut exister de petites courbes fermées invariantes par P^ ^ nées par bifur-
cations de Hopf. Enfin, dans 4, 5, 6, il pourrait a priori se trouver encore des courbes
fermées régulières invariantes par Py^^.

Remarquons à ce propos que nous avons représenté sur la figure 20 des intersections
homoclines d'un autre type que celles étudiées dans ce paragraphe. Le lecteur courageux
complétera notre étude, ce qui l'amènera à enrichir la figure 16 de la manière suivante :
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Des études numériques des différentes configurations d'intersection ont été faites
par J. R. Johnson ([10]).

(102)

« Démonstration ». — 1) Soit Q^v, un élément de J^ ̂  tel que Qç ^ s'écrive

Q^o=Ho(io ,ooH-\ H(0) =0,
CL.o^) = ̂ -o^M') + o(H4).

Soit B = B(Q^^, e^) une boule ouverte de ^,fc de centre Q^,^; il existe
e > 0 tel que, pour tout rationnel piq (écrit sous forme irréductible) distant de moins
de s de o)o, il existe P^ ^ eB ayant la propriété suivante : après changement de coor-
données et de paramétrage, P^ ^ devient une famille P^a,^ donnée par une formule
du type (36), (41) avec c^ÇO, 0, 0) + 0 et ^ assez petit pour que les conclusions des
théorèmes 1 et 2 soient valides pour tous les P^ ̂  ̂ ., 0 < ̂  ^. En particulier, la langue
de résonance Cy/g de la famille P^ ^ est bordée par deux courbes lisses et les valeurs
des paramètres situées dans son intérieur correspondent à des difféomorphismes locaux
qui ont exactement deux orbites périodiques de nombre de rotation piq, dont l'une
hyperbolique réelle.

Pour démontrer cette affirmation, nous pourrons ne modifier qu'un nombre fini
de coefficients Q^ du développement de Taylor de Q^y, : on commence par plonger
Q ^ ^ = = H o Q ^ ^ o H ~ ' 1 dans la famille à trois paramètres Q^ ^ „ obtenue
en remplaçant le début (jusqu'à l'ordre trois) du développement de Taylor (en
^5 z) ^i? ^2) de Q^,v, par le segment homologue du développement de Taylor de
H o R(^)-^+V. o Ç)^ o H-1 (en particulier, Q^^ = Q^,,.,^-(,,/J.

Il suit du théorème des fonctions implicites qu'une petite translation des coor-
données dépendant des paramètres nous ramène au cas où l'origine est fixée par tous les
éléments de la famille; un nouveau changement de coordonnées conduit à une forme
normale du type

z^z[l + S a,(vi, va, ^3) | z [2i] ̂ jo ̂ ^H21)
i>o

+^l,^'2,V3)^î- l+0(|z|a),

avec ao(0, 0, ̂ ) = ûi(0, 0, v3) = 0, b^O, 0, ̂ ) = Çplq) + ̂ .

Par une éventuelle modification d'un nombre fini de coefficients du développement
de Taylor de la famille initiale Q^,v,, on peut s'arranger pour que l'application

(̂ i, V2) H- ?1, V2» 0)» ûi(vi, va, 0))

soit un difféomorphisme local, ce qui permet de choisir (A = a^ et a == a^ comme nouveaux
paramètres. De même, on peut obtenir que

fla(0, 0, 0) ^ 0, &i(0, 0, 0) ^ 0,
nî

- 2a^0, 0, 0) -° (0, 0, 0) + èi(0, O, 0) ^ O, Ci(0, 0, 0) ^ 0.
CCL
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A,R= attracteur,répulseur,
du type de Birkhoff?

4

^

'^î'/'.?:^ ^' * \ ^ ̂ ' *%

"^-' ,- /'
FIG. 20

(dynamique de Pî?,v,)

On définit alors P^ ^ à partir de la famille à trois paramètres ainsi modifiée en fixant
le troisième paramètre à une valeur assez petite pour que les conclusions des théorèmes 1
et 2 soient valables.

2) Nous avons donc obtenu, en modifiant légèrement un nombre fini de coeffi-
cients Q^ du développement de Taylor de la famille Q^,v, une famille P^^ dont
la dynamique associée à un rationnel pfq proche de û>o est conforme à ce qui est décrit
dans les théorèmes 1 et 2. Il nous faut maintenant, par une petite modification d'un
nombre fini de coefficients P,^ du développement de Taylor de la famille P^ ̂  (dans
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ses coordonnées initiales et non après la mise sous forme normale), rendre « génériques »
les intersections homoclines associées à l'unique orbite périodique hyperbolique réelle
éventuelle de nombre de rotation pfq des éléments de la famille.

Générique signifie ici que les seules configurations rencontrées au voisinage d'une
valeur de (v^, v^) sont les suivantes (fig. 21) : on a dessiné dans chaque cas la surface
obtenue en associant à chaque valeur de (v^, Vg) la position x des points d'intersection
homocline sur l'une des variétés choisie comme référence. On a dessiné également le
contour apparent de cette surface sur le plan des paramètres, et les configurations d'inter-
section correspondant aux régions ainsi délimitées. Rappelons que, comme la transver-

Codimension 0

;>< Intersection
transversale

Codimension 1

Codimension 2 (local)

FIG. 21

Codimension 2 (global) À^

Contact
quadratique

Contact
cubique

2 contacts
quadratiques
indépendants

/^y\
/\^\

/VA
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salité, toutes les configurations locales génériques sont définies par une condition portant
sur un jet d'ordre fini au point d'intersection d'une fonction repérant l'une des variétés
invariantes par rapport à l'autre.

Gomme dans [15], on commence par montrer qu'on peut arriver à ce résultat par
une petite perturbation C00 à support compact disjoint de ((0, 0), (0, 0)) dans l'espace
R2 X R2 de coordonnées z, z, v^, vg : la condition sur les supports vient de ce qu'au
niveau ^ z tout se passe dans une couronne contenant l'orbite périodique en question,
alors qu'au niveau v^, ̂  tout se passe dans Cy/g qui, puisque l'origine est un attracteur
faible pour P^o, ne peut rencontrer (0,0).

Remarquons que, comme précédemment, la stabilité de la situation permet de ne
vérifier les conditions de non-dégénérescence que sur l'approximation de P^ ^ invariante
par un groupe isomorphe au groupe engendré par R^, et donc de troquer sans itérer
les orbites périodiques considérées contre des points fixes. Enfin, on utilise encore une
fois cette stabilité pour approcher la perturbation G00 par une perturbation polynomiale
dont le jet en ((0, 0), (0, 0)) s'annule à un ordre aussi grand que l'on veut.

3) Les points 1) et 2) « montrent » la densité du sous-espace iîg de ̂  ^ formé
des familles satisfaisant aux conclusions du théorème 3 pour au moins un rationnel pfq
tel que | COQ — Çplq)\< s.

La stabilité des familles à deux paramètres génériques de configurations d'inter-
section implique l'ouverture des Qg, ce qui termine la démonstration du théorème 3 :
on choisit comme Gg-dense l'intersection des t2g pour une suite £„ tendant vers 0.

Remarques. — 1) Les points de contact cubique n'interviennent manifestement pas
dans le contour apparent de H^_ et H_. Dans la situation générique, celui-ci a donc
comme seules singularités dans l'intérieur de G y/g des points anguleux provenant des
paires simultanées de contacts quadratiques.

2) Lorsque p est suffisamment positif, les bords supérieurs de fi. et fi+ corres-
pondent aux arcs ED et E' D' décrits dans les pages 332 et 333 de [2]. Lors de cette
comparaison, garder en tête la figure A8 et l'existence du « pli » le long de F qui échange
les rôles des deux composantes du bord de fi^. (on suppose ici que fi+ est connexe).

3) Ainsi que l'a noté le référée, on peut détailler de la manière suivante les
conclusions du théorème 3 :

Si un nombre rationnel pjq est donné, il existe un entier i = £(plq) tel que les
familles P^ vérifiant pour ce rationnel les conclusions désirées forment un ouvert pour la
topologie G^ sur les familles; il existe donc un G§ pour la topologie G°° (et toutes les
topologies plus fines, en particulier celle du texte) tel que les familles qui lui appartiennent
vérifient les conclusions désirées pour une infinité de rationnels; finalement, cet
ensemble Gg de familles est dense, même pour la topologie extrêmement fine considérée
dans le texte.



6. ORBITES PÉRIODIQUES ELLIPTIQUES
ET LEURS BIFURCATIONS DE HOPF

Nous revenons dans ce paragraphe à la dynamique des familles à trois para-
mètres P(,,a,<«-

Les équations E^(,=E(a,(3) sont hamiltoniennes (dans R2) pour (3 = 0;
ceci vient de la non-prise en compte, à ce degré d'approximation, de la forme précise
des coefficients dejy et y3 dans l'expression (63) de P(ji,o,<« (voir la formule (103)).

On s'attend à ce que cette précision ait pour effet de déployer dans l'espace des
paramètres la famille de courbes fermées invariantes qui entoure les points fixes ellip-
tiques de E(a, 0) : pour le vérifier, il suffit de s'assurer de la non-nullité « en général »
du terme non linéaire qui fournit l'attraction (répulsion) faible nécessaire pour chasser
lesdites courbes fermées de la région (î == 0.

Bien entendu, pour P^^c, il s'agit d'orbites périodiques et non de points fixes,
mais la remarque déjà faite à propos de la recherche des variétés invariantes des
orbites périodiques hyperboliques est également valable ici : puisque, dans le reste 0(^°)
de (63), l'entier Q^peut être pris arbitrairement grand, les conditions d'attraction (répul-
sion) faible sont vérifiées pour les points fixes elliptiques de P^a,<' dès qu'elles le sont
pour ceux (les mêmes!) de P^^(«, où Ry/goP === P + O^0) est la partie de P com-
mutant à Rp/g. Dans la suite, c'est donc la famille P^a,(1 ç^6 nous étudions.

Analysant le passage de (59) à (63), on constate que

(103) JA((X, a, t, 6,j0 = Ai(6)j/ + A,(6)y + (K + \W)^3 +V A(6,^),

où K == K((JI, a, t) et les A^(6) == A^((JI, û, t, 6) vérifient les estimations

K - Y^2)-8~fc ̂  o^-2-^) < 0,

l|A,(6)| ^O(^),
(104) {1^(6)1 < o^-5-^,

|A3(6)| ^O^-8-2^,
l^j^O^-3-^);

en effet,
jA(6,jQ == S a^^'^y + ̂ ^^(O, t^-^y) - 7](6, 0)],

<^3
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où a ' s ~ s ' (pousser le développement de (48)), et

7)(6, x) = 9(6, x) + O^-8)
= c^l + x)^-^! +x) - qx\ cos(2nq9) + 0(f2)
== ^1(9,0) + ̂ {[((y/2) - 1) 2 + (2 - q)] cos{2nqQ) + 0(f2)} + ̂ O(l)
=7)(6,0) +^0(<2) +^0(1).

On a donc

P.,.,<.(e,j) == R,/,°^,<,,(.(6,j) + (o, o^)),
PH,o,«.(9^)=(©,Y),

(1()5) @ = 6 + wy,
Y = a + 8Ç(6) + [1 + P + A,(6)]j + [y + ^(O)]^2

+[K+A,(6)]y+yA(e,jo,
où les points fixes de P^,,, dont on étudie les bifurcations de Hopf sont les
(9o, 0) = (6o(a, (3), 0) tels que

(106) a+8Ç(6o)=0, ^(60) < 0.

La dérivée D?,^(,(6,,0) s'écrit

TvK /A n\ /1 î:v \DP..<.,..(eo,o)=^ ^^,
(107) • „ ̂  ̂ ^) < o^

p=p+Ai (6o ) ;

si o2 + 4i?w < 0, ses valeurs propres sont

v lu
(108) ^ À = l + ^ ± . , y== V— 4zw — y2,

de module égal à 1 si et seulement si \î. = 1 + » — vw = 1, donc

(109) v==vw (donc M == V— 4o — î>2 2: 2 V8w |Ç'(6o)|),
c'est-à-dire

(109') p = - Ai(6o) + 8^'(6o).

Le passage dans une base propre se fait par l'identification suivante de R2 (coor-
données Q,jy) à C (coordonnées z) :

(110)
8 == 9o + u>(z + z),

v , . t'a, ou z
J'=^+^)+^^-^

_ l f 9 - e o ,/2y ^e-6o)\1
2[ w \u wu ] y
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qui, au voisinage de (6g, 0), transforme Ï^a,f en

?„,<,, ,.(z) = Z,
Z =\z+ A(z + z)2 + B(z + z ) (z - z} + C{z - z)2 + D(z + z)3

+ E(z + zY{z - z) + F(z + 2) (z - z)2 + G,(z - z3)
+ 0(| z |4), où

A = ~ Ù f8"'2 n90) + WVAl(90) + ̂ i(T + A^))]'

B=JA,(e,)+^(Y+A,(6o)),

G=^(Y+A,(O,)),

D= -^[Ï^) +ÏA^o) +"|2^o) +^(K+A3(6,))],

(111)

w wy 3y2

E = -4 A,'(6o) + ̂ - A,(6o) + -g- (K + A,(9<,)),

F=^LA,(ej+l'(K+A,(6o))1,

G= (K+A,(6,)),

qui s'écrit encore

(112)
P^<^)=^+ S ^?+0(H4), avec

2^i+^3

^o = A + B + C, a,, == 2(A - G), ^ = A - B + C,
a^ == 3D + E - F - 3G.

Le calcul standard de formes normales montre que l'élimination par changement de
variable

Z h> Z + S YiJ ^ zs

i+3=2

des termes quadratiques en z, z dans (112) transforme le coefficient ûgi de z^z en

(113)
, 2ûoo a,, | un |2

^21 = ^21 + —^ + -H + ̂1 -À 1 -X
^n _ ^ 2 | ^ 2 l 2

X(X- 1) 1 ^ - À J '

En un point où U = 1, la condition de non-dégénérescence (attraction ou répulsion
faibles) suffisant à assurer l'existence d'une bifurcation de Hopf est simplement

Re(^1)^ 0, c'est-à-dire
\ ^ /
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(114)

ou encore

(115)

en effet,

(116)

donc

Re^ ^-Re.———-'——2

[\1^ [(^-1) X
„ , 2|^|2

À2 + À + 1'ff"+la^l2+.i-^?;-T -o'

1 + |j (E - 3G) + ̂  (3D - F) + (A2 - G2) (1 + 0(«2))

- -B(A - G) (1 + 0(«2)) + 2(A - G)2

lu
+ [(A + G)2 - B2] (1 + 0(u2)) ^ 0;

v = - 4 0 + °("2)) = ̂ '(Oo) < 0(f),

^y=^l+OM)+^l+0^)),

^^"t
X - 1 2 2v ^-^(1+0(^)),

^ = -1 (i + ow) -1 (i + OM).
Supposons tout d'abord a choisi tel que Ç"(6(,) == 0 [en particulier a <$ 0(8f2)]

et p défini par (109'). Puisque Ç(6) = cos(27r?6) + 0(f2), on en déduit :
Ç'(6o) = - 2^ + 0(<2) et ^'"(60) = 87r^ + 0(f2).

Evalué à partir de (111), le premier membre de (115) est un 0{t'^vl~2~1e) qui s'écrit
w

(117) -^ [~ 8^"W + A;'(6o)] + 3nq8wK + O^-2^.

Supposons maintenant a choisi tel que ^(60) soit très proche de 0 et (3 toujours
défini par (109') (autrement dit, on est très proche de l'un des deux points de Bogdanov
sur âÔ,J.

( ^2Q-2-2k\
Le premier membre de (115) est maintenant un 0 -————.|, plus précisément

1 S (9o) I/
w2 ^'76 ^ / /^-^ \(lli" di^[-teï'(o•)+A;te•)]+o(W

avec S"(6o) == ± 4-n2 q2, le signe dépendant de la composante du bord de Gy/ç dont on
s^approche.

Le contrôle des expressions (117) et (118) nécessite une évaluation de Ai(6) :
il suffit (sic!) pour cela de pousser d'un cran les calculs de formes normales résonnantes
du § 2.1 en prenant comme point de départ la forme suivante de (40) :
(119) P^(^) = 4<D'(^ a, t, \ z |2, 0) + Di^ + D, z-] + y^-1 + 0(| ̂ +3).

10
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Nous noterons

(120) DI = D,((I, a, t) = u, ̂ ,
D, = D,((X, a, f) = a,̂ .,

et oublierons systématiquement de noter les dépendances en (A, a, t des divers coefficients.
On obtient, après une rotation des coordonnées de (1/^(0) - d^), la précision suivante
de la formule (44) :

/ P^a,»^"*") = R^9,

© = 6 + ̂ (r2) - ̂  ̂ ^ [c, r'-2 sin(27^6 + g(r2) - g(0)))

+ u, r» sin(27i(?e + ,?(r2) - g{0) + d, - v^)
+ u^r9sm(2^(- <fi + g{r2) + g(Q) - ̂  - »,))] + 0(r<'+2),

(121)

R = '•[1 +/(r2) + c, r'-2 cos(27t(?6 + g^) - ̂ (0)))
+ «i r9 cos(2n(qQ + g(r2) - g(0) + ̂  - ̂ ))
+ «2 r' cos(27t(- ^6 + g{f) + g{0) - </i - ̂ ))] + 0(rî+2).

Posons maintenant, comme en (45), r == r(plq) Vl + (T.
Puisque ̂ (r2) = ̂ (0) + éir2 + 0(r(/>/?)<) et/(r2) = (x + ar^ + ... == 0(r(/>/y)*)

(voir 49-1), on peut remplacer l/(27c(l +/(r2)) par 1/2TC et g{r2) - g{0-) par
^i»-2 = b^r{p{qY(\ +a)== x{pfq) (1 + a). Il vient P ,̂,,(6, a) = (0, S), avec

© = e + (/>/<7) + T(^) <, + rWqY T(o)

- 1; 'W2 (1 + ̂ (î-2)/2 sin(27t(ye + ̂ piq) (1 + o)))

- ̂  ̂ 1^ (1 + ̂  sin(27r(î6 + r^) (1 + o) + ̂  - ̂ ))

(122) ^ - 2^ TwqY (1 + <T)t/2 sm(27I(- ̂  + T^/?) (1 + CT) + 2À,, - (^ - ̂ ))
+ OW?)^2),

S == v + (1 + e) <T + j(T2 + r^)4 S(o)
+ 2^ rWqY-^^ + CT)t/2cos(27t(îe + T(^) (1 + (T)))
+ 2«i r^)2 (1 + (T)"/2^1 COS(27r(?6 + T(/»/î) (1 + <l) + ̂  - ̂ ))

+ Zy^W?)" (1 + (r)^1 cos(2ir(- ^6 + T^/y) (1 + (T) + 2^o - </i - ̂ ))
+ 0(r(^+2).

Enfin, dans 8,/, (défini au début du § 2.2), | r(/>/<?)2 - p2 ,̂ | et | ̂ {pfq) - ̂  |
sont au plus d'ordre C^72'-1-*), et si F(6, cr) est de classe G2 et (/>/<?)-périodique en 6,

8F
F(0, S) - F(6, o) = ̂  (6, o) ïp + 0(pî/,) p2 + O(p^) p" + 0(p;/.).



BIFURCATIONS DE POINTS FIXES ELLIPTIQUES

On en déduit que le changement de variables (6, a) [-> (6, p) défini par

(123) p = -L (© ̂  e - (piq)),
•y/a

75

conduit à l'expression suivante qui précise (50) (on a posé T = T , ) :

P..a,<«(9,P)=(©,R),

0 = 6 + (piq) + ïp,

R = v' + (1 + s') p + / p2 + S < p1 + 2c, t^-2 cos{2n{qQ + r))
i ̂  3

(124) + ̂ ["i cos(2n(qQ + ̂  - ̂ ) ) + «, cos(27t(î9 - 2by +d^+v^)]

-|- L»-2 (J- _ 47rr| q sin(2TC?6) | p
L V" / J

+ [W[u, cos(2n(qQ + ̂  - ̂ ))
+(?+!) «2 cos(2TC(^e - 2èo + ̂  + ̂ ))]] p
+ 0(^ p2 + 0(t9) p8 + 0(f+2).

Les autres changements de variables, à l'homothétie près faisant passer de x à v ,
sont suffisamment tangents à l'identité pour ne pas perturber ces formules. On en déduit
que Ai(6) n'est autre, à O^'1'2) près, que le coefficient de p dans l'expression ci-dessus
de R; autrement dit, puisque d'après (63) et (104) on a :

Ç(6) = cos(27ty6) + 0(<2), T == wt~{'"2)+s+'c, s' == yf-^'+s4^
2^ t" -2 == S^2' -3 - \ K ~ y^2' ~3 ~k,

on obtient

' Ai(6) = /„ Ç(6) + t, ̂ '(6) + 0(f'+2), où

/O = W[U^ COS(27t(^ - »i)) +(?+!) "2 COS(27T(- 2^ + </i + 0,))],

025) l / ^ - ^^
q \ 4n2 w2 j

tq
+ _ k sin(27r(^ - v,)) +(?+!) ^2 sin(27r(- 2b, + d, + ̂ ))].

En particulier, (117) et (118) deviennent respectivement
(117') 2n3 q3 w2^ - 8w) + 3nq Sw^12^3^ + O^23-2^

(118')
^^W2 / ^-2k

Tiér^-8'^0
'̂(W

Supposons comme d'habitude que 8 et w sont positifs.
Si, par exemple, (|y| f(t/2)-s-&/(47^2w2)) < 1, et si | u^ \ et 1 ^ 1 sont assez petits,

/i — 8w sera négatif ainsi donc que (117'), (118'), et le second membre de (109') qui
vaut/,Ç(6o)+(/i-8a;)|Ç'(6o)|.
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Cda signifie sans doute que tout le long de la courbe de bifurcation définie par
(109'), P^,c (et d0^ également P^,<«) subi^ une bifurcation de Hopf supercritique

Une telle situation, ainsi d'ailleurs qu'une grande partie de la dynamique décrite
dans ce travail, a été observée numériquement dans [11] dont les motivations sont biolo-
giques. La figure 22, qui complète la figure 16', est adaptée de cet article.

FIG. 22
(adaptée de [11])

Cependant, si ^ sin(27c(— 2èo + d^ + ^2)) est assez grand, ̂  — Sw peut très bien
devenir positif, et les signes de (117') et (118') peuvent alors différer; moyennant certaines
inégalités sur ses coefficients de Taylor, une famille générique P^ ^ donnée par le
théorème 3 peut donc présenter dans chacune des langues de résonance de la suite G
des bifurcations de Hopf dégénérées de P^ (annulation du coefficient R<?(<4/X), qui
joue le rôle du paramètre a). Il reste à vérifier que, quitte à restreindre l'ensemble des
familles génériques, on peut également supposer que toutes nos conditions de non-
dégénérescence sont satisfaites (le coefficient ïm(a^l\), par exemple, se calcule facilement
à partir de nos formules).

Ainsi, de même que dans le cas conservatif les îles elliptiques s'emboîtent, répétant
à l'infini une dynamique toujours la même, il semble que dans nos familles à deux para-
mètres le diagramme de bifurcation puisse contenir des répliques de lui-même de plus
en plus petites. Nous laisserons le lecteur poursuivre dans cette voie.

Note. — Tous ces calculs sont bien fastidieux et les causes d'erreur ne manquent
pas. On peut, par exemple, vérifier la cohérence de (117) et (118) en remarquant que le
terme dominant des deux expressions s'annule bien lorsque î\^,c est remplacé par le
difféomorphisme obtenu à partir du « temps 1 » de l'équation différentielle hamil-
tonienne E(a, 0) en effectuant le changement de variables qui transforme © en 6 + wy\
on vérifie en effet qu'alors

K = 0(y2) = O^2-^) et Ai(6) == Sw^(Q) + O^2).



CONCLUSION

Nous avions commencé cette série d'articles en comparant les familles à deux
paramètres P^ que nous étudions à un difféomorphisme local H préservant les aires
de R2 au voisinage d'un point fixe elliptique. Dans ([5], figure 1) nous indiquions l'ana-
logie existant entre la dynamique de H et celle de la famille P^ « le long» de la courbe
de non-hyperbolicité F.

Nous pouvons maintenant enrichir cette comparaison en faisant intervenir la
dynamique de P^g le long de chemins transverses à F. Plus précisément, de même que
H est une perturbation d'une forme normale N qu'on peut identifier à une famille à
un paramètre de rotations du cercle, la restriction de P^ au voisinage i^ est une
perturbation d'une famille de formes normales N^ qui peut être considérée comme une
famille à un paramètre a\-> ((JII-^N^J de familles à un paramètre, dans chacune des-
quelles se produit l'élimination d'un couple de courbes fermées invariantes ([7] figure 1;
c'est ce que dans [7] nous avons appelé « chemin standard d'élimination »).

Aux courbes invariantes de H données par la théorie de K. A. M. correspondent
les sous-familles à un paramètre ^ h> P^ passant par les points 7o de l'ensemble de
Gantor F introduit dans [5] (ji.e. les familles ne rencontrant aucune « bulle ») : ces
familles « ressemblent », en un sens que nous avons rappelé dans le § 3.2, à un chemin
standard d'élimination.

Aux ensembles invariants d'Aubry-Mather de H correspondent des sous-familles
de P^ rencontrant les ensembles G^ (voir [6]) et subissant a priori des bifurcations
complexes.

Enfin, nous venons de montrer qu'aux orbites périodiques de Zehnder et à leurs
orbites homoclines correspondent des sous-familles de P^ traversant au plus étroit
une « bulle avec taille de guêpe ». Le long d'une telle famille à un paramètre, la dyna-
mique s'approche de celle d'un chemin standard d'élimination autant que le permet
l'apparition d'orbites périodiques isolées entre les courbes invariantes qui désirent
s'éliminer (fig. 19, 20).

De même que nous avons montré que l'apparition de ces orbites périodiques se
faisait avant la disparition des courbes fermées invariantes, il serait très intéressant de
montrer qu'au moment où apparaissent les premières tangences homoclines correspon-
dant à la traversée de SVL^ et 8H_, il n'existe plus au voisinage aucune courbe fermée
régulière invariante par P^. On en déduirait qu'avant de s'éliminer, les deux courbes
se transforment en une paire d'un attracteur et d'un répulseur du type de Birkhoff ([2 bis]).
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De telles « courbes étranges » contiendraient des ensembles invariants d'Aubry-Mather
dont les nombres de rotation parcourent tout un intervalle ([10 bis]), ce qui donnerait,
par analogie avec le cas des familles d'endomorphismes du cercle, une première intuition
de la façon dont les différents ensembles G^ s'intersectent. La figure 23 décrit, dans ce
cadre conjectural, la distribution des nombres de rotation (t.e. des ensembles GJ
rencontrés le long du chemin considéré dans les figures 19 et 20. Notons que l'existence
d'un intervalle de rotation pour la valeur 5 du paramètre est assurée par le théorème 2
de [2] (voir également [8 bu]).

? i \ .——i—i———^ paramètre du chemin
1 2 3 4 5 6 78 9

FIG. 23

Cette question sur les attracteurs de Birkhoffest bien dans la ligne de notre principal
propos qui aura été d'analyser la tension hyperbolique-elliptique qui se manifeste quand
on mélange les influences radiales (coefficients ^ des formes normales, intervenant dans
les théories du type de la classique bifurcation de Hopf) et angulaires (coefficients b
des formes normales, intervenant dans les théories du type K.A.M.). Nous retiendrons
en particulier le grand pouvoir organisateur qu'a sur la dynamique globale la présence
de sous-dynamiques de « bon » nombre de rotation, rationnel ou irrationnel, dès que
coexistent distorsion et dissipation.



APPENDICE : ZOOLOGIE DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES E ,̂ o.f

Cet appendice contient divers résultats sur les portraits de phase et les bifurcations
des équations E^^.<«? rebaptisées pour la circonstance E(a, (B) (^> 0 petit est fixé, et
(Ji, a varient dans 8y^ où a, (3 sont des coordonnées définies dans le lemme 6) :

(Al) E(a, (3)

dQ
^=^

^ = a + ̂  + ïY + W.

On trouvera la définition de w^ y? 8, Ç dans la formule (63) ; rappelons en parti-
culier que y? 8, Ç dépendent (peu) de ((JE., a) donc de (a, (3). En fait, tous les résultats que
nous démontrerons sont identiques à ceux que l'on obtiendrait en supposant w, y, 8
constants [pour les figures w'> 0, y^ 0, 8> 0] et Ç(6) égale à cos(27r^6).

Le § 4 du texte n'utilise que le lemme A3 ; le détail des bifurcations (en particulier
le lemme A7) intervient par contre dans le § 5 où l'on étudie les orbites de P^a,!' homo-
clines aux orbites périodiques hyperboliques de nombre de rotation pfq.

Nous concluons cet appendice par une description du diagramme complet des
bifurcations de la famille E(a, (3) dans le cas où y? 8 ̂  dépendent pas de a, (3, et
Ç(6) === cos(2nqQ) (fig. A6) ; toujours sous ces hypothèses, nous décrivons également la
distribution des nombres de rotation du « temps 1 » de E(a, (3) sur ses courbes fermées
invariantes (fig. A8). Les démonstrations se trouvent dans [7 bis].

NB. — La lecture sera grandement facilitée par la contemplation préalable de la
figure A6.

Notations. — 1) Nous commettrons souvent l'abus consistant à noter (a, (3) e^,
y == y(a, P), S(9) = ^(a> ^ 9), au lieu de (pi, a) e ̂ , y(^ û, t), Ç(^, a, t, 6), etc.

2) E(a, (3) désignera également le champ de vecteurs (dans T1 X R ou son revê-
tement R2) définissant l'équation E(a, p).

3) E^'^a, (3) désignera l'équation
dQ
Jt^^

(A2) E^a,!^
1 = a' + TV + ̂ (9),
Ût

où y == YÎ^ P). 8 == ̂  P)? ^(e) = ^(a^ P^ 6)- (Ë^^ P) ne coïncide en général avec
E(a', 0) que si a = a' et P == 0).
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4) On utilisera comme dans le § 4 les notations

(32 — 4ay
4y2

P =(B) 2M>
a!

«i = i—r5

lïl

- _ ^
^"M 5

(ai et a^ sont définis en (A8) et (A9)).
On définit les sous-ensembles suivants de 8p/c •

(A3)

(A4)

I «</< == {(t^ a) 6 s^ P2 - 4ay < 0 },

/̂, = (^ <») e 8./<> a > ̂  + | ? | y"1-^ = ̂ i!/. n ̂

I , ,————————— » \

â^ = {y., a) e 8,/,, a > sup ̂  T P ̂ ai——a2 ' a! + ̂ 2) '

^/^((^^e^a^a.-IM^/^——12},

^/, -{(^a) e8,/,,a=ai}.

On a les inclusions évidentes
/ \c.\ ci? "5 a/ 41° "î <^fo ^\A3J "•K/a-'^p/a» WI>/^•"^•p/^> •̂ '»± -) <a'±

'D/a-'-f/a'

[j^ ,̂, ^/,, ^^, sont définis respectivement en (64) et (74) .J
Dans les notations (R), les définitions précédentes deviennent

•<>/<; == { ((^ û) e ^K/a» a < 0 }»

»̂°/a = ( ((A' a) 6 8^>/a. a + £2 > (| p | + VîTT^)2),
(A'3)

a + $2 ̂  ai + $2 si ± p ̂  0 ]
â^ = ((x, a) e S,/,,

a + a2 > (=F (3 + Vai + ocg)2 s i ± p < O J

(A'4)
/̂, = ( ((A, ff) e 8,/,, $ + as > (- | p | + Vai + a^)2),

^/, ={(^û) e8^,a=ai+P2}.

Lemme Al. — Si (a, (i) es/^y, le flot de E(a, p) rfaay T1 x R w /ût̂  invariante
aucune courbe fermée G° (orbite périodique ou réunion d'orbites et de singularités) homologue à
T1 x { 0 }.
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Démonstration. — Soit JS?(6,j') =y - (28/w) ^(6) la fonction définie au § 3.1. On
constate que

[E(a, JB) .JS?] (6,jy) == 2(a + Pj + YY)^

est du signe de [—y) dès que (a, p) e^,/,.
Puisqu'aux points où ^(6) = infx(6) (donc Ç(6) = 0), y = 0, le champ a pour

composantes (0, a), on conclut comme dans le corollaire du lemme 7 si a + 0; si
(a, p) == (0, 0), le résultat découle du lemme suivant :

Lemme A2. — Multiplié par le facteur intégrant exp(— (2y/w) 6), le champ E<x'•o(a,p)
{relevé au revêtement universel R2 de T1 x R) devient hamiltonien :

-^e 8H ,
wye w ==—(6,jy),

8y

2T<
(a'+ yy + 8^(6)) g ""= 3H

"39' (e,j'), où

(A6)
HCe^-j^-A^e))^9,

(sin(27rgr9) + fi Ç(6))A^e) = - - +
Y Vy2 + "2 qTt- ff2 W-'

^ + ̂  (̂ ^e) + 0(f2))
(^(9) = Ç(a, P, 6) est (1 fq) -périodique et bornée indépendamment de t).

La figure Al donne le portrait de phase de E^^a, p) en fonction de a'[a, p n'inter-
viennent pas qualitativement] : c'est le modèle d'élimination résonnante d'un couple de courbes
invariantes.

Démonstration. — Elle est évidente :

H(M=jy+^-p'jç(.).-28 ^e f 6 , -Se» , 1 -&(
e" Uu} e w du \e w

Puisque Ç(M) = cos(2^a) + t2 ̂ (a), où ^ est (1/y)-périodique, bornée indépendamment
de t, et d'intégrale nulle sur une période (voir (63)), un simple développement en série
de Fourier montre que

2T,, /«9 _2Y

(2S|w)ev' t î,{u)e « d u

= (S/VY2^-^2»2) [cos(27ry(6 - 9o)) + fi Xi(6)],

ou cos(27cy6o) - - Y/Vy2 + ̂  ?2 w2 == 0(f2),
sin(2TC^o) = (Tt^/VY2^'^!2^2»2 = 1 + 0(f4),

d'où la conclusion.
11
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8(1 + OW) ^>^r^-î—.-<<s^s'

8(1 + OW)

>
F̂io. Al

La figure A 1 est alors facile à obtenir : les orbites périodiques dans T1 X R sont de la forme
:(A7) y = ̂ (6) = ± Vh^),

et existent donc tant que a' > a^, où

8y
mf(sm(2^9)+<^(6))ai == ai(a, P) =

Vy2 + TC^a^eeT*

ISïl
(A8)

(1 + 0(f2)) = 0(8f2).
TC^W
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On a supposé que 8 > 0; dans le cas contraire, le rôle de a^ est tenu par

83

(A9)

|8y|
«2 = ̂ , P) = V . , a.,2»"2 ^P (sin(2^6) + f2 Ç(6))

vy ~r^ y 2*/ eeT1

|&Y (1 + O(^) = ai(l + OOT).
TT^W

Définition. — Si (a, (3) e â^ on note ^+(a, p) le sous-anneau de T1 X R+ bordé
inférieurement (resp. supérieurement) par l'unique orbite périodique positive y = q^(Q)
de E^^oc, |3) (resp. l'unique orbite périodique positive y == ^'(6) de E^'^a, (3)), où
a" ^ a' ^ ai sont définis par

a' = | y | a', a" = | y | a",

„ ^ - a^ + (p + Va + ag)2 si p ^ 0,

(A10) a ai + (P + Va - ai)2 si p ^ 0,

ai + (P + Va - ai)2 si p ̂  0,

oc2 + (P + Va + a^)2 si p ^ 0.

Z^ww^ A3. — Si (a, p) e ̂ ^g, E(a, |B) possède dans Panneau J^+(a, p) «^ Mwy^
orét^ périodique (en fait (1/y) -périodique) jy==p^(Q). Cette orbite périodique est attractante^

On laisse au lecteur le soin de définir J^_(a, (3) C T1 X R_ lorsque (a, (3) e â8^
et d'énoncer l'analogue du lemme 3.

Démonstration. — Elle est évidente : cherchons à écrire le plus petit sous-anneau
de T1 x B.4. dont les bords soient de la former == y^(6), x ^ ai, dans lequel rentre le
champ E(a, (3). Les conditions sur a' et a" sont manifestement

/ / «. / .-a ^ a ^ a^

a - a' + P^M ^ 0 si p ̂  0,
a-a"+(3^0

/ / ,- ^ ,̂a ^ a ^ a^

a — a' + ^y'm ̂  0 si (3 ^ 0,
a - a" + (3^ ̂  0

ou Jw? J^TOÎ J^M? J^M sont respectivement les inf et les sup de q\{W) et q^ (6), c'est-à-dire :

y.= i i ^ /' ̂ .i / ^ > / .. / ^ 7 . ' • s^m=Va -ai, j /^==Va+a;-25

" -* / ^77 .Ĵ M == Va + ao.

Des calculs évidents mais fastidieux fournissent alors la définition de «^4. (a, (3) et les
formules (A10).

Le cas où (a, (3) e ^~yiq se déduit du précédent par la transformation

O^)^(-^-P).
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Quant à l'unicité, elle vient de ce que

?Ï(6) ̂  == Va7 - 04 = J3 + Va-04 ̂  p (si (3 ^ 0),

qui implique que, pour tout (3, l'anneau ^(a, (3) se trouve dans la région où le flot de
E(a, (3), dont la divergence vaut (3 + 2y^ contracte les aires. Le raisonnement est le même
pourj< 0, le flot dilatant les aires dans ^,(a, (3).

La figure A2 montre les courbes de niveau de la fonction a'(a, (3) dans â^ (celles
de a" s'obtiennent en les prolongeant respectivement du côté (3 < 0 et (3 > 0).

a == ai(a, p) + P8

4y(a, P)
FIG. A2

(la figure est faite comme si ai, ocg, y étaient constants)

Remarque. — La largeur de e<Ja, (3) tend vers 0 lorsque (3 tend vers 0. En effet,
a' et a" tendent tous deux vers a, et

€W - CW =
(^(6) + yÏ(9))

Lemme A4. — Si (a, (3) e^ et a ̂  a^, /'oré^ périodique y =^(6) <fow^ /w ^
femw<? A3 ̂  /a Wc orè^ périodique de E(a, (3) homologue à T1 x { 0 } ^TZJ T1 x R tout
entier.

Démonstration. — Supposons quej/ =/((6), i = 1, 2, soient deux orbites périodiques
distinctes de E(a, (3) dans T1 x R+ pour un couple (a, (3) appartenant à SS^. On a

<(6) ̂ (6) == a + (3/,(6) + Y/.(6)2 + 8Ç(6), i = 1, 2,

et, par différence,

2 ̂ ?(9) - +2(9)] = P[v^(ey - v^(ey] + rDMO) - +,(6)],

où 4^(6) =/,(6)2, i = 1, 2. Mais ̂  — ^g étant périodique, le premier membre s'annule;
il existe donc 6^ tel que

P + Y [TÏi® + JW)] == 0, c'est-à-dire f,(Q) +f,(Q) = - ((3/y).
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II ne peut donc exister deux telles orbites périodiques dans T1 X R+ si l'une d'elles est
au-dessus de la courbe y = — ((3/y).

Mais ^+(6) ̂ y'^ — ((3/y) dès que a ^ ai.

Lemme A5. — Si (a, (3) e â^/g, E(a, (3) possède exactement deux orbites périodiques
[qui deviennent « singulières » pour (a, (3) === (a^ 0)], Pune dans T1 x R+, l'autre dans
T1 X R_, ^ j&^ d'autre courbe fermée C° /âî  invariante par son flot, qui soit homologue
à T1 x{0}.

Démonstration. — Soit (a, p) e ̂ ^, (a, j3) + (a^ 0); le lemme A4 montre qu'il
y a exactement une orbite périodique y =p^,(Q) dans T1 X R+ et une orbite pério-
dique ̂  =j&_(6) dans T1 x R_. Il reste à remarquer que, si Ki(6,^) =j^2 — ^(6)2,
on a

[E(a, (3) .KJ (6^) = 2^[a + (3j + 1^ + 8Ç(6)] ~ 2wî(6) (y?)' (6)

=2j/[a-a,+^+ïKi(6^)].

Le terme entre parenthèses est minoré par

+ ̂  + ïK,(6,jO,

donc par | p | /al±a2 ± p^(o) ^ o
'v 1 Y 1

sur l'ensemble K^ = 0.
Ajouté à la remarque que E(a, (3) ne s'annule pas aux points singuliers de K^ = 0

si (a, (3) 4= (ai, 0), ceci montre qu'aucune courbe fermée G° invariante homologue à
T1 X { 0 } ne peut rencontrer le sous-ensemble K^ < 0, ni a fortiori y = 0, ce qui termine
la démonstration.

Supposons maintenant que (a, (3) e ̂ ^/q, défini en (A4).
Le terme [a — a^ + (3^ + yK-i^jO] est majoré par

~ ' (3 W0'3^2 + ̂  + ÏK1(M5

donc par - | p | /al+oc2 ± p^(e)

sur l'ensemble K.i == 0.
Avec la remarque précédente, ceci montre qu'aucune courbe fermée invariante

par le flot de E(a, (3) ne peut rencontrer le sous-ensemble Ki = 0, ni a fortiori le sous-
ensemble y == 0.
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Supposons enfin que (a, (î) 4= (ai, 0) appartienne à la courbe ^^ définie en (A4).
Les singularités de l'ensemble K.i = 0 sont alors exactement les singularités hyperbo-
liques (*) de E(a, (3), et

[E(a, (3) .Ki] (6,j) = 2py sur Ki == 0.

On en déduit facilement qu'aucune connexion entre singularités hyperboliques
de E(a, (î) ne peut exister dans ces conditions.

On a en particulier démontré le

Lemme A6. — Si (a, (î) e é3\ u ̂  u ̂ , (a, |3) + (ai, 0), aucune connexion
n'existe entre les singularités hyperboliques de E(a, (3).

Bien entendu, d'après le lemme Al, la conclusion vaut également si (a, (3) e «a? , ,
qui n'est pas entièrement contenu dans ^°p,q.

Notons I, II, III, IV les quatre composantes connexes du complémentaire dans
Gp/. ̂  ̂  de </, u ̂  u ̂  u â^ (fig. A3).

Notons également P le point défini par l'équation (a, (î) == (ai, 0), et

les singularités hyperboliques de E(a, (3) sont )
H , = = (a, (3)(Ail)

connectées dans T1 x R^.

Lemme A7. — H^ ^^ H_ ^^^ respectivement contenus dans P u II u IV et P u 1 u III;
tout chemin allant du bord gauche au bord droit de Cy/g n 8y^ rencontre à la fois H+ et HL.

Remarque. — Si y, 8, Ç sont indépendants de (a, j3), H+ et H_ sont des courbes
connexes s'intersectant en P; l'adhérence de chacune d'elles rencontre chaque compo-
sante du bord de G ̂  en un unique point.

c^^

^/a0^/,^^)

FIG. A3

(*) On entend ici par singularités hyperboliques les singularités de type col.
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Démonstration. — Que H^. u H_ soit contenue dans la réunion de P, I, II, III, IV
est une simple paraphrase du lemme A6.

La démonstration des inclusions H_ C P u 1 u III et H^. C P u II u IV est une
conséquence de la formule

[E(a, p) .Ki] (6,j0 = 2^(a ~ 04 + ^) sur K^ = 0,

détaillée sur la figure A4 :

K , = 0

impossible
^* ̂ ^^

( a — ai > 0
^L^n ? donc 1 nH., =0,(p^ u

impossible

^S^^X^ c") a — a^ < 0
p<o , donc III n H+ == 0,

>$̂ >$5>^>< (ii)
impossible

(IV)

a — ai > 0
, donc II n H_ == 0,p<o

a — ai < 0
P> 0 , donc IV n H^ == 0.

impossible
FIG. A4

La deuxième partie du lemme A7 se lit, via un argument de continuité, sur la
figure A5 qui montre les positions respectives des variétés invariantes de deux singula-
rités hyperboliques consécutives de E(a, P) pour différentes valeurs de (a, P) (les dessins
correspondant aux valeurs de (a, P) dans cS?^ ou é8^ ne sont pas formellement néces-
saires mais ils aident l'intuition).

FIG. A5
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L'affirmation de la remarque vient de ce que, si y? 83 Ç sont indépendants de (a, (3),
les bords de G^ç sont de la forme a == constante, et les dérivées par rapport à (3 des compo-
santes de E(a, (3) en un point fixé (6,^) sont respectivement 0 et y. La pente du
vecteur E(oc, (3) (6,j/) croît donc de façon monotone avec (3 lorsque^ est positif (négatif).
Puisque, dans le cas considéré, la position des points singuliers de E(a, (3) est indépen-
dante de (3, la conclusion est évidente. Il est raisonnable de penser que ceci est en fait
la situation générale.

Ce qui suit est une description de la famille E(a, (3) dans le cas où
1) ^<0 et 8>0 sont indépendants de a, p.
2) Ç(6) = cos(2nqQ).

Le diagramme de bifurcations est décrit dans la figure A6, tirée de [7 bis]. Pour
compléter son intuition par des preuves le lecteur pourra consulter ce dernier article
(le remplacement de q par 1 est bien entendu totalement inoffensif) ; il est également
recommandé de consulter [2] et [10].

12
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Sur la figure A7, on compare le diagramme de bifurcations de la figure A6 avec
celui qui correspondrait au cas 8 == 0, c'est-à-dire à une famille d'équations invariante
par toutes les translations en 6 (analogue des formes normales N^ invariantes par tout
le groupe des rotations). Le rôle de la courbe F introduite dans ([5] fig. 4) est tenu par
une courbe F dont nous ne savons pas si elle est vraiment singulière au point P.

Enfin, sur la figure A8 on a représenté dans le cas 8 = 0 (resp. 8+0) les
ensembles G^ (resp. G^) correspondant à l'existence d'une courbe fermée C° homotope
à T1 X { 0 }, invariante par le flot de E(a, p), sur laquelle le nombre de rotation du
temps 1 soit co — C^/y) (voir dans [7 bis] la monotonie en fonction de ? de la période
des orbites périodiques de E(a, (3)). On voit bien que la connexité de Cy^ ne tient qu'à
un fil, détruit en général dans le passage de E^g ^ à P^a.c (corollaire du théorème 2),
ce qu'on a utilisé dans ([6], fin du § 1).

FIG. A8
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