
PUBLICATIONS MATHÉMATIQUES DE L’I.H.É.S.

PATRICE PHILIPPON
Critères pour l’indépendance algébrique

Publications mathématiques de l’I.H.É.S., tome 64 (1986), p. 5-52
<http://www.numdam.org/item?id=PMIHES_1986__64__5_0>

© Publications mathématiques de l’I.H.É.S., 1986, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Publications mathématiques de l’I.H.É.S. » (http://
www.ihes.fr/IHES/Publications/Publications.html) implique l’accord avec les conditions géné-
rales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou im-
pression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de
ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=PMIHES_1986__64__5_0
http://www.ihes.fr/IHES/Publications/Publications.html
http://www.ihes.fr/IHES/Publications/Publications.html
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


CRITÈRES POUR L'INDÉPENDANCE ALGÉBRIQUE
par PATRICE PHILIPPON

INTRODUCTION

C'est E. Borel qui en 1899 introduisit le premier le résultant de deux polynômes
en une variable dans l'étude des nombres transcendants. Mais c'est A. 0. Gel'fond
qui en 1949 en montra toute la puissance pour les questions d'indépendance algébrique
lorsqu'il généralisa la méthode qui lui avait permis de résoudre, parallèlement à
T. Schneider, le septième problème de Hilbert, pour démontrer qu'au moins deux des
nombres a3, ..., a^"1, où a est algébrique distinct de o, i et p algébrique de degré
d ^ 3 sur %, sont algébriquement indépendants sur Q .̂ Lorsque d = 3 il montrait ainsi
l'indépendance algébrique sur Q^ des nombres a3, a02 résolvant le cas d = 3 de la
conjecture, dite, depuis lors, de Gel'fond-Schneider (cf. [G] et [S]), qui demande d'établir
l'indépendance algébrique sur Q, des nombres a3, ..., a^"1 avec a et (B comme ci-dessus.
Cette méthode de Gel'fond, pour l'indépendance algébrique, repose sur un critère de
transcendance, dit lui aussi de Gel'fond, dont la démonstration fait intervenir de façon
essentielle le résultant de deux polynômes en une variable, et que nous rappelons dans
le corollaire suivant sous une forme raffinée obtenue indépendamment par W. D. Browna-
well et M. Waldschmidt en 1971 (cf. [B] par exemple).

Corollaire (0.1} (critère de Gel'fond). — On note d° P et t{P) le degré et la somme du
degré et du maximum des logarithmes des valeurs absolues des coefficients du polynôme P de Z[X],
Soient 9 e G et T, 8 deux fonctions creusantes de N dans N1' tendant vers l'infini. Si CQ est un
nombre réel suffisamment grand (indépendant de 9, T, S), il n'existe pas de suite (P^NEM ^
polynômes de Z[X] telle que pour tout N eN on ait t(Py) ̂  r(N), d° Py ̂  8(N) et

o < \W)\^ exp[- Goï(N + i) 8(N + i)].

N.B. — Ce corollaire, ainsi que les autres énoncés formulés dans cette introduction
seront déduits au § 2 de la seconde partie de cet article, d'un théorème appelé « critère
principal ». Ces énoncés ne sont pas toujours donnés dans cette introduction sous la
forme optimale établie par leurs auteurs.
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La méthode de Gel'fond a connu de nombreux développements, par exemple
W. D. Brownawell a étendu le domaine d'application du critère de GelTond en substi-
tuant au corps de base Q^ un corps quelconque de type de transcendance fini (au sens
de S. Lang); voir [B] pour plus de détails et aussi [C], § i, pour plus de théorèmes.

C'est surtout G. V. Ghoodnovsky qui, à partir des années 1974-1976, s'est attaché
à faire progresser les travaux sur la conjecture de Gel'fond-Schneider. Il propose ainsi
que le degré de transcendance sur Q^ du corps Q,(a3, ..., oc^"1), avec a et (3 comme
plus haut, soit au moins [log^rf + i)] (où [ ] désigne la partie entière et logg le
logarithme en base deux). Parallèlement, il énonce un critère d'indépendance algébrique
pour des polynômes en plusieurs variables, dont E. Reyssat a démontré dans [R] une
version améliorée que nous écrivons comme suit :

Corollaire (0.2) (critère de Choodnovsky-Reyssat). — Soient O^, . . . , 6^eC et T) un
2"

nombre réel ̂  2^* et a^y a^ deux nombres réels vérifiant o < a^ < a^ < a^ —^———. // n9 existe

pas de suite (PNÎN^N ^e polynômes de Z[Xi, ..., XJ telle que pour tout N > Ng on ait
^(PN)<N et

exp(- N^) < | P^O,, . . . , 6J| < exp(- N^).

Remarques. — Nous démontrerons ce corollaire pour tout nombre réel f\ ̂  n + i?
ce qui améliore de façon, semble-t-il, optimale le critère de Choodnovsky-Reyssat et
nous permet d'énoncer le théorème suivant sur la conjecture de Gel'fond-Schneider.
Remarquons auparavant qu'un énoncé similaire au corollaire (0.2) avec la condition
•y] ^ n + i avait déjà été proposé, sans démonstration, par G. V. Choodnovsky (cf. [G],
Prop. (5.1)).

Théorème (0.3). — Soient a un nombre algébrique distinct de o, i et (3 algébrique de degré
d^ 2 sur Q,. Alors au moins [rf/2] des nombres a0, ..., a^"1 sont algébriquement indépendants.

Notons que ce résultat général n'est pas assez fin pour contenir dans le cas d == 3
celui de Gel'fond. Nous établirons ce théorème au § 2 de la seconde partie comme
corollaire d'un théorème de minorations de degrés de transcendance plus général.

En 19775 Y. V. Nesterenko introduit dans [Ni], et pour la première fois dans
l'étude des nombres transcendants, les techniques de U-élimination à la Kronecker.
Nous avons déjà largement utilisé dans [P2] ces techniques pour étudier certains pro-
blèmes d'indépendance algébrique sur les variétés abéliennes (analogues de la conjecture
de Gel'fond-Schneider et du théorème de Lindemann-Weierstrass) et y avons démontré
un critère d'indépendance algébrique généralisant un énoncé antérieur de R. Dvor-
nicich (cf. [D], th. i). Nous mentionnons ce critère de [P2] sous une forme simplifiée.

Corollaire (0.4). — Soient Q^y ..., 6^ e C et CQ un nombre réel suffisamment grand en
fonction de n. Il n^existe pas de suite (1^ = (PI,N? • • - ? Pm(N).N))N^N d^idéaux homogènes
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de Z[Xo, ..., XJ dont la variété des zéros dans l'espace projectif P^(C) soit de dimension zéro,
telle que pour tout N ^ No et tout i == i, ..., w(N) on ait t(P, y) < N et

o<l^%N)^p^(I.el-•-en)|}<exp(-GoNn+l).

Y. V. Nesterenko a lui-même appliqué, dans [N3], les méthodes de [Ni] au pro-
blème de Gel'fond-Schneider où il démontre le résultat proposé par Choodnovsky, et
plus récemment dans [N2] pour l'étude des problèmes de mesures d'indépendance algé-
brique (voir également [G], § 2, pour une autre approche de ce type de problèmes).

En 1983, M. Waldschmidt et Zhu Yao Chen ont interprété dans [WZ] la condition
de minoration du critère de Ghoodnovsky-Reyssat, ce qui les a conduit à un énoncé
du style suivant :

Corollaire (0.5). — Soient (61, ..., 6J e C" et T] un nombre réel ^ 2" et Go un nombre
réel suffisamment grand en fonction de n. Il Sexiste pas de suite ((PI,N? • • • ? PWN) N ) ) N > N '
de familles de polynômes de Z[Xi,. . . ,XJ telle que pour tout N ^ No et tout
t = = i , . . . ,m(N) on ait t(P^) < N, et que pour tout (^, ..., ^ J e C " t e l que
^a^{|^~e,|}^exp(-3GoN71) on ait

o<,^x^{|P^(^, . . .^JIXexpÇ-GoN^).

Remarques. — Le véritable critère de Waldschmidt-Zhu (cf. [WZ]) est plus fort
car il ne demande d'imposer l'encadrement que pour les yi-uplets (^, . . . , - ? ) eC^
tels que ^ == Q^. Ceci fait que le vrai critère de Waldschmidt-Zhu entraîne a la fois
celui de Gel'fond et celui de Ghoodnovsky (cf. [G], Prop. (1.7)), alors que celui de
Choodnovsky n'implique pas celui de Gel'fond. Nous établirons le corollaire (0.5)
avec la borne meilleure Y] ^ n + i mais nous ne sommes pas parvenus à nous ramener
à l'hypothèse ^ = 6^ du vrai critère de Waldschmidt-Zhu. L'interprétation et l'étude
de ce type de condition, qui est peut-être à rapprocher dans le cas n = 2 de la condi-
tion (c) du théorème 2 de [D], nous semblent intéressantes. Il faut encore men-
tionner que Zhu Yao Chen avait déjà établi le corollaire (0.5) avec la condition
7]^ 2^(24^3) •

Dans cet article nous démontrons un critère d'indépendance algébrique englobant
et généralisant (aux exceptions près, déjà mentionnées) les critères précédents. La philo-
sophie de ce critère peut être mieux appréhendée sur le corollaire simplifié suivant :

Corollaire (0.6). — Soient 9 == (6i, ..., 6J e C" et T} un nombre réel ^ n + i
et CQ un nombre réel suffisamment grand en fonction de n. Il n'existe pas de suite
(^ == (FI.N? • • - 3 ^(N^N^N^NO d'idéaux de Z[Xi, . .., XJ dont l'ensemble des zéros dans
la boule B(8, exp(— 3GoN7î)) de C" soit de cardinal fini et telle que pour tout N ^ No et
tout i = i, ..., m(N) on ait t{î^} < N et

0 '^i^^N)^1'^6!- • - ̂ IK exp(- CoN^).
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Remarque. — Les divers raffinements que l'on trouvera dans le critère principal
(théorème (2.11)), par rapport au corollaire (0.6), sont essentiellement de séparer,
comme dans le corollaire (o. i), le degré de la hauteur des polynômes P^ ^ et de diffé-
rencier, comme dans le corollaire (0.2), les comportements du rayon de la boule consi-
dérée et de la majoration des | P i N ( ® ) l *

II est clair que le corollaire (0.4) est un cas particulier du corollaire (0.6) lorsque
l'on y déshomogénéise les idéaux 1̂  en posant Xç = i. Le corollaire (0.4) ne per-
mettait, dans [P2], de traiter les questions d'indépendance algébrique que sur les variétés
abéliennes (qui sont des variétés algébriques projectives complètes); le corollaire (0.6),
en « localisant » la condition d'être de dimension zéro, permet d'étendre les méthodes
et résultats de [P2] aux groupes algébriques commutatifs généraux. Le théorème (0.3)
est un exemple d'une telle extension. M. Waldschmidt a établi dans [W], par une méthode
différente s'appuyant néanmoins sur le corollaire (0.6), de nombreux autres cas de
grands degrés de transcendance dans les groupes algébriques. Il faut également dire
que G. V. Choodnovsky a dans [G], § 4, donné une démonstration dans le cas n === 2
du corollaire (0.6), bien qu'il ait énoncé le théorème (4.1) de [G] de façon différente.
Par ailleurs, la proposition (5.1) de [G] se trouve maintenant démontrée comme consé-
quence du corollaire (0.2) avec T] = n + I? tandis que les autres affirmations ou
conjectures de ce § 5 de [G] trouvent toutes leurs contre-exemples en reprenant la méthode
dej. W. S. Cassels pour démontrer le théorème XIV (p. 94) de [Ça] (cf. Appendice).
Signalons encore que le lemme (3.1) de [G] se déduit de la remarque suivant la propo-
sition (2.8) en adaptant la preuve de la proposition (2.6).

Nous avons découpé ce travail en deux parties. La première présente les outils
nécessaires à la démonstration du critère principal, on y trouve un exposé de la théorie
de l'élimination projective (§§ i et 2) très proche de celui de [Ni], et au § 3 des définitions
de hauteurs et valeurs absolues en un point d'idéaux homogènes (donc en particulier
de variétés projectives) ainsi que la preuve de plusieurs propriétés utiles de ces notions
(voir aussi [N3]). La seconde partie est consacrée à l'énoncé et à la démonstration du
critère principal (§§ 2 et 3), on y explique également au § 2 comment les énoncés de
cette introduction se déduisent du critère principal et au § i on étudie sous différents
aspects les variétés projectives définies sur un corps de nombres. Enfin, en appendice,
nous montrons qu'une des hypothèses essentielles du critère principal est naturelle.

Pensant que cette introduction serait parcourue par des lecteurs plus archimédiens
qu'ultramétriques, nous nous y sommes résolument placés dans le domaine complexe,
mais il est connu depuis longtemps que la nature des critères d'indépendance algébrique
est très algébrique et dépend peu du complété de Q^ dans lequel on se place, aussi
traiterons-nous dans tout ce qui suit les critères d'indépendance algébrique simultanément
pour toutes les places de (^ (ou du corps de nombres envisagé).

Pour conclure cette introduction, je voudrais remercier D. Bertrand et M. Wald-
schmidt pour leurs bienveillants conseils et encouragements lors de la gestation de ce texte.



I. — LES OUTILS GÉOMÉTMCO-ARITHMÉTIQUES

i. Idéaux U-élimmants

Soient R un anneau commutatif nœthérien et A = R[X(), ..., XJ l'anneau des
polynômes en les variables X Q , . . . . X,, à coefficients dans R. On note Jt^ l'ensemble
des monômes unitaires en Xo, . . . , X ^ de degré à (i.e. des expressions de la forme
X^° ... X^ avec oco, . . . , o^ e N et oco + ... + o^ = d). Soient r un entier ^ o et d
un élément de N*'. Si r = o on pose R[d] = R (resp. A[d] = A) et si r > i on
note R[d] (resp. A[d]) l'anneau des polynômes à coefficients dans R (resp. A) en les
variables

{ ^ ; j = = î , . ^ , r c t m € ^ } .

Et toujours lorsque r^ i on appelle U,, pour j == i, ..., r, l'élément de A[d]
suivant

ui= L ^-m-me^dj

Enfin, soit 1 un idéal homogène de A (i.e. engendré par des éléments de A homogènes
en les variables X^, ..., XJ. Si r = o on pose I[d] =1 et si r ^ i on note I[d]
l'idéal de A[d] engendré par 1 et les polynômes U^, . . ., U,..

Définition (1.1). — On appelle idéal U'-éliminant d'indice d de I, que l'on note (£^(1),
l'idéal de R[d] formé des éléments a tels que pour tout i = o, .. ., n il existe un entier N, e N
tel que û.X^' e I[d]. En d'autres termes, si on pose

W) - U (I[d] :^^) == U {/eA[d];/.^C I[d]},
&^i fc^i

on a (£,(!) = U,(I) n R[d].

Remarque. — Dans la définition de 11 (̂1), à cause de la nœthérianité de A[d],
la réunion infinie est en fait égale à une réunion finie et, les idéaux étant emboîtés, il
existe donc un N e N tel que :

w-w:,^.
Considérons l'algèbre SA[d] des polynômes à coefficients dans A en les variables

{^.m'î ^ = i, ..., r et m, m' e^y}
liées algébriquement par les seules relations

ç(j) ^0 -4- ç{J) 1 ç(j) ____ ^

"m, m — u cl •^m' ^ ^m', m — u*
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Le morphisme de A-algèbres suivant nous sera utile :
b : A[d] -> SA[d]

u^ -> bf^) — 2 s^ m'"m - ^ ^"m/ — AJ "m.m''"1*
m'e^rf.

Lemme (1.2). — .FW /eA[d] les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i)/eU,(I);

(ii) il existe un entier N tel que b(/).^C I.©A[d].

Démonstration.
(i) =^ (ii). Si /ell^(l) alors f.JK^C I[d]. Mais on remarque que

b(U,)= S b^.în- S S ^^.mm'=o
me.^rf. me^d. m'e^rf.

et donc b(I[d]) C I.SA[d] d'où b(/) .JK^C I.©A[d].
(ii) => (i). Pour i == o, . . . , T Î soit M^ Pensemble multiplicatif formé des puis-

sances > o de X^, M^ == {Xf, w = 1,2, ...}. On définit alors pour tout i un mor-
phisme de A-algèbres

5,: SA[d] ^M^.ACd]

u^l^ si m' == Xfy et m' + m,
Si^m') = - ̂ /X? si m = X* et m =t= m',

o sinon.

On vérifie facilement que pour tout j == i, . . . , r et m e^^. on a
s.ob^-^eM,-1.!^]

d'où l'on déduit que pour tout yeA[d]
^ob(/)~/eM^ l .I[d].

Lorsqu'on suppose que ï>{f) .^N ̂  I • ®A[d] on a s, o b(^) .^N C M^~1.1[d]
et avec la conclusion ci-dessus il découle que f.^yC M^.Ifd].

Ceci, étant vrai pour tout i == o, . . . , n entraîne l'existence d'un entier N' tel
que /.-^N+N'0 ^W et donc, d'après la Définition (1.1), tel que / e ÎId(I).

Proposition (1.3). :— Soit I un idéal homogène de A :
(i) si ^CVÏ alors U^I) = A[d] et (^(1) == R[d],

(ii) si 1 est premier et JK^ 4= I alors 11̂ (1) et (£^(1) sont premiers,
(iii) si I est primaire et JK^ 4= VÎ alors U^I) et ®d(I) sont primaires et de plus

YW) = U^VÏ) et donc V~W) - ®d(Vl),
t t

(iv) si I == n 1̂  ^ ^^ décomposition primaire normale de I, û/orj U(i(I) === n ÎId(I/i)
A=l . h=l

et donc ®,(I) == H ®d(IJ-
/ t==i

2^
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Démonstration

(i) est clair d'après la définition de Ua(I).
(ii) Si fgeU^I) on a, par le lemme (1.2) : b(/^) .^C I.GA[d]. Gomme

A est nœthérien et (5A[d] est un anneau de polynômes sur A, il est facile de vérifier
que lorsque I est supposé premier, I.(5A[d] est nécessairement premier (ou cf. [No],
Prop. 6, p. 263). Or si ̂  cf: I on a ̂  4= I.SA[d] d'où il résulte que

bc^-bcnbooei.sArd];
ceci entraîne que b(/) ou b(^) doit être dans I.(5A[d], donc que/ou g est dans U^I)-
On a montré que U^{I) est premier, il suit facilement que C£^(I) est également premier.

(iii) Si fgeU^I) on a encore, par le lemme (1.2) : b(/?) .^C I.(SA[d].
On vérifie comme précédemment que lorsque I est primaire et que ̂  4: -y/î, alors
I.SA[d] est également primaire et vérifie Ji^ <l:Vl.(5A[d] (ou cf. [No], Prop. 8,
p. 264). Il vient donc que î){fg) = b(/) b(<?) e I.SA[d]. Supposons fi U^ï), alors
b(/) ^I.SA[d] et la primante de I.SA[d] impose que î){g) êVl.(5A[d]; II existe
alors un entier M vérifiant b^ = b(^) eI.SA[d] d'où ^eU^I). On a ainsi
établi que U<i(I) est primaire, ce qui entraîne que (£^(1) est aussi primaire. Il nous reste
à déterminer le radical de ll<i(l). Mais dire que/appartient à ce radical est équivalent,
d'après le lemme (1.2), à dire qu'il existe un entier M tel que bÇ/^ .^MN c I.SA[d].
On vérifie aisément que Vl.SA[d] ==VÎ.(5A[d] (ou cf. [No], Prop. 8, p. 264.) et
/eVU^I) équivaut donc à dire que b(/) .^c VÏ.®A[d]. En réutilisant le
lemme (1.2), on a /e U^(VÏ) et on a montré que VU^(I) = H/A/Ï) ce qui achève
la preuve de (iii).

(iv) Le lemme (1.2) énonce que

/eU,(I) si b(/).^CI.(5A[d] == fi (I,.©A[d]),
h== 1. . . . :

cette dernière égalité résultant par exemple de [No], Prop. 9, p. 265. Et ce même lemme
<

affirme que cette dernière condition est équivalente au fait que /e fi ÎId(IJ. Le

point (iv) et la proposition (1.3) se trouvent donc ainsi complètement démontrés.

Remarque.— Lorsque I est primaire et ̂  4: y% il est aisé de vérifier que l'idéal
primaire U^I) a même exposant que I (l'exposant d'un idéal primaire Q est le plus
petit entier e tel que (VQÎ'C Q), et donc que l'exposant de l'idéal primaire (^(1)
est inférieur ou égal à celui de I. Quand R est supposé intègre, on peut montrer, bien
que nous n'en aurons pas besoin ici, en reprenant le travail de Y. V. Nesterenko (voir § i
de [Ni]), que 0^(1) et I ont même exposant.

Venons-en maintenant à l'interprétation géométrique de l'idéal U-éliminant.

il
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Proposition (1.4) (théorème de F élimination ï). — Soit p : R[d] ->k un homomorphisme
d'anneau de R[d] dans un corps k. Z<?j conditions suivantes sont équivalentes :

(i) PW))-^);
(ii) i7 ^^ une extension K de h et un zéro non trivial de p(I[d]) dans K'14-1 {i.e. :

3 x = (^, ..., ̂ ) e K^VC}/^ e I[d], p(^) (x) = o).

Remarques. — On a encore noté p le prolongement évident de p en un homomor-
phisme de A[d] dans k[Xo, ..., XJ.

La proposition ci-dessus généralise le théorème dit des zéros de Hilbert : on prend
r == °> R = k et p == idk; si 1 n'a pas de zéro non trivial dans K"4'1 pour toute exten-
sion K de h alors JK^ C VÏ.

Démonstration. — (ii) => (i) est clair car si a G (^(1) alors a.JK^ C I[d] et donc
si (XQ, . . . , x^) est un zéro non trivial de p(I[d]) dans K"4"1 on écrit pour un indice i
tel que x,^ o que p(û).^f = o d'où p(a) == o.

Pour (i) => (ii), on distingue deux cas :

• Si p est Phomomorphisme nul, alors tout point de k"4'1 est un zéro de
p(I[d]) = (o). En particulier il y a bien un zéro non trivial de p(I[d]) dans k"4'1.

• Si p n'est pas Phomomorphisme nul, montrons que pour tout entier N > o
on a ̂  <|: p(I[d]). Appelons kg le corps des fractions de p(R[d]); c'est un sous-corps
de k. Il est facile de vérifier que si ̂  ̂  P(I[d]) alors ̂  C p(I[d]) n ko[Xo, ..., XJ
ce qui implique qu'il existe un élément a e R[d] tel que p(a) .̂  c P^W) et p(û) + o.
Ceci entraîne qu'il existe des éléments (â^J^^ç^ de Ker p dans R[d] tels que
pour tout m e ^ N ^ ait S (a^ ^ + a 8^^) m' e I[d], où 8^^ désigne le

m' e -^N '
symbole de Kronecker. Si A est le déterminant de la matrice (û^ ^ + a 8^ ^,)^ ^ ^
on vérifie sans peine les propriétés suivantes :

A.^CIFd] donc Aetg^I),

et p(A) = ç{a)^\ + o

où |̂ | est le cardinal de l'ensemble ̂ , qui contredisent l'hypothèse (i), à savoir
que p(®d(I)) = (o). Il est donc établi que ̂  + p(I[d]) .k[Xo, .. . , XJ.

Soit i un indice dans { o , . . . , n } tel que pour tout entier N > o on ait
X? ^ p(I[d]) .k[Xo, .. ., XJ L'élément i - X, de k[Xo, ..., XJ n'est pas inversible
module p(I[d]) .k[Xo, ..., XJ. En effet s'il n'en était pas ainsi, notons RQ + ... + p^
cet inverse avec pj polynôme homogène de degré j. Alors ( i — X^) (j&o + • • • + Al) ~~ I

appartient à l'idéal homogène p(I[d]) .k[Xo, ...,XJ ce qui entraîne que Ro - i,
^iPo — A ? • • • ? ̂ iPîi-i —At et ^iPîs. appartiennent à ce même idéal, et donc on
devrait avoir X^4-1 e p(I[d]) .k[Xo, ..., XJ contrairement au choix de l'indice i. En

12
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conséquence de ceci, i — X^ appartient nécessairement à un idéal maximal SW de
k[Xo, .. .3 XJ contenant p(I[d]) et p induit donc un homomorphisme

y: A[d]-^k[Xo,. . . ,XJ/9[R=:K

de A[d] vers un corps K contenant k, qui vérifie ^(X,) = i 4= o et ^{p) == o pour
tout p e l [ d ] . Or 'p(^) == p(^) (p'(Xo), ...,p'(XJ), ce qui permet de conclure que
Cp(Xo), ..., 'p(XJ) est bien un zéro non trivial de p(I[d]) dans K"4'1 et achève la preuve
de la proposition (1.4).

Pour la suite de notre exposition et de ce paragraphe^ nous allons supposer que R est un anneau
intègre et principal.

Nous appellerons codimension d'un idéal premier ^ de A le plus grand entier h
tel qu'il existe une suite d'idéaux premiers deux à deux distincts

^=^o3^D. . . 3^=(o).

C'est le « rang » de [No], Déf., p. 214; l'appellation codimension est justifiée dans notre
cas par le fait que l'anneau que nous considérons est Cohen-Macaulay (cf. [No], Déf.,
p. 257 et Th. 17, p. 271).

Proposition (1.5). — Soit ̂  un idéal homogène premier de A de codimension^ n — r + i,

(i) si ^ n R + (o), alors (g )̂ = OP n R).R[d],
(ii) si ç? n R = (o), alors (^(^P) == (o) si et seulement si ̂  est de codimension < n — r + i,
(iii) si ç? n R == (o) et si ^ est de codimension n — r + i, alors (£<iW ^st principal.

La démonstration de ce lemme repose sur les deux faits suivants et sera donnée
après les preuves de ces deux faits.

Fait (1.6). — Si ̂  est un idéal premier de %[X] où ÎI est un anneau de polynômes sur R
et si ^ n % = (o), alors ^ est principal.

Fait (1.7). — Soit ̂  un idéal homogène premier de A tel que ^5 n R = (o) et XQ ^ ̂ .
On note r le sous-anneau de R[d] des polynômes à coefficients dans R en les variables
{^;y=i,...,r^me^\{X^}}.

Pour alléger l'écriture on note u^ = u^ quand m = X^'. Alors, si t < n + i — codim ̂
et i ^ t^ r, on a

W^rk^-.^l^o).

Démonstration du/ait (1.6). — Soit K le corps des fractions de %. L'idéal ^3.K[X]
engendré par ^5 dans K[X] est donc principal; soit/un générateur dans K[X] de cet
idéal. On peut supposer que / e ^} et, comme ÎÏ est factoriel, que / est de contenu i
(en effet si c est le contenu de/on a ffc e ̂  car c e % donc c ^ ^P, cet élément/le

13
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de <? est de contenu i et engendre ^Î.K[X]). Montrons que ^ ==/5l[X], et pour
cela soit g e^5; il existe A e ÎI[X] et b e îl tels que h. g ==/.A et donc é divise le
contenu de h.f qui n'est autre que le contenu de h, d'où h\b e 5I[X] et ^ ==/.A/é,

Démonstration du/ait (1.7). — Raisonnons par l'absurde en supposant qu'il existe
un élément fl e ©d^) n l*^^ • • • ? u{^] non nul- I1 existe donc un entier N tel que

^.^C^[d],

et en posant formellement pour j === t + i, ..., r
^=- S ^m/x^,

m+x^y

on montre que, a ne dépendant pas de u^^, . ... u^\ on a
a.^CWi,...^].A[d],

car Xo ̂  et donc Xo ^^PK, . . ., rfj. D'où l'on déduit que les coefficients de a,
vu comme polynôme de (RK, ...,<]) [^+1, . . . , ûfj, sont dans (£^ ...,^(^), et
comme fl est non nul, il suit que ce dernier idéal est non nul.

Appelant k le corps des fractions de R la non-nullité de (£^ ,... d}{^) entraîne,
via la proposition (1.4), l'existence de polynômes homogènes p^, . .., ̂  de degrés d^, . . . , < / (
de k[Xo, . .., XJ tels que l'idéal OMi, . . .,A) de K^. • • • » XJ n'admette pas de
zéro non trivial dans k" +1 (k désignant une clôture algébrique de k). Ceci entraîne que
codim(^S,^i, . . .,j^) ^ n + i et donc, par le théorème de l'idéal principal de Krull
(cf. [No], Th. (22), p. 217), que codim ^} ̂  n — t + i, contredisant l'hypothèse de
l'énoncé.

Démonstration de la proposition (1.5) — La proposition est claire si r = o, sinon
l'idéal ^ étant de codimension ^ n — r + ï < n + i on a ^^ (XQ, . . ., XJ et l'on
peut supposer que X^ ^ ^p, quitte à réindexer X^, . . ., X^.

(i) Gomme ^ n R 4= (o), posons R' == R/^3 n R; c'est un anneau intègre
et principal et l'idéal ^/ = OT n R de R'[Xo,. . . ,XJ est de codimension
< codim ̂  ^ n — r + i et vérifie ^ n R' == (o). Il suffit donc de montrer (ii) pour
obtenir que (g^') = (o) d'où l'on déduit bien que (£^) = OP n R).R[d].

(ii) La codimension de ̂  étant < n — r + i? prenons t = = r < n - { - i — codim ^P.
Gomme XQ ^ ^p, le fait (1.7) entraîne que (g^) n ̂ ^ = (°)- Inversement si
^(^P) = (°) la proposition (1.4), où l'on prend pour k le corps des fractions de R,
affirme que, pour tout r-uplet de polynômes homogènes p^, . . ., py de degrés d^, .. ., dy
de k[Xo, . . ., XJ, l'idéal (^,^1, .. .,A) de ̂ ^ • • ^ ^J admet un zéro non trivial
dans K"4'1 où K est une extension de k. Ceci entraîne que codim(^5, j&i, . . ., py) < n + i
pour tout r-uplet p^ .. .,^ et donc, comme ^3 n R = (o), que codim ^3 < n — r + i.

(iii) On utilise le fait (1.7) avec t == r — i ; on a bien t < n + i — codim ̂
et ^ n R == (o) et Xo ç^, ce qui entraîne que Œ^) n r^, . . ., ̂ -1)] == (o).
Le fait (1.6) montre alors que (Sa^)? qui est premier, est aussi principal.

14
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Remarque.—Lorsque l'on prend 1 = (o) dans A = Z[Xg, . . ., XJ et r == n + i,
l'idéal (£d(I) de Z[d] est premier, principal et, au signe près, son générateur coïncide
avec le résultant des n + i polynômes homogènes U^, . . . , U^^ de A[d] (cf. [M]).

Concluons ce paragraphe par un lemme donnant une majoration du degré, en
tant que polynômes de R[d], des générateurs de (£d(I) quand 1 est pur de codimen-
sion n + i — r. On rappelle que si k désigne le corps des fractions de R on définit
le degré d'un idéal homogène 1 de codimension n + i — r comme l'entier

r\
deg 1 = Ji^m ^. dim,(k[X,, ..., XJ/I .k)o,

où ( )„ désigne l'espace vectoriel des éléments homogènes de degré * de ( ). Notons
que si 1 n R 4= (o) on a deg 1 = o.

Lemme (i. 8).—Soit î. un idéal homogène pur de P^ de codimension n + i — r. Uidéal&^I)
est principal et ses générateurs sont des polynômes de R[d] homogènes^ pour j == i, . . ., r, par
rapport au groupe de variables ^ == {^); m e - .̂} de degré ̂  deg 1 . Il rf/.

Démonstration. — La principalité de (£d(I) résulte facilement des proposi-
tions (1.5) (iii) et (1.3). Comme ^(I.k) == (g^(I).k où k est le corps des fractions
de R, on peut se contenter de démontrer le lemme lorsque R est un corps k. D'autre part,
il est clair que (£^(1) === ®di((I. Ug, .. ., U,)) et que le degré de l'idéal (I, Ug, . .., U,)

r

est égal à deg 1. II d / . Quitte à permuter les polynômes U^, ..., Uy et à remplacer k
/=2

par le corps des fractions de R[(rfa, . .., dy)] il suffit d'établir la majoration du degré
donnée dans le lemme lorsque r == i. Dans ce cas, notons pour chaque idéal premier ^
associé à I, ^(^P) l'ensemble des zéros de ̂  dans P^(k) (k est une clôture algébrique
du corps k) : ^(^P) est un ensemble fini et son cardinal est égal à deg ^R. Si l'on choisit
convenablement pour chaque élément de ^(^P) des coordonnées dans k^1 on vérifie
à l'aide des propositions (1.3) (ii) et (1.4) que le polynôme de k[rf]

H ( S ^n.m(x))
xeaw me.^</

est un générateur de (^(^P)* Le degré de ce polynôme homogène est donc égal au cardinal
de ^(^P) qui n'est autre que deg ^3. Comme on sait que S e^ deg ̂  ̂  deg 1 où

^31
e^ est l'exposant de la composante primaire de 1 de radical ^ (voir par exemple [BM]
p. 282 et lemme i) il résulte de la proposition (1.3) et de la remarque consécutive qu'un
générateur (et donc tout générateur) de (£d(I) est homogène de degré ^ deg I. Ceci
achève d'établir le lemme.

Remarques. — i) Si 1 est un idéal homogène premier de codimension n + î — r,
on a ®,(I) = (^(I[^, . . ., ^_J) = (£41I^,,,^)(I)), or II^,,^)(I) est un idéal

16
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premier de A[(û^, . . . , ûÇ_i)] de codimension n d'après la proposition (1.3) (ii) et l'on
dédait facilement de la démonstration du lemme précédent que le degré en les
variables de ^ d'un générateur de ®4U(^..,^)(I)), et par suite de (£,(!), est égal

à degl. n d ( . On a bien sûr un résultat similaire pour les variables de %
C ; = i , . . . , r - i).

2) Supposons d^ d^ . . . ,^_i et 1 un idéal homogène de A de codimen-
sion n + î - r. Si l'on remplace pour j == i, . . ., r - i la forme U, par
P(U,) = U, + X,U,.X^ H est clair que l'on a p(®d(I)) - W .R[d][X]. On en
déduit que si/est un générateur de (^(1), alors/divise p(/) dans R[d][X]; dévelop-
pant suivant les puissances des À, on vérifie que p(/) ==/.

2. Élimination et complexe de Koszul

On reprend les notations du paragraphe précédent et l'on pose
A - r = = U i , . . . , A ) = = U , ;

ce sont des polynômes homogènes de degrés d^ . . ., rf,. On suppose que l'idéal 1 de A
est engendré par des polynômes p^ .. .,^ homogènes de degrés rf,^, ..., d,^. On
définit alors une permutation o de { î , ..., r + m} telle que

^0(1)^ ^0(2)^ • • • ^ ^(r+m)-

Soit p un homomorphisme de R[d] dans un corps k' de caractéristique zéro, et
A' =k'[Xo, ..., XJ. On note h la codimension de l'idéal p(I[d]) de A'. Le lemme
suivant m'a été fourni par D. W. Masser.

Lemme (1.9). — II existe des polynômes ?i, . . . , ̂  homogènes de degrés d^, ..., d^
formant une suite régulière dans p(I[d]), c'est-à-dire appartenant à p(I[d]) et vérifiant pour
i = r, . . . , A — î la condition

(^ • • • 5 ? t ) '' A'ît+1 == (^1. • • • . ? < ) •

De plus les polynômes q, pour i == î , . . ., h peuvent être pris de la forme

Wq,== S,(2:X,^.m)p(^_,),
JG S,

où la somme est étendue aux m e -<^_^, où S, est un sous-ensemble de {?, . . . , r + m}
i— 1

de cardinal ^ n d^ + i et où les \^ sont des entiers rationnels de valeurs absolues inférieures
i-l

ou égales à H d^.

Démonstration. — Soit io le plus petit entier tel que
P(A,«o)-r)+o et me^^_^;

16
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on prend q^ = în-p(^o(^-r) et l'on raisonne par récurrence pour construire q^ .. ., ̂ .
Supposons construits les polynômes ^5 ..., ^ pour i < h de telle manière que
P^W)^ °ù Jz désigne l'idéal (?i, ...,?,, p(A(t+i)-r). • • • . p(^o(r+m)-r)) de A'.
On sait que l'anneau A' est de Gohen-Macaulay (cf. [No], Th. (17), p. 271) et donc
l'idéal (q^y .... q^) de codimension i est pur. Notons N le nombre d'idéaux premiers

i
qui lui sont associés, ce nombre est majoré par le degré de l'idéal qui est égal à II dyi^.

Posons d == (rf^+i), i, ..., i) eN^1-14-1. L'idéal (£,((^, ..., q,)) de k'[d] est prin-
i

cipal et l'on sait d'après le lemme (1.8) que ses générateurs sont de degré ^ II d^

en les variables de ^ ={^; m e^ }. Gomme t < A, il existe, pour chaque
idéal premier ^ associé à (^, ..., ^), un polynôme p(^o(» )-»•)? avec l<^ h?^ r + ̂
n'appartenant pas à ^P. On appelle S,_^ l'ensemble des indices i^, lorsque ̂  parcourt
les idéaux premiers associés à (y^, . . . , ^), auquel on adjoint l'indice i + i. Le cardinal

i
de S^i est^ N + i ^ II dy^ + !• Le principe des tiroirs permet alors de trouver

un polynôme q^^ de la forme (*) qui n'est dans aucun des idéaux premiers associés
à ( î i .? . . . ,^) , ce qui montre que lorsque l'on substitue dans un générateur/
de ®d((?iî • • • 3 y»)) ^es coefficients du polynôme générique de la forme (*) aux
variables {u^; m e^ } on obtient un polynôme homogène non identiquement
nul en les variables { ^ m î J 6 ^ ! , m e^ ^ } de degré en ces variables

i

majoré par II dy^. On en déduit l'existence d'entiers rationnels Xy ^ tous non nuls,

de valeurs absolues ^ II dy^ et n'annulant pas le générateur / de (^((^1, ..., ^)).

Il suit de la proposition (1.4) que le polynôme q^^ de la forme (*) associé à ces
entiers \^ n'appartient à aucun idéal premier associé à (^, ..., ^), et donc que l'on
a bien

(?1. • • • .? , ) ^A'îi+l^ ( l̂. • • • .? , ) •

Gomme les ^ m sont tous non nuls, on a p(^o(t+i)-r) eJi+lï ce V11 achève la cons-
truction de ^3 et la preuve du lemme (1.9).

A la suite ^i, ..., ̂  fournie par le lemme (i .9), on associe un complexe de Koszul,
c'est la suite

o->^-^A^...^A,_^A,

où Af est la partie homogène en degré / de l'algèbre extérieure libre sur A' engendrée
par les symboles z-^, ..., ̂  et où les applications S{ sont données par

h

^(2\,...^^A ... A ^) == S Sfl^_^.^A ^A ... A ^,

où les sommes sont étendues aux (1*3, ..., i^) tels que i < t'i < ... < i/^ h.

17
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On déduit facilement du fait que la suite ^, . . ., ̂  est régulière que le complexe
ci-dessus est exact, son conoyau étant isomorphe à A'/^i, . . . , % ) avec l'augmentation

c : A^A7(y,,...,^),

az^ A . . . A ^ ̂  û mod(yi, . . ., ̂ ).

On en déduit en particulier que si l'on désigne par A^ et (yi, ..., ̂  les éléments
homogènes de degré » en Xo, . . ., X^de A' et de (?i, . . ., ^) respectivement on a
l'identité

h

dim^A^, . . . ,^ )D==^(- i/Sdim,,Ao_,^_,._,^,

où la somme est étendue aux (i^, . . ., ^) tels que i ^ î\ < . . . < i^ h.
Ce qui montre que le nombre dim^ AD/(?I, . . ., ^)o ne dépend que de D et

des degrés des éléments de la suite régulière q^ .. ., q^ choisie.

Proposition (1.10) (théorème de F élimination II). — Soit p : R[d] -> R' un homo-
morphisme de R[d] dans un anneau R'.

(i) p(®,(I))C Up(I[d]):R^.
fc^i

(ii) Si R' ̂  intègre^ de caractéristique zéro, de corps de fractions k', on a

9W))^ =^p(I[d]) :,̂  == p(I[d]) :^,

<?M M ^ ^(i) + ... -j- rfo(n+i) "-^ sl w + i ^ r + m ^ M ^ i rino%.

Démonstration. — (i) résulte de la définition de (£d(I). Quant à la première égalité
de (ii) c'est une reformulation de la proposition (1.4) si on remarque que p((£^(I)).k'
est égal à (o) si ^i 4= Vp(I[d]) et à k' sinon.

Pour établir la proposition il suffit de montrer que p(I[d]) : ^,J(y^ == k' dès que
U p(I[d]) : k.^ = k'. Or cette dernière hypothèse signifie que l'idéal engendré•& ̂  i

par p(I[d]) dans A' ==k'[Xo, . . . ,XJ est de codimension n + i. En particulier
r + m ^ n+ i et utilisant le lemme (1.9), on construit dans p(I[d]).k' une suite
régulière ? i 3 . . . , ^ + i de polynômes homogènes de degrés d^, ..., ^(n+i)- La

remarque précédant l'énoncé de la proposition montre que pour tout entier D on a

dmy AD/(^, .. ., q^^ = dim^ AD/(X^(D, . . ., X^(-i))o,

mais on vérifie aisément que AD/(X^(D, ....X^C^i))^ est nul pour tout D ^ M et
il en est donc de même de AD/(^, . . ., ^+i)i), d'où il résulte que

-<C(yi,... ,?^i)Cp(I[d]).k',

ce qu'il fallait démontrer.

18
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3. Hauteurs sur les polynômes et les variétés

Soit K un corps de nombres, S l'ensemble des places à l'infini de K et pour toute
place y de K on note K^ le complété de K pour une valeur absolue |. ]^ associée à y.
On note encore C^ le complété d'une clôture algébrique de K^, et a^ le plongement
de K dans Cy étendant le plongement canonique de K dans K^. On a JA:|,, = \Cv{x) |̂
pour tout x e K, où |. |̂  désigne la valeur absolue de Cy étendant la valeur absolue
ordinaire de Q^ si v e S et telle que \P\(v) == I|P sl v ^ S et si p est le premier de Z
divisant v. Enfin on note n^ le degré local en y, c'est-à-dire le degré de Ky sur Q^p ou R
suivant les cas.

Soit P un polynôme en des variables T\, Tg, . . . à coefficients dans le corps K.
Pour chaque place y de K on note <^,(P) le polynôme déduit de façon évidente de P.
Nous allons définir une mesure locale de P en y de la façon suivante :

• si v ^ S, M^(P) est le maximum des valeurs absolues y-adiques |. [^ des coef-
ficients de <?„(?) et c'est aussi le maximum des valeurs absolues y-adiques |. !„ des coef-
ficients de P;

• si y e S, M^(P) est la mesure de Mahler de <^(P) qui est définie par M(o) == o
et, si <r,(P)eC[T,, . . . ,TJ\{o},

M(o,(P)) = exp (J^ . . . ^ log | <T,(P) (^-i, . . . , ̂ ) | du, . . . du^

L'intégrabilité de log | or,,(P) [ (cf. par exemple, [Ru], Th. (3.3.5), p. 46) entraîne
que My(P) = o si et seulement si P = o.

Par la suite on utilisera également la notation M,,(P) pour P e C^T^, .. ., T^].
Si P eK[Ti, . . ., TJ\{o} il n'y a qu'un nombre fini de places y de K telles que
M^(P) 4= i. On peut donc poser les définitions :

Définition (1.11). — On appelle h et h les applications hauteur et hauteur invariante

h,h: U K[T,,..;,TJ->R
M^O

définies par h(o) = h(o) = o et, pour P =N o,

h(p) = nT-7^ -s ̂  • max(05 ̂  M^[K : yj v

^^rK^oT2^1^^^-[K . yj v

Remarques
• Si K C K/ est une extension de corps de nombres, on peut voir tout élément

de K[Ti, ..., TJ comme un élément de K/[Ti, ..., TJ; on vérifie sans peine que
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les hauteurs h(P) et h(P) ne dépendent pas du corps de base choisi (et c'est pourquoi
nous ne l'avons pas fait figurer dans la notation). Ceci permet de prolonger h (resp. h)
à l'ensemble U QET^ ..., TJ.

w^O

• Si À e K on notera que h(X) n'est rien d'autre que la hauteur de Weil loga-
rithmique et absolue de X.

Les premières propriétés de ces hauteurs qui nous seront utiles sont réunies dans
la proposition suivante :

Proposition (i.ia). — Si P,Q,eK[Ti, ...,TJ\{o} et \ e K* on a

(i) h(P) S. h(P),
(ii) h(X) = o,

(iii) h(PQJ = h(P) + h(QJ et h(PQ) ^ h(P) + h(QJ,

(iv) h(P) < h(PQJ + h(QJ - h(QJ,

(v) h(P) ./ h(P) ^ o,

(vi) pour toute place v, M,,(P) ^ exp ( — ~—-^J h(P)|,
\ ^ /

(vii) il existe p. == p.(P) e K" tel que h((JiP) = h(p.P) == h(P).

La démonstration sera donnée après celle du lemme suivant sur lequel elle s'appuie.

Lemme (1 .13) . — Soient P, Q^€ C,[Ti, ..., TJ de degrés dy et d^, on écrit
P(T\, . . . , TJ = Sfl̂  ,....a^ T?1 . . . T^ oà /a ^mw^ ^ ^W^ aux (04, ..., aj tels
que a^ + • • • + »m^ ^p- Soit m' e{o, ..., m} et posons a^ = dp — 04 — ... — a /̂.
•S'î ^,...,0^ eC.[T^+i, ..., TJ désigne le polynôme

Sa T^+i T^^aal,...,a^.a^+l,...,a„, -'•m'+l • • • ^m î

où /a jomm^ ^ étendue aux « ,̂ .. ., aj ̂  ̂  a^+i + ... + <^ ao, on û /^
inégalités suivantes :

si v eS, Î<(P^,..,^,) < ——A!———,M,(P)11 ' m ao!ai! ... «„,!

^ M,(P+Q.) ^^(^(m+i^+^^^+i)^;

s i v ^ S , M,(P^..,^)^M.(P)

<'< M,(P+Q.) <max{M,(P),M^(Q.)}.

Démonstration. — Pour les places v ^ S le lemme est évident, soit donc o 6 S.
Démontrons pour commencer la première inégalité. Il suffit de traiter le cas m' == i
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pour tout nombre m ̂  i de variables, le cas général s'en déduisant comme suit. On a
successivement, en appliquant ce résultat avec m — m' + i, . . ., m variables, les inégalités

K(P,,...,,,) ((^«—————^M.tP.,.,..,,)
"0 • —m' '

M fP ) < (^P-»l- • • • -«m--2)' „ /p .
M« ,̂...,̂ J'- (rf,-a,- ... -a^^ia^!"1^---"^

M,(P^) ^ . . r f p ! , , M.(P)
(^p—ai)!ai!

d'où l'on déduit immédiatement l'inégalité annoncée.
Pour traiter le cas m' = i on utilise le fait bien connu que pour un polynôme

d
a e C[T] s'écrivant a(T) = a^ T1 + . . . + a^ = a^ II (T - a,,) on a

»"i

M(a)=|ajnmax(i,|a,|)
/»==!

et donc, pour h = o, ..., rf,

| ûJ=l^ l |S^ . . . a , J^M(û) .S i^^——^M^) ,

où les sommes sont étendues aux (î\, ..., i^) tels que i ^ i\ < . . . < ^ ̂  rf.
On en déduit que pour ^, ..., t^ e C et o^ < rfp on a

|Pa^2, . . .^J| ̂  , 4 ! ., eXp(f 10g |P(^l, ̂ , . . ., tj\ du,}
aiî^dp — a^ ! Wo /

et donc que

M,(P^) == exp ( ? .. . F log | P,̂ , .. . , ̂ ) | du, . . . ̂ J
wo •'o /

.̂,(5^ '̂
ce qui achève d'établir la première inégalité.

Pour montrer la seconde inégalité, on remarque que la première entraîne pour
tout ^, ..., t^ e C la majoration

|P . (^ , . . . ,^) |^M,(P)( i + N + ... +1^1)^

et la majoration correspondante pour Q^. Gomme les ^ intervenant dans la définition
de Mp sont de modules égaux à un, on obtient

M,(P + QJ ^ exp (J ' . . . J'IogÇM^P). (m + i)^

+M,(Q)(m+I) d Q )^ . . .^ )

ce qui démontre la seconde inégalité et termine la preuve du lemme.
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Remarque. — Si v e S, on a de façon générale les inégalités suivantes que nous
utiliserons très souvent par la suite (P e C,[Ti, . .., TJ comme dans le lemme ( i . 13)) :

M,(P)^S|^,^J^ (m+i)^.M,(P),

où la somme est étendue aux (ai, . .., aj tels que a^ + . . . + a^ dp. La seconde
inégalité est une conséquence du lemme (1.13) et la première découle de la définition
de M,(P).

Démonstration de la proposition (1.12). — (i) est clair, (ii) résulte de la formule du
produit sur K [i.e. Il \x\^ = i si x eK'), (iii) est une conséquence de la multipli-

cativité de My pour toute place v (lemme de Gauss lorsque v <^S). Pour (iv) on écrit

h(p) == [K^O] f nv max(0' log ̂ TO) - ̂ ë ^(QJ)

^ h(I>QJ ~ rK^m s ̂ log M^)LK.. yj „

+ FK .m s ̂  "^(^ ̂ g ̂ (QJ)L1^ • VIJ ^
^ h(PQ) - h(QJ + h(Q).

On démontre les propriétés (v), (vi) et (vii) par récurrence sur le nombre de
variables m. Pour m == o, (v) est une conséquence de (i) et (ii), (vi) est l'inégalité de
la taille sur K (conséquence de la formule du produit) et (vii) est clair avec (JL = i/P
d'après (ii). Si m ̂  i supposons ces trois propriétés établies pour les éléments de
K[Ti, . . . , T^_J et soit P e K[T\, ..., TJ. Appelons T^ la plus grande puissance
de T^ divisant P et posons Pô == P/T^; comme M,(T^) == i pour toute place u
il suffit de prouver les propriétés (v), (vi) et (vii) pour Pô afin qu'elles soient vérifiées
par P. Le polynôme P; == Po(T\, . .., T,_i, o) e K[Ti, ..., T^] est non nul et
vérifie donc les propriétés (v), (vi) et (vii). On déduit alors du lemme (1.13) que pour
toute place y on a
(*) M,(Po) ^ M,(Po) > o.

Il résulte que

h(]po) = [K^] Ï nv log Mv(po) ^ [K^O] s nv log Mt5(po) == h(]po) ^ c>

d'où (v) pour Pô. Ensuite

M,(Po) ^ M,(Po) ^ exp (~ [KiQJ h(Po)V
\ ^ /

d'où l'on déduit (vi) pour PQ car h(Po) ^ h(Po) est une conséquence directe de (*),
Enfin il existe pi = [ji(Po) e K' tel que M^o) ̂  i pour tout y. On déduit encore

22
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de (*) que M,(p.Po) ^ M^piPo) ^ i d'où h([jiPo) == h(p.Po) == h(Po) ce qui démontre
(vii) pour Pc et achève la preuve de la proposition (1.12).

Nous allons maintenant passer aux variétés ou plus précisément aux idéaux.
Soient 1 un idéal homogène de A == K[Xo, . . ., XJ de codimension n — r + i et
d e N^ on appellera forme U-éliminante d''indice d de 1 tout générateur de la partie principale
de (Êd(I) (c'est-à-dire tout p.g.c.d. des éléments de (£^(1)) et l'on pose :

Définition (1 .14) . — Ht,i(I) ==: h(/) et Dega(I) =: d°f (degré total) ouf est une
forme V-éliminante d^indice d de 1 quelconque.

Remarque. — II est clair d'après la proposition (1.12) que ces définitions ne dépendent
pas de la forme f choisie. D'autre part il faut noter que d'après le lemme (1.8) on a

Deg,(I)^degI X d^ .. . d, X (2 i/rf,),

l'inégalité pouvant être stricte. Toutefois si 1 est premier la remarque finale du § i montre
qu'il y a égalité dans ce cas.

Soit X C P^ et I(X) =={P eA; P(X) == o}, on posera parfois
dim X == n — codim I(X),

et Ht,(X) = Ht,(I(X)), Deg,(X) == Deg,(I(X)) pour d e N^^^

On considère maintenant une place y de K et un idéal 1 homogène de codimen-
sion n + i — r de CJXo, . .., XJ. Soit d e ̂  et x e CÇ4'1, on note comme aupa-
ravant ^(1) l'ensemble des zéros de 1 dans P^(CJ.

On utilisera le morphisme suivant

bx ,d : C,[d]-^SCJd]
^M^)= S ^m-m'^),

m' ç:^d'

que l'on notera également bx ou simplement b lorsqu'il n'y aura pas d'ambiguïté sur
les indices. Pour simplifier les notations, nous utiliserons à plusieurs reprises dans la

f>j /^ r>^ /^
suite de cet article le morphisme bx,a (ou bx, b) défini par bx,d(^m) = ^^(^Sîi/^.j.x)?
pour j = i, . . . , r et m e ̂ ., et où m^ j , = M,,(Uj(x)) si v e S et m^ j ^ = m'(x),
où on choisit m' tel que |m'(x) [^ = M,,(Uj(x)) si v ^ S (ici Uj(x) est la forme
linéaire U,(x) = S ^.m(x) e C,[rf,]).

me.^

Définition (1.15).- ||I||x,.,o =: M,(b^(/))/M^(/). nM,(U,(x))^
= H,(b^(/))/M,(/)/~1

oà / est une forme U-éliminante d'indice d <fe I. Si X C Pn(Cp) oa pose
Dist^(X,x) = ||I(X)||^^ pour deN1^'^,

rô I(X)={PeCs,[Xo,...,XJ; P(X)=o}.

23
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On vérifie facilement que cette définition est indépendante de f et ne dépend
que du point défini par x dans ?„(€„). Également on vérifie, en utilisant la proposi-
tion (1.4) et lorsque 1 est pur, que bx d(*/) = ° sl et seulement si x e .2^(1); on a
donc en général

l | I | lx, . ,d = 0 0 D<,(^(I), X) = 0 ^ X 6 ̂ (1).

(Nous continuons de noter x le point de Py»(C^) défini par x eC^1.)

N.B. — Gomme nous l'a fait remarquer le référé, pour définir M^(bxd(,/)) nous
devons choisir un ensemble de variables s^ ^ formant une base de SC,,[d] ; on vérifie
alors que M,,(bxd(V)) ne dépend pas de ce choix.

Fixons la place v de K. Soient x, y e Py»(Cy) $ nous allons comparer Dist,, i(y, x),
que nous noterons simplement Dist(y, x), à la métrique de la carte affine { X Q + 0}

y. y,.
de ?„ définie par ||y — x]| == max -1 — -*- lorsque XQ^Q + o et où {XQ, ..., x^)

Ki^n j^ XQ ^

(resp. (j/o, ..., j/J) désigne n'importe quel système de coordonnées projectives de x
(resp. y).

Lemme (1.16). — On suppose que XQ 4= o.

(i) Si ĵ o == ° on a

[(n + I)2.max{I, HxH}]-^ Dist(y, x) ^ {n + i)2.

(ii) Si VQ + o on a

i l|y-x||
(n+ ^•max^lIxIDmaxOJIyll}

^^^^^^^ax^i^'ilyur
Démonstration. — On a par les définitions (1.1) et (1.15)

Dist(y, x) = M,(b,(U(y)))/M,(U(x)) M,(U(y))

et b,(U(y)) = S s^y, - x,y^
0^i<J^n

ce qui montre en particulier que Dist(y, x) =Dist(x,y).
Supposons d'abord XQ = i et j^ = o. On a, d'après le lemme (1.13),

o%n^i^l(»)^ ^w»))' o l̂̂ l̂  ̂ wy))
et M.(b,(U(y))) < (n ̂  I)2 ̂ rnax^ ̂  {| ̂ , - ̂ , |(,,}

< (n + i)2^^^!^^},,^^!^^}.

2rf
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d'où la majoration de Dist(y, x) dans (i). Pour la minoration on écrit, car y^ = o et
XQ = i, que

o^n^lc^ o^JI^ - ̂ <U^ ^xWy)))

et que M,(U(y)) <S (n + i) ̂ ni^{|^[^}

et M.,(U(x))<(K+i)max{i,||x||)

ce qui permet de conclure.
Supposons ensuite Xy ==JQ = i, on a alors

max{i, ||x||}< M,(U(x)), max{i, ||y||}^ M,(U(y))

et M.(b,(U(y))) < ("-^-l)-2^max^{|^, - ̂ ^}.

Si 11 x 11 ^ 11 y 11 on écrit pour o < i < j ̂  n que
\XiV, — •VjJ',|(,,) = \Xi{jy, — x^} — x,(y, — x,) [^ ^ 2 ||y - x|| max{i, |[x||}

d'où l'on déduit que
H,(b,(U(y))) ^ (n + 1)2 ||y - x|| max{i, ||x||}

et enfin Dist(y, x) < (n + 1)2 l l y~x l l
max{IJ|y||}

^1 11 Y 11 ^ 11x 11 on échange les rôles de x et y, ce qui conduit à la majoration
du (ii) de Dist(y, x). Pour la minoration, on écrit, car XQ =j'o = I » (lue

||y - x|| = ̂ a^{|^. - ̂ U^ ̂ max ĵ|̂ , - x^}

^ M,(b,(U(y)))
et M,(U(x))^ ( ^ + i ) m a x { i , | [ x | | }

et M,(U(y))^ ( ^ + i ) m a x { i , | | y | | }

d'où la minoration du (ii). Le lemme (1.16) est ainsi démontré.

Remarque. — Gomme b^(U(y)) = - S s^ ^(m(x) m'(y) ~ m(y) m'(x)) on
2 m, m' e -^d '

vérifie que pour tout r f e N * on a Dist^(y,x) == Dist,,^(x,y). Également, on vérifie
à Paide du lemme (1.13) que l'on a, pour tout x, y, v et rf,

^-'-^-î fS)) «"+•'" si"s
et < i si u f S.

Nous terminons ce paragraphe en établissant une propriété supplémentaire des
mesures M,, sur les anneaux de polynômes.

25
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Proposition (i. 17). — Soient P e CJT^, ..., TJ an ̂ n^ <fe (fe^r<f d, et

q^W: C,[T,,...,T,]^C,[S,,...,SJ

AMA- homomorphùmes de C^-algèbres tels que pour t = i, 2 cf i = i, . ..,p on ait

^(T.) = <o + ̂  ̂ . S, avec ̂  e €„.

Alors

]VW(P) -^(P^/M^PK ^.max{|^)-<p^}.max{i, ly^r1,

oà G, = 4^ + i) (y 4- i) ^ y e S ^ G, = i si v i S <f oà ̂  wawnû wnf />m sur
les i e{i, ...,?}, j e{o, ..., q} et de plus t e{i, 2} pour le second.

Démonstration. — Nous la donnerons uniquement pour les places v de S, la preuve
pour les autres places étant similaire et plus simple.

Pour { = 1 , 2 posons '̂(u) = y^ + 2; (p .̂e2*""»; on a donc

l^(«)l(.)<(?+i).max{|9^^}

où le maximum est pris sur les i e{i, ...,?} et j e{o, ..., q}. On écrit

M^y'̂ P) - ̂ '(P)) = exp J; ... ̂  log | A(u) ̂  du,... du,,

OÙ A(U) = P(^(U) + Ti(u), . . ., fp(u) + T,(U)) - P(^(U), . . ., ^(U)), f.(u) = ̂ )^)

et T,(u) = ^(u) — ^'(u). On remarque alors que si P = SA, T?i ... T^> on a

P(<1+^, . . . , fp+Tp)

et que pour 2 = 1 , . . . , p on a

|T.(U)|̂ SJ<J - y^ 2(<? + i).max{|^,'|(,), 1^1^},

où le maximum est pris sur les i e{ i, ...,?} et j e{o, ..., q}. En utilisant la majo-
ration des coefficients de P qui se déduit du lemme (1.13) on obtient

|P(<l+Tl,...,^+T,)-P(fi,...,fp)|(,)

^ M^(P)^ + 0^{|T.|^ma^{i, |<4,, \^Y-\

Ceci combiné aux majorations de | f,(n)|^ et JT,(u) |̂  déjà mentionnées établit l'inégalité
et termine notre démonstration de la proposition (1.17).

En guise de conclusion à ce paragraphe nous voudrions signaler que l'on peut
montrer pour v i S et r feN* que la fonction Dist^(-, •) définit une distance ultra-
métrique sur P,,(C^). Lorsque v e S, d e N* et n = i ' on vérifie encore que Dis<, „( •, • )
est une distance sur Pi(C), mais pour n > i nous ne sommes pas parvenus à montrer
que cette fonction satisfait l'inégalité du triangle. La vérifie-t-elle néanmoins?

S6
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i. Étude des idéaux d'un anneau de polynômes

Soient K un corps de nombres et pour n ̂  i, A == K[Xo, ..., XJ. On reprend
les notations du § 3 de la partie précédente.

Soit 1 un idéal homogène pur de A de codimension n + i — r et soit
d = (rfi, . . ., dy) e N*'. On considère un homomorphisme p : K[rfJ -> K et l'on sup-
pose que p(Uy) f ̂  pour tout idéal premier ̂  associé à I, on prolonge de façon évidente p
à K[d], Si y est une forme U-éliminante d'indice d de I, il suit de la proposition (1.4)
que p(/) +o.

Lemme (2.1). — On a les inégalités
(i) d° p(/) ^ Deg,(I),

(ii) h(p(/)) ^ Ht,(I) + (h(p(U,)) + 6(rfi + ... + d,) log(n + i)) Deg,(I).

Démonstration. — (i) étant clair, nous montrons (ii). On a, pour toute place y de K
et d'après la proposition (1.17) avec (p^ === p : K[d] -> K[rfi, ...5^-1] et ^ == °»
la majoration

M,(p(/))/M,(/) <S [^^-^-'^^{i, |P(«(,')|(,)}]^

où a^ = 2(n + i) si v e S et a,, = i si v i S. Mais d'après le lemme (i . 13) on a
lp(^U)<^+•••<ir•M«(P(ur))> etdonc

h(p(/)) = r——TÏT S ̂  log M,(p(/))
lA: \s,\ v

< ——-^ {S^logM,(/) + [ S n,.3(</i + ... + d,) log^[K : Q,] » «es
+ S«« max{o, log M.(p(U,))}] d°f}

V

d'où le lemme (2. i), car 2 ^ = [K : Q,].
ces

Nous utiliserons à plusieurs reprises le lemme suivant.

Lemme (2.2). — Soient i ^ r^ n, rfeNT, feC^d] et p : C^J -> C,, un homo-
morphisme de Cy-algèbres. Pour x == (A:o, .. ., ̂ ) eP^(CJ OTZ fl

M^Ào p(/)) ^ [^(b,(/)) + î .̂M.(/)]

X [(„ + i)^+-+^).max{i, M,(p(U,))}]̂

gy
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Démonstration. — L'énoncé étant indépendant du choix du système de coordonnées
(xy, .. ., ;»•„) de x on peut supposer sans perte de généralité que | Xy [(„, = max { | x, \^} == i

et on a alors i < M.(U,(x)) < (» + i)"/ pour j = i, .. ., r. Soit p' l'homomorphisme
y: W]-^c,

tel que pj^) == p(^>) si m + Xgr et p^>) = p«>) - p(U,(x))/4 si m == X^;
on étend p' à C,[X,, ..., XJ [d]. Appelons p'' l'homomorphisme

P": <SCX]^C«

tel que p '̂n,) == p'("SÏ)/^ si m + m' = X ,̂ - p'«')/4 si m' + m = Xg'
et o sinon; on étend p" à SC,[Xo, ..., XJ [d]. On vérifie aisément que, posant b = b,,
on a b op'(/) = p'' o b(/), car p'(U )̂ (x) = o. En remarquant que l'on a

^max î, |P'«))|(,), |P(^)|(,,)K (» + ̂ •••^'.max^, M.(p(U,))},

on déduit de la proposition (1.17), avec y^^bo f Ï et y12'= o puis <p<2' = b o p,

H,(bop'(/))=M,(p"ob(/))

< M,(b(/)).[(n+ I)6(•'l+•••+•i-).max{I,M.(p(U,))}]'°/,

M,(bop-(/)-bop(/))

< |p(U,)(x)|(.).M.(/ ).[(»+ I)6(<;l+•••+^.max{I,M,(p(U,))}]^

En utilisant le lemme ( 1 . 1 3 ) on obtient

M,(b ° p(/)) < IX(bopV))
+ M.(b o p'(/) - b o p(/))]. (n + i)2(«i+... +<»r)^

ce qui, avec les inégalités précédentes et la définition (1.15), achève la preuve du
lemme (2.2) en remarquant que l'on a choisi x de sorte que i <; M,,(U.(x)) < (n + i)^"
pour j = i, ..., r et que d'après le lemme (i .8),/est homogène par rapport à chaque
groupe de variables °U..

Gomme première conséquence du lemme (2.2) nous énonçons :

Corollaire (2.3). — On reprend les notations du début du paragraphe et on suppose que
1 = ̂  est un idéal premier de A. Soient v une place de K et x e PJCJ ; on a alors

M,(b,op(/)) r |P(U.)(X)U
M.(p(/)) ^ [ 1 1 ^ 1 1 ^ + ]^(U,(x))j

X exp[i3[K : Q,] {Ht,(<p) + (h(p(U,)) + (</i + ... + d,) \og{n + i)) Deg^)}].

Démonstration. — En notant que d'après la définition ( 1 . 1 5 ) on a

||<p|| , - M^»
" r l l î ' ' ' -1 1 M,(f) '
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on constate qu'il suffit de majorer Mv{f) [(n + i)10^ • • • ̂ .nuu^ i, M^pÇU,))}]^
H^PU))

pour déduire le corollaire du lemme (2.2). Mais d'après la proposition (1.17) avec
<p(1) == p et y^ == o on a

^, /^/^/^f"1^1'^0™'^ si ̂ s'M»(p(/))/M,(/)< /TT\ \ -nd° / • c[[(ra+ ^'"^•••^'.max^M^p^,))}]'"' si oeS;

on en déduit que

h(p(/)) =:S.^——max{o,logM,,(p(/))}

< S ————{tnax{o,log M.(/)}+[3(^ +. . .+</ , ) log(»+i)» 6 s [K : QJ
+ max{o, log M,(p(U,))}] d°f} + . . .

+ S ,————{max{o,logM.(/)}+max{o,logM,(p(U,))}rf°/}
f^sL^^J

< h(/) + [3(^ + .. . + d,) log(n + i) + h(p(V,))] d°f,

d'où, en reportant dans la proposition (1.12) (vi),

M,(p(/))^exp[-[K:%]{h(/)

+ (h(p(U,)) + 3(</i + • • • + ̂  log(n + i)) d°f}]
et par suite

^M^ [{n + i)10^4--^-) max{i, M,(p(U,))}]̂

<exp[i3[K:%]{h(/)+(h(p(U,))+(rfi+...+^)log(n+i))rf°/}].

On conclut la preuve du corollaire en remarquant que son énoncé est indépendant de
la forme U-éliminante de ç? choisie et que l'on peut donc d'après la proposition (1.12) (vii)
supposer que h(/) = h(/) = Ht^) et l'on sait que d°f == Dega(^) (défini-
tion (i .14)).

Moralement la majoration du corollaire (2.3) est intéressante lorsque |p(Uy) (x)]^)
est inférieur à Dist^^^), x) (où S^) est la variété des zéros de ^ dans ?„(€;„)).
Mais nous aurons également à considérer des p tels que |p(Uy)(x)|^ est de l'ordre
de min {Disty ^ (y, x)} et, comme le lemme (2.7) (voir plus bas) le laisse possible,ye^^p) ' r
nous devons envisager le cas où cette quantité est beaucoup plus grande que
Dist,, d(^(^î), x). Aussi utiliserons-nous dans ce dernier une approche différente que
nous expliquons plus loin après avoir éclairci la signification de la forme p(j0. On vérifie
facilement que p(/) e (£^ , . . . , < ; _ ^P^E^r])) et l5011 serait tenté de dire que p(/)
est une forme U-éliminante d'indice (rf^, . . ., dy_^) de p(^î[ûÇ])* Mais il se peut
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que l'on ait Deg,̂  ,.,^,(p(W])) < deg p(<PKJ) d,...d^x (Ï i/rf.) == rf° p(/),

aussi p(/) ne peut être dans ce cas une forme U-éliminante de p(W]). On a néan-
moins la propriété suivante.

Proposition (2.4). — Soient k un corps commutatif, <p un idéal homogène premier de
k[Xo, ..., XJ de codimension n + i - r, d eN1' et fek[d] une forme V-éliminante
d'indice d de <p. Soit p : k[<] -^k y» honomorphisme tel que p(/) + o (<w A/apra ^y?-
pa/CTfc p(U,) ^ <p). £'îW^ p^CO) ̂  afor,? ̂  codimension n + 2 - r et appelons^, ...,f,
des formes ^-éliminantes f indice (<^,...,^_J des idéaux premiers minimaux qui'lui sont
associés. Il existe des entiers naturels non nuls ^, ...,/, et un élément X ek tels que

P(/) = X A //*.
/»=!

Démonstration. — Pour tout homomorphisme p' : k[d] ->k (clôture algébrique dek)
prolongeant p, on utilise la proposition (1.4) qui s'énonce :

P'(/) = = 0 0 p'(^3[d]) a un zéro non trivial dans k^1

<> P'((^ P(U^)) [</i , . . . , ^_ J) a un zéro non trivial dansh^1

o 3 A e { i , . . . , ^ } tel que p'(^) = o,

car une forme U-éliminante d'indice d de V(^ p(U,)) est/i .. ./^ d'après la propo-
sition (1.3). Ceci signifie que l'hypersurface ^(p(/)) a les mêmes points définis sur k

t
que la réunion des hypersurfaces U ^(/^), la conclusion de la proposition s'en déduit
immédiatement. h-1

Remarque. — II serait intéressant de déterminer les exposants ̂ , ..., ̂  de la propo-
sition (2.4). Notons qu'en réappliquant la proposition (2.4) à chaque idéal premier
minimal associé à p(^[rfj) on étend cette proposition (2.4) aux homomorphismes
p : k[^_i, d,] ->k et idéaux p^ûf,..!, d,]) et plus généralement à p : k[rf,, ..., d,] -»k
et p^E^, ..., rfj). C'est souvent sous cette forme que la proposition (2.4) nous sera utile.

Nous revenons maintenant à notre approche alternative au corollaire (2.3).

Proposition (2.5 ). — On reprend les notations du début du paragraphe et du corollaire (2.3).
On suppose en outre que pour des nombres réels o < T] ̂  i et H ̂  i on a

\ p(U,) (x)|^/M,(U,(x)) ^ ̂ ^ { i, H Dist^(y, x)^},
alors

— < llïîll^ H^dWM,(p(/)) ^ l l ^ l k M - 1 1

X exp[26[K : %] {Ht,(^) + (h(p(U,)) + Çd, + . . . + d,) log(n + i)) Deg,(^)}].
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Démonstration. — On remarque tout d'abord que pour toute place w de K et
PeCJT\,.. . ,TJ on a

M,(P)< sup {|P(^,...,^};
l^uo-i

cela est clair si w 6 S, et si w ^ S on a même une égalité qui résulte, par exemple,
de [A] (lemme (4.1.7) et corollaire (4.1.12)). On peut supposer que max { | xA,^} = i

O^i^w l

•et donc que i < M,,(U^.(x)) < {n + i)^' pour j = i, . .., r.
Soit un homomorphisme y: SC!y[âTi, . .., ^_J -> Cy quelconque vérifiant

iM^m')!^) = I P0111" J = i, ..., r - i et m + m' e ̂
/^

Supposons 'po b,^,...,^)(/) + o; alors

^ = ̂ (yo ̂ ^ ..,̂ )(̂ i, ..., ̂ -J))

est un sous-ensemble de ?„(€!„) de cardinal fini contenu dans S(^) C P^(Cy). (L'idéal
de définition de W est de codimension ^ n d'après la proposition (i .5) et < n d'après
le théorème de l'idéal principal de Krull (cf. [No], Th. 22, p. 217).)

D'après la proposition (2.4) il existe des entiers naturels non nuls (^y)yç^ et un
^ e C,, tels que (voir remarque après la preuve de la proposition (2.4))

P-b^,..,^(/)=X. n U,(y)^eC3.K].
y c ' y

Du lemme (2.2) appliqué à /= Uy(y) e C^] on déduit que pour tout y e W
on a

lp(U,)(y)|«,)< fM,(b,(U,(y))) + ^^^'"•^(^(y))]

X(n+i)^ .max{i ,M,(p(U,))} ,

ce qui se réécrit

lp(^)(y)l^ < \^ /„ ,) , IP^^^I.J .„ , ̂
M,(U,(y)) ^ [Dlst^^ + M,(U,(X)) J^ + I)

Xmax{i,M,(p(U,))}.

Comme on a fait l'hypothèse que

l^^<,^{,,HD<,(y,,).},

il suit que pour tout y eW on a

i^^ < max{Dis4,4y, x), H Disl,^(y, x)^}^^ + i)9^

Xmax{i,M,,(p(U,))}.
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En faisant le produit des puissances fy, pour y parcourant @<, des inégalités
ci-dessus on obtient, en utilisant l'hypothèse H S» i,

IP<oi>x,(a^,....d,.^)°P(/)l(,)
,,,^ ~—————TTT"^ IÏ [H Dist^(y, x^» x ...H^b,^,,.,^./)) »ey

X ^Dist^y.x/y.lXra + i)^max{i, M,(p(U,))}]̂ ,

où ^* == {y e ̂ ; Dist^(y, x) > H1^-11 > i}.
Mais on a d'une part

nPist^y.x)^ ^M/))
^(P'^x,^,...,^.^/))

et d'autre part, il résulte de la proposition (1.17) avec <p<11 == 'p et y12' = o que l'on a

M,(p'°b',,,(/)x M,(b',,,(/)).(» + I)4(<'l+-+^^/
et pour tout y e W on a d'après la remarque suivant la démonstration du lemme (i. 16)

Dist^^(y,x)< (re+ i) .̂

Donc d'après la remarque faite au début de la démonstration, on a

M»(bx ° P(/)) < SUp { jp-o b, o p(/) |(,)}
î

<sup{M,(p'ob,,^,...,^)(/))}l-\M(b,,^(/))l)

.[H(n + i^'^-^'.max^, ̂ (p^))}]^/.

Utilisant à nouveau la proposition (1.17), avec y11* == p'o b,; y d. ) et y12' = o, on
montre

M^°b,,^,.,,^)(/)) ^ M.(/)(« + i)^+...+^)^^

et comme o < i — T) < i, on en déduit que

Nfê^<^^9))^+•'-+•••--m"<I•M•^»^
^ [M,(b^(/))r
x [ M^(/) J •

Pour achever la démonstration de la proposition (2.5) il suffit de prouver que

^^ [(. + ̂ ^•^max^ M,(p(U,))}]^°/

^ exp[26[K : %] {Ht^^P) + (h(p(U,)) + {d^ ... + 4) log(^ + i)) Deg,(^)}],

mais ceci se démontre comme dans la preuve du corollaire (2.3), et la proposition (2.5)
est donc bien établie.
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Remarque. — Dans le cours de la démonstration de la proposition (2.5) nous avons
vu qu'il suit de la proposition (1.17) que

M,(b^,,,^(/)) ^ M,(/).(;z + i)^^W.

Il est intéressant de noter que l'on a également l'inégalité

M,(/) ^ M^^_^(f)).(n + i)^...-^)^

dès que </,.< d^, ..., ̂ _i.
Pour voir cela normalisons les coordonnées de x de sorte que max { |A:J^} = i

/^/ 0^*^ w
(le morphisme b^(^,...,^_^ ne dépend pas d'une telle normalisation) et supposons,
pour fixer les idées, que \XQ\^ = i. Considérons l'homomorphisme

p': (5CsK,...,rf,_,]-^C.,(d)

défini par p'(4^,) = («'̂ .^ - »',^.^,)/U,(x) .m(x) pour j = i, .. ., r - i et
m 4= Trt' e ̂ g., où nio = X^"^ et avec la convention u^- = o si Ttto < m. Il suit
alors de la remarque 2 à la fin du § i de la première partie que

P'°Ï>x,(<ii,...,^.i)(/) =f

U.(x)car p o b,.( ,̂...,̂ )(Uj) = U, - ' . U^.nio pour j = i, ..., r - i.
U^XJ .TTloW

Pour tout homomorphisme p : Cg[d] -> C^ tel que | p(y^) [(„) = i (j = i, ..., r
et m e ̂ (j-) on a d'après la proposition (1.17) avec cp*11 = p o 'p et y121 = o

|P(/)I(«) = lp°P'°b,,(^,....^)(/)|^

< M.(^^,..,^)(/)).(« + i)^^-^^0^?^^)))^,

d'où il suit que

M,(/).M,(U,(x)r/ = M^/.IWQ

< M,(b,.^,..,^>(/)).(» + i)^+-+^)^

II suffit pour conclure de remarquer que M,,(Uy(x)) ^ i, d'après le lemme (1.13).
Reprenons maintenant l'idéal 1 de A introduit au début du paragraphe. Nous

ne le supposons plus nécessairement pur, ni de codimension n + i — r, par contre
nous allons supposer que

I==(<^, . . . ,An)

où S est un idéal homogène premier de A de codimension n — k, et p^ .. .3^ des
polynômes homogènes de A de degrés rfy+i , . .., dy^.^. Nous poserons

H= max {h(^)} et D == max { d ° p,};
Kj^Wt J l ^ J ^ W 1 n } '

33

5



34 P A T R I C E P H I L I P P O N

on a alors le résultat suivant :

Proposition (2.6). — Soit ̂  un idéal premier minimal (ou isolé) associé à I, de codimen-
sion n + i — r (k + i ̂  r). *So^ d = (rfi, . . ., dy) e N*" ^ j&^o^

d / ==(^ . . . ^ ,D , . . . ,D)e? + l ;

<m a alors

Ht,OP) <H4(<?)
+(À+ i -r)[H+6(rfi+ ... +^+(^+ i -r) D) log(^ + ï)] Deg )̂,

Deg,OP)^Deg^).

Démonstration. — Pour démontrer la proposition on construit par récurrence une
suite d'idéaux premiers ^ = Ç P o c ç P l c - • • c ç ^ î f c + l - r = = Ç P telle q^ ^j soit de codi-
mension n — k +j et vérifie

pt,/̂ ,) <Ht^,_,)

(„) +[H+6(rfi+...+^+(^+2~j-r)D)log(n+i)]Deg^(^,_i)

[Deg^,)^Deg^,^^^,)

où d,=(^, ...,^,D, .. . ,D) eN^1-^ (d^,_, = d). Soitj6{i, ...^+i -r};
l'idéal ^.i étant de codimension n— k +j — i < n + ï — r et ^ étant un idéal
premier minimal de codimension n + ï -- r associé à I, il résulte que 1 4= ^j-i et
qu'il existe au moins un polynôme/?, n'appartenant pas à ^îj_r Définissons l'homomor-
phisme p : K[D] -> K par p(U,.^.) = X?-^-.^ où X^ ^ ^._i (l e{o, . . ., ^}).
Soit/une forme U-éliminante d'indice dj_i de ^j.i. On déduit de la proposition (2.4)
que toute forme U-éliminante d'indice dy de tout idéal premier minimal de codimen-
sion n-k+j associé à (^^1,^)D P^'-iP]) divise ?(/)• on choisit^, l'un
de ces idéaux premiers de codimension n—k+j contenant ^ et le lemme (2.1)
combiné à la proposition (1.12) fournit les inégalités (*). La proposition résulte faci-
lement des inégalités (*) pour j == ï, .. ., k + ï — r.

Nous allons maintenant établir une relation entre Dist^(X, x) et min { Dist^(y, x)}.

Lemme (2.7). — Soit ̂  un idéal premier de codimension n + ï —r de A.
Appelons X = S{^} C P (̂C,) et soit d e (N*)' tel que d^ ̂  d^ ..., d,. Soit

x eP^(Cy). // existe au moins un point y de X ̂  y^
Dist,,,,(y,x) < Dist^^X^)1^^) x (^ + 1)^1^- ̂ .).

Remarque. — En direction opposée on peut montrer que

Dist,, ,(X, x) < Dist^(y, x) X exp[G(^ x, y) (^ + ... + d,) Deg,(^)]
pour tout y e X.
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Démonstration. — D'après la remarque liminaire à la démonstration de la propo-
sition (2.5) on peut choisir un homomorphisme p : SCJrf^ • • • ? ^r] "̂  ^v te^ q^ P0111'
m + m ' e ^ ( j = = 2 , . . . , r ) on ait |p(^)|^i et M,(p'(/)) ^ M,(b,.^,...^(/))

r^

(donc '?(/) +0 ) où p'== p o b^(d , . . . , d ) î et/est une forme U-éliminante d'indice d
de ^P. On vérifie facilement que '?(/) e (Sy (p^t^? • • • ? ^r])) et utilisant la propo-
sition (2.4) on déduit que dans C^[rfJ on a (cf. remarque après la démonstration de
la proposition (2.4))

pV) = ̂  n //*,
h^l

où X e C,, etYi, . ..,/ sont des formes U-éliminantes d'indice d^ des idéaux premiers
minimaux de codimension n associés à ̂ (^\d^ . . . , rfj) dans C,,[XQ, ..., XJ et^, .. ., ̂
sont des entiers naturels non nuls. Itérant l'utilisation du lemme (2.2) on montre que,
comme p(U,(x)) = o pour i == 2, ..., r, on a

M,(b,opV)) M^(/)) .^...^w
M,(pV)) " M,(p-(/)) x {n 'r l )

^II^IL^dX (n+i)13^1 +-+^^1^
^^/

car Mç(p'(/)) > M, , ( Ï»^( ( , .^ ) ( / ) ) et, d'après la remarque suivant la proposition (2.5),
M,(b^,,^(/)) ^ M,(/).(^ + i)-^4-...w.°f.

Gomme ^ + .. . + ̂  = rf^ /^ Deg^(^î), il résulte de l'inégalité ci-dessus que
pour un h e { i , . . . , 1} on a

/%/
Mt?(bx(A)) ^ H^ICT^ x (^ + i)^i+-+^.
^(A)

Mais l'idéal premier dont^ est une forme U-éliminante d'indice d^ est de codi-
mension n dans CJXo, . .., XJ et sa variété des zéros dans ?„(€„) est réduite à un

point y situé sur X. Enfin on a — t - x h == Dist^, ^ (y, x) par définition, ce qui
achève d'établir le lemme (2.7).

Nous consacrons la fin de ce paragraphe à l'étude de la variation en fonction de
l'indice d des quantités Ht^, Deg^, [ [ ||d ou Dist^. Pour simplifier les notations nous
omettrons cet indice lorsqu'il sera égal à ( i, . . ., i ) e N^ Soient ̂  un idéal homogène
premier de codimension n + i ~ r de A et de (N'y on a alors :

Proposition (2.8)

(i) Deg^) = d, ... d,.l- ( S -) Deg(<P)
r \»« i u^/

(ii) Ht(<P) - log(n + i) Deg(<p) < Hti(<p) < Ht(^) + log(» + i) Deg(<p).
^ d , . . .d ,rf- . . . a.
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Démonstration. — (i) se déduit facilement de la remarque qui suit la définition (1.14).
Pour (ii) considérons d'abord^et^ des formes U-éliminantes d'indices d = (rf^, ..., dy)
et d^ == (^5. . ., ^-1.3 i) respectivement de ̂  Nous procédons de façon similaire à la
démonstration de la proposition (2.5). Soit v une place de K et p": C,,[ ,̂ ..., ̂ _J -> Cy
un homomorphisme quelconque vérifiant Ip^i^)!^) = i pour j == i, . . ., r — i et
me^., et pV) + o ainsi que pVi) 4= o. Alors ^ = .^(p^^, ..., rf,_J)) est
un sous-ensemble de P^(Cy) de cardinal fini et, d'après la proposition (2.4), il existe
des entiers naturels non nuls (^y)yç^î (^)ye^ et \ï\ e ^v telis (lue

2; ^= S ^=rfi ...^deg^,
ye^ ye^

pV) - Ào n U,(y)^ et ^A) - \ II 4(y)^
ye^ ye^

(notons que pour chaque y e ̂  on a fixé un système de coordonnées projectives dont
dépendent Xç et \). Montrons que XQ/X^ est un élément de K indépendant de p" et que
^ = ̂  pour tout y e ̂ .

Pour cela on considère Phomomorphisme p : K[rfJ -> K[i] défini par
p(Uy) = (Lr)^? on vérifie à l'aide de la proposition (1.4) que p(Y) = X/^ pour un
certain X e K (indépendant de p'). On calcule alors que

V n 4(y)^=pop / ( / )=p / op( / )=Àp / (A) d -=X.X?. n L,(y)^
ye^ ye^

ce qui montre bien que XjX^ = X e K et ^y == ^y pour tout y == .̂
Si y ^ S on vérifie aisément que pour tout y e W on a

M,(U,(y)) = ̂ {|^|^ = M,(L,(y))^,

d'où il suit que M,,Cp(/)) == \\\y M^CpÇ/i))^ et enfin, d'après la remarque liminaire
de la démonstration de la proposition (2.5)3

M^(/)=|X|.,M.,(/^.

Si v e S la définition de M,, et le lemme (1.13) permettent d'établir que pour
tout y e^y on a (voir remarque après la preuve du lemme (1.13))

M,(U,(y)) < (« + i)\^a?J |̂ ,|̂  < [(« + i) M.,(L,(y))]^

et H,(U,(y)) > ̂ {|.y.|(,^ ̂  [(» + i)-1.^,^^))]^

On en déduit aussitôt que

^4.I)-^...^^M,(p /(/3))d^M-(p(/))^(^+I^
l71!»

Reportant cet encadrement dans la définition de M,,(//X) on trouve

(^+ ^-^...^e^.M^/^^^P^ (^+ I^-^^.M^/^.
\A\v
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En sommant les résultats obtenus sur toutes les places v de K on a enfin
^hCA) - ^ . . . ^ log (n+ i)deg^

^ h(/) ^ d,h{f,) + ̂  ... d,log{n + i) deg ̂

car S %„ log [ À !„ == [K : QJ h(X) == o. Cet énoncé peut se réécrire
v

^'J) -log(.+.)deg!P

<H^H,^)_^^^
< ... d, ûfi ... ^_i

et en itérant le procédé on montre finalement que :

Ht(^P) - r log(^ + i) deg^ Htd(çp) < Ht(^) + ^ log(^ + i) deg ̂ .rfi ... rf,

Comme Deg^) = r deg ^î la proposition est établie.

Remarque. — En reprenant la remarque suivant la démonstration de la proposi-
tion (1.5) on déduit de la proposition (2.8), avec ^ = = ( 0 ) et r = n + i dans
A = Q^[XQ, . . . ,XJ, et du lemme (1.13) que les coefficients dans Z du résultant
des n + i polynômes homogènes U\, .. ., U^+i de A[d] sont de valeurs absolues infé-
rieures à {n + i)3^1)^-^!.

Lemme (2.9). — Soit v une place de K et x, y e P^(C^) et d e N*.

Si v e S <w a
(2(n + i^-^^.Dist^y, x) ^ Dist^(y,x) < (2^ + i^-^.DisVy.x).

Si v ^ S <w û
Dist^(y,x) ==Dist,(y,x).

Démonstration. — On se ramène à supposer que \\\{v) == max {1^1}^) = I

et que L^J(,,) = max {|^|(^} = i. On a alors, pour tout d ' eN*,

({n+ I)-2d'max{A^^}^ Dist^,,(y,x)^ (n + i)2'' max{A^^} si y e S,

l Dist,, ̂  (y, x) = max { A^ ̂  } si v ^ S,

où l'on a posé A^ ^. == |m(x) m'(y) — m(y) în'(x)|^ et les maxima sont pris sur
m =f= m' e .̂ On pose encore £„ = 1/2 et a^ = 2(n + i) si v e S et s,, = ûy == i
si y ^ S.

d d
Soient m = II X- et m' == II X- deux monômes distincts de ^; on

t^i t 1 ^ 1 3t
d

vérifie que m(x) m'(y) = H [(^^ - ̂  ̂ ) + ̂  J^], d'où Pon déduit que
^ == i

A^ ^, < ^2d max {AX. x }• G^i conjugué aux relations (*) pour rf' == d et ^' == i
' O^t-^j'^n l* J

entraîne que Dist^(y, x) ^ ^('^+l) Dist^(y, x).
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Pour montrer la minoration, considérons des indices i, j tels que
Av. y. = max {Av y.}.xpx? o^fc<^n1 x^x^•f•

On distingue trois cas :
10 Si Ax,^xy.<^Ax^ soient m-X,X^-1 et m'= X^-1; on vérifie

que A^ ^ Ax,,x, - ̂ -2d+l A^x,. ̂  £. A^x,.

2° Si Ax,^^Ax,,x, et |^J(,)<s^ soient m == X^ et m'== X^; on
vérifie que ^m'^^^^^x^ car Ax,,x^ e."1-

3° Si Ax,̂  ^Ax,x, et |̂ J^ £^ soient m = X^-1 et m' = X^;

onvérifieque A,̂  I^^J^1 Ax,.x,̂  ^^Ax,^,, car |̂ J^ ̂  et |^|^==i.

Dans les trois cas, on reprend les relations (*) pour d ' == d et d ' = i qui per-
mettent de conclure que Dist,^(y, x) ^ ûÇ-^-^.Dist^y, x), ce qui achève de mon-
trer le lemme (2.9).

Corollaire (2.10). — Soit ̂  un idéal homogène premier de codimension n de

A=K[Xo, ...,XJ, rfeN-,

v une place de K et x e P^(CJ. On a alors,

si veS, ||^||,^.(2(^+ i))-2(«-f-i)Deg<p

^IIÇP||x.M^ll^llx,..(2(^+I))2(d+l)De?^

^^S, 1^ |]̂  =|[^.

Démonstration. — II suffit de remarquer (cf. démonstration du lemme (1.8) que
pour tout d ' e N on a

imi^= n Dist^(y.x),
ye^TO

où ^(^) est Pensemble de cardinal Deg ̂  des zéros de ^ dans P^(CJ, et d'appliquer
le lemme (2.9) à chaque facteur.

2. Enoncé du critère principal et démonstrations des corollaires

L'énoncé que nous appelons critère principal est le théorème suivant.

Théorème (2.11) (critère principal). — Soient K un corps de nombres, v une place de K
et 6 = (61, .. ., 6J e (y. On suppose qu'il existe un idéal premier ê de K[X^, . . ., XJ
de codimension n—k (o < k ̂  n) tel que pour tout P e S on ait P(6i, ..., 6J = o. Soient
G, 8, R et S quatre/onctions croissantes de N dans l'ensemble des nombres réels ^ i. On suppose que
T = G + 8 tend vers l'infini avec N, que S/rS^ est une fonction croissante de N dans R^_ et que
pour tout N e N on a :

S(N)fc+2 ^ CT(N + i) 8(N + i^ [SÇN)^1 + R(N + i)^],
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où G = C(TZ, [K : QJ, <?') ^ MTZ nombre réel ^ i ^ dépendant que de n, [K : QJ ^ <f. iSo^? ces
hypothèses il n'existe pas de suite d'idéaux ( I^N^NQ de K-P^iî •••^J ̂  que pour tout
N ^ No F ensemble des zéros de 1̂  Aa^y /a 602^ fermée B(8, exp(— R(N))) ûk C^ soit de car-
dinal fini et que l'idéal IN soit engendré par des polynômes Q^, . . . , Q%N) de degrés ^ 8(N),
de hauteurs h ̂  <ï(N) et vérifiant

o<^ma^{ |QW(6i, ...A)l(,,))< exp(-S(N)).

Remarques. — Dans l'énoncé ci-dessus on peut, quitte à remplacer les fonctions R(N)
(resp. 8(N)) par la fonction max{S(N - i), R(N)} (resp. [8(N)] + i) et G par C/2'4-1,
supposer que pour tout N eN on a S(N) ^ R(N + i) (et donc en particulier que
R(N) tend vers l'infini avec N) et 8(N) e N*.

• On peut encore supposer sans perte de généralité que 11911^ = ̂ m^ { 1 9 < !(„)} ̂  i •
II suffit en effet, si |6i|(t,)> i, d'appliquer à § et aux QW {i = i, . . . ,w(N)) la
transformation

P(X,, ..., XJ h. X^.P (^, X,, ..., X^

pour se ramener, quitte à remplacer la fonction R(N) qui tend vers l'infini avec N par
la fonction 2R(N) et G par G/s^4'1 et à modifier l'indice No, aux hypothèses du théorème

pour le point (. , 62, ..., Oj qui vérifie . ^ i.
V^i / v! (v)

On procède pareillement pour tous lesj tels que | Qj\^ > i.
Nous déduisons maintenant les corollaires (0.1) à (0.6), énoncés dans l'introduc-

tion, du théorème ci-dessus.

Déduction du corollaire (o. i). — On prend K = Q,, v la place à l'infini et n == i
avec 6 eC et ê == (o) (k = i). On choisit encore pour tout N eN, R(N) == i,
S(N) = Coï(N + i) 8(N + i) où Go> C(i, i, (o)), le théorème (2.11) assure qu'il
n'existe pas de suite d'idéaux (I^NEN avec IN = (^ telle q^ ^N) < T(N)5
d° PN^ 8(N) et o< |PN(9)| < exp(- Goï(N + i) 8(N + i)), ce qui est la conclu-
sion du corollaire (0.1).

Remarque. — On peut énoncer le critère de Gel'fond sans supposer que les fonctions
r(N) et 8(N) sont croissantes, l'encadrement imposé est alors de la forme

o < | PN(Ô) | < exp(- 3(^(PN-i) + W

+ ^(PN+I)) (^° PN-I + d° PN + d° PN+I)).

Ge dernier résultat, plus fort que le corollaire (o. i), ne se déduit pas du théorème (2.11).

Déduction du corollaire (0.2). — On prend K = %, v la place à l'infini et ê == (o)
(k - n). Pour tout N eN on pose r(N) = 2N, S(N) = N^^ et R(N) == gN^.
La minoration de [PN^I, . . . ? 9n) 1 assure que l'idéal IN = (PN) ^a pas de zéro dans
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la boule B(6, exp(— R(N))) de C". Les conditions reliant les fonctions o, 8, R et S se
traduisent pour N assez grand par les inégalités

o < ^ + a ^ — n — i et a^ -~ ûg < ——— (73 + ûg — n — i),
w + i

qui sont clairement vérifiées si 73 ^ n + i et o < a^ < ^ ( i + ———1 • Ceci montre
donc et améliore le corollaire (0.2). v /

Remarque. — On pourra également montrer si on le désire que le théorème (2.11)
entraîne et améliore, comme pour le corollaire (0.2), le théorème plus général de [R]
(voir également [N2]).

Soit v une place de Q, et ^, ..., x^ (resp.j^i, .. .,j^) des éléments de C,, tels que
les valeurs e^J (i = i, ..., k,j == i, .. .,^) soient définies et que pour tout s> o,
tout X ^ X(e) et tout A-uplet (X^, . .., \) (resp. ^-uplet (^5 • • - 5 ^)) d'entiers ration-
nels, non tous nuls, tels que |Xj ^ X {i == i, ..., k) (resp. | ̂ | ̂  X (j == i, .. .,^)),
on ait

| S \x,\ ̂  exp(- Xe) (resp. [ S pt^,| ^ exp(- Xe)).
i-i i=-i

Le théorème (0.3) est alors une conséquence triviale du cas (ii) du théorème suivant.

Théorème (2.12). — Avec les conditions ci-dessus on a

(i) degtr^ %(^,, e^) ̂  kl](k + £),
(ii) degtrQ %(^, e^-) ^ (kl - f)l{k + ̂ ),

(iii) degtrQ %(^^) ^ (^/(è +1)) - i,

oà degtrQ désigne le degré de transcendance sur Q.

Démonstration. — On reprend [Pi] jusque et y compris le § 4. (Bien que [Pi] soit
écrit dans le cas où la place v est finie, les arguments se transposent sans difficulté au
cas de la place v infinie.) Au § 5 on substitue au critère d'indépendance algébrique men-
tionné le corollaire (0.2) avec T] = n + i. Le reste de la démonstration est un exercice,

kt
par exemple pour le (i), si degtrq Q/^ ,.>,•, e^^) == n< K — i, où K = ^—— + i?

( \ •^ i v

on pose a^ == a^ i + ———j — s avec a^ == K — n — i — - — s et l'on vérifie que
n + i/ d

n + i + a^> K, ce qui permet d'appliquer le corollaire (0.2) pour montrer l'impos-
sibilité de la construction faite sous l'hypothèse K > n + i et donc que

kl
n = degtr^ Q^,.^, ̂ ) ^ K — i

k+f
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Déduction du corollaire (0.4). — On prend K = %, v la place à l'infini et ê = (o)
(k = ^). Pour tout N eN on pose r(N) == 2N, R(N) == i, S(N) = Go(N + i)^1

où Go> 2'14'1 C(7z, i, (o)). Les hypothèses du corollaire (0.4) assurent que pour tout
N ^ No l'idéal TN == (P,,N(I, X^, . . . , XJ; i = i, .. ., m(N)) de %[Xi, ..., XJ n'a

qu'un nombre fini de zéros dans la boule B ( 6, I j de C" et le théorème (2.11) entraîne
la conclusion du corollaire (0.4).

Déduction des corollaires (0.5) et (0.6). — On prend K = %, y la place à l'infini
et <?== (o){k==n). Pour N e N on pose r(N) = 2N, S(N) = Co(N + i)' et
R(N) == gCoN où Go> (2&+l + 6 f e+ l).G(7^, i, (o)). Les conditions reliant les fonc-
tions a, 8, R et S se traduisent alors par la minoration T) ^ n + i et le théorème (2.11)
entraîne donc le corollaire (0.6) et améliore le corollaire (0.5).

Remarque. — Le corollaire (o. 5) avec la condition T] ^ n + i est un cas parti-
culier du corollaire (0.6) puisque l'on y demande que l'ensemble des zéros communs
aux polynômes P^ • • - , I^NLN dans la boule B(9, exp(- 3^0^)) de C" soit vide.

3. Démonstration du critère principal

Dans tout ce paragraphe v est la place du corps de nombres K fixée dans l'énoncé
du théorème (2.11) et 6 le point (i, 61, ..., 6J de Pn(CJ. On considère K plongé dans €„
et pour simplifier les notations nous ne rappellerons pas les paramètres 6 et v en indices
des fonctions Dist^(-, • ) J | - l l e , t , . d J - l ( v ) et M,,. On notera encore pour

y==(jo,-.. ,A)^Pn(CJ
tel que y^ 4= o, comme dans le lemme (1.16), || y|| == ^?^{ 1^,/Jol }• si

P e C,,[Xi, ..., XJ on notera ^P le polynôme homogène

^p(xo,. . . ,xj=xr.p(^,. . .^)
V^o ^o/

de CJXo, ...,XJ et si 1 est un idéal de C,[Xi, ...,XJ (ou K[Xi, . . . ,XJ) on
notera h! l'idéal de C,[Xo, ..., XJ (ou K[Xo, . . . , XJ) engendré par les polynômes T
lorsque P parcourt I. Nous nous plaçons dorénavant sous les hypothèses du théorème (2.11)
et nous nous ramenons, grâce aux remarques suivant l'énoncé de ce théorème, à consi-
dérer que ||e|l ^ i et que pour tout N e N on a S(N) ^ R(N + i) et 8(N) eN'.

Nous supposons qu'il existe une suite (IN)N^NO ^idéaux de K[X^, ...,XJ telle que
pour tout N ^ No l'ensemble des zéros de IN dans la boule B(6, exp(— R(N))) de C% soit
de cardinal fini et que l'idéal IN soit engendré par des polynômes Q^, .... Q^N) de A^nfJ ̂  8(N)5
de hauteurs h^ cr(N) et vérifiant

o<^m^{|^N)(6^,...,6J|}<exp(-~S(N)).
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Cette hypothèse, dite auxiliaire, sera faite dans tout ce § 3 et nous allons en déduire,
pourvu que la constante G soit suffisamment grande, une contradiction qui établira
donc le théorème (2.11) en montrant que pour une infinité de N ^ No le point 6 est
un zéro de l'idéal ̂  dans P^(CJ (et donc que l'on a Q^^, ..., OJ = o pour tout
z = = i, . . . ,^(N)).

Considérons pour tout r e { i , . . . , % } l'assertion suivante (sans préjuger de sa
véracité).

Assertion (Ay). Il existe un entier Ny ^ N9 et une suite (^PN.^N^N d'idéaux homogènes
premiers de A = K[XQ, . . ., XJ de codimension n - } - ï — r ' ^ - n - \ - i — r vérifiante avec
d^=(8(N), . . . ,8(N))e(Nr,
(o)^ ^C^^.C^,,

(i)^ Ht^(^) < ^-r+2 T(N) 8(N)7^ et Deg^,(^) < ., W
( ' / SHSn V^4'1^

(ii)N. ll^lk,,<exp^- (Ht̂ (^) +T(N).Deg^(^,)). ̂ ^g^) j

oà ^ ̂  i ̂  ^72 nombre réel ne dépendant que de n et ê.

On a alors le lemme suivant.

Lemme (2.13). — Sous les hypothèses du théorème ( 2 . 1 1 ) l'assertion (A^i) est vraie.

Démonstration. — On choisit N^i=No et pour tout N > N ^ ; + i on pose
^ ̂ _^ == hê>. Comme (6^, .. ., OJ est un zéro de ê dans C1; on a || ̂ fc+i l IdN^i == 0

pour tout N ^ N^^i et les inégalités (i i)N,fe+i sont donc vérifiées. Pour tout N ^ N&^
les quantités Ht^Nfc+i) et Deg^N^i) ne dépendent que de n et <?, et les majora-
tions (i)^ f c+ i découlent donc de la proposition (2.8). Le lemme est ainsi établi ((0)^+1
est clair si l'on pose ^N,^+2 ==^)«

Nous allons maintenant montrer par récurrence le lemme suivant.

Lemme (2.14). — Sous les hypothèses du théorème ( 2 . 1 1 ) l'assertion (A^) est vraie.

Démonstration. — Gomme (A^i) est vraie, il nous suffit de démontrer que
pour r == k + i, . . ., 2 l'assertion (Ay) entraîne l'assertion (Ay_i). Supposons
donc pour r e { A + i , . . . , 2 } que l'assertion (A,.) est vraie. Pour N^ N,. posons
XN,,= ^(^N.r)01^^)- on déduit du lemme (2.7) et de l'inégalité (ii)^ pour
tout N ^ N^ que

( I l SfN^ V^^ / Htd .OPNr)\1
^{DisWy.OK "1 .̂ - (̂ p )̂ ) . (-(N) +i„g^(^))>

où c^ est un nombre réel > o ne dépendant que de n.
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Comme ^ > G > (^ + 12 log3(n + i))^1 on en déduit que

mm {Dist^,(y, 9)}< [3(n + i)]-12^).y fc AN, r

Soit x = (^o, ..., x^) e X^r réalisant le minimum ci-dessus; comme ||8|j ^ i,
il découle des lemmes (2.9) et ( i . 16) (i) que XQ 4= o et des lemmes (2.9) et ( i . 16) (ii)

que |[x - e|| < ^ m a x { i , ||x||} (car sinon Dist^)(x, 6) ^ [2{n + i)]-68^).

Utilisant à nouveau les lemmes (2.9) et (1.16) (ii) on conclut enfin que

^^{||y-®l|}^l|x-e|[<Dist^(x,e).(2(»+I))6W.max{I,||x[|}.

Vu que ||x||^ ||x — 6|| + ||8||^3 + 1—11, d'où ||x||^ 3, on a donc
2 2

.„,,„ (II. - ,||)< .xp(f6,o«(«+,)+.,-(JWf-^^^ H,̂ ).
„.%,«'" -i,———r^--.,v.,-.-. ^N)8(N)>; IV" D^»..,)lj-

Ceci montre que min { | | y — ^ID^r^ 0? car ^N) tend vers l'infini avec N. Soit

Ny_i un entier ^ N,. tel que pour tout N ^ Ny_i on ait

exp(- R(No)) > mm {| |y-e| |}.y fc -^-N, r

Pour tout N ^ Ny_i on définit alors M comme étant l'entier ^ No,
dépendant de N, le plus grand tel que d'une part M ^ N et d'autre part
exp(—R(M)) > min { | | y — 8 | | } . On a ou bien M == N, ou bien M < N avecy £ XN, r

exp(- R(M + i)) < mm { | |y - 9||}< exp(- R(M));y £ -^N, r

nous distinguerons ces deux cas plus bas dans la construction de l'idéal ̂  r-r
Dans les deux cas, si codim ̂  r ^ n ~ r + 2? on P080 ^PN r-i == ^PN r (^es

conditions (i)N,r-i et (^N.r-i résultent de la formulation des conditions (i)^ r et

(ii)^r)- Sinon on a codim ̂ r = n ~ r + ! <- n) c'est-à-dire dim X^ r == r — i > o,
ce qui conjugué au fait que exp(— R(M)) > min { | |y -— 6||} montre que le car-

yG^N^r

dinal de l'ensemble X^y n B(6, exp(—-R(M))) est infini. L'hypothèse auxiliaire dit
que ^(IM) nB(e,exp(— R(M))) est fini, ce qui entraîne que X^ + ^(1^) et

donc qu'il existe un des générateurs de 1 ,̂ soit Q^, tel que hQW ^ ̂  r - Soit X, tel
que X^ ^ÎN,rî nous définissons un A[dN^_i]-homomorphisme

p : A[d^]-^A[d^_J

par p(U,) = x '̂-̂ ^Q',11', et soit / une forme U-éliminante d'indice dy , de ̂ .r-
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Considérons la forme p(/) e K[d^,_i]; comme p^,)^^,» elle s'écrit, d'après
la proposition 2.4,

p(/) = ?. n A
h==l

^/i? • • -y/f sont des formes U-éliminantes d'indice d^,._i des idéaux premiers mini-
maux de codimension n — r + 2 associés à p^N.rE^N)]). Le lemme 2.1 en liaison
avec la proposition (1.12) (iii) et (v) et l'hypothèse (i)^,. montrent que pour tout
h = i, ..., t on a

f h(/J < h(/) + (ylog{n + i) + i) T(N) d°f^ ^-r+3 ï(N) S{-N)\
[^f^d-f^c.SW

car h(p(U,)) ==h(W) == h(QÎM)) ^ ï(N) et c^ y\og{n + i) + 2.
Nous distinguons maintenant les deux cas mentionnés plus haut pour majorer la

quantité M(bo p(/))/M(p(/)).

Premier cas : si M = N. — D'après le corollaire (2.3) et l'hypothèse auxiliaire,
on a

M^^ ^ [ll^lk^+^'Lexp^hC/-) +T(N)</°/)},

où Cy est un nombre réel ne dépendant que de n et [K : QJ.
On déduit des hypothèses du théorème (2.11) que, si G est assez grand en fonction

de Ci, <;3 et n,

f[7 S(N) \<r-l)/(&+l' -i )
S(N) > tl^N)^^^ + '3 + log(" + ^ j 2cî-r+2 T(N) 8(N^ + log 2

.log((n + i)^) + i,
et

/ S(N) Y'^ { ( S(N) \(r-l)/?+l) )
(ï(N)W-) >t(.(N )̂ +.3+log2Jlog((»+z)3-)+i.

En utilisant ces remarques et les estimations (i)N.r et WN r on déduit de l'inéga-
lité précédente que

A/T/ÏÏ ^( -F\\ ( 1 C/"\n \(r-!)/(&+!) \^^»< »P(-(.(/) ̂ (N)̂ ).(̂ .) ,, +,,,o^+,)))
f / SfNl V'-"""4'"!<.xp^-(h(p(/))+.(N)..p(/)).(^^,) j

grâce au lemme (2.1).
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Deuxième cas : si M < N. — On a,
exp(-R(M+i))< nun {| |y-e||}

yt-^N.r

< (3(» + i))68^. "lin {Dist^(y,6)}
y € -̂ N, r

et comme on a déjà vu que min {Dist^^y? ®)} < (3(^ + i))"128^, il suit quey G XN, r
exp(- R(M + i)) < mm {Dist^,(y, 6)1/2}.y £ -̂ N, r

D'où• '̂ (̂ !< '""^ ̂ {•.""Wy.o'},
si Pon pose T) = S(M)/2R(M + i) ^ o.

On a 73 ^ i car on s'est ramené à supposer S (M) ^ R(M +1)5 et donc la pro-
position (2.5) entraîne avec Pinégalité (ii)^ y la majoration

-§^<e,(-.,/)..N> .̂[,(,̂ f+".̂ ^-4

où <-4 est un nombre réel ne dépendant que de n et [K : QJ.
Mais on a

/ S(N) \^^) S(M) , / s(M)^2 Y^4-1^^^)
\T(N) 8(N)fc; ' R(M + i) " \R(M + i)^1 T(M) 8(^1)^

et G étant suffisamment grand en fonction de n et [K : QJ on déduit du lemme (2.1)
et de l'inégalité ci-dessus que

,,^ , r\\ ( { C;/T\J\ \(r-l)/(fc+l)^t^<^[-^^^d•^•{^ ]•
Dans les deux cas on démontre donc la même majoration. Utilisant la décompo-

sition de p(/) déjà indiquée plus haut, on déduit de cette majoration qu'il existe un idéal
premier minimal de codimension n — r + 2 associé à p^N.tWN)]), et que nous posons
dorénavant égal à ̂  r-i? de forme U-éliminante d'indice d^y, égale à f^(i ^ A ^ t)
et tel que :

T^/r/ î / r\\ ( 1 çnv\ \(r-l)/(fc4-l)\

ll̂ ,,-.ll -^"«-PJ- f ̂  + -(N' ̂ '- (w?) )•
Comme h(/,) = Ht^_^.r-i) et d°f, = Deg^^^(^r-i) il suit que l'idéal

^N,r-i vérifie (ii)N,r-i et aussi (^N.r-i d'après ce qui a déjà été remarqué
après la décomposition de p(./). Nous venons donc, en supposant l'assertion (Ay) vraie,
de construire pour tout N > Ny_i un idéal ^N,r-i premier dans A de codimension
> n — r + 2 et vérifiant (o^r-i? (i)N.r-i et (ii)N,r-r ceci montre que si (A,.) est
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vraie, alors (A,_i) est également vraie pour r e{k + i, k, ..., 2). Mais le lemme (2.13)
assure que l'assertion (A^i) est vraie, il en résulte que l'assertion (A^) est vraie et le
lemme (2.14) est établi.

Il faut encore montrer le lemme suivant.

Lemme (2.15). — Sous les hypothèses du théorème (2.11) la suite (^N^N^NI de P asser-
tion (Ai) est à valeurs dans un ensemble fini d'idéaux homogènes premiers de codimension n de A.

Démonstration. — Comme ||^N,il|d^< i pour N ^ N^, les idéaux (^N,i)N^
sont tous de codimension n. Soit N ^ N^ et M le plus petit entier compris entre No
et N tel que les deux conditions ci-dessous soient vérifiées. On pose ^ = ̂  ^.

(*) Ht^QP) ^ c^2 ̂ {M) 8{M)\
( î l t3< t) Deg^OP^^M)^

cet entier M existe car N vérifie les conditions (*) et (•*).
i) Supposons d'abord que mm { | |y — 9||}< exp(— R(M)), et montrons qu'alorsy £ ^N, i -

M = No. Pour cela considérons l'éventualité M > No et il existe un générateur Q^""^
de IM-I tel que "Q;?-1^^ et j tel que X^^3; on définit le A-homomorphisme

p : A[8(M)] -> A

par p(Ui) = X^-^^^Q^--1). Le corollaire (2.3) appliqué à cet homomorphisme
s'écrit en utilisant l'hypothèse auxiliaire

W ! ̂  IWw + exp(~ S(M - i))] .exp^^Ht^ÇW + ï(M) Deg^)(^))},

où CQ est un nombre réel ne dépendant que de n et [K : QJ.
On sait d'après le corollaire (2.10), la proposition (2.8) (i) et l'inégalité (ii)^ i

que
I I ̂  llw ^ I I ̂  ||,(N).exp(,6 T(N) Deg^(^))

f / / sn\n \ l /(&+ l) \^
< exp ^(Ht^(^) + T(N) Deg^W)) x ̂ - ^^^, ) ,

où CQ est un nombre réel ne dépendant que de n.
Comme on a encore S (M — i) ^ Gï(M) 8{M)JC, on en déduit en utilisant la

proposition (2.8) que l'inégalité (I) est intenable et donc que
/fcQ(M-l) hr\{îi-l) \ ç m
\ S<Cl ? • • - î ^Lm{'M.-l)) ^- 4>-

On a également les inclusions

^ = ^N..4-1 ^N,fc C . . . C ̂  == ̂

mais comme on suppose que ^jijm { | [ y — e||}< exp(— R(M)) on déduit de l'hypo-

thèse auxiliaire que ̂  est un idéal premier minimal associé à ( ,̂ ̂ M-l), .. ./Ql^M1-^)-
II suit alors de la proposition (2.6) que
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Hts(M-i)(W ^ 4(^ + i)2^ + i) c, T(M - i) 8(M - i)^
^t Degs^OPX^M-i^

ce qui contredit la minimalité de M et montre que l'on a bien M = N9 dans ce cas.
2) II reste encore à étudier F éventualité exp(—R(M)) < min { | | y — 8 | | } . Dans

V^XN,!

ce cas on montre que N < No avec No un entier ^ N^ tel que pour tout N' ^ No on
ait

exp(-R(No))> min {||y-e||}.y G X N ' , i

L'existence de l'entier No résulte du fait que min { | | y — 8 | | } - — > o et qui
y G X N ^ i N'->oo

se démontre comme indiqué au début de la démonstration du lemme (2.14). Si
N ^ Nd il existe un entier M' ^ No tel que

exp(- R(M' + i)) < y^^lly - ®11} < exp(- R(M')).

Comme exp(—R(M)) ^ - m i n { | | y — 9 | | } , il est clair que M'< M. Montronsy G ̂  i
que 1̂  C ^p. En effet, sinon soit Q^ un générateur de Ij^ tel que ^Q^ ^ç? et
soitj tel que X j ^ ^î; on définit

p : A[8(M')j -> A

par p(Ui) == X^^"^^ ^Q^^ En utilisant l'hypothèse auxiliaire on montre que,
comme dans le second cas de la preuve du lemme (2.14), on a

!̂ !̂<,̂ _{,,Di...,,(y,6)'}

avec f\ == S(M')/2R(M' + i) ^ o. On a T) < i et la proposition (2.5) s'écrit alors

(II) i < I I ̂ llw.^P^HW^) + T(M') Deg^,,(<p))},

où c^ est un nombre réel ne dépendant que de n et [K : QJ. Mais on a encore

( / / S(N) Y7'^1'^
m^< exp (Ht^(<P) +T(N) Deg^,((p)) k-L^^,J j ,

SCM'1 / SCN1 V/Cc+i)
car U' < M < N. „ conun. ̂ .̂ (̂ t̂ ) , C——— il vi.n, ,u.

l'inégalité (II) est intenable et que donc on a bien (^M/), . . ./Q^(M')) c ^P-
Gomme min { | | y — 8 H }< exp(— R(M')) on déduit de l'hypothèse auxi-

y G XN, i
liaire que ^ est un idéal premier minimal associé à (^ ^Q^, . . -Î^QÎ^M')) et 1! sult

de la proposition (2.6) que

HW^P) ^ 4(^ + i)2^ + i) c, TÇM') SW

et Deg^^^P) < ^i 8(M')fc.
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Ceci contredisant la minimalité de M entraîne que l'on a N < No dans ce cas. Dans
les deux cas on établit à l'aide de la proposition (2.8) que

Ht(^,i) + Deg(^) ^ (^+2 + ., + c,log{n + i)) r(No') 8(NoT,

avec N^ = NQ ou No suivant le cas. Gomme il n'y a qu'un nombre fini d'idéaux pre-
miers homogènes de A de hauteur et degré bornés à l'avance, le lemme (2.15) est démontré.

Fin de la démonstration du théorème (2.11). — Grâce au lemme (2.15) on peut extraire
de la suite (^N.IÎN^N^ une sous-suite (^.i)^eM telle que N^ ̂  oo et que ,̂1 == ^
soit un idéal premier fixe indépendant de f. Il suit des inégalités (ii)^ ,1 et du corol-
laire (2.10) que pour tout t eN on a

f r / snsn x1^4-^ \\
W\\ = IÎ .IK expt,(N,)D^) [- [^^ +4

Comme S(N) ^ Cr(N) S(N)fc et que ï(N^) tend vers l'infini avec i on a donc
I I ^ H = o c'est-à-dire 8 e ^(^P). Mais alors 61, ..., 6^ appartiennent à une clôture
algébrique K de K (dans CJ et les nombres Q^Oi, ... , 6J eK pour tout N ^ No
et i == i, . . . , w(N) sont de taille ^ r(N) + Cg 8(N) où CQ ne dépend pas de N. Comme
S(N) ^ Cr(N) SÇN)^ l'inégalité de la taille et la majoration

|Q^(6,, . . . ,ej |^exp(-S(N))

pour tout i = i, . . . , m(N) montrent que les nombres QS^Oi, .. ., 6J, ...,
Q%N)(8i5 * - - î 9 n ) sont tous nuls P01111 tout N assez grand. Ceci contredit l'existence
d'une suite d'idéaux 1̂  satisfaisant l'hypothèse auxiliaire et achève donc d'établir le
théorème (2.11) (critère principal) et tous ses corollaires mentionnés en introduction.

Formulons deux remarques finales. D'une part, il serait intéressant de généraliser
le critère principal en substituant au corps de nombres K un corps quelconque de type
de transcendance fini. D'autre part, on pourrait songer à substituer au point 9 des
ensembles de points plus compliqués éventuellement munis de multiplicités.
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APPENDICE

LE CONTRE-EXEMPLE DE CASSELS

Dans cet appendice nous voulons étendre le théorème XIV (p. 94) de [Ça] pour
montrer que l'hypothèse du théorème (2.11) qui impose aux idéaux IN d'être de dimen-
sion zéro au voisinage du point 6 ne peut être éliminée. Par voie de conséquence il vient
que sous l'hypothèse (5.3) (ii) de [G] (p. 359) on ne doit pas, lorsque n ̂  3, espérer
que les nombres O^, . . . , 6 ^ sont algébriques (ni même algébriquement dépendants),
et qu'aucune des hypothèses additionnelles

a) l̂m ON/N^2 = + oo, b) dim IN ^ ni 2,

(ni même les deux) ne peut permettre, lorsque n ̂  3, d'arriver à une telle conclusion
(contrairement à ce qui est affirmé dans [G]).

Proposition. — Soient n ̂  2 et (^(N))^» une suite de nombres réels > o. // existe des
nombres complexes O^, . . . ,6^ algébriquement indépendants sur Q, tels que pour tout N eN
il existe une famille (a,̂ .), i = i, . . ., n — i; j -= o, i, 2 d'entiers rationnels de
valeurs absolues ^ N et vérifiant pour i == i, .. ., n — i, d'une part a, 3 =4= o, et d'autre part
Ko+^i+^e^iK^N).

Remarques. — La proposition est intéressante lorsque ^(N) tend rapidement vers
zéro quand N tend vers l'infini. Par exemple si — log ^(N)/^4'372 —> + oo.

• Posons lN=(û i , o+û i . iX i+ f l i . 2X2 , . . . , ^_^o+^_ i^Xi+^_ i^XJ ; c'est
un idéal premier de Q,[Xi, . . . , XJ de codimension n — i < n dont les générateurs
sont de hauteur h ̂  log 3N et vérifient

0 < l^-JKo + a^ 6! + ̂  Qi^\}< +(N).

On voit donc qu'il existe un point 6 = (O^, ..., 6J e C" et une suite d'idéaux (IN) Ne M
de codimension n— i vérifiant les hypothèses du théorème (2.11) avec <? = (o),
8(N) = i, T(N) = i + log 3N et R(N + i) == S(N) == - log ^(N); exceptée celle
sur les zéros de IN dans la boule B(9, exp(— R(N))). Si — log 4>(N)/logN —> + oo
ceci montre que le théorème (2.11) ne peut être vrai lorsque l'on supprime la condi-
tion, pour les idéaux IN, d'être de dimension zéro au voisinage du point 6.
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• On peut supposer, sans perte de généralité, que ^ est monotone décroissante

vers zéro, quitte à remplacer ^(N) par min { —, ^( i) , . . . , ^(N)}.

Démonstration. — On suit la méthode dej. W. S. Gassels pour établir le théorème XIV
de [Ça] (pp. 94 et suivantes). On construit une suite d'entiers i = Ni < N3 < N3, ...,
une suite de nombres réels 81, 83, 83, ... > o et une suite de points 81, 62, 83, . . .
de C^ vérifiant les quatre conditions suivantes pour s ^ i :

(i)g pour tout o < N ^ N, il existe une famille (û^-)? î == i, ..., ^ — i;
j == o, i, 2 d'entiers rationnels de valeurs absolues ^ N et telle que pour
i == i, ..., n — ï on ait d'une part a^ + o et d'autre part

KO + ^.1 z! + ^-,2 ^ z + l l < ^(N)

pour tout z e B(8^ 85) ;
(ii), pour tout polynôme irréductible P de Z[X^, . . . ,XJ de taille < N,_i on a

P(z) + o pour tout z eB(8,, 8,) (si s> i);
(iii), B(8^)CB(8,_,,8^) (si .> i ) ;
(iv)g il existe une famille (û^p, i = i, ..., n — i; j == o, i, 2 d'entiers rationnels de

valeurs absolues ^ Ng telle que pour i = i, ..., n — i on ait d'une part a^ =1= o
et d'autre part a^ + a^\ 6^ + a^ 6^, == o.
(Rappelons que B(8, 8) == {z e C"; max {| z, — 6J }< 8}.)

1^ i^n

II est clair que si l'on construit les B(8g, 8,) pour s ^ i la proposition est établie.
En effet (iii)g entraîne qu'il existe un point 8 e f1 B(8g, 8g) et (ii)g que les compo-

sai
santés 61, ..., 6^ de 8 sont algébriquement indépendantes sur Q ;̂ enfin (i)g fournit la
conclusion de la proposition.

Construisons par récurrence les B(8g, 8g). Pour s = i on pose Ni = i,
^ == ( i ^ o, ..., o) e C", 81 < ^(i) et pour i = i, . . . , n — i on prend û^g == i
<et a^Q = a^\ == o et (i)i découle de (iv)i. Supposons j> i et B(8g_i,85_i) cons-
truit. Si P eZ[Xi, . . . , XJ nous notons P^ sa partie homogène de plus haut degré
et on considère le polynôme de Z[Xi, . . . ,XJ homogène II P^ où le produit

<(P)^N,_i

est étendu aux polynômes irréductibles de Z[Xi, . .., XJ de tailles ^ N^_i. Il existe
des entiers ^i, . . ., q^_^ tels que II P^(i, — îi, . . ., — qn-i) + 0- On choisit

<(P)^N,_i

encore un nombre rationnel r^ suffisamment proche de 61̂  _i pour que le point
( ^ , . . . , ^£0 - (où r,^==-(^o-^+^r1)^/^-1),^!, . . . ,^-!) vérifie
m a x { | ^ — 6 i , s - i | }^ ^s-r On note alors û^eN* le p.p.c.m. des dénominateurs
1^ î ̂  yi

<ie ri et r^i pour i == i, . . ., n — i et l'on définit

î = q. <2 ^ Z et ^o == - (^ ri + r^) ̂  e Z.

On a donc pour i == i, .. ., n — ï l'égalité a^o + <^\ ̂  + a^ r^^ == o.
On définit N, = max{i + N,_i, |a^| (i == i, . . . , n — i etj = o, i, 2)}.
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II résulte du choix des entiers ^, ..., ?n q^ P0111' tovi^ polynôme irréductible P
de Z[Xi, ..., XJ de taille ^ N,^ le polynôme de QJXi]

R(P) (Xi) = P(Xi, r, + q^r, - X^), ..., ̂  + ̂ _,(r, - X,))

n'est pas nul (R(P) est le résultant par rapport aux variables Xg, ..., X^ de P et des
formes linéaires ^ + a^ X^ + a^ X^(i = i, ...,n- i)).

On choisit 6^ g un nombre complexe suffisamment proche de r^ tel que

H R(P)(6^)+o
W^N,_i

(par exemple 8i,s^Q) et que le point 6, = (6^, O^, . . ., 6^,) e C" vérifie d'une
part ^a^{|6^ - 6^_J}< 8,_i, et d'autre part

î -JÎ  + ̂ -l)e^ + <2-l)9^l,s|}< +(NJ,

où pour i == i, . . . , » — i, on a posé 6,^i, == — (û^ + û^O^ J/a^ (on a donc
9,.s - ̂ s-i = ?»-i(^i - 9l,.) + (^ - 9,,.-i) pour i == 2, . . . , w).

Pour tout polynôme irréductible P de Z[Xi, ...,XJ de taille N,_^ on a
P(el^. . .AJ=R(P)(8^)+o.

On choisit alors 85 > o suffisamment petit pour que tout point

z = = (^, . . . ,^) eB(e,,8,)

satisfasse à

a) H P(z) + o,
W^N^.i

P) zeB(e^,8,_,),

ï) i^Ï-i^l ̂ o"^ + ̂ "^ ̂  + ̂ -1) ^+il}< ̂ (NJ.

(iv)g découle alors des définitions de N5 et des 6, ^ (i = 2, ..., w), (iii)g est consé-
quence de (3), (ii), est conséquence de a) et pour (i)g on distingue suivant que N ^ Ng_^
ou N^_^ < N < Ng. Dans le premier cas, (i), se déduit de (i)s-i et dans le deuxième cas>
la famille (û^""^), i = i, ..., n — i $ j = o, i, 2 est formée d'entiers rationnels de
valeurs absolues < Ng_i < N et vérifie pour i = i, ..., n — i d'une part a^^ 4= o
et d'autre part \a^l} + a^ ^ + ̂ 1} ̂ J < ^(NJ ^ ^(N) pour tout z eB(e,, 8,)
d'après y) et la décroissance de <p. Ceci achève la construction de B(9,, 8J et la preuve
de la proposition.
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