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PROBLÈMES DE MODULES
POUR DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES NON LINÉAIRES

DU PREMIER ORDRE
par JEAN MARTINET et JEAN-PIERRE RAMIS

INTRODUCTION

Cet article est d'abord une contribution à l'étude des germes d'équations diffé-
rentielles analytiques :
(i) œ == A{x,jy) dx + BÇx,jy) dy = o

singulières à l'origine de C2 (A et B nulles en o), dans le cas où le i-jet de la forme û>
en o est non nul,

Deux équations du type (i) sont dites analytiquement équivalentes s'il existe un difféo-
morphisme local analytique de C2 en o transformant l'une en l'autre, à unité près.

On est amené classiquement à distinguer différents cas, selon les valeurs des valeurs
propres (X^, Xg) du i-jet de co (supposées non toutes deux nulles) :

1) a) Le rapport À == X^/Xg est non réel, ou réel positif^ avec À ni entier ni inverse
d'entier. Alors la forme œ est analytiquement linéarisable et l'équation différentielle o> == o
se ramène à une équation linéaire :

x d y -— \y dx == o (Poincaré).

b) ÀeN*ui /N*. L'équation (i) est alors analytiquement linéarisable ou analy-
tiquement équivalente à l'une des « formes normales » :

{nx + |ji/1) dy —y dx == o, où n e N* et (JL e C (Dulac [16]).

2) Le rapport X est réel négatif ou nul.
a) À est irrationnel et satisfait une condition diophantienne convenable (Siegel,

Brjuno [10]). Alors l'équation (i) est encore analytiquement linéarisable.
b) \ est irrationnel, mais « exceptionnellement bien » approché par les rationnels. On

sait alors que (i) n'est pas en général analytiquement (ni même topologiquement) linéa-
risable, bien qu'elle le soit formellement (Pyartii [54]; Ilyashenko [35]); ce cas est difficile
et reste très mal compris.

c ) \ est rationnel : c'est le cas résonant.
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On connaît depuis longtemps une classification formelle de ce type d'équations,
mais on savait fort peu de choses sur leur classification analytique, bien que de nombreux
travaux leur aient été consacrés. C'est ce dernier problème que nous avons résolu, en
proposant une classification complète, à équivalence analytique près, des germes d'équa-
tions « résonantes ». Le présent article est consacré au cas le plus « dégénéré », où l'une
des valeurs propres de (i) est nulle (X = o). Un article en préparation traitera du cas
où À == —piq 4= o.

Toute équation du type envisagé dans ce travail est formellement équivalente à
l'une des formes normales suivantes :

(i) y dx == o

(ii) ^-^^^(i +\xP)dx==o (^i, XeC) .

Dans le cas (i) on sait depuis Dulac [16] que l'équivalence est analytique. Dans
le cas (ii) (point singulier isolé), Dulac a montré que l'équation considérée peut toujours
être réduite analytiquement à la forme :

(2) xp+ldy-K[x,y)dx=o où A(o,j/) =.y,

la réduction formelle à (ii) se faisant ensuite par un changement de variable y = (f{x, Y),
qui est une série formelle en A: à coefficients holomorphes en Y (tous convergents sur un
même voisinage de l'origine), après éventuellement une transformation analytique
convenable.

L'équation (2) manifeste la présence d'une feuille holomorphe à l'origine (x == o)
appelée « variété invariante » de l'équation, et le fait que les autres feuilles sont transverses
aux droites x = este.

On vérifie sans trop de difficultés que notre problème initial de classification se
réddit (à quelques détails près) à la classification des équations du type (2) module
les transformations « fibrées » {x,y) \->{x, ̂ [x,y)).

On sait depuis Euler [22] qu'une équation du type (2) n'est pas toujours analy-
tiquement normalisable. L'exemple d'Euler est l'équation :

x2 dy — [y -[- x) dx = o.

Cette équation se réduit à la forme normale x^dY—Ydx == o par l'unique trans-
formation formelle « fibrée » Y =y + S ( / z — i ) ! ^ qui est divergente.

w^ 1

L'étude des équations (2) « à points singuliers irréguliers » a donné lieu à d'innom-
brables travaux au cours du siècle dernier et au début de ce siècle; signalons, sans aucune
prétention à l'exhaustivité ceux de Briot-Bouquet, Poincaré, Borel, Horn, Bendixson,
Chazy.

Nos principaux résultats sont les suivants :
i. Étant donné une forme normale (ii), les germes d'équations analytiques (2)

qui lui sont formellement équivalentes sont classifiés analytiquement par les éléments
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PROBLÈMES DE MODULES POUR DES ÉQTJATIONS DIFFÉRENTIELLES NON LINÉAIRES 65

de H^S1; Ap ^), où Ay^ est un faisceau de groupes (non abéliens) sur le cercle S1,
attaché à la forme normale choisie c0p ^, que nous décrirons rapidement dans un instant.

Le lecteur rapprochera ce résultat de la théorie de Malgrange-Sibuya [43], [62]
dont nous nous sommes bien sûr inspirés (cf. aussi Bertrand [3]).

2. L'espace classifiant (ou « modulaire ») H^S1; Ap ^) a une structure analytique
naturelle (de dimension infinie (1)) telle que l'application associant à chaque équation
sa « classe caractéristique » est analytique.

3. Étant donné une équation du type (2)3 la transformation fibrée formelle (unique)
qui la réduit à sa forme normale appartient à la classe de Gevrey d'ordre ^ = = 1 + 1 / ^ 5
et est plus précisément ^-sommable (au sens de Ramis [57]) : ceci signifie qu'en appli-
quant à la série formelle normalisante (considérée comme à valeurs dans un Fréchet
convenable de fonctions dejy) les formules sommatoires de Borel {p = i) ou de Leroy
Çp> i), on obtient « canoniquement » des transformations analytiques sur des domaines
sectoriels U X D (U secteur de sommet 0 et d'ouverture >7r/^ (en fait ici en général
égale à 2-^fp) dans le plan des x; D disque ouvert de centre 0 dans le plan desj/),
asymptotes à la transformation formelle initiale, et normalisant sur U X D l'équation
considérée.

4. Le type analytique (« classe caractéristique ») d'une équation (2) est caractérisé
par la classe de conjugaison analytique de Vholonomie de la variété invariante {{x == o})
relative au feuilletage défini par l'équation. Cette holonomie est un difféomorphisme
local analytique de G en o, tangent d'ordre i à l'identité et formellement conjugué à
l'holonomie correspondante pour la forme normale. La classification à conjugaison près
de tels difféomorphismes a été faite récemment par Ecalle [17], et nous montrons que
notre théorie s'injecte de façon canonique dans la sienne. Un phénomène qui reste un
peu surprenant à nos yeux est que les holonomies produites par les équations (2) ne
sont pas arbitraires : on obtient seulement une « petite » partie (de dimension et codi-
mension infinie) du « module d'Ecalle ». (Nous nous proposons de montrer dans un
article ultérieur [45] qu'il n'en est plus de même dans le cas des équations résonantes
« non dégénérées » (X = — p f q =1= o) : le module des classes d'équivalence analytiques
d'équations différentielles s'identifie complètement au « module d'Ecalle ».)

Esquissons maintenant l'une des idées essentielles de notre démarche.
Considérons par exemple la plus simple des formes normales (ii) :

(3) ^Q^x^dy—ydx^o.

Ses feuilles sont la variété invariante {A:==o} et les graphes des fonctions
y == c exp(— ijx) (c e C). Excluant {x == o}, l'espace des feuilles s'identifie à la droite
complexe C. Soit c ' = g{c) un automorphisme holomorphe (éventuellement local) de
cet espace. Relevons-le en G(x^y) == (^^(^jO) dans C2, en laissant invariante la

(1) Ce dernier point nous avait été signalé (pour le cas p = i, \ = o) par Malgrange en 1976.
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« coordonnée de base » x. Le difféomorphisme G a en général un comportement très
« sauvage » au voisinage de la feuille « verticale » {x = o}, dû à la singularité essentielle
des solutions de (3) en o. Cependant, soit par exemple g{c) == c + a [a e C) ; alors
g { x , y ) -==y + a exp(— i fx), et G : V4' X C -> V4" x C (où V4' est un secteur fermé
de Cç, de sommet o, contenu dans {Re^>o}) est un difféomorphisme infiniment
tangent à l'identité le long de {0} X C. De même si g : (C, o) ->- (C, o) est un difféo-
morphisme local analytique tangent d'ordre un à l'identité {ge^) on vérifie aisément
que G est défini au voisinage de {o}xC dans V~~ X C (où V ~ C { R e A : < o } est un
secteur fermé de sommet o) et infiniment tangent à l'identité de C2 le long de {o}x C.

Seules les transformations g que nous venons de décrire (translations et éléments
de e^7) ont la vertu de donner naissance à des transformations G asymptotes à l'identité
de C2 au-dessus d'un secteur V de Cg; les transformations G laissant invariante l'équa-
tion o)i o « sur » V X C, nous les appellerons « transformations sectorielles isotropes » de (o^ o.
Nous les considérerons comme sections d'un faisceau A^ o sur S1 (S1 est le cercle unité
du plan des x, ses ouverts connexes définissant les secteurs aux rayons près) ; ce faisceau
est constant sur le demi-cercle {ReA:>o} (resp. {Re^<o}) et isomorphe à C
(resp. J^) ; sa fibre aux deux « pôles » x == ± i de S1 est réduite à l'identité. Ainsi
H^S^AI^^CXJ^.

Soit (Uo, Ui) un recouvrement ouvert de Cç par deux secteurs fermés tels que
UonU^V-^uV- où V + C { R e ^ > o } et V-C{ReA:<o}. Soit (^^eCx^f;
recollons les germes des produits Uo X C et U\ x C via G+ et G"; on obtient un objet
feuilleté (puisque G+ et G~ préservent le feuilletage défini par (QI o == °) ? ^a platitude
de G^ et G~ vis-à-vis de l'identité permet de montrer, grâce au théorème d'intégrabilité
de Newlander-Nirenberg sur les structures presque complexes, que cet objet « est » le germe
de C2 en o pourvu d'un germe d'équation différentielle holomorphe singulière du type (2) ; cette
équation est par construction formellement équivalente (mais en général non analyti-
quement équivalente) à co^ o == o. Des valeurs différentes données au couple (^+, g~)
produisent des équations analytiquement distinctes (et même « souvent » topologiquement
distinctes!). Pour montrer que le procédé ci-dessus décrit donne naissance à toutes les
équations formellement équivalentes à 0)1 o? ^ nous suffit d'utiliser un théorème de
normalisation « sectorielle » analytique assez « faible » dû à Hukuhara [33]. (Nous
esquissons d'ailleurs un argument direct au chapitre IV permettant d'éviter le recours
à Hukuhara.)

L'idée remarquable d'utiliser le théorème de Newlander-Nirenberg dans ce type
de question revient à Malgrange, qui l'a exposée dans une lettre à Ecalle, relative à la
classification à conjugaison près des éléments du groupe J^. Nous le remercions de nous
avoir communiqué cette lettre, qui a été pour nous une source d'inspiration essentielle
(cf. Malgrange [44]).

Les résultats relatifs à la sommabilité des transformations normalisantes se déduisent
assez facilement (sans calcul!) de notre théorie de « classes caractéristiques » : on montre
d'abord qu'elles sont Gevrey en utilisant une « astuce » que Malgrange nous a suggérée
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PROBLÈMES DE MODULES POUR DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES NON LINÉAIRES 67

(les classes caractéristiques sont évidemment Gevrey : G — 1 est à décroissance exponen-
tielle d'un ordre entier convenable) ; on prouve ensuite la sommabilité à partir de pro-
priétés « géométriques » des éléments de H^S1; A ^ ) .

Les résultats précédemment décrits ne résolvent pas tous les problèmes qui se posent
au sujet des équations différentielles du type (2) :

i. Nous ne savons pas « calculer » la « classe caractéristique » d'une équation
donnée.

Le calcul est théoriquement faisable pour les équations dont les « transformations
caractéristiques » (les g précédents ou leurs variantes) appartiennent à un même sous-
groupe de Lie abélien du groupe des difféomorphismes de « l'espace des feuilles » de
la forme normale.

Par exemple, si l'on considère seulement les équations (2) linéaires enjy :
x^dy-Wy + b{x))dx == o (û(o) = i),

il est facile de voir qu'elles sont classifiées analytiquement par les H^S1; A^), où le
faisceau A^CAy^ est défini par les transformations linéaires de l'espace C des feuilles
de la forme normale. Ce classifiant est de dimension finie (il est avec sa structure « natu-
relle » de groupe isomorphe à C^, et il est possible d'obtenir une famille universelle pour
les équations linéaires (non homogènes); par exemple, si p = i, on peut prendre (si À
n'est pas un entier positif) :

x2dy — (j/(i + \x) + ax) dx = o.

Le problème du calcul de la classe caractéristique devient plus difficile dans le
cas « non abélien », par exemple pour les équations (2) de Riccati :

x^dy- (û(^2 + b[x)y + c{x)) dx = o (è(o) = i).

Ces équations sont définies sur (C, o) x Pi(C), et leur classifiant (pour une forme
normale (x)p^ fixée) est H^S1; A^3), où A^CAp^ est le faisceau correspondant
aux transformations projectives enj/. Ce classifiant est encore de dimension finie (il est avec
sa structure « naturelle » de groupe isomorphe à C^), mais nous ne savons pas expliciter
en général une famille d'équations de Riccati universelle (tout en étant assurés de son
existence).

Des calculs élémentaires de monodromie nous permettent d'obtenir explicitement
les classes caractéristiques pour une famille « verselle » dans le cas p = i. Pour le cas
général {p quelconque) nous proposons une méthode de calcul basée sur une généra-
lisation de la théorie des invariants de Jurkat-Lutz-Peyerimhoff.

Ecalle nous a signalé (octobre 81 [20], [21]) que la « classe caractéristique »
de l'holonomie de la variété invariante {{x == o}) d'une équation différentielle sous la
forme (2) xp+ldy—A{x,y) dx -== o (A(o,j/) ==y) pouvait être calculée « explicitement »
(une telle classe se caractérise par des « coefficients de Fourier » calculables en fonction
des coefficients du développement de A). Ecalle obtient (entre autres) dans [21] une
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classification analytique des équations résonantes (dégénérées ou non). Ses méthodes,
basées sur sa théorie des fonctions résurgentes, sont a priori assez différentes des nôtres :
il étudie les « solutions » tandis que nous concentrons notre intérêt sur les « équations
de conjagaison ».

2. Un autre problème passionnant consiste en l'étude de la bifurcation d'une équa-
tion (2) lorsqu'on la place dans une famille analytique transverse à l'espace des singularités
étudiées ici; par exemple :

^ =={x2—[L)dy+ A(x,jy) dx = o,

où A est donné.
Pour (JL =1= o cette équation a deux points singuliers réguliers, qui « confluent »

quand [L == o. Y a-t-il une relation entre les classes caractéristiques de (OQ et le compor-
tement des feuilletages <o^==o? (Cf. dans cette direction Garnier [24].)

3. L'étude topologique (ou même <^00) des feuilletages locaux définis par les équa-
tions (2) n'est pas tout à fait évidente (1). (Il semble en particulier y avoir de subtiles
différences entre la classification topologique et la classification %?00.) Elle mériterait
d'être détaillée. Il est en tout cas clair que, pour une forme normale formelle fixée, il
se présente des types topologiques distincts.

Signalons pour finir que les résultats généraux relatifs aux développements asympto-
tiques qui nous sont nécessaires sont regroupés au chapitre 1 (qui contient également
un certain nombre de constructions fondamentales, indépendantes de la théorie des
équations différentielles). Ce chapitre est long et risque de paraître un peu aride au
lecteur, auquel nous conseillons de commencer par l'étude des chapitres suivants, en
se reportant au chapitre 1 selon ses besoins.

Une première version de cet article a été diffusée sous forme de preprint Irma
au printemps 81 [46]. Un certain nombre de suggestions de Malgrange, que nous
remercions, nous a permis de notables améliorations :

a) simplification de la preuve de la version Gevrey du théorème fondamental et preuve
de la conjecture 1.3.5.5 de [46];

b) suppression des restrictions sur le groupe de Lie en 1.5;
c ) nouvelle approche de la théorie des invariants de Jurkat-Lutz-Peyerimhoff permettant

de retrouver les résultats de ces derniers tout en les généralisant, et de prouver la
conjecture faite en VI.4-3.io de [46].

Enfin, dans la présente version nous avons supprimé le chapitre VII de [46]; il est
remplacé par quelques indications à la fin du chapitre VI.

(1) Dans le cas des équations résonantes non dégénérées la classification topologique est très simple
(cf. CAMACHO-SAD [13]).
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I. — DÉVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUES

i. DÉVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUES. DÉFINITIONS ET NOTATIONS

Le lecteur non familier avec la théorie classique des développements asymptotiques
pourra se reporter au traité de Wasow [65]. Nous avons besoin de quelques extensions
du point de vue traditionnel.

(1.1) Développements asymptotiques

Soit S1 C C le cercle unité centré à l'origine o. Pour tout sous-ensemble connexe
U C S1 (arc) on désignera aussi par U le secteur de C, de sommet o, formé des points x
tels que xf\x\ eU et |A:J<R (nous ne préciserons pas en général le rayon R>o
qui pourra le plus souvent être arbitrairement petit : germes de secteurs). On conviendra
toujours de l'inclusion de o dans le secteur. Si U est ouvert (resp. fermé) le secteur sera
dit ouvert (resp. fermé).

Nous aurons parfois besoin (pour les questions de ^-sommabilité) de la situation
plus générale où U est un secteur de la surface de Riemann du Logarithme, défini par
un sous-ensemble connexe borné du revêtement universel R de S1. Dans ce cas aussi nous
adjoindrons o au secteur (topologie évidente).

Nous allons dans la suite travailler constamment avec des développements asympto-
tiques à une variable, au sens classique, dépendant holomorphiquement d'un para-
mètre^ (j/eti ouvert de C1). De tels développements peuvent être considérés comme
développements à valeurs dans un espace de Fréchet (et en pratique, compte tenu du
côté « germique » du paramètre, à valeurs dans un espace de Banach). Ces dévelop-
pements peuvent aussi être envisagés comme des fonctions différentiables au sens de
Whitney; ce dernier point de vue se révélera fort utile.

Si X est un ouvert de <y, nous noterons <P(X$ F) l'espace des fonctions holomorphes
sur X, à valeurs dans F, espace de Fréchet (Grothendieck [28]). Nous poserons
^(X; C) = (P(X), ce dernier espace étant muni de sa topologie usuelle d'espace de
Fréchet.

Définition (i. i. i ). — Soit U un secteur défini comme ci-dessus. Soit F un espace de Banach
complexe {de norme notée ||.||). Soit /e^(U-—{o}; F); on dit que/admet :

/M=S^.^eF[M] (^eF)
p30
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pour développement asymptotique en o {et l'on note /ej^(U; F), y==J(/)) si, pour tout sous-
secteur fermé V de U, on a :

Sup |^|-&||/W~S^.^||<G^.
a;GV-{0} P==0 '

On note e (̂U; C) = ̂ (U).

Remarque (1.1.2). — Soit F un espace de Fréchet. On écrit F comme limite pro-
jective d'espaces de Banach : F = Lim F,. On définit les développements asymptotiques

t £M

à valeurs dans F par J^(U; F) = Lim j^(U; F,), le résultat étant indépendant du
îeï

choix de la famille (F,) ieN. Soit par exemple Q. un polydisque ouvert de C*. On
écrit Û==^K, (K, polydisque fermé), on désigne par F,=B(K,) l'espace de
Banach des fonctions continues sur K.̂  holomorphes à l'intérieur. On a :

F = ^(û) = Lim B(K,) et j^(U; ^(Q)) = fi ^(U; B(K,)).
Î6N" teN

Définition (1.1.3). — Soit V un secteur ouvert. Soit tî un ouvert de C" (espace de para-
mètres). Soit m>o. Soit enfin ge ^((U—{o}) X û; G"*). On dit que g admet :

g{x^) == S a,We 0{^ C^EM], a,E ^(û; C-)
p ̂  o

pour développement asymptotique (paramétré par 0) si, pour tout sous-secteur fermé V de U et tout
compact K de il, on a :

Sup M-ll^^)- S a,W\\<Cy^.
a;çV-{0} P=Q
!/6K

Les fonctions g satisfaisant à cette définition s'identifient immédiatement aux
fonctions /e^(U; ^(Q; C-), par g{x^) =/W(^).

Soit maintenant U un secteur de C de sommet o, et 0. un voisinage ouvert de
l'origine dans C* (nous travaillerons en fait avec le germe (û, o) = (C1, o)). On
considère les germes d'applications :

g : Ux^o^C1

telles que :

(1.1.4) (i) g{x,y) est holomorphe sur (U—{o})xt2 ,
(ii) ^jO==J^ _ __
(iii) pour tout secteur fermé V C U, la restriction de g à V x 0 est

une application C°° au sens de Whitney (Malgrange [41]).

Ces conditions signifient qu'en tout point (o,j^o) (j^eîi), l'application g admet
un développement de Taylor infini; d'après les conditions de Whitney et l'holomorphie
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de g pour x 4= o, le jet infini de g le long de {0} X t2 est indépendant de VC U et de
la forme :

g{x,y) =^+ S^(jQ^ où geffl{a; ̂ [[x]] (^efi?(0; C1)).

De plus, pour tous A, reN, V C U (secteur fermé) et K compact de f2, on a :
y n y^k

(-•-.5) l.- l̂ ^(^)-^-(^)

_ k-1

tend vers zéro avec x, uniformément sur V x K. (^ ==y + S a (j^).

Il est clair que g peut être interprété comme un développement asymptotique
en x, paramétré parj/ (cf. Définition (i . i. 3)) ou comme un développement asymptotique
en x à valeurs dans l'espace de Fréchet ^(û) (Définition (i . i. i) et Remarque (i . 1.2)),
et inversement.

Remarque (1.1.6). — Dans le cas de plusieurs variables, le sens du terme « déve-
loppement asymptotique » est mal fixé. En particulier la définition donnée ci-dessus
est beaucoup plus forte que celle proposée par Gérard-Sibuya [25], qui signifierait ici seu-
lement que g admet en tout point de {0} x 0. (voire seulement en (o, o)) un « dévelop-
pement limité » en les variables {x,y} à tous les ordres, ce qui n'implique pas la diffé-
rentiabilité au sens de Whitney. Nous reviendrons plus précisément sur ce point au § 6.

Nous aurons besoin des variantes suivantes du Théorème de Borel-Ritt :

Théorème ( 1 .1 .7 ) . — Soit U un secteur de sommet o dans C (ou plus généralement sur
la surface de Riemann du Logarithme) :

(i) Soit F un espace de Banach, et f{x)=^xna^eT[[x]] (û^eF, neN) une série
formelle. Alors il existe /ej^(U; F) admettant/comme développement asymptotique à l'origine.

(ii) Soit QLCÇy un ouvert (espace de paramètres), et :

g{x,y) = ̂ W e ̂ (û, C) [M] (^ e Û?(Q), n e N).

On suppose chaque fonction a^ bornée sur û. Alors il existe g e Q(V x 0.; C*) admettant g comme
développement asymptotique paramétré par 0, sur U.

La démonstration est une adaptation immédiate de l'argument classique et est
laissée au lecteur (cf. Wasow [65], Theorem (9.3) et Theorem (9.6)).

Remarquons que l'on peut toujours supposer les a^ bornés sur û si l'on accepte
de « diminuer ti », c'est-à-dire de travailler avec un germe (û, coo) d'espace de paramètres.

(1.2) Les faisceaux A^

Nous désignerons par Gfc (ÀeN) le sous-groupe de Diff(C X C", o) formé des
germes de difféomorphismes holomorphes de la forme :

(^j0 ̂  (̂ , g{x^)) où g{x,y) =y + S a^x^
p^fc+1
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Ce sont donc les « déploiements » (en x) de l'identité de C", ^-plats par rapport
à l'identité le long de ^xC".

Pour simplifier les notations, nous désignerons toujours par la même lettre un
élément de G^ et sa « composante verticale » g{x^y).

De même, nous désignons par ô76 (k e N) le groupe des déploiements formels
(^)^M(^J/)) où g{x,y)==^+ S ^(j)^ (g G ̂ {^[[x]]) est une série for-

p^k+l

melle en x, dont les coefficients aÇjy) e C" ont un rayon de convergence ^ p > o indé-
pendant de p).

Un secteur U C Cç de sommet o étant fixé, on désignera par A°(U) l'ensemble
des germes d'applications holomorphes vérifiant les conditions (1.1.4). Avec la conven-
tion précédente, les éléments geA°(V) ((^,j) ̂  {x, g{x,y)) constituent le groupe des
déploiements « holomorphes avec développement asymptotique » de l'identité de C" sur le
secteur U.

Si l'on fait varier U (arc) sur S1, Ul->A°(U) définit un préfaisceau de groupes.
On note A° le faisceau de groupes sur S1 qui lui est associé. Remarquons que l'inclusion
A°(U) Cr(U; A°) est stricte (si U est non vide) : un domaine de définition pour
^eI^U; A°) est généralement un « œil » de sommet o, et non un secteur.

Le groupe H°(S1; A°) = r(S1; A°) des sections globales de A° n'est autre que le
groupe G°. Le développement asymptotique de g e A°(U) est un élément de G°.

On désignera par A^ {k e N) le sous-faisceau de A° formé des germes d'appli-
cations g dont le développement asymptotique appartient à G .̂ On dira alors que g
est ^-plate par rapport à l'identité de C".

Le groupe H°(S1; A^) == F(S1; A^) est égal à G\
On désignera enfin par A le faisceau intersection de tous les A^ (A ̂  o) ; ses sections

sur un secteur U sont, en x = o, infiniment plates par rapport à l'identité de C^
Le groupe H°(S1; A) est réduit à l'élément neutre et s'identifie à l'identité de C1.
On a des suites exactes courtes de faisceaux de groupes sur S1 :

A ̂  A° —> G°
Î

r i

î î
A —» A1 -^ G1

Id

"î î î
A —> A" —> G"î î î

(les flèches A^-^ô^ sont surjectives d'après le théorème de Borel-Ritt).
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Remarque. — Soit J^ C Dif^C*, o) le sous-groupe des difféomorphismes locaux
holomorphes de C1 en o, de partie linéaire égale à l'identité. (On notera ^ == Jf.)
Le groupe Diff^, o) est un ouvert de {C{y}Y muni de sa topologie DFN canonique et
.-̂  est l'intersection de cet ouvert et d'un hyperplan affine fermé de C{jy}; c'est donc
aussi un ouvert d'espace DFN : on peut le considérer comme un groupe de Lie de
dimension infinie (ce que nous nous contentons de faire heuristiquement).

On peut alors introduire les groupes Gî, ô ,̂ et les faisceaux A^ définis respec-
tivement par les germes d'applications analytiques de (C, o) dans (J^, i), les séries
formelles à valeurs dans ̂  et les développements asymptotiques à valeurs dans J^.
Ceci revient, dans les définitions précédentes, à imposer partout g{x, o) == o, ce que
nous ne pouvons faire dans les situations que nous avons en vue.

2. LÏSOMORPmSME FONDAMENTAL

(2.1) Etude de H^S^A)

Le lecteur peu familier avec la cohomologie non abélienne pourra se reporter à
Frenkel [23].

Pour tout recouvrement ouvert 93 de S1 on peut trouver un recouvrement ouvert U
fini plus fin que 93 (U = {UJ, i = i, .. ,,j&) tel que :

(2.1.1) (i) les U^ sont des arcs (connexes) de longueur ̂  270,
(") U^+i=U^U4-i+0 ( « ^ + i = i » ) ,
(iii) les ouverts U, sont trois à trois disjoints.

Un tel recouvrement sera appelé un bon recouvrement de S1.
Tout élément de H^S1; A), q == o, i, peut être représenté par un élément de

?(11$ A) où U est un bon recouvrement, qui a priori dépend de la classe considérée
(nous verrons plus loin qu'en fait tout bon recouvrement convient pour tout élément).
Par ailleurs l'application naturelle ÏP(U; A) -» ïP(S1; A) est toujours injective (voir par
exemple Hirzebruch [31]).

On désigne maintenant, après avoir choisi un bon recouvrement U, par
^°(ll; A^) C G°(U; A^) l'ensemble des o-cochaînes {g,} dont le cobord {g^==g^1}
appartient à (^(U; A). Il revient au même de dire que l'image naturelle de la cochaîne{^}
dans G°(U; G^) est un cocycle (on interprète ici G^ comme faisceau constant sur S1),
ou encore que les ^ ont même développement asymptotique g e ô .̂

On a ainsi deux applications naturelles :

^(UîA^Z^UîA),

^(U; A^) -> Ô .̂
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Deux cochaînes {g,} et {&} de ^(U; A^) définissent le même élément de H^U; A)
si et seulement si on a :

^J~1 = ̂ gigr1^1 où W6 G°(U; A).

Ceci s'écrit ,?J~1^- ==.?»'-1^ et définit donc un élément
/-{^^JeH^lI; A^) et l'on a g'^hogof-1.

Lemme (2.1.2). — Soit U un bon recouvrement de S1.
(i) L'application cobord 8 : ̂ (U; A^) -^ Z^U; A) îWîA MW injection

G°(U; A^^U; A^/H^U; A^) -^ ?(11; A).

(ii) OTZ a une injection canonique
Lim C°(U; A)\^°(U; A^/G^ -^ H^S1; A).
lïbon

Proposition (2.1.3). — Soit AeN. Pour tout bon recouvrement U, on a un isomorphisme
canonique

G°(ll; A)\^{U; A^/H^U; A^) -> Ô .̂

En effet, soit U un bon recouvrement de S1. Soit g e G\ Le théorème de Borel-Ritt
permet de représenter g sur chaque secteur U, (dont on diminue éventuellement le
rayon) par g^ e A^U,) admettant g comme développement asymptotique à l'origine.
Ceci établit la surjectivité de l'application naturelle

^(UîA^) ->G\

La proposition s'en déduit. •

Corollaire (2.1.4). — Pour tout bon recouvrement U on a des injections naturelles

Ô^ -> H^U; A) -> H^S1; A).

Nous verrons plus loin qu'en fait ces applications sont des isomorphismes.
On peut donner des versions « à paramètre holomorphe » des résultats précédents.

On prend comme espace de paramètres un ouvert S de C" (ou plutôt un germe
d'ouvert (S, So)). On définit immédiatement des versions « à paramètre » de G\ G\ Ak...
(notées respectivement G|, G|, A|). Par exemple, on définit A^(U X S) en utilisant
les conditions, pour g : U x (i2, o) x (S, So) -> C",

(2. i .4)g (i) g{x,jy, s) est holomorphe sur (U —{o}) X û X S,
W g{o^^)==^ _ __
(iii) pour tout secteur fermé V C U, la restriction de g à V x Q x S

est une application <^°0 au sens de Whitney.

On utilise ensuite des « bons recouvrements » de la forme U x (S, So) et les
énoncés (2.1.2), (2.1.3) et (2.1.4) s'étendent sans difficulté.
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Par abus de langage, nous dirons en particulier que l'application naturelle
Ô^ -> H^S1; A)

est « holomorphe ».

(2.2) Interprétation géométrique des éléments de H^S^A)

Soit y e H^S1; A). Il peut être représenté par un i-cocycle de Cech g e Z^U; A),
où U est un bon recouvrement. Nous allons associer à g un germe de variété analytique
complexe Mg, muni d'un germe de projection holomorphe TT : M - > (C, o). Nous
verrons que si l'on change de représentant g de y, les triplets {Mg, TT, (C, o)) se corres-
pondent par un isomorphisme holomorphe canonique. Cette construction géométrique
(inspirée d'une idée de Malgrange [42]) va jouer le rôle clef dans la démonstration
du théorème qui est un de nos résultats essentiels.

Soit donc ^eZ^U^A), U étant un bon recouvrement. On a ^={^^J.
Formons l'espace topologique obtenu à partir de la somme disjointe UU^ X ti en iden-
tifiant les points {x, y} e U, X Q. et (^ z) e U, +1 X û si x e U, n U, ̂ . ̂  == U^+ ^ et
2'=^4-i,i(j/) (gi+i^g^+i). Nous noterons Mg le germe de cet espace topologique
en o = (o, o).

La restriction des recollements aux ensembles {o}xt iCU,x t i est l'identité.
On obtient donc ainsi un sous-ensemble de notre espace topologique naturellement
isomorphe (germiquement) à {0} X ti.

Des conditions (i), (ii), (iii) de (1.1.4) on déduit immédiatement le

Lemme (2.2.1). — (i) Les projections de U, x t2 sur U, induisent un germe de fibration

continue Mg -> (C, o), la fibre TT'^O) s9 identifiant canoniquement à (C^ o).
(ii) L'ouvert Mg=Mg—n~l{o) est naturellement muni d'une structure de variété ana-

lytique complexe de dimension n + i. C'est l'unique structure telle que les injections naturelles
((U,-—{o}) X t2; o) ->• M g soient holomorphes. La restriction de n à Mg est holomorphe.

Lemme (2.2.2). — II existe sur Mg une unique structure de germe de variété différentiable
telle que les injections naturelles (U» X Q; o) -> Mg soient différentiables (G00 au sens de Whitney).
La structure induite sur Mg est la structure sous-jacente à la structure holomorphe de M . L'appli-
cation n est différentiable^ de rang maximum en o.

Démonstration. — On utilise le théorème de prolongement de Whitney et la notion
de fermés régulièrement séparés (cf. par exemple Malgrange [41]) de la façon suivante.

On remplace d'abord le recouvrement ouvert U == {U,} par un recouvrement {VJ,
où les V, sont des secteurs fermés avec V,CU,. On considère V,xt2 comme une
variété à bords et à coins. Les fonctions différentiables sur V, X ii sont par définition
les fonctions %700 au sens de Whitney (le germe Mg construit à partir des V, s'envoie
naturellement dans celui construit à partir des U^$ les deux germes sont homéomorphes).
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Soit maintenant ^o67^""^0)- O31 désigne par ̂  l'anneau des germes de fonctions
en j/o, représentés par des germes en JQ (sur V^ X Q) de fonctions f^ de classe <8700,
compatibles via les applications de recollement ga^i, c'est-à-dire fi+t°êi-\-i i^fi'
Chaque coordonnée y sur C" == 7^~l(o) se prolonge en un élément de êy^ : on prolonge d'abord^
en une fonction f^ de classe %700 sur Vi X Î2 (par exemple f^ ==j/) ; l'application de
recollement ^2,1 fournit alors une fonction h^ sur V ^ g X Q C V g X t i ; on la prolonge
en^ en utilisant le théorème de prolongement de Whitney... On termine sur le dernier
secteur (qui rencontre V\) en utilisant l'argument suivant : soient V un secteur fermé
et V, V" des sous-secteurs fermés de même rayon, avec V'nV"={o}. Soient <p
et 9' des fonctions <^700 au sens de Whitney sur V X i2 et V" X 0. respectivement, coïn-
cidant, au sens de Whitney, sur {o}x ti; ces fonctions définissent une fonction <^700 au
sens de Whitney sur (V'uV") X t2, car V et V" sont transverses, donc régulièrement
séparés; celle-ci se prolonge donc en une fonction <^00 sur V X t2.

Les fonctions ainsi obtenues et la fonction n définissent clairement un système de
coordonnées locales sur M.g au voisinage dej^oî un élément de ê^ est fonction <^00 de
ces coordonnées. Ainsi M.g est munie d'une structure de germe de variété différentiable.
Cette structure est fixée en dehors de Tr'^o), donc unique. •

Proposition (2.2.3). — (i) Le germe de variété différentiable My admet une unique structure
de germe de variété analytique complexe prolongeant celle de Mg. Pour cette structure^ Inapplication n
est holomorphe, de rang maximum en o.

(ii) Le complété formel de M.g le long de TT'^O) {pour la structure complexe de (i)) est
canoniquement isomorphe au complété formel de (C X C", (0,0)) le long de {o}xCn, Uisomor-
phisme étant compatible avec les projections sur C|{o}.

Démonstration. — Le fibre tangent différentiable à M^, noté ^, restreint à Tr'"1^),
est naturellement isomorphe à ({o}x (CT14'1, o)) X C"4"1; sa restriction à Mg est le fibre
différentiable sous-jacent au fibre holomorphe tangent à Mg. Les fibres de ^ en tout
point sont ainsi munies d'une structure d'espace vectoriel complexe, et donc d'une
application « quart de tour » J. On vérifie facilement que J est de classe %700. On a ainsi
muni M^ d'une structure presque complexe uniquement déterminée. Cette structure
est intégrable sur M^, donc sur M-g puisque M.g est un ouvert dense dans îAg : on a
[U^+LK, •y]]=JR, •d—JLJ^J'y]] pour tout couple (Ç, 73) de sections de r.
D'après le théorème d'intégrabilité de Newlander-Nirenberg [51], la structure presque
complexe définie par J est sous-jacente à une structure complexe unique.

Le reste de la proposition est évident. •

Lemme (2.2.4). — Soit yeH^S^A).
(i) Soient U un bon recouvrement de S1, et g^ g' e Z^U; A) deux cocycles représentant y.

Alors il existe un isomorphisme (non canonique) de germes de variétés analytiques M^ ^> My,
compatible aux projections

TC: M^-^(C,o) et Ti:': M^-^(C,o).
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(iï) Soient U, U' deux bons recouvrements de S1, U étant plus fin que U'. Soit g ' e Z^U'; A)
représentant y, ^ ,? ^ restriction de g ' dans Z^U; A). L'application naturelle Mg -> M^ ^
^ ^?m<? d'isomorphisme de variétés analytiques compatible aux projections TC <^ TT'.

(iïi) Z<? ^rm<? ̂  variété analytique fibrée n : {Mg, o) -> (C, o) n<? û^rf, û isomorphisme
(non canonique) près, que de la classe y de g dans H^S1; A).

L'assertion (ii) est claire, et (iïi) résulte immédiatement de (i) et (iï). Il reste à
prouver (i) : il existe h = { A Je G°(lt; A) tel que

ë^+l=h^g[i,+lfh^.

Les applications H, : U, x t2 -> U, x Q, {x,y) \-> (x, h,{x,jy)), induisent un germe
d'homéomorphisme continu H : {Mg, o) -> (M^, o) compatible aux projections n
et TC'; H étant holomorphe de Mg dans M^, est holomorphe de Mg dans Mg. (continuité).

•
(2.3) TriviaUsation formeUe des éléments de H^S^A)

L'interprétation géométrique des cocycles de Z^U; A) va nous permettre de
construire une application : Z^U; A) -> ô° (et si l'on veut de Z^U; A) dans G\
k eN) définie à composition à droite près par un élément de G° (resp. G^). Par passage
au quotient on obtiendra ainsi un inverse de l'application naturelle

Ô°/G0 -> H^S1; A) resp. Ô^ -> H^S1; A).

Théorème (2.3.1). — Pour tout keîf, l'injection naturelle
Ô^G^H^S^A)

est un isomorphisme.
(Ce résultat est valable en remplaçant les groupes G et le faisceau A par G^ et A,;

voir (1.2), Remarque.)

Démonstration. — Étant donné un germe de variété analytique fibrée n : M - > (C, o)
(TT de rang un à l'origine), on peut en choisir une trivialisation

M, -^ (C, o) x (C, o)\ /
(C,o)

(H est défini à composition à droite près par un élément de G°).
De (2.2.3) (iï) et de H on déduit un automorphisme au-dessus de C|{o} du

complété formel de (C14'1, o) le long de {0} x (C1, o). Cet automorphisme est tangent
à l'identité. On a le diagramme commutatif

C{J}[M] < -̂ C{Y}[M]

C[M]
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On en déduit Y==y(A:,jO, avec ÇeÔ0, soit aussi y = y-1 (^ Y); $ est défini à compo-
sition près à gauche par un élément de G°, et Ç~1 à composition près à droite par un
élément de G°.

On a ainsi défini une application Z^U; A) -> ô°/G°. On vérifie immédiatement
qu'elle passe au quotient et définit une application

H^A^ÔÙ/GO ((2.2.4) (iii))

Nous allons maintenant vérifier que celle-ci inverse l'injection naturelle
(yYG^H^S^A)

en explicitant y. On a des automorphismes de fibres triviaux <^00 au sens de Whitney

(U,, o) x (C, o) —> (U,, o) x (G1, o)\ /
(U<. o)

déduits de l'injection naturelle (U,, o) x (C1, o) -> Mg et de la trivialisation H. Ces
automorphismes fournissent des éléments <p^er(U,;A°) compatibles avec les recol-
lements gi+i^: 9,== Çi+io&+i^. On en déduit :

&.i+l=(y^l)û(<P<+ll)~l et ^^â.i+i.

Par ailleurs 9,=$ est indépendant de i (les ,̂ 4.1 sont infiniment plats par rapport
à l'identité).

On a ainsi fabriqué un élément {(pi"1}6 ^°(U; A°) dont l'image dans ô° est ç"1

et dont le cobord est g. Ceci termine la démonstration dans le cas où k == o. On passe
facilement au cas général en remarquant que y peut être choisie k-plate par rapport
à l'identité; on choisit d'abord 9^ que l'on écrit 9i==.L(9i) + $. On modifie ensuite
le choix de la trivialisation H^ qui nous a donné 9^ en posant H =J&(9l)~'lo^^l$ 9
obtenu à partir de H répond à la question. •

(a. 3. a) Remarque importante. — La bijection canonique ô^/G^ -> H1 (S1; A) est
« biholomorphe ».

L' « holomorphie » de GJC|Gk -> H^S1; A) a déjà été expliquée ((2.1), remarque
finale). Il nous reste à étudier de ce point de vue l'application inverse.

L'interprétation géométrique de (2.2) peut être faite « avec paramètre holo-
morphe ». Soit (S, So) un germe d'ouvert de C"1. Nous considérons ^g e Z^U X (S, So) ; Ag)
comme un i-cocycle dépendant holomorphiquement de se S. On construit un germe
de variété différentiable fibrée

M^(C,o)x(S^o).
Cette variété admet encore une structure holomorphe naturelle prolongeant celle de
Myg = M^—TCs^ l({o}x (S, ^o))î ^ ^aut lcl utiliser le théorème de Newlander-Nirenberg
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pour l'espace « variables + paramètres ». On trivialise ensuite M^g au-dessus de
(C, o) X (S, .$0)3 ce qui fournit un élément 9 e ô|.

Il serait intéressant pour les applications de disposer d'un résultat analogue quand
(S, So) est un germe banachique (1). Il se déduirait d'une version banachique convenable
du théorème de Newlander-Nirenberg; malheureusement aucune des démonstrations
connues ne semble s'étendre en dimension infinie. Nous laisserons donc cette question
aux spécialistes (il est d'ailleurs possible qu'il vaille mieux travailler directement dans
la situation DFN qui est celle que nous rencontrerons de fait).

Moyennant une version à « paramètres différentiables » du théorème de Newlander-
Nirenberg (nous ignorons si ce résultat est connu, mais il ne devrait pas poser de problème,
même avec paramètre dans un espace de Banach ou dans un espace DFN), on obtiendrait
la « différentiabilité » de l'application H^S1, A) -> ô^/G^.

Remarque (2.3.3). — Soient II, IT, U" trois bons recouvrements de S1, indexés
par î = = i , . . . , ^ , avec U^CU^nU,". Soit g ={g^ »+i} e Z^U; A) et supposons
que chaque &^+i se prolonge en un élément de r(U^^iU U^+i; A). On définit
ainsi g ' e Z^U'; A) et g" e Z^IT; A) dont la restriction à Z^U, A) est g. Les injections
naturelles M.g-^M.g, et M^->M^ induisent des isomorphismes ; donc les fibres
(M^, TT, (C, o)), (M^, TT', (C, o)) et (M^,, TC", (C, o)) sont naturellement isomorphes et
on peut les trivialiser en utilisant une trivialisation H de (M^, TC, (C, o)). On construit
ensuite deso-cochaînes {<pJe^°(U; A°), {ç^e^ll'; A°) et {ç^e^U" ; A°);
les restrictions à U, de 9; e F(Ui ; A°) et ç," e r(H" ; A°) sont égales à y, e r(U,; A°) ;
ainsi 9^ et ̂  définissent un élément de F(U^ u U,"; A°) dont le développement asympto-
tique est y.

On a ainsi un procédé pour représenter 9 (donc ç""1) sur un « gros secteur ». Ce
procédé va jouer un rôle clef dans la théorie de la k-sommabilité (cf. § 5).

Remarque (2.3.4). — Soit BCC^ un domaine compact (dans la suite nous ren-
contrerons deux cas, où B sera un disque ou une couronne de C).

On définit comme en (1.2) des groupes G^B), (^(B) et des faisceaux A^(B) en
ajoutant la condition que les déploiements de l'identité considérés définissent (pour x
assez petit) des difféomorphismes au voisinage de BCC^

On pose en particulier A(oo) = Lim A(Bja) où BR est la boule fermée de rayon R.
B>S

C'est également un faisceau de groupes sur S1; on prendra garde au fait que le domaine
naturel de définition d'une section de A(oo) peut « s'effiler verticalement », par suite
de la diminution des rayons des secteurs quand R augmente.

Si yeH^S^A) peut être représenté par 5 e Z^U; A(B)) (resp. Z^Uj^oo)),
la construction de Mg fournit un germe de variété au voisinage de {o}xB (resp.
{o}x C^), muni d'une projection holomorphe n : Mg -^ (C, o).

(1) Pour la notion de fonction analytique banachique, vour DOUADY [15] ou RAMIS [56].
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On vérifie qu'il s'agit d'un germe de variété de Stein (Richberg [60], III, p. 258,
par exemple). Les coordonnées y^, .. .,j^ de C^ se prolongent donc à Mg et fournissent
une trivialisation du fibre :

M, -"> (C, o) x (C^ B) (resp. (C, o) x C^)

(C, o)

On en déduit que l'élément 9 e ô° construit en (2.3.1) est en fait dans ô°(B),
c'est-à-dire qu'il s'écrit

$(^) ==jy + S ap(jQ^,
p^i

où les ûp sont holomorphes au voisinage de B (resp. sont des fonctions entières sur C^).

3. FORME INFINITÉSIMALE DE L^ISOMORPfflSME FONDAMENTAL

(3.1) Les faisceaux oS^A^). Les isomorphismes fondamentaux

Les groupes G ,̂ G^ et les faisceaux AJC introduits en (1.2) admettent, dans un
sens heuristique évident, des structures de groupes de Lie (de dimension infinie). Les
algèbres de Lie (ou faisceaux d'algèbres de Lie) correspondantes seront notées respec-
tivement ^(G^), ^(Ô^) et ^(A^).

Elles se décrivent commodément de la façon suivante : soit JS^ l'algèbre de Lie
des germes de champs de vecteurs holomorphes au voisinage de o dans C ,̂ non néces-
sairement nuls en o (cette algèbre admet une structure de DFN évidente); alors oS^G^)
(resp. JSfÇG^)) est l'espace des germes d'applications holomorphes (resp. des séries for-
melles) de (C, o) à valeurs dans oS^, ^-plates en o. De même, oS^A^U), où U est un
secteur, est l'espace des applications holomorphes, avec développement asymptotique
dans ^(G^), de U dans JS^.

Géométriquement, les éléments de ces algèbres sont des champs de vecteurs sur
(C X C ,̂ o) verticaux (de composante nulle sur C). On a par intégration des applications
exponentielles :

exp : ^(G^)-^ G\ JSf^) -> Ô^ et JS )̂ -> A^.

Théorème (3.1). — Pour tout entier k^ o, on a un isomorphisme canonique de C-espaces
vectoriels

^(Ô^/^G^^H^S^^A)).

Dans cet énoncé, le faisceau oS?(A) (intersection des faisceaux oS^A^)) est un faisceau
d'algèbres de Lie, et en particulier d'espaces vectoriels sur C; l'espace H^(S1; oS^(A))
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est défini en cohomologie abélienne. L'application naturelle considérée est définie ainsi :
Soit XeJS^G^), et U un (bon) recouvrement de S1. Le théorème de Borel-Ritt

fournit des champs X,er(U,; JS^A^)) admettant X comme développement asympto-
tique; les champs ^,,4-1 = X,--X,_^ e r(U^+i; ,Sf(A)) définissent alors :

UXJeZ^U; ^(A)) CH^(S1; JS?(A)).

Ce théorème est conséquence immédiate des résultats du paragraphe suivant.

(3.2) L'isomorphisme fondamental abélien

Soit F un espace de Banach complexe. Pour tout secteur U de sommet o dans G,
on désigne par ^o(U; F) le sous-espace de e^(U; F) formé des éléments dont le déve-
loppement asymptotique à l'origine est nul (éléments plats). Soit ^ (resp. ^F) le
faisceau d'espaces vectoriels sur S1 associé au préfaisceau U \-> <^(U ; F) (resp. ^{V ; F)).

On désigne par H^(S1; ̂ F) le premier espace de cohomologie (abélienne) de S1

à valeurs dans le faisceau ̂ .

Théorème (3.2.1). — On a un isomorphisme naturel ^espaces vectoriels

F^/F^H^S^).

L'application T est définie comme en (3.1) (voir aussi Malgrange [43]) à l'aide
du théorème de Borel-Ritt, et l'on vérifie facilement qu'elle est injective. La surjectivité,
qui peut être établie par un argument voisin dû à Malgrange [43], s'obtient par une
construction explicite de l'inverse de T que nous allons maintenant définir.

(3.2.2) Transformée de Cauchy-Heine (Ramis [57]; voir aussi Sibuya [62]).
Soit V un secteur ouvert de sommet o dans C. A tout point a e V fixé {a =t= o)

on associe le chemin y : [°î I] -^V, y(^) = t. a. On définit la transformée de Gauchy-
Heine de y e F(V; ̂ F) par :

H,(9)W=—f-^.sncjy s — x2 1 ' K j ^ ^ — X

La fonction Hy(<p) est holomorphe (à valeurs dans F) sur C—[o,û], En rem-
plaçant y par un chemin homotope à origine et extrémité fixes dans V, on obtient un
prolongement analytique de H^(y) sur un domaine d'ouverture STC + ouv(V) de la
surface de Riemann du Logarithme, dont les deux déterminations sur V diffèrent de y.
Si YI et Y2 ont des extrémités différentes, la fonction H^(<p) --Hy(ç) est holomorphe
au voisinage de l'origine.

On pose

' - ! ^-"-^w'•=^.C j y

-̂.u -̂
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On prouve sans difficulté (cf. Ramis [57], proposition (4.2)) la

Proposition (3.2.3). — Soit V un secteur de sommet o, y = [°5 a] c V, et y e F(V; ̂ ).
*So^ Vi un autre secteur de sommet o tel que V^ n [o, d\ =={o}. On suppose que 9 vérifie les
inégalités Sup HC"^^)]! < M^ (n eN). 0% û ûfor^ :

çer
(i) l|aJl<C.M^,
(ii) Î I.IIR Î̂ G'.M,,,, ̂ r xeV,
où C et G' sont des constantes indépendantes de n et y (G' dépend de V^).
(iii) H^(ç) ^ élément de j^(Vi; F) ^ plus précisément de ^{Sl—{a|\a\};^); OT? û

HLy((p) = S; ^.a^ ^ ï(HJy)) est l'élément de H^(S1; ̂ F) àéfini par V ^ y.
n^O

Remarquons que si V = {;v e C [ a^< Arg A:< ocg, |A:| < p}, la fonction Hy(<p) se
prolonge en un élément de r(V; ̂ F) où V == {x e C | ai< Arg x< 03 + 27T; |^| < p}.

Soit maintenant II un bon recouvrement de S1, et 9 == {9t,t+l}e ̂ (U; ̂ ).
En additionnant sur chaque U, les déterminations convenables des Hy.(<pt ,1+1), on
obtient une o-corhaîne {^^^^(U; ^a^) telle que ^ab{?^}=?5 ce (îm prouve le
théorème.

(3.3) Remarque

L'isomorphisme du théorème (3.1) est de façon naturelle la différentielle de Piso-
morphisme ô^ -> H^S1; A) :

Soit XejSfÇô^), et U un bon recouvrement de S1. Le théorème de Borel-Ritt
fournit des champs X,er(U^; ^(A^)) admettant X comme développement asympto-
tique. Les champs Ç,,i+i = X^—X^i représentent l'image de X dans H^(S1; -Sf(A)).
On a d'autre part les o-cochaînes 9^) ^^(U; A^) définies par ç^) = exp tX^ qui
représentent le groupe à un paramètre exp tX. e ô^; elles définissent les i-cocycles ^(^ :

à, »+i(^) == yi(^) ° ̂ (^ = exp tX, o exp - ^X,+i.
On a alors :

a
"a.&,»+l(^) == ̂ <~~^»+i= Si,i+ràt t^o

II importe d'observer que (en utilisant les notations précédentes) :

exp^==exp<(X,-X^)

est distinct de g{t) = exp fX,o exp—^X^r Ceci signifie que les deux isomorphismes
fondamentaux (abélien et non abélien) ne commutent pas (en général) aux applications
exponentielles. Ceci ne se produit que si l'on travaille avec des sous-faisceaux de A^ et
de A formés de groupes abéliens, et plus précisément si leurs sections prennent leurs
valeurs dans un groupe abélien fixé de difféomorphismes locaux de C".
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4. VERSION GEVREY DES RÉSULTATS PRÉCÉDENTS

(4.1) Développements asymptotiques Gevrey
/

On étend au cas Gevrey les notions introduites dans ( i . i ).

Définition (4.1.1). — Soit s > i. Soit U un secteur ouvert, F un espace de Banach complexe
[de norme notée \\. ||), et /e^(U--{o}; F). On dit que/admet f{x) = Z; A^.Û eF[[A:]]

P'^0

(û^eF) pour développement asymptotique Gevrey d''ordre s en o {et on note fe^(V; F),
f==J{f)) si, pour tout sous-secteur fermé V de U, on a :

Sup \x\-k\\f{x)-k^xP.a,\\<Cy.{k\)s-l.A^
a;çV-{0} P^0

(pour Gy > o et Ay > o convenables).

On note <(U; C) == <(U).
Dans la définition précédente, la sériel vérifie des estimations Gevrey d'ordre s.

On note feF[[x]],.
Cette définition s'étend au cas où F est un espace de Fréchet (cf. (1.1.2)).
On étend maintenant la définition (1.1.3) au cas Gevrey :

Définition (4.1.2). — Soit j> i (nombre réel), et m, n des entiers^ i. Soit i2 un ouvert
de Çy, et g e^((U—{o}) X t2; C^). On dit que g admet :

gÇx^^^x^a^e^C^x]] (̂ (û; C-))
p^o

pour développement asymptotique Gevrey d9 ordre s [paramétré par i2) si, pour tout secteur fermé V
de U et pour tout compact K de t2, on a :

Sup |^]-fel|^^)-&S^P.^)||<Cv,K.(A!)8-l.A^K
a;çV-{0} î^0

!/£K

f^o^r û?̂  constantes Cy ^ ̂ > o ^ Ay ^ ̂ > ° convenables).

Si ^ satisfait à ces conditions, on a yej^(U; (P{£î; C^)) avec 5(^5 j/) ==f{x){y)
et inversement.

Remarque (4.1.3). — On peut introduire des conditions de Gevrey « précisées »
(Ramis [58], [59]) :

f(x) = S a^ e C[[x]]^ {s > i, A > o)
p^o

si et seulement si, pour tout s > o, il existe Cg> o tel que \a^\ < Cg^^^A + e)^.
On définit également des développements asymptotiques Gevrey précisés ^g,A+(U)-
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On vérifie que C[[^]]^+ et -<,A+(U) sont des C-algèbres stables par dérivation.
Enfin ces notions s'étendent clairement aux fonctions à valeurs vectorielles.
Soit F un espace de Banach. On vérifie que/(infini ment plate à l'origine) appartient

à ^,A+(U; F) si et seulement si/est à décroissance exponentielle d'ordre k = i / ( ^— i)
et de « type» T^I /À^ sur U {\\f{x)\\<Cfexp{—u\x\k) (cf. Ramis [57], [59]).

On a les variantes suivantes du théorème de Borel-Ritt-Gevrey (Ramis [59]) :

Théorème (4.1.4). — Soient s> i, et m, n des entiers^- i. Soit U un secteur ouverte
couverture inférieure à {s—i)n.

(i) Soit F un espace de Banach, et f{x) = S x^^.âp eF[[,y]]^ une série formelle Gevrey
p^-o

d'ordre s. Alors il existe /e^(U;F) admettant f comme développement asymptotique Gevrey
d'ordre s à l'origine.

(ii) Soit Q. un ouvert de C^ Soit g{x,y) == S ^ . û J y ) e 0(0., C^)^]],. On suppose
p^o

chaque fonction ûy bornée sur 0. : ][ûp(^)|] < bp, avec S b^ e C[[x]]s. Alors il existe
p^o

ge(P{(U—{o^xQîC!^1) admettant g comme développement asymptotique Gevrey d'ordre s
[paramétré par Q) sur U.

Pour établir ce théorème, on reprend l'argument de Ramis [57] :
(i) On introduit la série

<p(^)== S ap ., ,^eF{Q où À=I/(^-I).
.>T(,^)

Elle est de rayon de convergence R > o. On se ramène par rotation au cas où R4"
bissecte le secteur U et on choisit o < r < R. On vérifie alors que

fW=^\W^p(-^-ldt
X JQ \ X /

.k-Uf

répond à la question.
(ii) On introduit la série

Tt^S-511——»'.'̂ H)
Elle est majorée par la série convergente obtenue en remplaçant a^y) par bp (rayon
de convergence R>o). On pose alors, comme ci-dessus (o<r<R) ,

.k\
^(^)=^r9(^)exp(~-)^-1^

X JQ \ X f

et g répond à la question. •
Les mêmes formules intégrales montrent que ce théorème reste vrai dans le cadre

Gevrey précisé.
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Définition (4.1.5). — Soit s>i, soit û un ouvert de IV*. Une fonction /e^^ii)
est dite Gevrey d'ordre s sur Q si pour tout compact K de Q il existe des constantes G^ > o et
AK > o ^/fc? que

Sup||/^W||<CK^!)8Aê.
a;GK

Cette définition s'étend aux fonctions à valeurs dans un espace de Banach. La
composée de deux applications Gevrey d'ordre s est aussi Gevrey d'ordre s (Gevrey [26]).

(4.2) Les faisceaux A^

Soit s > î et k e N. Nous désignons par ô^ le sous-groupe de ô^ formé des « séries
formelles en x Gevrey d'ordre s » :

geô^ si g{x,jy) ==jy + S ^(jO^ et si, pour un voisinage compact K de op^fc+1
dans C" suffisamment petit, les ây sont holomorphes au voisinage de K et vérifient
\\a (^)\\<C^{p\Y~lA^ (pour CK>O et AR>O convenables).

Le secteur U étant fixé, on désignera par A^(U) le sous-groupe de A°(U) formé
des applications Gevrey d'ordre s au sens de Whitney sur U X Q (i.e. sur tout V x û,
avec V C U et V fermé) ; A^(U) s'identifie au groupe des déploiements de l'identité
de C^ holomorphes sur U — { o } et Gevrey d'ordre s au sens de Whitney sur U.

On pose A^l^AOTnA^U) et enfin A,(U) == 11 A;(U). Les éléments
/c^ 0

de A,(U) sont à « décroissance exponentielle » d'ordre i / ( j — î ) quand x -> o, par
rapport à l'identité de G". On obtient ains1 sur S1 les faisceaux de groupes A^ et Ag.

On a des suites exactes de faisceaux de groupes sur S1 :

A. -^ A°. —> G°,

•î î îlà

A. -^ AÏ —. G1.

î î î

î î î
A, -^ A; —^ ÔîA, -^ A; —^ Ô;

î î î

Notons encore que les applications naturelles H°(S1; A^) ->• H°(S1; A1) = G6 sont
des isomorphismes de groupes.

Soit 0 un sous-faisceau de sous-groupes de A. On a une suite « exacte » (A/<I>
n'est pas en général un groupe) :

e -»• 0 -> A -»• A/0 -»• e.
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On en déduit une suite exacte de cohomologie (Frenkel [23], théorème I . i , p. 154)

e -> H°(S1; O) -^ H°(S1; A) -> H°(S1; A/<D) 4. H^S1; 0) -> H^S1; A)

qui s'écrit :

e -> e -> e -> H°(S1; A/0) 4. H^S1; 0) -> H^S1; A).

On en déduit le

Lemme (4.2.1). — L'application naturelle H^S1; 0) -^H^S^A) est injective.
Ceci s'applique en particulier au cas où 0 = A,. Nous l'utiliserons ultérieurement

pour d'autres faisceaux.

(4.3) Etude de H^S1; A,)

Soient s>i et çr === i / ( j—i ) . On va travailler ici avec des recouvrements
q-bons : un recouvrement ouvert fini U=={UJ ieî de S1 est dit q-bon si
(4.3.1) le recouvrement U est bon et tout arc U, est de longueur^ TT \q.

Les constructions faites en (2. i) se transcrivent sans difficulté dans le cadre Gevrey,
à condition de travailler éventuellement avec des recouvrements y-bons pour pouvoir
appliquer le théorème de Borel-Ritt-Gevrey (4.1.4). On obtient les résultats suivants :

Lemme (4.3.2). — Soit U un bon recouvrement.

(i) L'application cobord B : ̂ (U; A^) -^ Z^U; A,) induit une injection

C°(U; A^^dt; AS/H^U; A;) -> ?(11; AJ.

(ii) OTZ a 2^ injection canonique (noter que Li m ( . . . ) = = Lim ( . . . ) )
U î-bon U bon

Lii^ (C°(U; A.WU; AS/G") ̂  ̂ (S1; A.).
U g-bon

Proposition (4.3.3). — Soit k eN. Po r̂ to^^ recouvrement q-bon lt, 0% fl M» isomorphisme
canonique :

C°(U; A,)\^(U; A;)/H°(U; A;) -> Ô;/G\

Corollaire (4.3.4). — Pour tout recouvrement q-bon U, on a des injections naturelles :

ÔÎ/G^H^A^H^S1;^).

Nous verrons plus loin qu'en fait ces applications sont des isomorphismes. Ici
aussi, on peut enfin donner des versions « à paramètre holomorphe » (cf. (2.1)).

Si l'on considère les ensembles et faisceaux Gevrey précisés ô^+ et A^+î les
résultats précédents restent vrais.
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(4.4) Les isomorphismes fondamentaux dans le cas Gevrey

Théorème (4.4.1). — Pour tout AeN, et pour tous nombres réels s> i et A>o,
on a des isomorphismes canoniques

G^ ̂  H^S1; AJ „ Ô^/G^ ̂  H^S1; A,^).

Dans une première version de cet article (Martinet-Ramis [46]) nous établissions
le premier de ces isomorphismes en reprenant dans le cadre Gevrey la construction
de (2.2) (à l'aide de fonctions et variétés Gevrey). L'inconvénient de cette méthode est
d'utiliser des résultats relativement délicats : théorème de Whitney-Gevrey (Kantor [38])
et théorème d'estimées elliptiques de Lions-Magenes [39]; de plus elle ne permet pas
d'obtenir le résultat « Gevrey-précisé ».

Nous proposons ici un argument beaucoup plus simple (et efficace) qui nous a
été suggéré par Malgrange (l'idée de cet argument nous reservira au chapitre VI).

Introduisons d'abord les sous-algèbres de Lie oSf(ô^) CjS^G^) et les sous-faisceaux
cS^A^) C oS^A^) définis de façon évidente (champs de vecteurs formels Gevrey, etc.),
et leurs analogues « précisés ».

Théorème (4.4.2). — On a des isomorphismes canoniques abéliens infinitésimaux

^{G^I^G^^Ïi^S1;^^))

^ ^G^)!^) ̂  H^(S1; ̂ (A,,^)).

Ces isomorphismes sont induits par Fisomorphisme général du théorème (3.1).

Démonstration. — Comme toujours, seule la suijectivité fait problème. Pour la
vérifier, il suffit de montrer que l'inverse de T construit au § (3.2.2), appliqué à une
fonction Gevrey d'ordre s (resp. Gevrey précisé de type s, A+) fournit une fonction de
même nature. Or, en reprenant les termes de la proposition (3.2.3), si ce F(V, ̂  g ̂ .)
ona | |Ç-n9(Ç)| |^<M„=K,.(7^!) s- l(A+£)n pour tout s>o et les inégalités (3 .'2.3)
montrent que H^(ç) vérifie des majorations analogues.

Remarquons bien que si un élément de JS^G^) a son image dans H^(S1; <^(AJ)
ou dans H^(S1; JSf(A^+)) il appartient nécessairement à oSf(ô^) ou à ^(ô^+). •

(4 •4*3) -Démonstration du théorème (4.4.1). — Soit un élément de H^S1; AJ (ou
\A+) représenté par un i-cocycle {&^+i}e Z^U; AJ relatif à un bon recouvre-
ment U de S1.

Choisissons, par la construction utilisée pour démontrer le théorème (2.3.1), une
o-cochaîne {&}e ̂ (U; A^) trivialisant ce cocycle, c'est-à-dire que giogi^i == gi i+r

Posons g,{x,y) =y + X,{x,y) (soit g, = 1 + X,) et de même ^,,+1 = 1 + X^+i,
et interprétons X, et X .̂.̂  comme des sections des faisceaux ^(A^) et oS?(A^) respec-
tivement (ceci est assez abusif, mais revient à passer des difféomorphismes aux champs
de vecteurs en remplaçant l'application exponentielle par sa « partie principale », en
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profitant de la structure affine de C"), Posons enfin Y^i+ i=X,^ io^+i (que nous
interprétons encore comme un champ de vecteurs). On a : g^ == g^i +iogi+i par défi-
nition, soit I+X,=( I+X, ,+1)0^+1 d'où I+X,=I+X,+ i+Y, ,+ i et fina-
lement UXJ-{Y,^J.

La remarque essentielle est maintenant que Y^.^ = X^^o^.^ est Gevrey
d'ordre s (resp. Gevrey précisé de type s, A +) comme l'est X^ ̂ 4-1. En effet :

^z+l^j) == X,^+i(A:, ̂ +l(^))

et g^^ est un difféomorphisme : il préserve donc la propriété de décroissance expo-
nentielle (voir la remarque (4.1.3)) caractéristique des fonctions plates Gevrey d'ordre s
(ou Gevrey précisé).

Il en résulte, par le théorème (4.4.2)3 que la o-cochaîne {XJ est à valeurs dans
le faisceau »S^(A^) (resp. oS^Ag^.)), et ceci achève la démonstration. •

Remarque (4.4.3). — Les isomorphismes « infinitésimaux » (4.4.2) sont encore
les différentielles des isomorphismes (4.4.1).

5. VERSION î-SOMMABLE DES RÉSULTATS PRÉCÉDENTS

(5.1) Définitions relatives à la ^-sommabilité

Pour les généralités sur la ç-sommabilité (dans des situations plus simples) le lecteur
se reportera à Ramis [57] (voir aussi Watson [66] et Nevanlinna [50]).

Soit s>i, s = = i + i l q (?>o).

Définition (5.1.1). — Un élément geG°y est dit q-sommable dans la direction aeS1

s^il est développement asymptotique d^un g e A^(U) où U est un arc ouvert de bissectrice a et de
longueur strictement supérieure à niq. Il est dit q-sommable s9 il est q-sommable dans toutes les direc-
tions sauf éventuellement un nombre fini formant son « support singulier » S(^).

Les éléments y-sommables de G^ forment clairement un sous-groupe, contenant G°;
nous le noterons G^. On pose G^-G^nÔ^; G^CG^CÔ^.

Si g est ^-sommable dans la direction a, la « somme » g e A^ est unique (à la
longueur de U près) et se calcule par une formule intégrale :

Après s'être ramené par rotation à a = R'1', à ^=j/+ S a^y^x9 on associe
p^i

la série convergente 9(^5 y) =y + S (a (j^)/r(i +p|q))tp; 9 s'étend en une fonction
p-^i

sur R-^-xtî, et g{x,y) == q^ [+co ̂ {t,y) expÇ-^)^-1^. (Cf. Ramis [57].)
J o

Si g^G^ et si 045 ocg sont deux directions singulières consécutives (a^ a^eS^)),
les sommes de g se recollent et fournissent une somme g de g holomorphe sur un domaine
en forme d'œil, d'angle au sommet | o^ — ai| + ^/<7 '' g e r(]ai — Tc/sy, ocg + ^/2y[; A^).
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(II faut éventuellement interpréter ce qui précède sur la surface de Riemann du
Logarithme.)

Ainsi chaque élément geG°, détermine canoniquement un élément de ^(U; A^)
associé à un recouvrement II lui-même canoniquement déterminé « de » S1 (en fait les
ouverts de U peuvent être à interpréter sur la surface de Riemann du Logarithme car
ils font parfois plus d'un tour!).

Définition (5.1.2). — Un élément de H^S1; Ag) est dit q-sommable s'il peut être représenté
par un cocycle (Gevrey d'ordre s ) {&,,+i} associé à un bon recouvrement U=={UJ, tel que
chaque U,^^ soit contenu dans un V^i, d'ouverture nfq (V,^+i est éventuellement dessiné
sur le revêtement universel de S1), les &,,+i se prolongeant en des A^^e r(V, ̂ ; A,). (Un
tel cocycle sera également dit q-sommable.)

Remarque (5.1.3). — Les (V^.^;/^,.^) sont extrémaux au sens où si :
^yC^z+i) > ̂  alors A,^i = o

(Ramis [59]).

(5.2) Interprétation de GÎ/C?

Théorème (5.2.1). — Soit AeN. Soit s> i (q == i /( .y— i)). L'image de G^/G^ par
l'isomorphisme naturel G^G76 -> H^S1; A^ est formée des éléments q-sommables de H^S1; A,).

D'après l'étude faite en (5.1)3 il est clair que l'image d'un élément de G°, dans
H1 (S1; AJ est un élément çr-sommable. Inversement soit ^eZ^ll^A,) un cocycle
<7-sommable. On peut supposer que ÎI ={U,} est un bon recouvrement (qui n'est pas
y-bon!) tel que les U»^i soient de longueur « petite » e > o (s < -îr/sy), indépendante
de i. On désigne par a,eS1 les directions des bissectrices des V^i (longueur de
Vi,i+i=='n:/y), que l'on repère par a,e[o,27c[$ les a, sont alors rangés par ordre
croissant, ce qui permet d'identifier l'ensemble d'indices I à [i, ...3^]. On sappose
également que les a, bissectent les U,^i. On note g=={g^^^} le cocycle; les &,i+i,
qui appartiennent à r(U,^i; AJ, se prolongent en des éléments (toujours notés ^4.1)
de r(V,^+i; AJ. On associe au i-cocycle g e Z^U; A,) un germe de variété holomorphe
fibrée My->(C,o), puis après trivialisation holomorphe de celle-ci (par H), une
o-cochaîne 9 ={^}e^{U; A0,) (cf. (2.2), 4 et (4.4)). (L'image de g dans G°JG°,
est y~1.) Il s'agit de montrer que Ç^eG^ ou ce qui revient au même que $eG^.
Ceci résultera clairement du

Lemme (5.2.2). — Les <p,er(U,;A^) se prolongent (évidemment de manière unique)
en des y,er(]a,-7r/2^ a,+i + 7r/2?[; A0,).

Faisons tourner (par exemple dans le sens positif) le bon recouvrement U d'un
(petit) angle T}>O. On obtient un bon recouvrement U^ et, si 7]<e, on a
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y^t+i0^,»-!-!^. Soit 2B=={W,},çi Punique bon recouvrement de S1 tel que
^»,»+i=U^^^^inU,^+i; il est plus fin que U et ÎI^, et il existe un unique cocycle
^eZ^U^A^) dont la restriction à Z^SB; A^) coïncide avec la restriction de g à
Z^SBîAS).

Le germe de variété fibrée Mg est (naturellement) isomorphe au germe Mg, et
si l'on trivialise Mg en utilisant cet isomorphisme et H on obtient une o-cochaîne
9^ e ̂ (U^; A;) telle que les restrictions de 9 et <^ à ^°(2B; A;) coïncident (cf. (2.3.3)).
On a ainsi prolongé les 9, : <p<er(]a,—s/2, a,+ e/2 + 7î[; A^). Par (petites) rotations
successives dans les deux sens, on peut ainsi faire tourner U de ± (7r/2y—2/2)3 et on
obtient des prolongements <p<er(]a,—7i:/2y, a,^ + TC/2y[; A^), qui répondent à la
question. •

Un cocycle y-sommable g est défini par un bon recouvrement U, les

&.<+^r(u,^;AS)
et les bissectrices a, des V^i. Un tel cocycle sera dit réduit si &,,+i=jso (îel).
L'image d'un i-cocycle y-sommable réduit dans H^S^A^ ne dépend clairement que
des a, (tel) et des germes (^<+i)a, des &^+i (ou de leurs prolongements) en a^.
On a inversement la

Proposition (5.2.3). — Si un élément q-sommable c de H^S1; A,) est représenté par un
î-cocycle q-sommable réduit g défini par (ÎI^&^-nhei^hei)» l^nsemble {o<},çi et les
germes (&,,+i)a, sont indépendants du représentant choisi. Si ^ est l'image de g dans G^ (modulo G°),
on a S(î)=={o,}^i.

La vérification (facile) est laissée au lecteur. (On utilise la construction de y"1 == ^
et l'unicité de la somme d'une série ^-sommable dans une direction non exceptionnelle.)

On dispose ainsi d'une représentation intrinsèque d'un élément ç-sommable c
de H^S^A,).

6. REMARQUE GÉNÉRALE

Considérons une application formelle 9 : «C X C" -> C"» (y e (Cl^y]])^, telle
que 9(0,^) =y. Soit ÎI===={UJ i e ï , un bon recouvrement de S1. Supposons donnée
une collection y == {<pJ de germes d'applications 9, : (U,, o) X (C", o) -> (C^ o) tels
que, pour tout i, les conditions suivantes soient satisfaites :

(6.1) (i) (pi est holomorphe sur (U^—o^X^^o),

(ii) (pi est, en (o, o) eC^xO*, asymptote à 9 au sens de Gérard-Sibuya [25].
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La condition (ii) signifie que, pour tout secteur fermé V, C U, et pour tout poly-
disque fermé 0, centré en oeC^ (secteur et polydisque de rayons assez petits), on a,
pour tout entier k ̂  o,

|l9,(^)-^(^)||<G^^||(^)||^1 (^)eV,xa,

où 9^ est le A-jet de 9, C^y^ une constante, et || |I une norme quelconque sur C^
En d'autres termes, 9̂ . admet 9^ comme développement limité à l'ordre k en o, et ceci
pour tout k.

On déduit aisément des conditions (6.1) que les applications 9, sont inversibles
(en y) sur des produits U,xt2 (avec des rayons assez petits), et que les inverses 9,~1

ont pour développement asymptotique en (o, o) l'inverse formel 9~"1 de 9 par rapport
à y (et toujours au sens de Gérard-Sibuya).

Enfin, les applications 9,,i+i == 9109^ sont alors asymptotiques à l'identité
de C" sur (U^+i, o) x (C", o), toujours dans le même sens.

Proposition (6.2). — Supposons que dans les conditions ci-dessus 9», ,4.1 soit un élément
de Z^U; A) (resp. de Z^U; A^), resp. q-sommable). Alors 9 est un élément de ô° (resp. de ô^,
resp. de G0,).

En effet {9^+Je Z^U; A) provient (théorème (2.3.1)) d'une o-cochaîne
{^}e^°(U;A°), qui définit un élément geG°. On a donc, sur (U^+i,o),
^ï~logi = <P»:+llo<?t+lî ce qui définit une application holomorphe f== 9^1o^< (îe!)
sur (C —{o}, o) X C". Cette application est bornée sur un polydisque convenable D X û
et se prolonge donc en /eG°. On a alors ^of=g, ce qui établit le résultat (les
variantes Gevrey et ^-sommables se démontrent de la même façon). •

Ainsi en pratique des renseignements sur la représentation d'une transformation
formelle 9 comme i-cocycle donnent des renseignements précis sur 9. Cette remarque
jouera un rôle important dans la suite (chapitre III). (La remarque (2.3.4) faite plus
haut va dans le même sens.)

La proposition (6.2) peut être raffinée en la

Proposition (6.3). — Soit 9 =={9^},^ une collection d'applications
9,: (U,, o) x (C", o) -> (G-, o),

telles que {pour tout i e I) on ait (6.1) (i) et que 9, soit continue en o==(o,o) . Si
{?t,t+i} e Z^U; A), il existe 9 unique telle que (6.1) (ii) soit satisfaite. On a de plus 9 e ô°.

7. L^ISOMORPfflSME FONDAMENTAL
DANS LE CAS DES GROUPES DE LIE

Les résultats que nous avons exposés jusqu'ici concernaient les développements
asymptotiques à valeurs dans le pseudo-groupe des difféomorphismes locaux de C". Ils
ne sont que l'extension à un pseudo-groupe infini d'une théorie qui vaut pour tout
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groupe de Lie complexe. Le cas du groupe GL(%; C) redonne la théorie de Malgrange-
Sibuya [43], [62] avec des variantes « à paramètre holomorphe », Gevrey, ^-sommables
(cf. Ramis [58]).

Soit H un groupe de Lie complexe, d'élément neutre i, et -S^(H) son algèbre de
Lie. On désigne par G^ (resp. -Sf(G^)) le groupe (resp. l'algèbre de Lie) des germes
d'applications holomorphes de (C, o) dans (H, i) (resp. dans (,S?(H), o)) ^-plates en o
(A^o). L'exponentielle de H induit une bijection »^(G^)-»G^ pour tout k. On
désigne par ô^ et -S?(ô^) le groupe et l'algèbre de Lie des applications formelles A-plates
en o, qui sont encore en bijection par l'application exponentielle; par ô^ y (resp. G^g)
et oSf(ô^) (resp. »Sf(G^J) les groupes et algèbres des séries Gevrey d'ordre s
(resp. ^-sommables, où q == il(s— i)). Enfin on désigne par A^ (resp. -S?(A^)) et AH
(resp. oSf(An)) les faisceaux sur S1 formés par les applications analytiques définies sur
les secteurs de sommet o, <^00 à l'origine (infiniment plates dans le cas de Ag), et à valeurs
dans H (resp. -S^(H)) ; l'adjonction de l'indice s représentera les sous-faisceaux des appli-
cations Gevrey d'ordre s.

On établit le théorème de Borel-Ritt (resp. de Borel-Ritt Gevrey) pour ô^ en
utilisant son analogue pour -S?(ô^) et l'application exponentielle. On en déduit la défi-
nition de l'isomorphisme canonique

GO(:H; AH)\^°(U; A^/IPdI; A^) ̂  Ô /̂G^H

et des injections

GÎI/GÏI ̂  H^U; An) -^ H^S1; An)

et des analogues Gevrey d'ordre s.

Théorème (7.1). — (i) On a, pour tout k'^0, des isomorphismes canoniques « biholo-
morphes »

^(Ô^/JS^) ̂  H^(S1; JSf(An))

et Ô^/G^H^An).

(ii) Pour tout s > i les isomorphismes précédents induisent des isomorphismes

^(GîïJ/^G^) ̂  H^(S1; ̂ (AH,J

^ Ô^JG^^H^S^AH,,).

De plus l'image de G^ JG^ (resp. ^{G^ s)/^(G^)) est formée des éléments q-sommables
(<7=i/(,-i)).

Commentaires

i) Les isomorphismes infinitésimaux (cohomologie abélienne) s'obtiennent exac-
tement comme au § 3. Pour établir la surjectivité de ô^/G^ -> H^S1; An) on reprend
la stratégie développée en (2.2)3 en remplaçant la fibre (C^ o) par le groupe de Lie H,
considéré comme opérant sur lui-même par translations à droite; on obtient alors, pour
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g eH^U; Ag) donné, un triplet (M^, TT, C) où Mg est une variété analytique complexe,
n est une submersion analytique, n"1^) est une variété isomorphe à H, et enfin H opère
analytiquement à gauche sur M^ : (M^, TC, C) est donc un germe de fibre principal de
groupe H. Les trivialisations analytiques de ce fibre (chacune déciles est déterminée
par le choix d'un germe de section c de TC avec <r(o) == i e H) définissent comme
en (2.3.1) l'inverse de l'injection canonique.

2) Pour obtenir l'isomorphisme (ii) (dans le cas non abélien), on se ramène au
cas abélien via l'application exponentielle (au lieu de sa « partie principale » dans la
théorie précédente). La remarque importante est celle-ci :

Soient X e ^ÇA^,) (U) et Y e -S?(A^) (U) ; posons exp X o exp Y == exp Z,
Ze^f(A^)(U). Alors Z — Y est élément de J^(AH.,)(U).

En effet on a Z = = X + Y + R(X, Y) où R est une fonction analytique en (o, o),
nulle pour X == o et pour Y = o (série de Haussdorff). Ayant choisi une norme quel-
conque sur oS^H), on en déduit, Y restant petit sur un voisinage convenable de o dans U,
que [ | Z — Y [ | < ( i + s ) - l | X | | (s arbitrairement petit). Les propriétés de décroissance
exponentielle de X caractérisant les fonctions plates Gevrey (et aussi Gevrey précisé si
l'on veut) valent donc aussi pour Z—Y.

Ceci acquis, soit {^.^eZ^ÎI; Ag^), et gi^^^ît; A^) une cochaîne telle
que 8{&}={^^i}. En posant exp X,^i ==&,<+i et exp Y, = ̂  on vérifie immé-
diatement que ^ab{Y»}={Y, ^1} où Y^.^i est défini par l'équation

exp X^,.^ o exp Y^i = exp(Y,^,^i + Y^i).

La remarque précédente montre que {Y^^i} eH^(S1; ^(Ag)) est en fait Gevrey
d'ordre s; il en résulte que {YJ est elle-même Gevrey d'ordre s et donc que {g^}
l'est aussi.

Remarque (7.2). — Dans les applications, le groupe H est en général donné comme
opérant sur une variété analytique complexe Y : nous rencontrerons au chapitre VI
les cas de H==PG1(2;C) opérant sur Y=Pi(C) et H==G1(2;C) avec Y==C2.

Il est alors important d'observer qu'à un cocycle ^eH^S^Ag) correspondra,
non seulement le germe de fibre principal Mg -^ (C, o) évoqué plus haut, mais aussi
un germe de fibre

M,(Y)-^(C,o)

de fibre Y et de groupe structural H.
La valiété M (Y) s'obtient en recollant les U^xY via les applications de tran-

sitions^ ,^i, considérées comme des difféomorphismes globaux de Y; toute o-cochaîne {^}
telle que 8{gi} == {gi ,4.1} définit alors une trivialisation analytique M^(Y) ̂  (C, o) xY.

Cette remarque nous amène à poser le problème suivant :
Soit Y une variété analytique complexe, et H == Diff(Y) le groupe des difféo-
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morphismes analytiques (globaux) de Y; H n'est pas nécessairement un groupe de Lie,
si Y est non compacte. Cependant, le faisceau Ag sur S1 reste défini de manière évidente,
ainsi que le groupe G^ (mais on ne voit pas comment définir ô^); si ^eH^S1; Ag)
la construction (2.2) définit encore un germe de variété analytique (M^, Y), pourvu
d'une submersion TT holomorphe à valeurs dans (C, o) ; il n'est plus alors évident que
ce germe soit analytiquement isomorphe au produit (C, o) x Y. Peut-on malgré tout
obtenir un analogue, dans ce cadre, de Pisomorphisme fondamental?



II. — FORMES NORMALES

i. DÉFINITION

Nous considérons les formes différentielles <x> holomorphes dans un voisinage de
o e C2, satisfaisant les trois propriétés suivantes :

1. L'origine est une singularité isolée de œ.
2. Le i-jet de cx> en o est de rang i.
3. La différentielle d(ù est non nulle en o.

Ce sont là des propriétés invariantes par multiplication de co par une fonction
holomorphe non nulle en o$ ce sont donc en fait des propriétés de V équation différentielle
ù) == 0.

Nous désignerons dans toute la suite par E l'ensemble des germes d'équations
différentielles à l'origine de C2, vérifiant les propriétés précédentes.

Les deux dernières conditions signifient simplement que le i-jet de co en o peut
être mis, dans un système de coordonnées convenables, sous la forme jy.dx==o. Au
premier ordre, le feuilletage défini par l'équation co == o est donc formé de droites
parallèles.

En termes de champs de vecteurs, les propriétés i, 2, 3 caractérisent les germes
de champs holomorphes admettant une singularité isolée en o, dont la partie linéaire
est de rang i et non niipotente.

Le groupe Diff(C2, o) des difféomorphismes locaux analytiques de C2 en o opère
de façon évidente sur l'ensemble E; deux équations seront dites analytiquement iso-
morphes si elles appartiennent à une même orbite.

Nous nous proposons essentiellement de décrire l'espace des orbites de Diff(C2, o)
dans E. En fait, nous serons amenés de façon naturelle, après une étude préliminaire,
à considérer aussi l'action de divers sous-groupes de Diff(C2, o) sur des sous-ensembles
intéressants de E. D'autre part, nous envisagerons aussi des problèmes de déformations
dans E, c'est-à-dire l'étude de familles d'éléments de E dépendant analytiquement de
un ou plusieurs paramètres complexes.
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2. FIBRATIONS TRANSVERSES

(2.1) Le théorème de Dulac

Dulac [16] (voir aussi Mattei-Moussu [47] pour un exposé plus moderne) a établi
le résultat suivant :

Si une équation différentielle œ == o appartient à E, il existe un système de coordonnées
locales holomorphes au voisinage de o e C2 dans lequel elle s'écrit

(i) x^dy-^^x.^dx^o

où p-^î est entier, et A(o,jQ == \y, \eC\

On lit sur cette expression les propriétés géométriques suivantes :
1) L'équation différentielle admet une solution holomorphe et régulière à l'origine

(x = o), qu'elle partage avec sa partie linéaire (ydx = o). Cette solution est unique, et
sera appelée dans la suite variété invariante de l'équation.

2) En dehors de l'ensemble {^==0}, le feuilletage local défini par l'équation
est transverse à la fibration {x,jy)\->x.

3) L'origine est un point singulier de multiplicité {p + i) : l'idéal engendré par
les composantes de œ est en fait engendré par ^p+l e tv .

(a. a) Définition et étude des fibrations transverses

Définition (2.22.1). — Étant donné dans E une équation œ == o, nous dirons qu'une
fibration holomorphe locale n : (C2, o) -> (C, o) est transverse à l'équation si :

(i) la fibre ̂ (o) est une solution de l'équation, et sa tangente en o est solution de la partie linéaire
de <x>;

(ii) les autres fibres de TT sont transverses aux solutions de co == o.

Le théorème de Dulac est en fait équivalent à l'existence d'une fibration transverse;
la fibre en o est seule bien déterminée : c'est la variété invariante de l'équation. Nous
allons maintenant comparer les diverses fibrations transverses à une même équation.

Nous supposons l'équation considérée mise sous la forme
(i) <o = xp•}'ldy—K{x,y)dx == o.

Toute fibration transverse est alors biunivoquement déterminée par les solutions d'une
équation différentielle :

a == dx — u[x,y}dy = o où u(o,y) = o (condition (i)).

La condition (ii) équivaut au fait que a A <o ne s'annule que pour x = o au voisinage
de l'origine; comme OCA œ == (A^-A.^A dy et A(o,j/) = \y (X =(= o), cette condi-

97
13



98 J E A N M A R T I N E T ET J E A N - P I E R R E R A M I S

tion est satisfaite si et seulement si u{x,jy) = ̂ P4'1.^,^), où v est holomorphe. Fina-
lement, en intégrant l'équation a == o, on voit que toute fibration transverse est définie
par une application TT : (C2, o) ->• (C, o) de la forme ^(x,y) = x + ̂ P4-1.^,^). Ces
fibrations sont donc toutes identiques à l'ordre^ le long de la variété invariante {x = o}.

Lemme (2.2.2). — Soitf(x,jy) un germe de fonction holomorphe tel que :

f{x,y) = P{x) + x^r^y) où P(x) == a^x + ..., a^ + o,

est de degré^ p.
Il existe un germe de difféomorphisme analytique O de (C2, o) tel que

COAO*O)==O et /o<D==P.

Démonstration. — Elle se fait très facilement par une « méthode de chemin ». On pose

M ̂ ) =f^V) = PW + tx^r^y).

On cherche une famille à un paramètre de champs de vecteurs holomorphes

X ,̂j) = ̂  x,y) -^ + 73^ x,y) -^

telle que
a) œ(X() =o

b) X^./^-^^-^1^^).

L'intégration du champ X, définira alors une famille <I>, de difféomorphismes
locaux de (C2, o) telle que O, conserve l'équation différentielle (x> = o (condition a))
et /, o <S>t ==/o = P (condition b)).

La première équation donne

^•h^^)-
où g{t, x ^ y ) est arbitraire.

La seconde équation donne alors

s•("^+A^—"1"r^•
sat S•{'^+IA^--'(•V)•
ce qui détermine bien une fonction holomorphe g, car le coefficient de g est non nul
pour x==jy==o (^i+o). •
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Proposition (2.2.3). — Soit TT une fibration transverse à l'équation différentielle
co == xp+ldy-—Adx = o. Il existe un difféomorphisme local 0 de (C2, o) conservant V équation
différentielle^ qui transforme la fibration TC en la projection canonique {x,y) [->x. En fait, 0 laisse
invariante chaque feuille de œ == o.

Il suffit d'appliquer le lemme à Tv{x,y) == x + xp+lv(x,y). m

Remarque. — Le théorème de Dulac et la proposition précédente s'étendent sans
difficulté au cas de familles d'équations différentielles éléments de E, dépendant analy-
tiquement de paramètres; les difféomorphismes locaux dépendront aussi analytiquement
des paramètres.

3. PREMIÈRE RÉDUCTION DU PROBLÈME DE CLASSIFICATION

Dans la suite, nous désignerons par Ep C E l'ensemble des équations dont l'origine
est un point singulier de multiplicité p 4- i •

L'ensemble Ey est évidemment invariant sous l'action de Diff(C2, o).

Proposition (3.1). — U espace des orbites de Diff(C2, o) dans E est en bijection canonique
avec celui des orbites du groupe G' (défini ci-dessous) opérant sur V ensemble Ey des équations
holomorphes :

(i) xp+ldy—A(x^)dx==o où A(o,jQ == Ày, XeC*.

Le groupe G' C Diff(C2, o) est constitué des transformations de la forme

{x,y) ̂  {h{x), <p(^)) où <p(o, y) == ̂  et ? e C*

(remarquer que G' laisse bien Ep invariant).

La démonstration utilise les résultats du paragraphe précédent.
D'abord, toute orbite de Diff(C2, o) dans E coupe Ep : c'est le théorème de Dulac.

Reste à vérifier que si deux équations (ù^==xp+ldy—\{x^y)dx == o (1=1,2) sont
isomorphes via Diff(C2, o), elles sont G'-isomorphes. Soit donc YeDiff(C2, o) tel que
o)^AY*<Oa === o (c'est la définition de l'équivalence analytique dans E); la fibration
n : (C2, o) -^ (C, o) image inverse par Y de la projection canonique {x,jy)[->x est
évidemment transverse à <x)i==o; d'après la proposition (2.2.3) il existe un auto-
morphisme 0 de co^ ramenant n sur la projection canonique ; alors le difféomorphisme 0. T
est de la forme (x,jy) l-> {h(x)y 9(^5^)) et transforme œ^ == o en <x)i = o; on en déduit
par un calcul facile que 9(0, y ) == ^y avec p e C*, et donc que 0 o T e G'. •
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Remarque (3.2). — Une famille analytique d'éléments de E , paramétrée par une
variété analytique complexe S, consiste en la donnée :
a) d'un fibre holomorphe sur S, de fibre (G2, o) $
b) d'une équation différentielle analytique o == o sur ce fibre, induisant dans chaque

fibre un élément de Ep; la forme co est entendue ici comme définie modulo les formes
« semi-basiques » sur le fibre, c'est-à-dire comme une forme « verticale ».

On a une définition analogue pour les familles d'éléments de Ep$ on utilise pour
cela des fibres dont le groupe de structure est G'CDiff(C2, o).

Avec ces définitions il est clair, compte tenu de la remarque faite en (2.2), que
toute famille sur S d'éléments de Ep est isomorphe à une famille sur S d'éléments de Ep ;
de plus, deux familles sur S d'éléments de Ep, isomorphes via Diff(C2, o), le sont par
rapport au groupe G'.

On peut aussi définir de façon analogue des familles analytiques d'éléments de E.
Il est naturel de s'intéresser aux familles telles que la famille d'idéaux sous-jacente soit
plate : ceci impose que la multiplicité de la singularité soit constante, c'est-à-dire que
l'on ait en fait une famille dans E ; la famille d'idéaux est alors « rigide ».

4. CLASSIFICATION FORMELLE. FORMES NORMALES

Nous considérons ici l'espace Êp des équations différentielles formelles
(^==xp+ldy—A(x,jy)dx == o,

où A{x,jy) ==\jy + S a^{y) .x" (X eC*) est une série formelle en A:, dont les coeffi-
n>i

cients a^ sont holomorphes sur un même voisinage de o dans C.
Soit ô° le groupe, déjà introduit en 1.2, des transformations formelles

9: [x,y) t->(^<p(^j0)

où ^Çx,jy) ==J + S Çn^)-^" est formelle en x, à coefficients holomorphes sur un
n$sl

même voisinage de o dans C; dans la suite, nous désignerons toujours par la même lettre
la transformation elle-même et sa seconde composante.

Proposition (4.1). — Le groupe ô° opère simplement dans Êp. D espace des orbites s'identifie
à un ouvert de C ^.i. Plus précisément^ tout élément de Êp est réductible via G° à une et une seule
des équations (formes normales)

xP+ldy—yf{x)dx==o,

où P est un polynôme de degré au plus égal à j&, et P(o) =t= o.

Ce résultat est établi par exemple dans Hukuhara-Kimura-Matuda [34]. La théorie
de la normalisation des champs de vecteurs formels (Brjuno [n]) le donne assez rapi-
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dément. Pour l'intelligence de la suite, il est nécessaire d'en résumer ici une démonstration.

i) Toute équation coeÊy admet une unique solution formelle nulle en o
y == u{x) == S u^.

n^l

Si l'on pose alors ^{x,y) =y + u{x), on a

^=^==xp+ldy^^(x^)dxeÈp où B(o,jO=ÀeC*.

2) Posons maintenant B(^, o) = P(x) + A:P+1R(A;), où P est le polynôme de Taylor
de degré^ de B(^,o) en o; si ^{x,y) =^.exp v{x), où v{x) ̂ R^)^, on vérifie
que Péquation <p^coi==o s'écrit 0

(02 = ̂ ^—^G^j)^ = 0,

où C(x,o)==P{x) et P(o)=À6CT.
00

3) Posons ^Q-==xpJt•ldy—yP{x)dx. On détermine <peô°, ^{x,y) ==j/ +2; ̂ (^A:",

telle que œ2A ç^o == 0; par identification en les puissances de x, les <?„ sont définis
par des équations différentielles de la forme

(-Wn — 9n) == combinaison linéaire des <p^ et j^ (è < n).

Ces équations déterminent par récurrence des fonctions y^ holomorphes, i-plates
en o, de rayon de convergence constant.

4) La simplicité de l'opération de ô° sur Êp se vérifie aisément : le groupe d'iso-
tropie de la forme canonique COQ est réduit à l'identité.

ô)^1711 calcul élémentaire montre que deux formes normales distinctes ne sont
jamais ô°-équivalentes. •

Remarques (4.2). — a) Nous aurons besoin au chapitre IV de déterminer la trans-
formation y de la troisième étape ci-dessus sous la forme

<p(̂ ) -j+S &wy, où ̂  e C[M].
n^2

Par identification de (OgAy*^ à o selon les puissances dej, les séries g^ sont
déterminées par les équations différentielles

^g'n + {n- i)P.& + (^ i)G,.&_,

+ [n- 2)Ga.^_2 + ... + C^_^ = o,

où n^ 2, et l'on a posé C(^) = S; G^)y avec GoW = P(A:).
n^O

Les séries ^ sont donc déterminées par récurrence; à chaque étape, on utilise
l'argument invoqué pour la première réduction, simplifié par le fait que l'équation à
résoudre est linéaire^ avec second membre.

b) Les invariants formels d'une forme œ eÊy (coefficients du polynôme 'P(x)) sont
déterminés par le 0&+i)-jet de co à l'origine.
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c ) Si co^eÊp est une famille dépendant analytiquement de se C*, les calculs
précédents montrent que les difféomorphismes « normalisants » ç^eô0 dépendent
analytiquement de s.

Considérons maintenant l'opération sur Êy du groupe fi formé des transformations
{x,y) }-> (h{x), <p(A:,jQ),

où h est un difféomorphisme formel de C en o, et <p e ô°.

Proposition (4.3) (Voir aussi Brjuno [10], pp. 148-149.) — U espace des orbites de fi
dans Êp s'identifie à C. Plus précisément, tout élément de Êp est fi-isomorphe à une et une seule
des équations

^^==xî)+ïdy—Jy{I+'hxp)dx==o o ù X e C .

Pour le voir, il suffit de remarquer que ô°cfi est un sous-groupe normal, et
d'étudier l'opération induite du groupe quotient fi/ô° (groupe des difféomorphismes
formels de C en o) sur l'espace des équations réduites de la proposition (4. i). Le résultat
s'en déduit par un calcul facile, réutilisant l'étape 2) de la proposition (4.1). •

Définition (4.4). — Nous désignerons dans la suite par <?pCE- (resp. <?CÊ')
Vensemble des équations différentielles analytiques (resp. formelles) dont la forme réduite via G°
est une des équations (o^ x = °*

D'après les considérations précédentes :
1) <^pCEp et <^pCÊp sont des sous-variétés de codimension finie p, puisque

déterminées par une sous-variété de codimension p de l'espace des {p + i)-jets d'éléments
de E;.

2) Le groupe G° (resp. ô°) laisse invariant ê^ (resp. /y) et y opère simplement.
3) On vérifie aisément que le groupe G (resp. ô) obtenu en adjoignant à G°

(resp. ô°) les transformations linéaires (x,jy) i-> (a^, (3j/) où y? == i et peC", laisse
également <?p (resp. /y) invariant.

5. DEUXIÈME RÉDUCTION DU PROBLÈME DE CLASSIFICATION

Proposition (5.1). — L'espace des orbites du groupe G' opérant dans Ep est en bijection
canonique avec l9 espace des orbites du groupe G opérant dans ê .

Démonstration. — D'abord, toute G'-orbite dans Ep coupe êp; il suffit pour cela
de réduire une équation à la forme normale œ ^ = o à l'ordre (p + i) seulement;
ceci peut se faire par une transformation polynomiale appartenant à fi, donc à G'.

Soient maintenant (o^, Og e <?p, isomorphes via G'. Il nous faut vérifier que les
équations co,==o sont G-isomorphes; l'argument est le suivant :

Soit 0 e G' (^(A:,^) = {h{x), <p(.v,j/))) telle que O^A O*^ == o. En appliquant
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à la fonction h et à œ^ le lemme (2.3) on se ramène au cas où h est un polynôme de degré
au plus égal à p. On va montrer que ceci implique h{x) = v.x avec v? == i, ce qui achè-
vera la démonstration.

Pour cela utilisons le fait que <di et (Og sont dans <?p : elles ont la même forme
normale <x>p ^ et il existe donc deux éléments Y^ et Yg eô° tels que

^AT;(CO^)==O.

Il en résulte que la transformation T^o 0 oY^eH laisse invariante l'équation
^p,x=°- Mais cette transformation a pour première composante h{x). On en déduit,
par un calcul simple relatif à û)^ ^ que le difféomorphisme Tg o 0 o Y^"1 est de la forme

[x,y) h-> (oix, ^y) où (̂  == i et [3 e C". •

Remarque (5.2). — Pour décrire l'espace des orbites de Diff(C2, o) dans Ep nous
sommes finalement ramenés aux problèmes suivants :

1) Décrire l'espace des orbites du groupe G° dans ê' .
2) Étudier l'action du groupe G/G0 sur cet espace d'orbites; le groupe G/G0 est

isomorphe au groupe des transformations linéaires (x^y) \-> (a^, (3y) où a^^ == i et (B =(= o.

Pour résoudre le problème i, l'outil essentiel sera Yisotropie sectorielle des formes
normales œ^ ^ = o, que nous étudierons au paragraphe suivant.

Il nous reste à présenter une observation utile pour la suite, relative aux familles
analytiques d'éléments de <?p.

Soit S une variété analytique complexe, et œ^, (Og deux familles analytiques
d'éléments de ëy paramétrées par S; elles se définissent comme dans la remarque (3.2),
mais le groupe de structure des fibres considérés sur S sera cette fois G°.

Supposons que, pour tout s e S, les équations co^g et œ ^ g e ^ p soient Go-iso-
morphes. Nous affirmons qu'alors les familles 0)1 et œ^ sont analytiquement équivalentes,
c'est-à-dire qu'elles se correspondent par un difféomorphisme y analytique entre les
deux fibres, relevant l'identité de S.

Pour le voir, il suffit de remarquer que :
a) pour chaque s e S, il y a un (p^e G° unique tel que

^SÂ?^.^0;

b) on a donc formellement 98=<p2,s°?i^ °ù 9i,s est l'unique difféomorphisme formel
(dans G°) normalisant o\.

Or, il est clair que la forme normale œ^^ dépend analytiquement de s; nous
avons vu d'autre part (remarque (4.2) c ) ) que <p^g dépend analytiquement de s.

Ainsi, la série définissant y, est convergente en (x,y) et ses coefficients dépendent
analytiquement de s; ceci prouve que l'application de fibres définie par la famille 9,
est analytique.

103



104 J E A N M A R T I N E T ET J E A N - P I E R R E R A M I S

6. ISOTROPŒ SECTORIELLE DES FORMES NORMALES

On se propose de déterminer le sous-faisceau du faisceau A défini en 1. i. 2 (avec
ici n = i) formé des transformations isotropes de la forme normale <x)p^ = o.

Plus précisément, étant donné un secteur ouvert U de sommet o dans le plan
des x, on cherche les g eA(U) tels que la transformation g : {x^y) h-> {x, g{x,y)) laisse
l'équation œ = u x = ° invariante, i.e. û) A g*(ù = o.

La fonction g peut être cherchée sous la forme d'une série enjy :

g[x,y) = S gnW.
n^O

Cette série doit être convergente sur un disque fixe pour x e U (assez petit) ; les fonc-
tions g^ doivent être holomorphes dans U ; enfin g doit être asymptote à y quand x -> o
dans U.

La condition C O A ^ * ( X ) = = O équivaut à

x^^ + (i + X^-^ = (i + À^.

Ceci donne, par identification des séries en y,

^+1^==(I--^(I+^P)&

donc ^-^exp^i/^).^-^ ^eC.

En désignant par Ay^CA le sous-faisceau des transformations isotropes, le calcul
précédent démontre la

Proposition (6.1). — Le groupe Ap^(U) est défini de la façon suivante :

(i) Si U est contenu dans l'un des secteurs où Re(^) > o, g e Ap^(U) équivaut à

g{x,y) =y + a^. exp(- i Ipx^

où OQ e C est arbitraire.
(ii) Si U est contenu dans l'un des secteurs où Re(^) < o, g e Ap^(U) équivaut à

g[x,y)=y+ SûJ^exp^/^r-1../1
n^2

où la série S a^t" est à rayon de convergence non nul.
n^2

(iii) Si U contient un rayon où Re^) = o, alors Ap^(U) est réduit à l'identité.

Dans cet énoncé, on désigne par x^ une détermination quelconque de la fonc-
tion exp(XLogA:) sur le secteur U considéré.

Remarque (6.2). — On obtient le même résultat en supposant seulement que g
est asymptote à l'identité en o e C2 au sens faible de Gérard-Sibuya (voir 1.6); ceci
jouera un rôle important dans la suite.
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La proposition précédente montre en particulier que le faisceau Ay^ est constant
sur les secteurs connexes définis par Re(^) > o et Re^) < o. Sa fibre aux points
Re(^) = o est réduite à l'identité.

Soit alors U le bon recouvrement de S1 formé des secteurs U^ (i = o, ..., 2p — i)
( 2 î + l )

d'ouverture 2nlp, ayant pour bissectrices les directions o^ d'angles polaires —————.TT.
On a clairement

HI(SI;A^HI(U;A^).

De plus, la description précédente montre que C^U; Ap ^) ne contient aucun
cobord autre que le cobord trivial; toute cochaîne est évidemment un cocycle (les inter-
sections trois à trois étant vides); ainsi

HI(ÎI;A^)^Œ(ÎI;A^)
et cet espace est donc muni d'une structure naturelle de groupe.

Remarquons enfin que les germes de sections de Ay ^ sont Gevrey d'ordre s où
s= i + if? (voir 1.4.1), au vu de leur décroissance exponentielle. La définition du
recouvrement U précédent montre aussi que les i-cocycles à valeurs dans Ap^ sont
j&-sommables (voir 1.5.1.2).

Nous avons ainsi établi le

Théorème (6.3). — Soit U le bon recouvrement de S1 formé des secteurs U, (i'.== o,
.. .3 2p— i) d9 ouverture 2nlp, dont les bissectrices ont pour angles polaires [(21— i)/2^]7c. On a

HI(SI;A^CI(U;A^).

Les éléments de H^S^Ap^) sont p-sommables.

Remarque (6.4). — On peut décrire de manière analogue le faisceau d'algèbres
de Lie oSf(Ap^) (voir 1.3) dont les éléments sont les champs de vecteurs Xe^(A)
qui laissent invariante l'équation ù)p^=o; ceci signifie que û ) p x A © x œ p x = o , où
©x représente la dérivée de Lie par rapport au champ X.

Le faisceau oS^(A ^) est localement constant sur les ouverts U^nU^i, et l'on
a aussi

HI(SI;^(AP^)^GI(U;^(A^).
(6.5) Une interprétation géométrique des éléments du faisceau Ap^

Considérons le recouvrement du plan des x par les secteurs U, du bon recouvrement
défini dans le théorème (6.3). Désignons par <^ le feuilletage induit par l'équation
différentielle co ^ == o sur U, X C. Les feuilles de ^ sont définies par les équations

y == c.x^.exp{—î|pxp) où ceC

(on a fait choix d'une détermination de x^ sur U^).
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D espace des feuilles de ̂  s9 identifie donc à la droite complexe C. L'origine de C {c == o)
correspond à la feuille {y == o}, qui est la variété centrale de l'équation co ^ = o; c'est
la seule feuille « régulière » en o; les autres présentent une singularité essentielle à
l'origine.

Définissons maintenant les secteurs V^" et V,~ {i == o, ..., 2p— i) par

V^,<A^<^.[,

V^(^,,<^<^[.

Ce sont des secteurs d'ouverture nf? tels que

Re{xp)>o sur les V,1-,

Re{xp)<o sur les V^.

On a alors V^ = U^n U^i et V," = Ua^i n L^g (sauf pour ^ == i, où
UonU^^uVo-).

Désignons par ^+ (resp. <^~) le feuilletage induit par l'équation o) ^ == o sur
V^ x C (resp. V^xC). Remarquons que les feuilles de ^+ sont tangentes d'ordre
infini à la variété centrale y = o; elles rencontrent donc toutes un voisinage arbitraire
de o e C2. Par contre, les feuilles de ̂  ne contiennent pas l'origine dans leur adhérence
(sauf y == o) $ celles qui rencontrent un voisinage donné de o e C2 représentent seule-
ment un voisinage de oeC (espace des feuilles).

Soit maintenant ^eH^S1; Ap^), représenté par un élément de G^ÎX; A^). On
pose &t'=&i,2i+l et &'=âî»+i.2t+2 P0111' î=o , . . . , ^—i . Pour chaque i, g^~
(resp. g^) induit une permutation d'une partie de l'espace des feuilles de ̂ + (resp. ^~),
donc de C.
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Reprenant alors les notations de la proposition (6.1) on voit que
g^ s'identifie à une translation c\->c-}-aQ de C;
g^ s'identifie à un difféomorphisme local de C en o, tangent d'ordre un à l'identité :

c\->c+ S a^.
n^2

Avec ces identifications, on peut énoncer la

Proposition (6.6). — L'espace H^S^A^) s'identifie au produit direct Cfx^ de
p exemplaires de C (groupe additif) et de p exemplaires de ̂  groupe des difféomorphismes locaux
de (C, o) tangents d'ordre un à l'identité.

Remarque (6.7). — Le faisceau Ap^ est de nature différente sur les secteurs V4'
et V~. On peut définir un faisceau plus « homogène », et qui nous permettra une obser-
vation intéressante au chapitre V, de la façon suivante :

Fixons une couronne G = = { o < r ^ | | ^ | [ ^ R } sur la droite Cy. Désignons par
Ap^(G) le sous-faisceau de A(C) (voir 1.2.3.4) dont les germes de sections préservent
l'équation <o ^ = o. On vérifie aisément que Ay^(G) est encore localement constant
sur les secteurs V4" et V~, indépendant de G, et que

H^A^G))^^.

Nous désignerons par Ay^ le faisceau ainsi obtenu (r -> o et R-^-oo). Sa structure
s'explique très bien en remarquant que la forme normale <x)p ^ définit en fait un feuilletage
holomorphe sur C X Pi(C) ; l'expression de l'équation dans la carte Çx, Y = i fy} est

^P+I^Y+Y(I +•>Jcp)dx==o.

Elle admet donc en {x = o, Y = o ou y == oo) un point singulier de même
nature qu'en {x = o, jy==o). L'espace <^ des feuilles sur U,xPi(C) s'identifie à la
droite projective Pi(C). Les sections de Ay^ sur les secteurs V," s'identifient à celles
de Ap ^, et aux difféomorphismes locaux de Pi(C) en o; les sections de Ap ^ sur les
secteurs V,4' s'identifient aux difféomorphismes locaux de l'espace des feuilles Pi(C) en
l'infini.
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III. — LE THÉORÈME DE CLASSIFICATION
PREMIÈRES CONSÉQUENCES

i. ÉNONCÉ DU THÉORÈME FONDAMENTAL

Gomme nous l'avons vu au chapitre précédent (11.5), le problème de classification
des équations co e Ep sous l'action de Diff(C2, o) passe par l'étude de l'espace des orbites
du groupe G° agissant (simplement) dans l'espace ê .

Théorème (i). — U espace des orbites de G° dans êy esten bijection canonique avec C X Cp x ̂ p.

L'espace « modulaire » C X Cp X ̂ p doit être interprété de la façon suivante :
le premier facteur repère l'invariant formel À; le facteur Cpx^p est à identifier, pour
chaque XeC, à H^S1; Ap^) au sens de la proposition 11.6.6.

Les deux paragraphes suivants sont consacrés à la démonstration de ce résultat.

2. LWJECTION CANONIQUE DE C x CP x ̂  DANS ^,/G°

Nous fixons ici À, et considérons la forme normale
^p.x == x^dy-^i + ̂ ) dx == o.

D'après les résultats de 1.3.3 on a une injection naturelle
HI(SI;A^)C->HI(SI;A)

et l'isomorphisme canonique H^S1; A) ^ ô°/G°.
Désignons par G°^CG° l'ensemble des éléments de G° dont l'image dans

H^S^A) est un élément de H^S^A^).

Proposition (2.1). — Soit çeG^; la forme différentielle œ (a priori formelle) définie
par Inéquation

(ay/aY).œ=y*co^

est analytique et appartient à ê .

Démonstration. — Soit 5==(&,<4.i) l'élément de H^S^Ap^) « cobord » de ç,
représenté par un cocycle relatif au bon recouvrement U de 11.6.3. Considérons le
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germe de variété fibrée n : M.g -> (C, o) construit en 1.2. Pour un choix convenable
de coordonnées locales analytiques (x. Y) sur M^, on a :

1) SurU,xC, ^=y^,Y) où y,er(H;AO).

2) Sur U^+i=U,nU,+i, â,,+i == Pi0?»7;-1!-
3) Les 9, admettent <p comme développement asymptotique commun en o

(voir 1.2.3).

Sur 7^'~1(UJCM^ définissons une forme holomorphe ù)^ par l'égalité

(^/âY).^=9:œ^=^+l^^Y-L,(I+^)~^+l^^

La forme œ, s'écrit donc

(O^^W-^Y)^

et est asymptote à la forme œ définie dans la proposition.
Sur '^~1{V^^^^) on a û^==û)^i$ en effet, co, et û\'4-i sont proportionnelles par

construction, puisque &,»-n == Çioy^1! préserve l'équation c x > p ^ = = o $ les coefficients
de ûfY étant identiques, les formes sont égales. Il en résulte que eu est holomorphe. Elle
est formellement isomorphe à œ ^ via G°, donc appartient à ëy par définition. •

Nous avons ainsi défini une application canonique de G° ^ dans (S ' y , pour chaque
À e C. Cette application est injective (en effet l'action de G° dans ë est simple) ; elle
commute aux actions de G° dans ô^ et ê\ il est en effet clair que, si à <peô 0 ^
correspond (xïe<^p et à <po^ (^eG°) correspond la forme œ'e^p, le difféomor-
phisme ^ transforme l'équation œ == o en l'équation o/ = o.

Il en résulte que l'application précédente induit une injection de G° ^/G° dans
<^/G°. D'où la

Proposition (2.2). — Soit G°y == U Ô^CÔ°. L'application de Gfp dans ê\ définie dans

l'énoncé précédent induit une injection de G /̂G° ̂  C X CP X ̂  dans l'espace des orbites <?p/G°.

Remarque. — Les sous-ensembles ô^CG° ne sont pas des groupes, bien que
H^S1; A? ^) soit lui-même un groupe.

3. SURJECTIVITÉ

Soit c o e ( ? . Il existe un unique ÇGÔ° tel que cx)Ay*c»)p^ = o, où À est l'inva-
riant formel de œ (voir 11.5); il s'agit de montrer que yeôp^.

Nous utiliserons pour cela un résultat de Hukuhara-Kimura-Matuda [34] : avec
les données précédentes, pour tout secteur U de C, d'ouverture assez petite (en fait,
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2TC\dans la référence citée, les auteurs obtiennent l'ouverture optimale — il existe une
transformation holomorphe bornée ~ /

< p u : U x i î - ^ U x C

[x,y) \-> (A-, (pu(^j0)

où Q est un voisinage de o dans C, telle que
(i) œ A <p;jœ^ == o,
(ii) à l'origine de C2, 9^ est asymptote (au sens de Gérard-Sibuya) à y (voir 1.6).

Considérons une famille 9^ de telles transformations, associées à un bon recou-
vrement {UJ du cercle S1. Les transformations <p<o<p^.\ sont alors isotropes pour <o ^
sur U,, ̂  i et plates en o e C2 au sens de Gérard-Sibuya. Il en résulte (voir
remarque 11.6.2) qu'elles appartiennent au faisceau Ap^, et définissent donc un élé-
ment ^eH^S1; Ap^); la proposition 1.6.2 montre alors que <peG^.

4. SOMMABILITÉ DES TRANSFORMATIONS NORMALISANTES

Théorème (4.1). — Soit œe<?p, et çeô0 Punique transformation normalisant ù>
{c^ est-à-dire (OA (p*top^ = o). Alors :

(i) 9 est p-sommable : 9 e G°y {s = i + i/^).
(ii) Soit ^eH^S^Ap^) la classe associée à œ. Les rayons singuliers de 9 sont les

bissectrices des secteurs U^,_n tels que ^i+i n^ est pas réduit à U identité.

Tout ceci est conséquence immédiate du théorème II. 6.1.2, du théorème i pré-
cédent, et des résultats de 1.5, en remarquant que la représentation canonique (&,»-n)
des éléments de H^S1; A ^) se fait par des cocycles réduits. •

Remarque (4.2). — Le résultat précédent s'étend en fait à la normalisation des
équations analytiques
(i) <ù == xp+ldy—A{x,Jy)dx ==o où A(o,jy) == oy/, aeC*.

Nous avons vu que ces équations (œ e E? sont réductibles par une unique transfor-
mation <peG° (proposition II. 4.1) à la forme

x^^dy-jyf^dx^o,

où P est un polynôme de degré s^p.
Mais d'autre part (proposition 11.4.2) toute équation (i) se ramène à un élément

de S par un changement de variable x\->h{x), où h est un polynôme de degré ̂ p.
Il en résulte aisément que 9 est encore p-sommable. Pour identifier ses rayons singuliers,
il suffit d'appliquer une rotation (définie par la partie linéaire de h) aux rayons singuliers
donnés par le théorème précédent.
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Corollaire (4.3). — Soit œ == xp+ldy— A(x,jy)dx == o un élément de ë . Soit
y = u(x) == S a^ l9 unique solution formelle de cette équation9, alors :

n$îl

(i) Q est p-sommable.
(ii) Soit ge'H1^1; Ay^) = C^XJ^ /<? i-cocycle associé à co. Z^ r<y/owj singuliers

de û sont les bissectrices des secteurs U .̂.̂  correspondant aux composantes non nulles de g dans CP.

Démonstration. — Soit 9 la transformation normalisant œ ((OA <p*û>p,x == °)* ^ est

clair que u est définie par l'équation implicite <p(A:,j)==o (^9/^(0) == i). La
jî»-sommabilité de 9 implique celle de S.

La partie (ii) est évidente : lorsque g est représenté par un i-cocycle réduit (&,,-n))
nous avons vu que â^+i s'interprète alternativement comme une translation de C
(â,»+i6^) et comme un difféomorphisme local quelconque de C en o (&,i+i^^)^
C représente toujours l'espace des feuilles de la forme normale sur U^.^, et oeC
correspond à la solution holomorphe y •==- o de cette équation. Les &,»4.i Ge^f n'affectent
pas la feuille {y = o}, d'où le résultat. •

Une conséquence immédiate de ce résultat est le

Théorème (4.4).—Soit œe^p et .çeH^S1; A^) = C? Xe^ le l'cocycle corres-
pondant à û). Alors l'équation (o == o admet une solution analytique y == u{x), u{o) == o, '̂ et
seulement si la composante de g dans (y est nulle.

On peut donc dire, de façon un peu vague, que dans <?p l'ensemble des équations
admettant une solution holomorphe en o autre que la variété invariante (c'est-à-dire
une « variété centrale » dans la terminologie des spécialistes des systèmes dynamiques)
est de codimension p.

Ce dernier théorème généralise des résultats obtenus dans le cas des équations
linéaires {xp+ldy—(a{x)y + b{x))dx == o) successivement par Briot et Bouquet [9] qui
ont étudié le cas p == i, À = = o ; puis Horn [32] pour le cas linéaire général; Ram-
baud [55] a amélioré les calculs de Horn.

Dans le cas non linéaire, Borel [6] avait tenté, sans succès, de prouver la somma-
bilité de û quand p == i ; il avait pu établir l'appartenance de u à la classe de Gevrey
d'ordre 2 quand la forme <o est polynomiale enj?.

Mentionnons encore des travaux de Horn [32], Bendixon [2] et Ghazy [14] dont
les résultats, très partiels, sont conséquence immédiate des théorèmes précédents.

(4.5) Remarque générale. — Nous avons ici déduit les résultats relatifs à la somma-
bilité de la connaissance a priori de H^S1; Ap^), et du théorème de normalisation
sectorielle « faible » de Hukuhara (§ 3 ci-dessus). Nous avons ainsi obtenu un théorème
d^analyse fine en combinant un résultat d'analyse élémentaire avec un outil géométrique
puissant. Il peut être rassurant pour le lecteur analyste de voir qu'on sait prouver direc-
tement la sommabilité des transformations normalisant les éléments de <§p, sans trop de
difficultés (au moins dans certains cas). C'est ce que nous ferons au chapitre IV.
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5. ÉTUDE DÉTAILLÉE D'UN EXEMPLE

Dans ce paragraphe, notre but est de calculer explicitement, pour une classe
simple d'équations (oe<^, les applications

(dh-xp (transformation normalisante) h^eH^S1; A^ ^).

Remarquons d'abord qu'une forme œ == y^dy—h.(x,y)dx appartient à ë^ si et
seulement si A(o,j/) ===j/.

Le recouvrement canonique de S1 est constitué dans ce cas par les deux secteurs Uç
et Ui d'ouverture 2TC représentés ci-dessous. La transformation formelle <p e ô° telle que
O)A qï'co^ == o admet une somme unique <po (resp. <pi) Gevrey d'ordre 2 sur tout secteur
d'ouverture > TT, strictement contenu dans Uo (resp. Ui) ; les transformations <po et <pi
normalisent co sur Uo et Ur Le cocycle ^eHl(Sl;A^^) associé à œ est défini sur
Uo.i==VJ-uVo- par &,i=9o°9r1-

Ceci rappelé, considérons dans le faisceau A^ ^ le sous-faisceau dont les sections
sont à valeurs dans le sous-groupe des transformations affines de C; cela signifie que
nous sélectionnons, parmi les transformations sectorielles isotropes de

(Ol^==r2û^--J/(I +\x)dx==o,

celles qui sont affines en la coordonnée « verticale » y. Nous désignerons par A^ ce
sous-faisceau, en abandonnant les indices i et À qui seront fixés dans le reste de ce
paragraphe.

Il est clair que
H^;A^)^C.

Chaque classe est canoniquement représentée par un i-cocycle go l=={gÏ ^ g o ' }
(voir 11.6.5) où ^o", définie sur V^" ={Re x< o}, est l'identité, et g^, définie sur
V^" = {Re x > o}, est une translation.
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Par Pisomorphisme fondamental, H^S1; A^) s'identifie à une partie de G^/G^
(cf. 1.7)3 où G^a (resp. G^) est constitué des transformations affines formelles (resp.
analytiques) en x

9(^,y) = a[x)y + b{x), 2(o) = i, é(o) = o.

Noter qu'il s'agit ici de la théorie « globale » : on travaille sur (Cp, o) X Cy.
Les équations différentielles fournies par les cocycles précédents sont donc des

éléments de <^\ linéaires enj/, c'est-à-dire de la forme

^dy— [f{x)y + g{x)]dx == o.

Réciproquement, toute équation linéaire enj/, appartenant à <$\, est réductible
via un élément de ô^ à cûi ^ et correspond donc à une classe de H1 (S1; A^) (par
spécialisation du théorème i de ce chapitre). Ceci signifie, en résumé :

U espace des orbites de G^ opérant sur V espace des équations linéaires ë^ ̂  est en bijection
canonique avec C X C (le premier facteur correspond à l'invariant formel À, le second à
l'invariant analytique g eH^S1; A^) == C).

Nous nous proposons de montrer comment on obtient l'invariant analytique d'une
équation linéaire donnée. Nous allons présenter ce calcul sur le cas particulier des
équations

œ == x^dy- [j/(i + ̂ ) +f{x)]dx = o

où/est un germe de fonction analytique nul en o (la considération du cas le plus général
n'ajoute pas de difficulté importante).

L'équation considérée se normalise par la transformation <p(^jQ ==J^—u{x)
(voir II.4.i) où u Çx) est l'unique solution (formelle) de l'équation différentielle

(1) ^2.^(i+^)g=^).

L'intégration de (i) par la méthode de « variation de la constante » conduit à
considérer la fonction

^M=^exp(-I^).J^-2-x/(^exp(I^)^.

L'intégration se fait sur le segment [o, x] ; cette expression a un sens et définit une fonction
holomorphe pour Re(^) < o et x appartenant au disque de convergence de/à l'origine.
En faisant le changement de variable (i/^) — (i/^) == —Ç/A:, on obtient

(2) u{x) = - f"00 (i -- Ç)VW(i - Ç)) exp(- W dî-
Jo x

qui définit une fonction holomorphe de x sur le même domaine.
Soit L un disque ouvert centré en un point de R~, L étant contenu dans

{Re(A:) < 0} n {disque de convergence de/en o}, avec o e 8L. La fonction u admet,

112
15



ii4 J E A N M A R T I N E T ET J E A N - P I E R R E R A M I S

uniformément sur L, comme développement asymptotique en o la solution formelle u
de ( i ) ; ainsi u définit un élément de FQTT/S, 37i;/2[; A°), qui est en fait dans
r(]7r/2,3^2[;^).

Soit maintenant D une demi-droite issue de o, avec D + R"1" (on note a e]o, 27t[
l'angle de D avec R'1"). Posons :

^W——f (i~^/(i~Ç))exp(-^)^
JD x

(la demi-droite D est orientée de o vers l'infini; on définit (i —Ç)^ en utilisant la déter-
mination principale du logarithme).

La fonction u^ ainsi définie est holomorphe sur le domaine intersection du demi-
plan Re(.y.exp—îoc)>o et du transformé du disque de convergence dey en o par
Phomothétie A^ (hy^ == homothétie de centre o et de rapport égal à | sin a [ pour
a e]o, 7T/2[u]37ç/2, 27c[ et à i pour a e [Tr/2, 3^/2]). Soit L^ le transformé de L par
la composée de la rotation de centre o, d'angle TT—a, avec Phomothétie h^. La fonc-
tion Uj^ est uniformément asymptotique sur L^ à la solution u de (i) : c'est la somme,
dans la direction D, de la série i-sommable 8.
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Quand on fait tourner D à partir de R~ (a = n), les fonctions ̂  se recollent. On
obtient ainsi une fonction holomorphe sur un domaine d5 « ouverture » 377 de la surface
de Riemann du Logarithme, uniformément asymptotique à u sur le domaine fermé

U LQ( de celle-ci (donc sur tout germe de secteur — 7^/2 + s < Arg A:< Tr/2 +271: — s;
a6]0,27t[

£>0).

Les restrictions à Uo et Ui de la fonction que nous venons de définir sont les trans-
formations normalisantes <po et <pi. Le cocycle correspondant ^o i == 9o ° 9i~l s'obtient
donc ici en faisant la différence des déterminations de u sur Uç ^.

La fonction 90 ==jy— Uo(x) est définie par les Uj^, où le rayon D est dans le demi-
plan ImA?<o, et Ci =-y—u^(x) par les Ujy où D est dans le demi-plan Im.y>o.

Ainsi 90 o <pi~1 ==jy + u^ — UQ est V identité sur Re x < o. Pour calculer son expres-
sion sur Re x > o, il suffit de considérer

g+(x)==u^{x)-u^(x),

où D^. et D_ sont choisis comme indiqué sur la figure ci-dessous. Ainsi

^
g+{x) = f (i --SOVW(i ~Ç))exp(~^)^.

JD+-D- A*
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Pour achever le calcul, on pose f{x) = S a^. Ainsi
n^l

g+{x)== S^.f (i-Ç)^-exp(~^)^.
"^1 JD+-D- ^

Z^^(5.i).—^ I(a$^)=f (i-Ç)«exp(-^)^. OTÎ û
JD+-D- A:

^ ̂  "rT——^exp^ i/^).
1 {-—(X.)

Avec ce résultat, il vient
___ d'jr

^W = S a^". .^-"exp(- !/.<)
n ̂  1 1 [n — A)

^-^î^expÇ-i^). S an .
n^l 1 (H—À)

En utilisant les notations introduites en 11.6.5 pour représenter les éléments de
H^S1; A^ ^) = C x ̂ , on obtient la

Proposition (5.2). — 5'oA l'équation

x^dy - [y[î + \x) +f(x)]dx == o, où f(x) = 2; a^
n^l

^^ Î/TÎ ^r/Tî^ de fonction analytique. La classe associée à cette équation dans H1 (S1; Ai ^) = C X ̂
est le couple (c, lût), où

C=-2i-K S ———an———.n^i r(n—x)
Démonstration du lemme (5.1). — Par intégration par parties, on obtient

(l) I(a;A:) = a X l ( a — l ; A : ) .

On vérifie que I(a; x) est analytique sur le produit de C et d'un secteur en x conte-
nant R4". Il suffit donc de calculer I(a; x) pour R e a > — - i et d'utiliser le prolon-
gement analytique. On peut également faire le prolongement analytique en utilisant (i) ce
qui fournit le résultat pour a ^ — N*; si a e — N* on fait un calcul direct par résidus.

Supposons donc Re a > — i.

R+
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/* j^
On a (i —^expÇ—^lx)—== o et, en passant à la limite,

JY A:

I (a ;^)=f (i-^exp(-^)^
JYI x

==f (i-Ç)«exp(-Ç/^+f (i-^exp^^)^.
JY« " ^Y» ^

L'intégrale sur y3 tend vers o quand le rayon de YS tend vers o, car Re oc> — i..>--<&—,
»--"0-----.

Ï2 ^Q^-^---^:--— ---—--_
1 R4-

Finalement

I(a;^)=f (i-Ç)«exp(-^)^,
Jy, A:

. . f+00 rfÇ
soit I(a; x) == 2î'sin Troc. ( (Ç— I)aexp(—Ç/A:) —,

J i ^

r+°o _!^ . _1

d'où I(a; x) == 2îs in7ra.exp(—I/A").) ^^ ^ — = = 2 1 . ^ a;sin7ca.A?a^(I + a).
Jo x

Cette expression n'est pas a priori définie pour ae—N*; on utilise la formule des
compléments

r(i + a) • r(— a) = — TC/sin Tra,

et l'on obtient

'̂̂ F^)^
expression qui garde un sens pour toutes les valeurs de a; ceci démontre le lemme. •

Remarques (5.3). — i) Dans le cas À == o, l'étude que nous venons de faire
est celle de la fameuse équation d^Euler x2^ —y ==f{x) = S a^. Le calcul de

n^l

c==— 2in S aj(n—î)\ se trouve déjà chez Briot-Bouquet [9]. Dans le cas général,
n^i

un calcul analogue figure dans Rambaud [55].

117



"8 J E A N M A R T I N E T ET J E A N - P I E R R E R A M I S

2) Le calcul précédent est une démonstration directe du théorème de classification
pour les équations linéaires. Il montre de plus que la famille

^xa, == ^dy— 0(i + \x) + ax\dx == o

est universelle pour l'ensemble ^^.aff? sl ^N*. En effet, œ^ a pour invariant formel À
et pour invariant analytique c == —2î7Tû/r(i —X), et tout élément de S^ ^ est
donc G^-isomorphe à une et une seule des œ^^.

Si X == n e N*, on peut prendre comme famille universelle (1)

^,a = ̂ ~ [^(i + ̂ ) + ax^dx == o.

3) Nous avons calculé le cocycle associé à une équation donnée. Dans l'autre
sens, étant donné ÇeH^S1; JSf(A^)) (voir les notations de 1.7)3 on obtient aisément
un représentant de Ç dans JSf(ô^). Le champ Ç est de la forme

-1 8
•==c.e xx^—, où ceC et ReA:>o.

ëy

On obtient X, représentant de Ç, par la transformation de Cauchy-Heine (1.3.2)

. f+-^exp(-i/Ç) \ à_ / . ̂ -^exp(^i^)^ à
^^Jo Ç-. ^•^

a^ •~^"5^•TrJo ç-^ 7 ay
r\

à un élément de C{x}— près; ceci donne
By

X=-^(S ^(n-À)^).a.
2in n^i ' 8y

Par intégration des champs Ç et X, on obtiendrait une application de H^S1; A^)
dans ô^3 section de la projection canonique.

6. ESPACE DES ORBITES DE DIFF(C2, o) DANS Ep

Nous avons vu (11.5.2) que cet espace est en bijection canonique avec celui des
orbites de G dans §^ où G3G° est obtenu en adjoignant à G° les transformations
linéaires

(^)K(o^i3jO, OCP=I, peC.

Sachant que <^,/G0 ̂ CxCpx ̂ p, il nous reste à étudier l'action du groupe
linéaire G/G0 = (Z/^Z) X C* sur l'espace modulaire précédent.

Soient donc (o,<o'e^p et YeG tel que ( O ' A Y * C O = O ; soient 9 et Ç'eô0

(1) Nous remercions A. D. Brjuno d'avoir attiré notre attention sur ce point.
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les transformations normalisant co et co' (coA y*(co ^) = CO'A $'*(û>p^) = o)$ on a
trivialement

DYoy'=yoY

où DY désigne la partie linéaire de Y (élément du groupe linéaire défini ci-dessus).
^x â,i+i == Çi0?^1! et â'i+i === y^-^-Ti1 sont 1e8 cocycles associés à y et y', on a

^^DYo^o(DY)-1.

Finalement, on obtient l'espace d'orbites cherché en faisant opérer le groupe linéaire
considéré par conjugaison sur H^S1; Ap ^).

Posons ïîl(Sl;Ap^)==Cpx^p avec g=(^+;&~) i = = o , . . . , / > — i (notations
de 11.6.5), les g^eC et g^ e^ étant interprétés comme difféomorphismes locaux
de C (espace des feuilles des feuilletages ^+ et ^~).

Soit (a, P) e (Z/j&Z) x C* et g^CPx ̂ p. On vérifie que le transformé g ' de g
par (a, (î) a pour composantes

_2^ ^ 2m^ v

&M=!^ p ^-^p-^ •')

(on a posé a == exp(2î7rA/^)).
D'où le

Théorème (6.1). — L'espace des orbites de Diff(C2, o) dans Ep s9 identifie au quotient
deCxCFx ̂  par l'action de (Z/^Z) X C* définie ainsi : l'image de (X, g) par {k, (3) est (X, g')
où g[ est le conjugué de g^_^ par Fhomothétie de rapport (3 exp(—2ikii:\lp).

Exemple (6.2). — Dans le cas p = i, où H^S1; Ap^) == C Xc^, on doit former
le quotient de Cx^f par C* pour l'action (3.(^, h) == ((i^, pAp~1). Le quotient se
décompose en quatre « strates » :

1. {t = o; h == Identité} représente une orbite de C* dans C X c^f, qui correspond
aux oeEy analytiquement isomorphes à la forme normale û>p^.

2. {t + o; A == Identité} représente MT^ orbite également, donc un point de l'espace
modulaire, qui correspond aux co e Ep analytiquement linéarisables (mais non nor-
malisables).

3. {f== o; h =t= Identité} définit une famille « lisse » d'orbites (quotient de ^
sous l'action de C*), qui correspond aux équations œeEy admettant une « variété
centrale » (nous reviendrons sur ces équations au chapitre V).

4. { ^ 4 = o; A 4= Identité} définit une famille lisse qu'on peut « paramétrer » par
^"{Identité} (on se ramène à t == i par exemple en utilisant l'action de C*). Cette
strate représente les équations les « plus générales ».

On retiendra surtout que l'espace modulaire pour l'action de Diff(C2, o) dans Ey
n'est pas lisse, au contraire de ce qui se passe pour l'action de G° dans ^p.
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Remarque (6.3). — Le groupe (Z/j&Z) x C* est un groupe ^invariance pour chaque
forme normale <0p^. Nous avons ici obtenu une action naturelle de ce groupe sur l'espace
modulaire CxCpx^p relatif à l'action de G°. On peut interpréter C x C? X ̂ p

comme la base d'une famille universelle d'éléments de êp, ou en d'autres termes d'un
déploiement universel (dans ëy) de l'équation <0y o = x p + l d y — y d x = o (cette terminologie
sera précisée au chapitre VI). Avec cette formulation, le phénomène observé est à
rapprocher de la remarque suivante, qui nous a été communiquée par R. Thom, à
propos des applications différentiables : si F est le déploiement universel d'une application
singulière/, et si G est un groupe de Lie qui laisse/invariante, alors l'action de G s'étend
de manière naturelle au déploiement et à sa base, de manière que F soit G-invariante.

7. POINT DE VUE INFINITÉSIMAL

Nous utilisons ici les observations générales de 1.3, en introduisant H^S1; JS^(A ^)),
où oSf(Ap^) est le faisceau d'algèbres de Lie défini en II. 6.1.3. On a évidemment
îi^'.^A^wCFx^^))? où JSf(Jf), algèbre de Lie de Jf, est l'espace des
germes de champs de vecteurs à l'origine de C, i-plats en o. D'après l'isomorphisme
fondamental 1.3. i, l'espace H^S1; oSf(Ap^)) CH^S1; JSf(A)) s'injecte canoniquement dans
JSf(ô°)/JSf(G0), et cette injection est calculable par Gauchy-Heine (1.3.2.2). Elle repré-
sente la différentielle en l'identité de l'injection

(i) HI(SI;A^)C^ÔO/GO.

Noter que l'injection considérée n'est pas compatible avec les structures d'algèbre
de Lie (d'ailleurs JS^(ô0)/JS?(G°) n'est pas une algèbre de Lie, car JSf(G°) n'est pas un
idéal de JSf(Ô°)).

D'après 1.3.3 cette différentielle sera utilisable pour calculer explicitement l'injec-
tion (i) dans les cas suivants : on fait choix a priori d'un sous-groupe abélien K du groupe
des difféomorphismes de l'espace des feuilles de œ ^ = o. On reprend ce qui précède
avec les sous-faisceaux Ay^(K) et ^(Ap^K.)); dans ce cas, les deux injections précé-
dentes commutent aux exponentielles; le calcul de la trivialisation du cocycle « infini-
tésimal » permet d'obtenir la trivialisation de tout élément de H^S1; A ^ ( K ) ) . C'est
essentiellement ce calcul que nous avons fait au § 5 ci-dessus, avec K = groupe des
translations de C, et le faisceau Ai^(K).

Les seuls autres groupes de Lie abéliens (connexes) que l'on puisse considérer
sont les sous-groupes à un paramètre KCj^. Un tel groupe est défini par la donnée
d'un germe de champ de vecteurs holomorphe à l'origine de C

^-/M-^ OÙ /M^^...,^!.
8c
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Si nous travaillons avec A^(K), pour simplifier, le champ 73 définit un i-cocycle
? = (o, 73) e C X ^(JT) = ?(81; ̂ (A^)) ; il s'interprète comme la section de ^(A^)
sur {Re ;v<o} définie par le champ de vecteurs dans C2

Ç(^) -^ = exp(- i / x ) ./(j/ exp(i/^)) -^.

Le cocycle ^ admet pour trivialisation dans JSf(ô°) le champ formel X{x,jy) -a

où (voir 1.3.2.2) ^V
i /• ^(^ j/)

X(^) ==-— —^—ûfc (y = segment d'origine o dans R-).
2frTC»/Y ^ —• X

Posons $(=exp^Xeô°; les équations différentielles holomorphes 9^1 o admet-
tent alors exp^f comme invariant dans Hl(Sl;Alo).

Un calcul explicite serait très lourd dans le cas général. Remarquons seulement
qu'aux cocycles ^eH^S1; oSf(A^)), où

(1) TîM^^+^e^^) (A^i),

correspondent les équations différentielles dans E^ ç
(2) û)^=^2^—^(I 4-or^)â?A:=o (aeC).

Ceci se voit en fait directement, par réduction au cas linéaire déjà étudié; si l'on
pose dans (2) Y==i / / et x=—kX, l'équation différentielle se transforme en

X2^-(Y-oÀX) rfX = o,

à laquelle correspond (proposition (5.2)) la classe (t, o) e C XJf = H^S1; A^o), avec
f = 2î7roè. En remontant à l'espace (^) initial, on vérifie que (2) a pour cocycle carac-
téristique (o, exp—2t7ca.7]).
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IV. — SOMMABILITÉ DES TRANSFORMATIONS NORMALISANTES

i. RAPPELS SUR LA TRANSFORMATION DE BOREL [6]

(1.1) Transformation de Borel

Soit o < a < TC, et r, À deux nombres strictement positifs. On désigne par St^ ^ r
l'espace vectoriel des séries formelles ûeC[[;v]], a == S a^ telles que :

n^o

(i) La série A{t) = â9a{f) = 2; -^n (transformée de Borel de a) a un rayon
.1 ^ n^O Wde convergence > r.

(ii) Elle définit une fonction continue sur l'ensemble fermé A,, y (union du disque
de centre o et de rayon r, et du secteur d'ouverture 2 a, de bissectrice R"^) et holomorphe
à l'intérieur.

(iii) |H|^= Sup |^).exp(-XH)|<+oo.
<eVr

L'espace ^?a,x,r ̂  avec ^ norme || l l ^ y , un espace de Banach. Si ( J L ^ À on
a ^a^r^a^r et || ||̂ || ||^,. Si a e C{x}C C[[x]] est une série conver-
gente de rayon de convergence R > o, S8a est une fonction entière, et a e SS^ ^ y pour
tout r > o, X > i /R et o < a < TC.

Dans toute la suite, nous supposerons r fixé. Nous simplifierons les notations pré-
cédentes en A^ 89^ et || ||^. Dans les applications (§§ i et 2) toute valeur r < i
conviendra.

Soit DCC une demi-droite d'origine o. On définit les espaces S8^ ^(D) en reco-
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piant les définitions précédentes, où A^ est remplacé par le domaine A,(D) admettant
D (au lieu de R4') comme axe de symétrie.

Noter que si a e ̂  ̂ (D) on a alors a e ̂  ̂ (D') où l'angle 6 === (D, D') est
strictement inférieur à a, et a' = a — 6.

(i.s) Sommation de Borel

Soit A{t) une fonction continue sur A^ et holomorphe à l'intérieur, telle que
Sup|A(().exp(—À|f|) |<+oo pour un X>o.
<£Aa

Posons

(i) îtÇx)=ÇWA(t}.^p(-t|x}dt.
Jo x

Cette égalité définit une fonction holomorphe S sur le disque ouvert de centre i /2X e R4'
/• »,

et de rayon i/2À. De même, l'intégrale A{t) .exp(—^)— où DCA^ est une
JD x

demi-droite issue de o (on intègre de o à l'infini) définit une fonction holomorphe sur
le disque ouvert centré sur D, de rayon i /2À et passant par o. Cette fonction est égale
à y sur le domaine commun.

Ceci montre que Use prolonge analytiquement à tout secteur (sur le revêtement
universel de S1) de sommet o, d'ouverture 2a + TT—C, s> o, et de bissectrice R4'.
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En utilisant l'intégration par parties, on vérifie que S' admet un développement
asymptotique en o sur les secteurs précédents, donné par la série

a{x) == 2; n\A^ où A{t) == S A^.
n^O n^O

La formule (i) définit donc un « inverse » de la transformation de Borel 3S sur
38^ ̂ . La fonction S est appelée la somme de a, au sens de Borel.

Les séries formelles ûeC[[A:]] telles que SSa est convergente sont les éléments de
la classe de Gevrey d'ordre 2, C[[A:]]a (voir 1.4.1). Les séries ae U <^a,x(D) sont les

oc ̂ 0
À>0

séries 2-sommables dans la direction D. La somme S'est alors une fonction Gevrey d'ordre 2
(voir 1.4).

Les séries formelles i-sommables aeC{x}^ sont telles que SSa se prolonge analy-
tiquement à C—S, où S est une réunion finie de demi-droites

A,=={^|Arg^6,, M^p,>o}

et SSa est à croissance exponentielle sur G—S. Les 6» sont les arguments singuliers de a.
Dans ce cas, pour tout rayon D C C — S, il existe a et À tels que a e S8^ ^(D) (le rayon r
étant fixé, inférieur au rayon de convergence de SSa en o).

Remarque. — Soit maintenant une série a[x,y) = S ci^x^ avec ^eC[[A:]].
n^o

Elle est i-sommable par rapport à x dans la direction D, et pour \y\ < R, si pour tout p
( o < p < R ) on a ^e^^(D) et JKH^G.p'1 (a ,À, r ,G>o) .

La série a est î-sommable pour |j/ |<R si elle l'est dans toute direction, sauf un
nombre fini d'entre elles.

(1.3) Produits

Proposition. — Soit a e SSy^ ^ et \ un nombre strictement supérieur à \L. L'application
linéaire b h-» xa. b == c, b e St^ ^, définit un endomorphisme continu de SS^. Plus précisément on a

(i) ^(^)==rS§a(u).â§b(t—u)du, te^,

(ii) |M|^——— IMIJHIx.
A — [A

Démonstration. — Soit beâ8^ ^; considérons d'abord la fonction

C(t) == F gâa{u). â§b(t — u) du.
u o

II est clair que G est continue sur A^ et holomorphe à l'intérieur. D'autre part

C^).exp(-Xl^|)==r^(^.^^-~^).exp(-Xl^|)^

et \âSa(u)\ ̂  |Kexp((iH), \SSb(t^u)\ ̂  \\b\\^-ç[\(\t\ - H)).
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On en déduit

Sup|G^)exp(-À|^|)l^———||a||,.||è||,.
t e Ace A — [L

II reste à voir que G == SS[xab). Pour cela, on utilise la formule d'inversion ( i ) $
il suffit alors de vérifier que

(+œ G(Oexp(~^)^==^J.
Jo ^

On a, par définition de G,

r"1' °° r ̂  i dt
S§a(u)âSb(t-u) du exp(- t j x ) -

Jo Uo J x

=f ^(M)^-^)exp(-^)^
JA ^

où A = { ( ^ M ) eR2 |^o;o^^^^}.
En posant t—u=v, on obtient

f ^a{u)M{v)^-{u+v)|x)d^
JD ^*

/•+oo /•+oo ^y

== ^a^) exp(- ulx) dx. S§b(v) exp(- y/^) -.
Jo Jo x

Une intégration par partie montre enfin que

[+ œ SSa{u} exp(- ufx) dx = [+ °° ̂ (^) (^ exp(- M/^) ̂
Jo Jo x

ce qui achève la démonstration. •

(1.4) Application à Féquation cTEuler

On considère ici l'opérateur

^ à + k : C[[x]] ̂  C[[x]] avec k e C

qui à tout fe C[[x]] associe g == x2. — + k.f.
dx

On s'intéresse au cas où /(o) = g{o) = o; en posant f(x) == xa(x) et g{x) == xb{x)
il vient

da d
fa^x^—+(x+k)a=b, soit P == x2— + {x +k).

dx dx
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Un calcul immédiat montre que, si l'on applique la transformation de Borel, on
obtient

âSfa == (t + k)â8a.

On en déduit aisément la

Proposition.—Soit ée^^(D); si —-A^A^(D) , l'équation différentielle
da

x^+Çx+^a^b

admet une unique solution a e S8^ ̂ (D) ; de plus

IMIx^lHL

où d est la distance de —k à Aa(D).

2. SOMMABILITÉ DES TRANSFORMATIONS NORMALISANTES;
CAS DE <?i

Soit <o = x2dy—A(x,y)dx === o une équation différentielle élément de l'espace S^
(voir 11.4.4). Nous la supposons déjà normalisée à l'ordre 2, c'est-à-dire que

A(^,j?) ==jy(i + ̂ ) + termes d'ordre > 3.

Nous nous reportons maintenant à la méthode de normalisation formelle exposée
en 11.4.i.

(a.i) Première étape

La solution formelle unique y = u[x) = S u^ de l'équation o === o est
n^l

ï'sommable (u e C{x}^) et admet au plus un seul rayon singulier S==R4"; de plus,
SSu a un rayon de convergence au moins égal à i (une étude plus précise montrerait
que son seul point singulier est + i). Ce résultat se déduit par exemple d'un théorème
de Braaksma [7] (Theorem 2, p. ni) moyennant l'équivalence entre diverses défi-
nitions de la i-sommabilité (Watson [66], Nevanlinna [50], Ramis [57]; cf. également
Braaksma-Hams [8], Harris [30] et Ramis [59]). Signalons aussi que Ecalle obtient
des renseignements beaucoup plus précis sur 3Su par ses méthodes de fonctions résur-
gentes [17], [i8], [19].

Les deux premières réductions (voir encore II. 4.1) utilisent donc des transfor-
mations i-sommables, de rayon singulier (éventuel) R'1'. De plus, la forme réduite ainsi
obtenue

co = x2dy—JyC{x,J>)dx == o
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est telle que la série G{x,y) == S G^xy vérifie les conditions suivantes :
n^O

1) CQ^X) = i + \x (cette condition traduit le fait que œ est dans <^);
2) C^(o) == o pour n ̂  i ; ceci est conséquence de la seconde réduction, et nous en

profitons pour changer les notations, et écrire

C{x)={i+\x)+x. S G )̂y;
n^l

3) la série G est i-sommable (en x) pour \jy\ < R (R > o) et admet R4' comme unique
rayon singulier (au plus) ; ceci est conséquence du fait que la composée d'une fonction
holomorphe et d'une fonction i-sommable est encore i-sommable).

Ceci posé, en poursuivant la lecture de 11.4. i et 4.2, il nous reste à établir que
la série

?(^j0 =^ + s ^nWy
n^2

où les à, e C[[;n:]] sont déterminés par les équations différentielles

^ + {n "~ I)(I + ̂ )âl + {n ~ l)XGlgn-1 + • • • + ̂ -1 = °

(et ^(o)==o), est i-sommable en x, pour |j»|<R.
Nous allons démontrer ce résultat dans le cas particulier où ^invariant À est nul,

pour la seule raison que les estimations requises sont particulièrement simples dans ce cas.

(2.2) Deuxième étape

Posons gn{x) == xa^(x)^ n^- 2. Les a^ sont alors déterminés par les équations diffé-
rentielles (voir (1.4) ci-dessus)

x2^ + {x + n ̂  î)an + (n ~ ï}XGlan-1

+{n— 2)xC^a^ + • . • + ̂ _i = o
avec, au départ,

ûfflo
x^+Çx+i^+xC^o.

Les séries €„ sont i-sommables dans toute direction autre que R4'. Il résulte alors
immédiatement des propositions (1.3) et (1.4) et d'une récurrence que les séries a^
sont toutes i-sommables, et de rayons singuliers (éventuels) R"1' et R~; de plus le rayon
de convergence des fonctions SSa^ est minoré par i (on suppose ici que SSC est conver-
gente sur un voisinage du polydisque J A * | < I , [ j?[^R) .

Fixons maintenant une direction D (distincte de R4' et R~") et un domaine A^(D)
ne contenant ni R4' ni R~\
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La sommabilité de C équivaut à l'existence de constantes X et R > o telles que
HCJI^R' (voir (1.2) ci-dessus, remarque),

où les normes sont prises sur A^=A^(D).
Il suffit, pour conclure, de prouver l'existence de constantes (JL, p > o telles que

^e^(D) et 11^1^ p^1.

Pour cela, posons ( J L = X + i et choisissons p > o assez grand pour que
IKH^p et R/p(i-R/p)<û?,

où d>o est tel que distance(—n, AJ^yz .û f {n^- i).
Supposons avoir déjà montré que H ^ p H ^ p^1 si p ^ n , alors, en utilisant les

propositions (1.3) et (1.4), on obtient

lk-nll.< ̂ HR^1 +^- ̂ 9n~2+... + R")

^ (R/p + R2/p2 + __ + Rn/pn) ̂

Ceci achève la démonstration, et donne donc la

Proposition (2.3). — Soit coe<^i; la transformation <peG° normalisant V équation
G) === o est ï-sommable; de plus SS^ a un rayon de convergence au moins égal à i ; ses points singuliers
sont contenus dans l9 ensemble —N*u{+ i}.

Remarque. — Pour démontrer le même résultat si À 4= o, il faut inverser, dans les
espaces ^oc.x? l'opérateur

x^^+k{i+^).

Ceci ne pose pas de problème difficile, mais c'est un peu plus compliqué.

3. SOMMABILITÉ DES TRANSFORMATIONS NORMALISANTES
CAS DE <?p(^>i)

On considère maintenant l'équation
xp^ldy—A{x,Jy)dx=o,

où A est analytique au voisinage de o e C2, et
A(x,jy) ==^(i + ÀA^) + termes d'ordre supérieur à p + i

(on suppose l'équation normalisée à l'ordre p + i).
Le même théorème (6.10) de Ramis [57] montre encore que la solution formelle
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y = u[x) (u{o) = o) de cette équation est p-sommable, et que ses rayons singuliers éven-
tuels ont pour arguments exp^inkip), k == o, . . .,p — i.

Gomme précédemment, les deux premières réductions de 11.4. i se font donc par
une transformation ^-sommable; on est ainsi ramené à l'étude de la normalisation d'une
équation

<o = xp+ldy—yC{x,y)dx = o

où C(.y,j0==(i +\xp)+x S C^)y1 est j&-sommable par rapport à x, de support
yi ̂  l

singulier connu, pour |j^|^R.
Pour terminer la démonstration, on est amené, comme au paragraphe précédent,

à étudier l'opérateur

D==^+—+n( i +\xp) et n^ i.

L'idée consiste ici à se ramener au cas p = i de la façon suivante (cet argument
se trouve déjà dans Rambaud [55]) :

On pose x? = Ç. On a une décomposition canonique

c[M]=c[[^]]==©^Sc[[y].

On constate que D opérant sur cet espace laisse invariante cette décomposition et s'écrit
D = © D, où D, : C[R]] -> C[R]] est défini par

^==y^+^n+^+k^9

D'autre part, on sait que a e C[[A:]] est ̂ -sommable si et seulement si, en écrivant

<zM=^^^(Ç),

les séries û^eC[[Ç]] sont i-sommables {i.e. sommables au sens de Borel). Moyennant
ces identifications, la démonstration esquissée pour p == i s'étend au cas général.
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V. — HOLONOMIE

i. RAPPELS SUR LA THÉORIE D'ÉCALLE [17], [i8], [19]

Soit J^ le groupe des difféomorphismes locaux holomorphes de C en o, tangents
d'ordre i à l'identité. On se propose de classifier les éléments de ̂  à conjugaison ana-
lytique près relativement au groupe Jf'De^f de tous les germes de difféomorphismes
analytiques de (C, o).

(1.1) Classes de conjugaison formelles

On désigne par ^ (resp. J^') le groupe des difféomorphismes formels de C en o,
tangents d'ordre i à l'identité (resp. de partie linéaire arbitraire).

Soit T(x) = x + ... un élément quelconque de ̂ . On vérifie facilement qu'il
existe toujours un unique champ de vecteurs formel

X = ( S a^). -a- X e .JS?(JT)
n^2 w / SX ' /

tel que T = exp X (X est appelé le logarithme de T).
Tout champ XeJSf(Jf), non nul, se réduit, via un élément de J^' (transfor-

mation normalisante), à une et une seule des/ormes normales suivantes :
^P+I ^

X» „ = ———— • —, où fi ^ i est un entier, et u e C
-"' i 4- [ju^ Bx

(voir par exemple Takens [64] ou Ecalle [17]).
Les classes de conjugaison des éléments de Jf, relativement au groupe ^?/, sont

donc « énumérées » par les formes normales

^tx^^P^ix-

Exemple. — Pour p == i et (JL = o on a T^ ^x) == x l { i — x) ; si l'on envoie l'origine
à l'infini en posant x = i /X, Ti o s'interprète comme la translation X \-> X — i.

Remarques. — Les classes de conjugaison de Jf dans lui-même sont représentées
par les formes normales exp aX ^ où a e C.

La propriété, pour un T eJ^, d'être conjugué à Tp ̂  se lit sur le (2p + i)-jet de T.
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(i.a) Un isomorphisme fondamental

Soit r^ (k entier^ i) le faisceau de groupes sur S1 associé au préfaisceau défini
de la façon suivante :

Soit U C S1 un ouvert, représentant un secteur (également noté U) de sommet o
dans C$ alors r*(U) est l'ensemble des germes de fonctions h : (U, o) -> (C, o) telles que :
(i) h est holomorphe sur (U—{o},o) ;
(ii) sur tout secteur fermé V C U, h est uniformément asymptote à une série formelle h

de la forme
AW=^+^.^+1+...

(A est À-plate par rapport à l'identité; on écrit Ae^).

L'ensemble 1̂ (11) est stable par composition des applications. On a évidemment
H°(S1; r*) =^CJ^ (^ est le groupe des germes de difféomorphismes A-plats en o
par rapport à l'identité). On désigne par F le faisceau intersection de tous les 1̂ , k^ i ;
les éléments de F sont, à l'origine, infiniment plats par rapport à l'identité de C.

Soit U un bon recouvrement de S1; on désigne, comme au chapitre I, par ^(U; 1̂ )
l'ensemble des cochaînes (h^ telles que ^ = A, pour tous î, j. On a alors le

Théorème (1.3) (Malgrange [42] et [44]). — On a, pour tout k^ i, un isomorphisme
canonique

ïî\s1; r^) ̂  G°(U; r^v^u; r^/H^u; r^) ̂  ̂ /^.
La démonstration de ce théorème se fait de façon analogue à celle de notre théo-

rème 1.2.3. i ; elle est plus élémentaire car elle utilise le théorème de Newlander-
Nirenberg en dimension i ; cependant, pour prouver 1' « analyticité » de cet isomor-
phisme, on doit de nouveau utiliser le théorème d'intégrabilité en dimension supérieure à i.

Ce théorème admet aussi des versions Gevrey d'ordre s. Pour s == i + i I p , les
cocycles sommables correspondent toujours à des difféomorphismes j&'sommables.

(1.4) Classes de conjugaison analytiques

Considérons la forme normale T e ^ . Soit TeJf un difféomorphisme ayant
le même {2? + i)-jet que Ty^ en o. Il existe alors un unique difféomorphisme formel
he^y^.^ tel que T==A -" loT oA. Ecalle démontre l'existence d'une o-cochaîne
hi e ̂ (U; r2^"1"1), où U est un bon recouvrement de S1, telle que h, == A, et h, conjugue T
et Tp ^ sur le secteur U^; les transformations ^oA^_\ déterminent un élément de
H^S1; 1 )̂, en désignant par Fp ^ C F le sous-faisceau des germes de sections de F qui
commutent avec Ty ^. En fait, il établit directement que h appartient à la classe de Gevrey
d'ordre s = i + ï l p et est p-sommable, par une méthode qui paraît voisine de celle que
nous exposons au chapitre IV; ainsi à chaque T est associée une classe canonique
dansIP(Si;I^).
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Inversement, si yeH^S1;!^), considérons he^y^.^ (défini modulo compo-
sition à droite par un élément de e^p+i) image de y par l'isomorphisme fondamental.
On démontre alors que

T^-^oT^oA

est analytique, par une démarche analogue à celle de III. 2, qui sera d'ailleurs explicitée
plus loin (cette démarche « géométrique » est due à Malgrange; Ecalle fait, lui, un
calcul plus direct).

On arrive ainsi au

Théorème (1.4) (Ecalle [17]). — L'ensemble des classes de conjugaison modulo ^ap+i
des éléments de ̂  tangents àT à l'ordre 2p + i est en bijection canonique avec H1 (S1; Fp )̂.

Pour obtenir l'ensemble des classes de conjugaison, modulo le groupe J?", des
difféomorphismes analytiques formellement conjugués à T 5 il reste à quotienter l'espace
classifiant H1 (S1; F ^) par le groupe des difféomorphismes commutant à Tp ^ (opérant
toujours par conjugaison sur les cocycles). Ce groupe est isomorphe à C X Z/j&Z, opérant
sur C par la loi ( t ^ K ) : x[->exp{2inklp) .exp tXp^.x.

Remarques (1.5). — i) La théorie d'Ecalle ne se limite pas au résultat précédent.
Ecalle sait calculer explicitement la correspondance entre cocycles et transformations
normalisantes, ce qui lui permet d'étudier des problèmes très fins sur la structure des
éléments de ̂ . Sa théorie mérite plus d'attention qu'elle n'en a reçu jusqu'ici.

2) II est important de noter que, dans la suite, nous n'utiliserons du théorème (1.4)
que Yinjectivité de H1 (S1; F ^) dans l'ensemble des classes de conjugaison analytiques.
L'étude des équations différentielles conduira de plus à une démonstration du théo-
rème (1.4) pour un sous-ensemble privilégié des classes de conjugaison.

2. LWJECTION NATURELLE DE A^ DANS 1̂ ^

(2.1) Holonomie des formes normales co^

Considérons l'équation différentielle (forme normale)
(i) cûp^ = xp+ldy-^I+ ?0 dx == o.

L'holonomie de la variété invariante {x = 0} est le difféomorphisme local de C
en o obtenu de la façon suivante :

On considère un lacet y non trivial de cette feuille, par exemple y=ê^
( o < 6 < i); puis une transversale T à cette feuille au point origine de y? P211' exemple
la droite y = i ; soit M un point de T, d'abscisse x; on relève le lacet y, en partant de M,
sur la feuille passant par M et par l'intermédiaire de la projection (^,jO^JS l'extré-
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mité M' du chemin 7 ainsi obtenu est dans T, et a pour abscisse x ' == T(.v), où T est
le difféomorphisme d'holonomie de {x = o}.

Ce difféomorphisme est défini à conjugaison près, dans le groupe Jf" de tous les
difféomorphismes locaux de C en o.

On vérifie immédiatement que le difféomorphisme d'holonomie de c>>p ^ = o est
Informe normale Ty^w du § i.

(2.2) Comparaison des faisceaux Ay^ et F^^n

Nous considérons toujours ici l'équation ù)p ^ == o et la transversale T =={j^ = i},
identifiée à la droite des x.

Soit U un secteur ouvert de sommet o de la droite Cp, d'ouverture assez petite,
et connexe. Nous désignons aussi par U le secteur correspondant de la transversale T.

Considérons maintenant la restriction ^(U) à U X C du feuilletage défini par
l'équation co ^ = o. Nous identifions, comme en II. 6.5, l'espace des feuilles de <^(U)
à C, chaque feuille étant définie par une équation

y ==^.A;\exp(— ilpx^ ceC.

Considérons alors l'application
p : U-^^(U)=C

qui à A ? e U C ï fait correspondre la feuille passant par le point {x, i); avec les coor-
données choisies (x et c), cette application a pour expression

c == ç)(x) ==A^x.exp(I/JFwp).

L'observation géométrique importante est la suivante :
Si le secteur U est contenu dans {Re-v^o} (resp. {ReA^o}), p(U) est un

voisinage de l'infini (resp. un voisinage épointé de o) ; dans les deux cas, le germe de p
en o définit un « revêtement universel » (1) du disque épointé D", et l'automorphisme fonda-
mental de ce revêtement est la restriction à (U, o) de T^^ç, holonomie de {x = o}.

Lemme (2.2.1). — Soit aeV,~'CS1 (Rea^o; voir 11.6.5). L'application de
revêtement p induit un isomorphisme du groupe 1^5^ (a) sur le groupe Ay^(a).

Démonstration. — Soit (yer^/^a) un germe de section en a de Fp^/g^, repré-
senté par un difféomorphisme local a : (U, o) -> (U, o). Gomme G commute avec
Tp^^ par définition, il induit un difféomorphisme g : (D", o) -> (D*,o); ce difféo-
morphisme se prolonge donc en un difféomorphisme local g de C en o. Posons alors

g Ce) = c{a + A(^)), où h est holomorphe, nulle en o, a 4= o,

a(x') ==x{i +^)), où Ti est holomorphe sur U, asymptote à o.

(l) Par abus de langage : 9 n'est pas un revêtement au sens strict !
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Écrivons maintenant que p o a = = ^ o p . En explicitant p et en passant aux loga-
rithmes, on obtient

(i) . , 1 . -px^i + A) = i +pxnog[a + A(pM)].
(i +h)p

Si xeV est assez petit, A(p(A-)) est voisin de o et la détermination du logarithme
du second membre ne fait pas problème.

La platitude de h impose que a== i, c'est-à-dire que ge^. Le choix d'un
germe h détermine alors uniquement h : il suffit de remarquer que la dérivée partielle
du premier membre de (i) par rapport à Ti au point {x = o, ^=0) est non nulle;
le théorème des fonctions implicites résout l'équation (i), et la fonction Ti^x) obtenue
est asymptote à o car le second membre de l'équation est asymptote à i.

Il est ainsi démontré que Fp ^/^(a) est isomorphe au groupe ̂  que nous avons
déjà identifié à Ay^(a). •

Remarque. — L'isomorphisme obtenu est compatible avec les actions de C sur
^p,\l^W et de C* sur Ap ̂ (a), comme on le vérifie aisément.

Lemme (2.2.2). — Soit oceV^CS1 (Rea^o). Le groupe Fp^^(a) est encore
canoniquement isomorphe au groupe J .̂ Par l'application de revêtement p, Ay^(a) s'identifie à un
sous-groupe à un paramètre de r^^a).

La première partie se démontre comme le lemme précédent. Il suffit de prolonger
l'équation o)p ^ == o à C x Pi(C) par

^+iûTY4-Y(i +\xp)dx==o où Y= î / j y .

Dans cette carte, les solutions s'écrivent

Y == c'x-^exp^lpx?) [c = i le)

et l'on a c = p(;c) = x^expÇif—pxP).
Les translations qui constituent le groupe Ap^(a) forment dans Jf (identifié au

groupe des difféomorphismes locaux de Pi(C) en l'infini) le sous-groupe des transfor-
mations C ' ^ C ' K I +^'), ûeC. Ceci achève la démonstration. •

L'injection de Ap ^(a) dans Fp ^^(a) commute encore aux actions de C* et de C
sur ces espaces.

Remarque. — Le groupe Fp ^^(a) s'identifie à Ap^(a), où A' est le faisceau qui
a été défini en 11.6.7.

Enfin on vérifie aisément que si Re of = o, la fibre Fp ^.^(a) est, comme A ^(a),
réduite à l'identité.
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Tout ceci démontre la

Proposition (2.3). — Le faisceau Tp^^ est localement constant sur les ouverts V,4' et V,~,
où sa fibre est isomorphe au groupe ^. Le faisceau Ap^ s'injecte canoniquement dans le précédent,
cette injection est un isomorphisme sur les secteurs Vf, et un sous-groupe à un paramètre sur les
secteurs Vf. Enfin, elle induit une injection de H^S^Ap^) dans H^S1; Fp^J.

(2.4) Exemple : Ai,o et I\,o

Soit l'équation différentielle œ^o == ^ d y — y d x == o. Le difféomorphisme d'holo-
nomie de x == o est T(x) = xj{i — 2^)3 soit, en posant x == i /X, T(X) = X — 2nr.
L'application p est définie sur T — { o } où T est la transversale C x{ï}={y == i}, et
p(;v)==c==exp(i/A:).

a) Sur V ~ = { R e A : < o } et si ^eA^o(V~) est définie par g(c) == c{i + h(c))
où h est holomorphe en o, A(o) = o, on vérifie que (rel\ ,o(V~)î relevé de g par p,
est définie par

(T(X)==X+log( l+A(^) ) .

On obtient ainsi tout le groupe I\ o(V~).
b) Sur V^-^Re^o}, soit ^eA^o(V4-), t(c) = c + a (aeC). Le relevé a

de t est
o(X)=X+log(I+^- x)

alors que I\ ,o(V4') est constitué par toutes les transformations
^^X+logÇi+AOr^)),

où h est une fonction holomorphe en o, nulle en o.

3. HOLONOMBE

(3.1) Interprétation de Pinjecdon de H^S1; A^ ^) dans H^S1; F^^J

Soit un élément de IPÇS^Ap^) que nous interprétons comme un cocycle
ge C^U; Ap ^) où U =={UJ i = o, . . . , p — i est le bon recouvrement canonique
défini en 11.6. Nous allons appliquer à g et à c0p ̂  les constructions de 1.2.2, 1.2.3
et III.2.1.

Soit DCCy un disque fermé de centre o$ on suppose que i est intérieur à D.
D'après la remarque 1.2.3.4, on peut considérer le germe de fibre

n: (M,,{o}xD)-^(C,o)

et sur Mg l'équation différentielle ^p^(g) = o construite en III. 2.1, par l'intermé-
diaire d'une trivialisation de TC au voisinage de {o}xD. Nous noterons pour simplifier
<o == cùp^ et œ^) = ^p^(g). Le feuilletage défini par co (resp. u{g)) sera noté ^ (resp.
y [g]). Nous désignerons par J^ (resp. ^{g)) la restriction de ^ à U, x C (resp. à
^(TO
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Nous disposons (voir III. 2.1) d'isomorphismes de variétés feuilletées

[(H x C, {0} x D) ; J^)] -^ [(H x C, {0} x D) ; ̂ ]

et l'on a ^4.1 = Çi^oy^i; en d'autres termes, ^\g) est obtenu en recollant les ̂
par ,?-1.

Choisissons maintenant un recouvrement fermé U'=={U^}, î == o, .. . 5 ^ - — i ,
de S1 plus fin que U. Soit T ={j/ = 1} la transversale à y en (o, i) déjà considérée.
On désigne par T^ les secteurs de T correspondant aux U»C Cp; nous considérons les T^
comme des germes au voisinage de U< x{i}. De même nous désignons par r(^) le germe
de transversale à ^{g) au point {x=o; Y = i ) , défini par Y = = i ; les TC'^U,)
découpent T^) en des secteurs ^Çg) que nous considérons aussi comme des germes au
voisinage de U,' X {i}. On désigne par T,' l'image de T,(^) par 9,; ainsi, on peut considérer
que ï(^) est définie par recollement des T̂ ' moyennant les applications de transition de g~1.

Désignons enfin par h==Tp^ ((JL = À/2î7r) Fholonomie de la variété invariante
{x = 0} de ̂ , lue sur la transversale T. L'holonomie h{g) de {x == 0} = Tr'^o) dans ̂ (g)
sera lue sur T(^).

Ces deux holonomies, étant tangentes à l'identité, respectent (au sens des germes)
les découpages respectifs {rj et {^{g)} de T et T^). Plus précisément, quitte à restreindre
suffisamment les rayons des secteurs, les relèvements du lacet y == exp 21716, x == o
(resp. Y == exp 2inQ) issus de points « voisins » de U '̂ X D restent « voisins » de U< X D;
ils induisent donc des automorphismes de germes

h '' ^i-^^i et h,(g) : ^{g) -^^(g).

Par le difféomorphisme 9,, h^g) définit un automorphisme
^==9<û^)o<p,-l: ^->T;.

Considérons maintenant la figure formée, dans U, x D, par ̂  et les transver-
sales T, et T,' . Désignons par /, : T^ -> T, le germe d'application défini par la projection
le long des feuilles de <^; cette application est bien définie, en restreignant suffisamment
le rayon du secteur U,, car tout se passe alors dans un « ouvert distingué » du feuilletage SF
au voisinage du point régulier (o, i).
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Gomme y, transforme ^Çg) en e^, A,':^-^' n'est autre que l'holonomie
de e^ lue sur T^, et l'on a donc

A» =^ ° ̂  o/i~1 =fi o ?t o ̂ C?) o ̂ i of,~1.

Ceci montre que le difféomorphisme d'holonomie h{g) s'obtient aussi en recollant les couples (r^, h^)
par les applications de transition

ï»+l,z ̂ fi+1 0 9»+1 0 P»"10/!"1 : ^ ->T^•+1•

L'application J^o <p, : T^(^) ->T^ est un isomorphisme Gevrey d'ordre s = i + \\p.
Elle définit une section de 1̂  (faisceau sur S1 des germes tangents à l'identité, admettant
un développement asymptotique Gevrey d'ordre s). Il est par ailleurs clair que

{fi ° ?i) ° {fi+1 o ?i+i)~1 == Yi,,+i

commute avec l'holonomie A et définit une section de Fy ^^ C I\. Ainsi les ^ o <p, ont
toutes le même développement asymptotique $ en (o, i); $ est Gevrey d'ordre s (et
même ^-sommable). La o-cochaîne { j^oyj est un élément de ^({rj; 1^), dont le
cobord est la i-cochaîne

{^^^-{/ioy.o^^.oy^^-^eZ1^};^^).

Par ailleurs y^+i est l'image naturelle de ,g^+i au sens du § 2, c'est-à-dire le relevé
dans T,CT de &^-n interprété comme permutation de l'espace des feuilles de e^.

Nous avons finalement « relevé » la correspondance & 1+1 ^-> Yi 1+1 en une corres-
pondance {cpj }-> {fi o <pJ qui associe à un élément de ^°(lt; Ap^) un élément de
^(U; Fy ̂ J. Remarquons que la connaissance de Y^+i permet de retrouver &^+i,
tandis que celle de la o-cochaîne {f^ o 9,} ne permet pas de reconstituer la o-cochaîne {9,}.
Remarquons également que la reconstitution du germe de disque T^) et du difféo-
morphisme h{g) à partir des (r^ ^) recollés par{Yi+i^}, ainsi obtenue, n'est autre que
la construction d'Ecalle à laquelle il a été fait allusion plus haut (et qui a inspiré notre
construction de 1 .2 .2 et 1.2.3!).

Soit maintenant <o e Ep :
ce = XP+ ̂ dy — K{x,y)dx == o.

Désignons par h^ eJ^ le difféomorphisme d'holonomie de la variété invariante {x = o}.
Il est défini à conjugaison analytique près (dans le groupe J^' de tous les difféomorphismes
locaux de C en o). Si co est formellement conjuguée à Oy ^, h^ est formellement conjugué
à Tp ^2^ ; en effet, œ se normalise en fait sur le voisinage formel d'ordre infini de {x = 0}
d'après II. 4. On définit ainsi une application naturelle de l'ensemble des classes d'iso-
morphisme d'équations différentielles dans l'ensemble des classes de conjugaison d'élé-
ments de ̂ . L'argument qui précède établit donc le

Théorème (3.2). — Inapplication qui à œeEp associe le germe d'holonomie h^ de sa
variété invariante induit une injection de t'ensemble des classes d^ isomorphisme dans E dans l^ ensemble
des classes de conjugaison d'éléments de jf7.
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II suffit en effet de remarquer que l'injection de H^S1; Ap ^) dans H^S1; Fp^/gm)
est compatible avec les actions de C* x TL\pTL et de C x Z/j&Z qui définissent les espaces
modulaires. •

Corollaire (3.3). — Deux équations différentielles éléments de E sont analytiquement iso-
morphes si et seulement si les holonomies de leurs variétés invariantes sont analytiquement conjuguées.

(3.4) Remarque. — Soit Tej^ un difféomorphisme formellement conjugué
à Tp ̂ ; soit Y6^^1; Fy J Pune des classes « caractéristiques » de T. Il existe une
équation différentielle co e E admettant T comme holonomie de sa variété invariante
si et seulement si y appartient à l'image de I-P(S1; Ay ̂ J dans H^S1; Fp J. La compa-
raison de ces deux espaces montre qu'en général, un difféomorphisme local de (C, o)
tangent à l'identité ne peut être considéré comme holonomie d'une forme o> e E. Ce
phénomène reste pour nous assez mystérieux, et le problème se pose de trouver une
caractérisation a priori (sans passer par la classe caractéristique y) des difféomorphismes
d'holonomie des éléments de E.

Nous montrerons par contre, dans un article ultérieur [45], que pour tout T e<^,
il existe une équation différentielle « résonante » de la forme

ce = x dy -\-y dx + . . . = o

telle que T soit l'holonomie de l'une des deux variétés invariantes de cette équation.
Observons ici que, dans tous les cas, la classe y associée à T e^ donné est l'image

d'un élément g eH^S1; Ay^J où Ap 3^ est le faisceau introduit en 11.6.7, qui
est isomorphe à F . Si l'on reprend alors la construction faite ci-dessus en (3. i), mais
en remplaçant le disque D C Cy par une couronne G C Cy centrée en o, on voit que
l'on obtient une équation différentielle û>p,x(5)==° sur un germe de variété fibrée
TC : (M^, {o}x C) -> (C, o), dont la feuille {0} x C admet T comme difféomorphisme
d'holonomie. En fait on peut agrandir arbitrairement la couronne C (voir 1.2.3.4),
et obtenir une équation <ùp^(g) == o de la forme

°>p,x(<?) == xp+ldy—A{x,Jy)dx == o,

où A(o,jy) ==y et la fonction A est holomorphe sur un voisinage (effilé) de {0} X C*
dans C2.

4. QUELQUES CONSÉQUENCES DU THÉORÈME 3.2

Nous nous plaçons ici, pour simplifier, dans le cas p == i, et nous fixons XeC.
Gomme nous venons de le voir, le type analytique de toute équation û> == o formel-
lement isomorphe à œ^ = x^dy—y^i -\-\x)dx=Q est déterminé par Pholonomie
Â^eJf de sa variété invariante.

On peut se demander si le « type topologique » de h^ détermine le « type topo-
logique » de ce. Il n'en est rien : en effet, on sait (Camacho [12]) que tous les difféo-
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morphismes TeJ^ formellement conjugués à I\^ (^eC quelconque) sont topo-
logiquement conjugués. Soit alors g e H^S1; A^) == C x Jf, g == (a, U) avec û + o;
l'équation œ^(^) == o n'est pas topologiquement équivalente à la forme normale,
bien qu'elle ait même holonomie topologique, car elle n'admet pas de variété cen-
trale (III. 4.4).

Il y a mieux. Considérons dans ê^ (X == o) les équations admettant une variété
centrale; elles correspondent à des cocycles de la forme (o, g) e C x e .̂ On vérifie alors
trivialement que g représente l'holonomie de la variété centrale du feuilletage cù^ o(^) == o.
La classe de conjugaison topologique de g ej^ est donc un invariant topologique de ̂  ^g) ;
toujours d'après Gamacho [12], cet invariant se réduit à l'ordre de platitude de g par
rapport à l'identité. Il y a donc dans ce cas une infinité de types topologiques d'équations
différentielles, pour une holonomie topologiquement fixe de la variété invariante.

Cet argument ne vaut plus si X ^ R ; l'holonomie y ' == ^^.g^y) de la variété
centrale est alors toujours linéarisable ; on peut penser que dans ce cas les équations
correspondant à (o, g) e C x ̂  sont toutes topologiquement isomorphes, mais nous
n'avons pas cherché à le démontrer.

Le problème général de la classification topologique (ou différentiable) des équa-
tions différentielles éléments de E mériterait d'ailleurs une étude plus poussée (voir à
ce sujet Bogdanov [5]).
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VI. — ÉQUATIONS DE RICGATI

i. INTRODUCTION

(1.1) Définitions

Nous nous intéressons dans ce chapitre aux germes d'équations différentielles
analytiques sur (C, o) X Pi(C) (équations de Riccati) de la forme :

(i) ^==xp+ldy—A{x^)dx=o

où A est un polynôme de degré 2 en y^ à coefficients holomorphes en x au voisinage de
x == o, avec A(o,j/) = a.jy, a eC*. La variable y représente ici la coordonnée naturelle
sur la droite projective privée du point à l'infini. Dans la seconde carte {x, Y), où Y == i ̂ ,
l'équation (i) s'écrit

^=xp+ldY+V2A^x,'\dx=o

et B(^, Y) =Y2A(^^ i/Y) est de nouveau un polynôme de degré 2 en Y.
La condition A(o,j^) = a.y, a eC*. donne B(o, Y) == û.Y, et signifie donc que

(i) présente deux points singuliers du type étudié dans les chapitres précédents; c'est-à-dire
que les germes de œ en les points Çx = o, y == o) et {x = o, y == oo ou Y = o) sont
des éléments de Ep.

Pour ne pas alourdir les notations, nous désignerons encore par Ep l'ensemble
de tous les germes d'équations ainsi définis, étant entendu qu'il s'agira toujours d'équa-
tions analytiques sur (C, o) X P^C).

Nous nous proposons d'étudier le problème suivant : nous considérons le groupe G'
formé des transformations

0: (^) h> (AM, (p^jO),

où h : (C, o) -> (C, o) est un difféomorphisme local analytique, et J^l-xpa^jO == 9(^3^)
est une transformation projective de Pi(C) (9^ePGl(2, C)) dépendant analytiquement
de ^, telle que 99 laisse fixes o et oo eP^(C).

Le groupe G' opère de façon évidente sur Ey (si œ e E p , et $ e G', 0*(o est
dans E à unité près). Il s'agit de décrire l'espace des orbites de G' dans Ep.
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(i.s) Réduction

Nous désignons ici par Êy l'espace des équations de Riccati du type précédent,
à coefficients formels en x, et par ô' le groupe « complété formel en x » de G'. Soit ô° C ô'
lesous-groupe des transformations telles que h{x) == x et (p(o,j/) =j\

Proposition ( 1 . 2 . 1 ) . — Le groupe G° opère simplement sur Êp. Tout élément de Êy est
G°-isomorphe à une unique équation de la forme

xp+ldy—Jy'P{x)dx=o

où P est un polynôme de degré au plus égal à p.

La démonstration est analogue à celle de II. 4. i. Remarquons que si l'on désigne
par jy==uo{x) et Y=S^(A:) les solutions formelles d'une équation co = o ( œ e E ) ,
avec So(o) = o et Soo(o) == o, la transformation

?(^)= (^-W)/(i -SooW -y)
est telle que q^cù == x^^^ d y — y . a [ x ) d x , où aeC[[A:]].«

Nous désignerons encore par ^,CÊp le sous-ensemble des équations telles que
P{x) == i + \xp, À e C. Une étude analogue à celle de 11.5 conduit au résultat suivant :

Proposition (1.2.2). — U espace des orbites de G' dans E est en bijection canonique avec
l'espace des orbites de G dans <?p, où G est l'extension de G° (G°CGCG') par les transfor-
mations de la forme

((x^) ̂  (a^ ^) f(^) ̂  (a^ PM
{ ^^ {
[avec 0^== i et (3 e C* [ûzw a^ == — i et (3 e C*

Remarque (1.2.3). — Les formes normales formelles des équations de Riccati
sont, comme dans l'étude plus générale déjà faite, les équations linéaires et homogènes

<0^=A:P+1^--J;(I +X^)^=0.

Mais les équations <0y ^ == o et œ^ _ ^ == o sont isomorphes par la transformation
{x,y) h> (ocA:, ify) où ^ = = — 1 . L'espace des orbites « formelles » dans ê est donc
le quotient de C par la symétrie À l - > — À : c'est un espace non lisse; l'équation
û)p o = o joue un rôle un peu différent des autres formes normales, en ce qu'elle a un
groupe d'isotropie plus grand.

Pour décrire l'espace modulaire ^p/G, nous étudierons d'abord <?p/G° comme
dans le chapitre III, puis l'action sur cet espace de G/G0.
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2. THÉORÈMES DE CLASSIFICATION;
INVARIANTS ANALYTIQUES DES ÉQUATIONS DE RICCATI

On désigne ici par A le faisceau sur S1 défini par
A(U) == groupe des applications holomorphes x }-> ̂  e PG1(2, C) {x e U),

infiniment plates par rapport à l'identité en x = o.

D'après le théorème I.7.I, on a un isomorphisme canonique
GO/GO^H^S^A),

où G° est le groupe défini au paragraphe précédent.
Considérons maintenant une forme normale

Cùp^==XP+ldy—Jy{î -^-^dx^O

comme équation de Riccati, sur C X Pi(C). Son expression dans la carte (^ Y = i /jy) est
^=xp+ldY +Y(i +\xp)dx==o.

Définissons le sous-faisceau A ^ C A par la condition que les germes de sections
de Ap ^ préservent l'équation (Oy ^ = o. Ceci revient à ne retenir, dans le faisceau du
même nom défini en II. 6, que les éléments induisant des transformations projectives enj.

Sur les arcs définis par Re x? > o, il n'y a aucune modification par rapport à
la situation antérieure, qui ne donnait que des translations (j^l-y + ax^exp{— ilpx?)) ;
le faisceau Ay ^ est donc constant sur de tels arcs, et isomorphe à C. Par contre, sur les
arcs où Re^^o, Ap ^ est maintenant isomorphe à C aussi; il suffit d'observer la
forme de l'équation au voisinage de l'infini (Y == o) : le comportement de ses solutions
(Y == cx^^exp^i Ipx^) est analogue à celui déjà décrit, avec interversion des rôles des
secteurs Rejv^o et Re^^o. Les sections de A ^ sur les secteurs Re^<o sont
donc les transformations

Yi-^Y + bx-^expÇilpx^ soit j/l->j//(i + bx-^expÇilpx^jy)

ou encore, sur l'espace des feuilles Pi(C) (coordonnée c)
c\->cl{i + b.c).

Conclusion. — H1 (S1; Ap^) est canoniquement isomorphe à C2^.

Théorème (2.1). — U espace des orbites de G° opérant sur ê^ est en bijection canonique
avec CxH^^A^^C2^1.

La démonstration est identique à celle du théorème III. i, à ceci près qu'elle
utilise les résultats de 1.7.

Remarque (2.2). — Étant donné ^eH^S1; Ap^), on voit aisément que le fibre
TC : M.g -> (C, o) de fibre Pi(C) se laisse en fait définir comme un fibre de base C (et
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pas seulement le germe de C en o) ; ceci tient à ce que les applications de recollement & ,+i
sont holomorphes sur tout le « secteur » U^ ̂ .^xC, et pas seulement sur son germe
en {o}x C. Le fibre n : Mg -> G est alors analytiquement trivial (Grauert [27]) donc
isomorphe à CxP^C). De plus l'équation différentielle (û)p^;,?) construite à partir
de <0p ^ et de g est définie sur Mg. Ceci signifie que toute orbite de G° dans ê peut
être représentée par une équation analytique sur le produit CxPi(C).

On peut en fait montrer que toute orbite contient une équation analytique sur le
produit Pi(C) x Pi(C) (c'est-à-dire une équation algébrique) en utilisant un argument de
Birkhoff [4] :

On passe aux systèmes linéaires (cf. § 3 ci-dessous). Deux exemplaires correspondant
respectivement à (û>p^^;^i) et ((Oy^^;^) de même monodromie au sens près (cf. (2.4)
ci-dessous) sont placés respectivement en o et à l'infini. On les recolle en utilisant conve-
nablement le théorème de classification des fibres holomorphes de fibre C2 sur Pi(C)
(Birkhoff [4], Plemelj [53], Grothendieck [29]...). L'équation obtenue est G°-équivalente
à ((Op^ ^; g-^ en o, mais en général seulement méromorphiquement équivalente à (co ^ ; g^)
à l'infini (les singularités ne sont plus nécessairement en (oo, o) et (oo, oo) et ̂ 3 ne caractérise
plus nécessairement l'irrégularité). En remplaçant (c0p ^ ;^) par une équation à points
singuliers réguliers (« p^ == o »), possédant la bonne monodromie, l'équation finale
est à points singuliers réguliers à l'infini (Birkhoff [4]).

On peut se poser le problème plus difficile d'algébrisation du module <?p/G°.
Nous en donnerons plus loin (§ 4) une solution explicite pour p = i, par une méthode
« artisanale ».

Théorème (2.3). — U espace des orbites de G opérant sur € s'identifie au quotient de C2^4"1

par V action du groupe G/G0 définie par la conjugaison dans le faisceau A.

Précisons l'action de G/G0 sur C^4'1, en reprenant les notations de 11.6.5. Repré-
sentons {\g)eCxïll{Sl;A^)=C2P+l par (X; ̂  . • .,^-1; ̂  • • .^p-i) o u ï e s
(JL, e C identifient les translations g^~, et les ^ e C les transformations g^~.

Soit 0 : Çx,jy) [-> {(X.X, ^y) où a = exp(2î7c/^) et p e C*. Un calcul simple montre
^^ / 2mX 2mX 2i7TÀ 2wrÀ \

<D(X;^)== X;p^ ^(W ^...^^"A"^... .
\ P P /

Si 0 : Çx,jy) \-> ((x.x, i /j?), où a = exp(nc/^), on a
(s>^ (̂  v») == (— ̂ ; ̂ exp{in\lp), ... ;

^exp{—in\lp), ̂ exp{-in\lp), . ..).

Dans le cas particulier où p = 13 que nous étudierons ultérieurement plus en
détail, G/G0 == (Z/2Z) x C* opère sur C3 selon la loi

0(Â, (i, v) = (À, P(I, v/p) si (D(̂ ) = ( ,̂ (3j/)

<D(X, (A, v) = (— X, v exp(î7rX), (JL exp(— î7rX)) si 0(^,^) = (— x, i /^)
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Le plan À == o est invariant, et les orbites du groupe G/G0 y sont les hyperboles
^ = este; l'espace des orbites est constitué de trois strates : deux points correspondant
à ^ == v = o, et {(JL = o, v =(= 0} u{pi + o, v = o}, et une courbe où la coordonnée est
l'invariant analytique (JLV.

Dans les autres cas, les invariants sont : le nombre X2, le produit (JLV quand il est
différent de o ; le cas (JLV = o donne lieu à trois orbites : (A == v = o, (A = o et v =4= o,
et (JL =(= o, v == o.

(2.4) Monodromie

Soit co = o une équation de Riccati sur (C, o) X Pi(C) du type considéré jusqu'ici.
En dehors de la fibre x = o, le feuilletage défini par cette équation est non singulier,
et partout transverse aux fibres Pi(C) : il définit une « connexion » sur le fibre restreint
à C*. Cette connexion admet une monodromie'y c'est l'automorphisme de P^C) (défini
à conjugaison près dans le groupe projectif de la droite) obtenu de la façon suivante :
on considère un lacet y d'origine et d'extrémité XQ 4= o entourant une fois o e C, dans
le sens direct; pour tout j/eP^C), on relève y en ̂  dans la feuille passant par (^jO
à partir du point (^o,j0 ; l'extrémité (^V) de^ définit l'image^' dej/ par la monodromie.

Rappelons que, étant donnée une transformation projective y ' == (oy/ + JB) /(yj^ + 8),
sa classe de conjugaison est déterminée par le nombre

Tr2(A) /a (3\a = . .A^ où A = et Tr(A) = Trace de A.det(A) \ï 8;

Proposition (2.5). — Soit coe<^ une équation de Riccati admettant pour (y-invariants
(X;^; v,) eC2^4'1. Sa monodromie est conjuguée à la transformation projective définie par la
matrice

/exp(2î7rX) o\
M = ( p^ J .M,_ , . . .Mo ,

/i o\ /i ^\
oà M, == pour i = o, ..., ̂  — 2

l » « T l l / - k T J\v, i/ \o i

^-f I °V1 ^ll\Vp_iexp(2î7rX) i / \o i /

Cette formule résulte d'un calcul direct, consistant à composer les applications
de recollement définies par (À; p^;^). •

Dans le cas p = i, la classe de conjugaison de M est caractérisée par le nombre
cr == (2 cos TCÀ + ̂ (iv)2.

Dans le cas général, nous n'avons pas trouvé de formule « agréable » donnant cet invariant.
L'identification de la monodromie met en évidence certaines propriétés du feuil-
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letage y défini sur C X Pi(C) par une équation de Riccati. Soit co == o une telle équation,
d'invariants (À;(JI,;^); nous pouvons toujours la supposer définie sur C x Pi(C)
(remarque (2.2)). Fixons une fibre {^(JXP^C), A ; o = f = o ; soit M la monodromie de
l'équation, lue dans cette fibre, et a ==T'r2{M)|det(M).

1) Si CT+4, M admet deux points fixes distincts; les feuilles correspondantes
sont difféomorphes à G* par la projection canonique C X Pi(C) -> C (elles définissent
donc des fonctions « uniformes »). En choisissant la coordonnée dans la fibre considérée
de façon que les points fixes de M soient o et oo, M s'écrit y ' == pj?, où p + i /p + 2 = o;
les nombres p et i /p e C* représentent les holonomies des deux feuilles uniformes.

On voit ainsi que, pour tout p e C", il existe œ e êy (pour tout p) admettant
une feuille d'holonomie p. Ceci répond en partie à une question de Painlevé [52].

Notons enfin que les deux feuilles uniformes précédentes présentent en général
une singularité essentielle en x == o (si (JL et v + o).

2) Si cr = 4, M est parabolique (elle n'admet qu'un seul point fixe : elle se lit comme
une translation si le point fixe est pris comme point à l'infini de PI.(C)). Dans ce cas,
y n'admet qu'une feuille uniforme sur C*; cette feuille a en général une singularité
essentielle en o.

3. ÉQUATIONS DE RICCATI ET SYSTÈMES LINÉAIRES

Considérons les systèmes d'équations différentielles linéaires

(i) ^-H^AM.Y^ ^.Y,
ax \c dj

où Y = (j^g) e C2, et A est une matrice 2 X 2, à coefficients dans C{A;}, avec A(o) + o
et p ^ i est un entier.

Deux systèmes (i), de matrices A et B, sont dits analytiquement équivalents (resp.
équivalents au sens de Birkhoff) s'il existe une transformation Y'=T(A:).Y où
T{x) e Gl(2, C) est à coefficients dans C{x} (resp. T(o)==Laf), qui transforme une
équation en l'autre. Ceci équivaut à

B = T^AT-^T-1^.
dx

Toute équation (i) définit une équation de Riccati œ e <^ ; il suffit de poser
V =^2/^1 pour obtenir

Deux systèmes ( i ) définissent la même équation de Riccati si et seulement si leurs
matrices A et B diffèrent d'une matrice scalaire f{x).ï où feC{x}. La formule (i')
montre que toute équation de Riccati provient d'un système linéaire (i).
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La classification des systèmes linéaires a été développée récemment par divers
auteurs : Jurkat-Lutz-Peyerimhof [37], Malgrange [43], Sibuya [62], Balser-Jurkat-
Lutz [i], Jurkat [36] (cf. aussi Bertrand [3] pour une élégante interprétation due à
Deligne). Modulo le « dictionnaire » ci-dessus, notre classification correspond à celle
de Sibuya [62], Malgrange [43], Balser-Jurkat-Lutz [i]. Nous comparerons plus loin
notre théorie à celle de [37] (cas ? == i).

4. LES INVARIANTS DE JURKAT-LUTZ-PEYERIMHOFF
ET LEUR GÉNÉRALISATION

(4.1) Rappels

Rappelons d'abord brièvement la définition et les propriétés essentielles de ces
invariants. On considère (au voisinage de l'infini) des systèmes linéaires d'ordre 2 de
la forme

(4.1.1) —=A(^).Y où A^Ao+A^-^ SA,^
az n^2

(A est à coefficients dans C{i/2'}). On suppose que AQ est diagonale (les auteurs étudient
également le cas général où AQ est sous forme dejordan; nous n'en avons pas besoin ici) :

f\ o\Ao=={ ^ec X i + À a .
\o Xg/

On note {X^, Àg} la diagonale de A^.
Le système (4.1.1) admet une solution fondamentale formelle de la forme

(4.1.2) F^)^^3, avec F (<?)==I+ S F -̂".
n^l

On a alors le

Théorème (4.1.3). — On pose K^ == diag{((—i)"^-^ ^i-^)}(^-«.^)-nr(n),
n^ i.

(i) lim F^K^'1 existe et est de la forme
u ->• 4- oo

c v^i o/
(ii) AQ, Ai et C forment un système complet d'invariants de Birkhoffpour le système (4 .1.1) .
(iii) Ao, Ai et la matrice G modulo conjugaison par une matrice diagonale non singulière

(à coefficients complexes) forment un système complet d'invariants holomorphes pour (4.1.1) .

(Les définitions de l'équivalence analytique et de l'équivalence au sens de Birkhoff ont
été rappelées au § 3.)
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En d'autres termes, G2 (resp. C2 modulo Faction de C* : (^i, ^2) H> (^i/U^))
représente l'espace des orbites des systèmes (4.1.1) formellement équivalents au sens
de Birkhoff (resp. formellement équivalents) au système

^——(Ao+A^.Y

sous l'action du sous-groupe des matrices tangentes à l'identité de Gl(2; C{ ifz}) (resp.
du groupe Gl(2; C{i/;?})). Remarquons qu'il s'agit ici d'un résultat du type « modules
grossiers » : on n'a pas a priori de structure holomorphe sur l'espace modulaire ainsi obtenu.

Nous nous proposons d'établir le théorème (4.1.3) en montrant que c'est une
conséquence facile du théorème d'isomorphisme fondamental (ici le théorème de Mal-
grange-Sibuya; voir 1.7)3 moyennant la formule de Stirling et l'astuce de Malgrange
dont nous avons déjà fait usage en 1.4 et 1.7. Cette méthode de démonstration permet
d'étendre le résultat au « rang de Poincaré » quelconque (le théorème (4.1.3) concerne
le rang de Poincaré un) tout en donnant explicitement l'isomorphisme entre l'espace
modulaire de Jurkat-Lutz-Peyerimhoff et celui de Malgrange-Sibuya; il en résultera
que l'espace modulaire de Jurkat-Lutz-Peyerimhoff est un véritable espace de modules,
avec structure holomorphe, et pas seulement un espace de « modules grossiers » comme
dans [37].

(4. a) Formes normales des systèmes d'ordre 2. Isotropie sectorielle

On se place ici dans le cas global linéaire (cf. 1.7) 3 avec H=G1(2;C). On
considère un système différentiel linéaire de la forme Çp^- i)

T\7

(4.2.1) AY=^+—-A.Y=o A e End(2 ;€{;»•}).
ÛX

Une section Xe r(U; Ag) (notations de 1.7) laisse invariant le système (4.2.1)
si et seulement si (cf. 3 ci-dessus)

(4.2.2) ^-I^[A,X]==O.

Cette équation définit donc le sous-faisceau A^CA^ d'isotropie sectorielle de
(4.2.1) (cf. Malgrange [43]). Nous allons expliciter ce faisceau quand A=A() corres-
pond à une forme normale formelle « assez générale » de l'équation (4.2.1).

Une solution fondamentale formelle de (4.2.1) s'écrit F(^) .^L.exp(Q^(I/^))
(où fl^x pour q convenable; FeGl(2; C[p]])$ LeJSf(H) = End(2; C) et
QeEnd(2; C[i/^]) est une matrice diagonale). Nous nous limiterons à l'étude du cas

/-[ii/A^ o \
où q=î et où Q(i/^)= avec pi+^-

v ° ""P2^7 1\ o\
On peut alors supposer L diagonale de la forme L = [ |.

\o ^s/
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Le système (4.2.1) est alors équivalent au système
dY
~dx(4.2.3) AoY=A;p- l-—-Ao.Y=o (forme normale),

où AoM = -^Q:̂ ) + ̂ L = f""^1 + ̂ xp 0 \
\ o -P^ + W

L'espace des solutions de l'équation matricielle associée

(4.2.4) ^^-[Ao^X^o

est l'espace des matrices xL.exp{(^{l|x)) .G.exp--Q/I/A:).A:-L où GeEnd(2;C);
une base de cet espace est formée des matrices X .̂ correspondant à G = E,., où
{Ey} est la base canonique de l'espace des matrices carrées 2 x 2 . Le seul coefficient
non nul de Xy est le terme (î'J) qui est ^y.exp^j^/^), avec ^.==X,—\ et
Pii=Pj~-Pi (\j==-^; ^=-P,i). Posons À = X ^ et (î=(3^.

Le calcul précédent montre que les transformations isotropes de (4.2.3) (plates par
rapport à l'identité) sont

/i ^.^.exp(—p/A:n
a ) g î = [ sur tout secteur où Redî/A^o (veC),

\o i / v ' / ' /'

- _ / i o\
b) g = . , sur tout secteur où Re(p/^)<o (u-eC),Vtjur-exp p/^ i/ /

^ réduites à l'identité sur tout secteur (connexe) contenant un rayon où Re(p/^) = o.

Introduisons le recouvrement U =={U,; i == o, ..., 2p— 1} de S1 défini par

U.,»|, A^+^•-^<^,<A^+(4,•+^),

^=[ A^+(4.+I)^<Arg.<A^+(4,+5)4

où o ̂  Arg p < 27r. Les secteurs V^- = Uy_^ et V^- = Ug^g^i (si p == i,
Vo!" ̂  Vj" == Uç i = U^ o) sont alors les composantes connexes des ouverts où ReÇp/^) > o
(resp. <o).

Le faisceau A^ est ainsi constant sur les ouverts V4' et V~, et sa fibre est un espace
affine de dimension i sur chacun de ces secteurs. De plus, ses fibres au bord des V4'
et Vj~ (c'est-à-dire au « centre » des U,) sont réduites à un point. Il est donc clair que

Hi(Si;A^Hi(lt;A^)

et chaque élément de cet espace est défini biunivoquement par une collection
{g^ <?î 1 ̂  / = °5 • • • 5 ^ — 1 } où g^ est défini sur V^T et g^ sur Vf.

Ceci identifie donc H^S1; A^) avec l'espace C2^ des paramètres {[LQ, . . . , (A _ i$
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YO? . • - 5 ^p-i). Pour normaliser cette identification, nous choisissons une fois pour toutes
une détermination de Argx sur chacun des secteurs V,1' et V," : celle qui est précisée
par les inégalités de définition données plus haut. Ainsi, la détermination de x^ (ou x~ x)
sur chaque Vj^ (ou Vj~) est fixée.

(4.3) Propriétés asymptotiques des trivialisations des éléments de H1 (S1; A^)

Considérons l'isomorphisme fondamental

GW^H^AH)

où H = Gl(2 ; C) (nous utilisons les notations de 1.7). A tout g e H^S1; A^) C H^S^ A^)
correspond par cet isomorphisme un F e ô^ défini module G^ (matrices holomorphes) ;
on aura

FM = 1 + S x\ F^ avec F^ e J§f(H) == End(2 ; C).
n^l

On se propose d'étudier le comportement asymptotique (quand n —> oo) des coeffi-
cients des F^ en fonction des paramètres (pi^v^eC2^ du cocycle g.

Nous allons exploiter pour cela Vidée déjà utilisée en 1.4 et 1.7, qui consiste à
se ramener à l'isomorphisme « abélien » infinitésimal (calculable par la transformation
de Cauchy-Heine)

^(G^mG^^H^S^^An)).

Nous utiliserons l'application h i-> 1 + h de oS?(An) dans AH, qui établit une
bijection entre les deux faisceaux (partie principale de l'exponentielle).

Soit donc g == {g^, 4. J e H1 (U ; A^) et posons

^-n-I+.A^i U.4-i)^(U;^(A^).

Soit {^Je^lIîA^) une o-cochaîne telle que ô{g,}==g. Posons

g—î+fi {/J^°(U;^(A^)).

Nous avons vu (cf. 1.4.4.3) que

Wi}={hw}^îiW J?(AH)) avec ^,+1 ==Az4-i°^4-r

Notons que, la matrice f^x) étant nulle pour x = o, elle s'écrit f^x) == x.î^^x) où
LÎ est une matrice à coefficients bornés sur tout secteur strict de U,. On peut donc écrire

(4.3.1) ^+l=/^+l+^,t+l•L^+l•

Finalement la cochaîne {^} s'obtient en faisant la somme des transformées de Gauchy-
Heine H (h^ ^i) où Y» est un segment d'origine o situé dans le secteur U^+i; l'élément
de G^ correspondant à g sera donc

F==I +SHy.(A^^i) module les matrices holomorphes.
i *
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Étudions donc de plus près les séries H^(A,^^).

a) i = 2 / — i ; alors U^^^V^; on prendra pour Y» un segment y^ de la
bissectrice 84' de ce secteur.

On a j^^i^y^exp^p/A^.E"1' où E4' = j ) par définition du cocycle g.
D'autre part ' ^0 0^

^/.i-n-Li-n-y^^xp^P/^.M^,

où M4" ^E4'.!^..! est de la forme | J | et a ses coefficients bornés sur y4'. Un
\o o /

calcul immédiat montre alors que

(4.3.2) H,i(V ̂ ,)= ̂ .(^ ^n)
J n \0 0 /

où ^"-^ f^-"cxp(-ro.a;-(î:)^
^î7t j y.

et è,,„=^J^X-"-lexp(-p/^)^+^J^X-Bexp(-p/?)^(Ç)^.

Proposition (4.3.3). — Ow CL

^^^^^(^^•'T^ ^n11^8"-0

û ^ = g^T" rf^-^V où lim £„ = o.
J.w nr \ 1 & / n - î - oo "

Cette proposition sera démontrée au § (4.5).
éj i == 2j\ donc U^,.^==Vj~ et Pon prend pour y^ un segment Yj" de la bis-

sectrice 8j~ de ce secteur.

On démontre alors, par un calcul analogue au précédent, que

(4.3.4) H Y-(A^4-i) - ̂ S^.(° ° )
n \^n .̂n/

où ^.n-4- f ^:-x-n-lexp(p/^+-L f ^^-expÇP/^)^^)^
SîTrJv" SîTrJv-

et ^„=^J_rx-»exp(p/^)4-^)^.
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Proposition (4.3.5)

'" - ̂  ̂ ^(- w +•> ̂ "•"t) ''("̂ l •(•+••)
où Um £ = o

n->ao "
X-t-n / i ^\

4,..=<P~ p r^Pj oùHm^o.

Ce résultat sera aussi conséquence de (4.5).
Nous allons déduire des deux propositions précédentes le

Théorème (4.3.6). — Soit F == 1 + S^.F^eô^ une série formelle correspondant au
Tt / 1 \

cocycle g == (^ ..., ̂ -i; ̂  ..., Vp_i) eC2^ 0^ ̂ ^ Fn = ( I - ^̂  :
V^n "n/

(i) Po^r ^o^ ye{o, .. . ,^— i} /a ^^ (indexée par m)

'̂'.t„../̂ (»+?^)

û M%^ fimî  (Tg^eC ^ûwrf w-> oo.
(ii) Po^r ^o^ ç e { o , . . . , j & — 1} /û ^^ (indexée par m)

(-I)TOrpî.^,/^(m+^

a une limite a^^ed quand m -> oo.

(iii) Z^^ wîfej y'ajr j"1—) « P^^/F ("-+^) tendent vers zéro quand n -^ oo.
\ ^ / \ ^ /

(iv) On a enfin

^-^s/'e'4''7-?•")

•'•••-^^l",2^exP(-('•'•+"^î•")
Démonstration. — La vérification est immédiate pour la série F étudiée en (4.3.3)

et (4-3-5)- Tout autre P e ô^ correspondant au même g s'écrit F' = F.T où T e G^
est holomorphe. On a donc F,; = F^ + F^i.Ti + ... + T^ avec T == I + S^.T^ ;
comme T est holomorphe, les coefficients de T^ sont majorés en module par G.A^ où
G et A sont des constantes positives convenables. On en déduit alors aisément, par les
propriétés de la fonction Gamma, que les coefficients de F^ ont la même partie principale
que ceux de F^. •
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(4.4) Calcul des invariants d'un système linéaire»

Nous appliquons maintenant les résultats précédents au problème fondamental
suivant; soit un système (4.2.1)

^+i^-^A.Y=o
dx

supposé être formellement isomorphe (au sens de Birkhoff) à (4.2.3)

^_A,Y^ où A^(-^+^p 0 ).
^ \ o -p^+^j

II existe alors une unique transformation formelle Feô^ ramenant (4.2.1) à
(4.2.3). A cette transformation correspond par Pisomorphisme fondamental une « classe
caractéristique » ^eH^S^Ag) qui appartient en fait à H^S^A^). Il s'agit de
calculer les paramètres ((A,;V,) eC2^ de ce cocycle en fonction des coefficients de la
série A.

La réponse est maintenant évidente : la série F se calcule en exprimant que
F^.expÇQ^i/A?)).^""1' (notations de (4.2)) est une solution fondamentale de (4.2.1);
ceci permet de déterminer par récurrence les coefficients des matrices

F =^ bn}" U. <;•
On applique ensuite le théorème (4.3.6)3 en observant que les deux systèmes dep équa-
tions à p inconnues (les (JL^ et les \».)

^^^^^^•^(^^^ <7=o,...^-i,

CTl'î=2^rx/ps^•exp(~(2J+I)x^z7^) ^r=o-••^~ I.

ont des déterminants de Van der Monde, et sont donc de Cramer. On détermine ainsi
(^5 • • - 5 ^p-i) en fonction de (cr^o? • • - ? ^p-i) et (^o? • • • ? P'p-i) en fonction de
(^l.O? • • - 5 ^l.p-l)-

Pour ?= i, on obtient

(4.4.1) ^^P^ et ^^-"'^^

D'autre part, la formule de Stirling montre que r{n — X) ̂  n~ ̂  r(n) ; on retrouve
ainsi le théorème (4.1.3) de Jurkat-Lutz-Peyerimhoff.
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(4.5) Démonstration des Propositions (4.3.3) et (4.3.5)

Lemme (4.5.1). — Soit

^^J^"""16^-^
^ p^^J.J^"""1^- P/^W
On a

(i) r^=-^-^~0^(2^. in} rfc^
• ^P \ P 1 \ P I

1 , ^ï", / .I"1^ /B-ReX\(") PM-^IP- |cxp^-^.r(-^-J

(m) n^^-^^-p^)-0-

Preuve. — Rappelons que 8^ est la demi-droite bissectant V^; elle a pour argu-
ment 2knlp + (Arg P) /j>. On définit dans la suite ^llp comme le nombre d'argument
(Arg p)//> (c'est-à-dire qu'on le fixe sur la bissectrice de V^). Pour calculer r^ „ on pose

P/^=f(feR+) d'où ^IB^expfaÂ;"'^-1/? et l'on obtient
V P ]

i ^ / ^_n \ <•+» "-^-i
^,n=^.P p expiai——.wj < P É-'^ d'où (i).

L'égalité (ii) s'obtient de la même façon. On a alors

. . ^ — / w - ^ / I m X \ / n - i - R e X \ / / n - X \?.„->/? • r(-^exp(-^)r(————)/r(^).

L'assertion (iii) est alors conséquence immédiate de la propriété suivante de la fonc-
tion F (que nous laissons en exercice au lecteur) : soit aeC avec R e û > o ; on a
Lim r{x—a)ir{x)==o.

se-*- -(- oo

Nous pouvons maintenant démontrer (4.3.3) : observons d'abord que si nous
définissons des suites r^ „ et p^ „ par les mêmes formules intégrales que ci-dessus, mais
en remplaçant la demi-droite d'intégration Sf par un segment y^CS^ d'origine o,
on a j r^—r^J^G.B" et |p^— p^ J < G.B" où G et B sont des constantes posi-
tives convenables (ne dépendant que de y^", de À et de p). Il en résulte que
<n == (T + sJ -^n. °ù Lim £„ = o, et p^ = (i + <). p^ où Lim < = o. La

• • n-»-+oo ' ' n-»-+oo

proposition s'en déduit aisément. (4.3.5) s'établit de façon analogue. •
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5. UNE FAMILLE D^ÉQTUATIONS DE RICCATL
ÉTUDE DES INVARIANTS

(5.1) Définitions. Problèmes

Soient X, a, b e C. On pose

PÀ,a,& = ̂ ày- [y{î +\x)+ ax-bxy^dx.

La forme p^ ^ ^ appartient à ë^ et admet p^ o == ^i, À P0111' forme normale formelle.
Nous nous proposons d'étudier l'application associant à chaque équation p^ a & == o

le point correspondant du G°-espace modulaire <^\/G° = C3; on est donc amené à
étudier l'application

(X, a, é) }-> (X, (A, v) (notations de (2.3)).

Pour obtenir la G-classification^ remarquons que la famille p^ o & est invariante
sous Faction du groupe C* ((^j) l-> {x, (i^), (îeC*, transforme p^o^ en p^o/^pô)?
et que cette action commute avec celle de C* dans l'espace modulaire C3. L'application
précédente induira donc une application

C X C* 9 (À, ab) l-> (X, (Jiv) e C X C*.

Remarquons enfin que le changement de variables {x^y) \-> ( — x , i/y) transforme
Px.a ,&==o en p_^=o (mais (X,(i ,v)6C3 en (~À, v^\ ^wx)).

Nous savons a ^nm que les applications (X, û, b) l-> (X, (JL, v) et (X, ab) (-> (X, p/)
sont analytiques, d'après 1.2.3.2. Nous allons calculer (JLV en fonction de ab, par deux
méthodes différentes. La première consiste à étudier la monodromie de l'équation
p^ ^ ^ == o prolongée à P^(C) X Pi(C) par une étude géométrique directe (cette méthode
est rapide mais spécifique de la famille étudiée) ; la seconde méthode utilise le théo-
rème (4.1.3) de Jurkat-Lutz-Peyerimhoff relatif aux systèmes linéaires; elle est plus
délicate mais de portée plus générale.

(5.2) Un calcul de monodromie

Le changement de variable x == ifz dans l'équation p^ a. & = = ° donne
(5.2.1) zdy+[jy{z+\) +a—by2]dz==o.

On prolonge ainsi p^ o 5 = o à Pi(C) X P^C).
L'équation obtenue a en général deux points singuliers sur la droite z = o Çx == oo),

donnés par
bjy2 — \y — a== o

soit ^ == (X + Vx2 + 4û6)/2è, jg = (x -- Vx2 + 4ûè)/2é.
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En particulier, pour X == o, on obtient y^ ==A/û/è et jg = —Vajb (on suppo-
sera désormais aé+o).

Calculons les valeurs propres de l'équation (i.e. de son i-jet) aux points singuliers
réguliers (o,j^) et (o,j^)- Les jets à l'ordre i s'écrivent (on pose ^==^1+^1=^2+^2)

zdvi+[(\—2by^+^z]dz (resp. ̂  + [(X—2^)^ +j^<]^).

ce qui donne pour valeurs propres i et 2^1—À (resp. i et 2^2--X). En particulier
pour X == o on obtient i et ± 2 Vue.

Ainsi, si ± VA2 + 4^6 e C — R, on se trouve pour les deux points singuliers
dans le « domaine de Poincaré », et l'équation différentielle est linéarisable au voisinage
de chacun d'eux. On en déduit l'existence de deux variétés invariantes holomorphes trans-
verses à z == o enj^etj^ (on retrouve ces variétés au voisinage de x = o : ce sont les
deux feuilles uniformes à singularité essentielle dont nous avons montré l'existence
en (2.5)).

La monodromie de l'équation (5.2.1), donc de l'équation initiale p^^ = o, lue
sur une fibre « verticale » P^C), est caractérisée par les deux points fixes définis par
les deux variétés invariantes précédentes, et un couple de birapports (inverses l'un de
l'autre) définis par Yholonomie de chacune de ces variétés. Ce couple de birapports est
déterminé par les équations linéarisées, donc par les valeurs propres calculées plus haut;
on obtient

^2w -v/X'Tiofr ^ - 2MT \/X«+4o&

Si % est le birapport, l'invariant de conjugaison de la monodromie est

^Z+X^+s

soit ici, après simplification,

0=4 cos2 TC Vx2 + ̂ ab.

D'autre part, l'invariant de conjugaison de la monodromie de l'équation corres-
pondant à (X,(Ji,v)eC3 est (proposition (2.5))

CT = (2 COS TCÀ + é^pLv)2.

On obtient donc
a == (2 cos TTÀ + e^ (Jiv)2 = 4 cos2 TC A/À2 + 4ab

d'où

, ^ i^ . /X + Vx2 + 4ab\ . /x-V^+~4ûé\(5.2.2) (iv^^^sniTT;—•——————— s i n T i : — — — — — • r .
\ 2 / \ 2 /

En particulier, si X = o,

(5.2.3) p.v = -- 4 sin2 TC Vab.
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Ces formules, qui n'ont été établies que pour ± Vx2 + ^ab e C — R, s'étendent
à ab E C car (JLV est fonction analytique de ab.

Le cas où la transformation de monodromie est une translation (voir (2.5)) cor-
respond à un invariant de conjugaison a = 4, c'est-à-dire à

cos n Vx2 + 4ab == ± i et 2 cos TCÀ + ̂ "i7lx (JLV == ± 2

(on n'est évidemment pas, dans ce cas, dans le domaine de Poincaré pour les singularités
à l'infini!).

On obtient donc Vx2 + 4^ e Z et (JLV == 2^(± i — cos TCÀ) . Pour À = o,
cela donne 2 Vaé e Z et (AV= o, ou (JLV = --4. On retrouve bien sûr les cas (JL = o,
v = o ; pour ^ = = — 4 (Â/ûéei /2+Z), on obtient des équations admettant une
solution uniforme unique, à singularités irrégulières en x = o et régulières en x = oo.

On a d'autre part

/ x ^((Jlv) 47^<?~^7tx /—————
(5-2.4) —— == - J sin n V^2 + 4ab.

d(ab) Vx2 + 4ab

Cette dérivée est nulle pour -\/À2 + ^ab eZ~{o}, et l'image de l'ensemble
singulier de ûé h> piv est défini par

(iv == 2^(± i — cos TCÀ) ((JLV == o ou — 4 pour À = o).

Cet ensemble singulier correspond donc aux équations « à une seule feuille uniforme ».
On a enfin

(5-5) fë^) =-4^——
W/Vx.Tîiî-o

(5.3) Utilisation des invariants de Jurkat-Lutz-Peyerimhoff

Appliquons le théorème (4.1.3) en fixant

. /o o\ , /o —b\
Ao = et Ai =

\o -i; l ^-a -À^

(î.^. X^ = o, Xg = — i, \[ == o, Xg = — X). Le système correspond alors à l'équation
de Riccati px ,o ,6==o définie en (5.1), au sens du § 3.

Un calcul de Jurkat-Lutz-Peyerimhoff ([37], 10, p. 71) montre que

(5-3- 1 ) <Ti=-fl/r(i +a)r(i +p)

<Ta==-é/r(i-a)r(i-(3)

où a=(-À+V^+4^)/2 et p=(-x-Vx2+4aè)/2
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sont les racines de l'équation u2 +\u—ab == o. Pour À == o ( a = — p = = û è ) , on
obtient en utilisant la formule des compléments et l'équation fonctionnelle de F,

(5-3-2) ^i^———7= sln n V^é et CTa==———-.=smnVab.
nVab nVab

Remarquons que l'on a, en utilisant toujours la formule des compléments et l'équa-
tion fonctionnelle de F,

(5-3-3) <^2 = - -̂  sin {n (X + Vx2 + 4^/2) sin (îr (x - V^+é^/a),

et, pour À = o,

(5-3-4) (^2= —--gSin^Vâè.

Compte tenu du théorème (4.3.6)3 on obtient la

Proposition (5.3.5). — Soit XeC, fixé.

(i) On a f==hog, où f: C\a,b) -> C2^, v) <?^ holomorphe et définie par le théo-
rème (2 .1 )3 ^ : C\a, b) -> C2(CT^3 (Tg) est l'application holomorphe définie par (5.3.1), et
h : C2^, (Ta) -> C2^, v) ^^ /û bijection ensembliste entre l'espace de « modules grossiers » de
Jurkat-Lutz-Peyerimhoff et H^S1; A^).

(ii) L'application h est biholomorphe et donnée par

h{a^ a^ = (2îTCcr^ 2^W7cx(yg) = ((JL, v).

(iii) L'application f est donnée par

f{a, b) = (^ v) = (- 2îTO/r(i + a)r(i + p),

— 2^W"Àè/^(I - a)r(i -. p)),
ûy^ a=(-~À+V^+4^)/2 ^ P=(-X--V /X2+4flé)/2.

(iv) Z^ diagramme commutatif f== hog de (i) ^^ compatible à l'action de C* ^r C2 :
(^3 y) \-> (lift, tu). On obtient par passage au quotient un diagramme commutatif

On a

^((TI^) = —^TT2^^^ == (JIV

^^ fi{ab) = 4^ sin 7r (À + Vx2 + 4ûè)/2. sin TT (x — V'À2 + 4ûè)/2.
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Proposition (5.3.6). — (i) Toute équation de Riccati formellement conjuguée {par un
élément de G°) à <ù^ est analytiquement conjuguée (par un élément de G») à l'une au moins des
équations pi g ».

(ii) Deux équations p,,,,̂  et p^,a,^ont analytiquement conjuguées (par un élément
de G») si et seulement si ^ = ̂  et ± Va^ e ± Va^, + aZ ou i ± Va^ + aZ.

6. UNE AUTRE FAMILLE

La méthode utilisée au paragraphe (5. a) pour calculer la monodromie est agréable
mais spécifique de la famille p^». Par contre la méthode développée au paragraphe (5.3)
basée sur les invariants de Jurkat-Lutz-Peyerimhoff s'applique toujours (compte tenu
de la relation (AV = -4^2^^ ^^ ̂  ^^ ^ permet dans le cas d'équa-
tions de Riccati à coefficients algébriques (dans C[XJ) un calcul de la monodromie,
moyennant la résolution d'un nombre fini d'équations linéaires algébriques aux diffé-
rences finies. (On dispose ainsi d'une méthode de calcul numérique de la monodromie
dont la convergence paraît assez rapide.) Nous allons expliquer le principe du calcul
sur un exemple.

Soient X = o et a, (3 € C. On pose

(6 • ' ) Ya. p = ̂  dy - (y + ow2 - ̂ y^dx.

A (a,p)eC2 on associe la fonction matricielle B(a,p;a;)=| ^ \ La
/ y,\ Ve l lxz /

transformation y =ja î V^- transforme l'équation (6.1) en l'équation
\ YV

dYldx=-B(oc,^x)Y,

et en passant au voisinage de l'infini (z = i / x ) on obtient

(6.a) dYId^l0 °\+.l^ 0 -^
\o -i; [-». o]

Ce système admet une solution formelle de la forme

(6.3) F(^)exp(A(^), avec Ao = | 1 et T(z) = î + S F ̂ -".
\o - î ) n>i "

On calcule les matrices F,, par récurrence en utilisant les relations

(6-4) [Ao,FJ+(»-i)F«_i+LF^a==o («^2);

avec L==( ° — p! et
\-a o;

(6.5) [Ao,Fj=o; [Ao, Fg] + Fi + L == o.
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On pose F^F n). Les relations (6.4) s'écrivent
Vn "n/

(6-6) (n~I)ûn-l--<'n-2=0

&n+(^-l)^~<_2==0

— ̂ +(^—1)^ -1— ^n-2==0

(w-lK-i-^2=0.

Des relations (6.5) on déduit

(6.7) éi==^==o; ^=^==0; ^==(i et ^==—a.

On pose ^=(-1)^)^ et b^Y(n}u^ Les relations (6.6) donnent (04)

(6.8) ^-~I)^~2)2(n-3)(^+^l)-ap^3===o

(w-I)^-2)2(n-3)(^+^-l)-ap^_3==o.

On a par ailleurs ^=^==0 ; ^==P, ^ == -.a; ^=—(3 et ^ = a. Si Pon
désigne par ^(ap;^) l'unique solution de l'équation linéaire aux différences finies

(^-I)(»-2)2(n-3)(^(n)+<K7^-I))-ap^(n~3)=o,

satisfaisant aux conditions initiales <Kap; i) = o, ^(ap; 2) = i, ^(a(î; 3) = — i, on
obtient

(6-9) ^==P<Ka(3;n) et ^ ==-a^(ap; n).

L'invariant de Jurkat-Lutz-Peyerimhoff de y^ p est

/o (T^/ o p9(ap)\
\(TI o; \-ay(ap) o f9

où y(ap) = Lim ^(ap;n) (qui existe...).

Compte tenu de (5.3.5) (iv), on a piv ==—471:2 (y^a. d'où la relation
(6.10) (JLV = 47^2ap92(ap),

qui donne l'invariant de monodromie (2 ^^^apcp^ajî))2 de l'équation y^ 3.

Remarque (6.11). — Au voisinage de x = oo, l'équation Ya,p s'écrit {z=ifx)
z2 d y i d z + (^ + a - py) == o.

Cette dernière a en général deux points singuliers sur la droite z = o {x = oo) donnés
par ^ == Vo/p et ja = — Vo/p, Le lecteur vérifiera qu'il s'agit de deux points sin-
guliers irréguliers où la situation est formellement équivalente à celle en (o, o) ou (o, oo),
ce qui bien sûr ne nous avance guère. Une étude plus approfondie de la famille Ya s
passerait par celle de la fonction 9, qui paraît délicate.
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7. PROBLÈMES DE MODULES

Proposition (7.1). — II existe une famille analytique d'équations de Riccati sur C X Pi(C)

î\c = ̂ ^-A^, c; x^) dx = o

{où À G C <^ c e C2^; A ̂  analytique sur C x C2^ x C X C, polynôme de degré 2 en y, et vérifie
A(X, c; o,jy) =y) qui est universelle pour <^p, relativement à U action du groupe G°.

Cet énoncé signifie que pour toute famille analytique d'équations de Riccati
o)^ = o {se S variété analytique complexe quelconque) où c^e^p pour tout s, il
existe une unique application analytique 9 : S -> C X C2^ et une (unique) famille ana-
lytique $,eG° telle que

^Ad):^==o

(F application 9 est « classifiante » pour la famille <0g).

Démonstration. — La construction de û^ ç est évidente. On identifie C2^ à H1 (S1 ; Ap ^)
comme indiqué au § 2. On considère alors l'espace M obtenu en recollant les produits
Mi=CxC2pxViXP^{C) (où U={UJ est le recouvrement de C, défini en 11.6)
par la règle

(À, c, x,y) e M, est identifié à (X, c; x, ̂ -n(X)(jQ) e M^

où ^<-n(X) désigne le cocycle défini par ceC219 dans H^S1; A ^ ) .
En se reportant à la remarque 1.2.3.2 (ou plutôt à son analogue pour des faisceaux

de groupes de Lie), on voit immédiatement que M est canoniquement une variété
analytique complexe, et plus précisément un fibre analytique (pour la projection cano-
nique sur CxC^xC) de fibre Pi(C). Enfin, cette fibration est topologiquement
triviale (la base étant contractile), donc analytiquement triviale (Grauert [27]), et
M^CxC^xCxP^C) .

D'autre part la forme « verticale » (pour la projection {\c;x,jy) h> (^^))
^.X=^+1^^(I+^P)^

définie et holomorphe sur C x C2^ x C x Pi(C) (et indépendante de c) détermine,
puisque invariante par les applications de recollement, une forme « verticale » t2 ana-
lytique sur M (considérée ici comme fibrée sur C^ X C2^) ; ceci se voit comme dans la
preuve du théorème III. i.

La propriété d'universalité de Q est alors facile à établir; étant donné une
famille analytique œ^e^ , l'invariant formel À, et l'invariant analytique ceC219, sont
des fonctions analytiques de s (cf. remarque 11.4.2.^ et l'holomorphie de l'applica-
tion ô°/G° -^H^S1, A)); ceci détermine y; le reste de la vérification utilise la
remarque 11.5.2. •

Cette proposition signifie que C^ x C2^ est un véritable espace modulaire pour l'action
de G° sur l'espace ë des équations de Riccati (à singularité de multiplicité fixée p + i).
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On voit de même que CxCP est un espace modulaire pour les équations linéaires
(voir III. 5) à singularité de multiplicité p + i.

Dans aucun de ces cas nous ne savons donner explicitement une équation universelle.
On remarquera que la famille algébrique introduite en (5.1) est seulement verselle (on
n'a pas unicité de l'application classifiante 9) pour ê^. Dans le cas, a priori plus simple,
des équations linéaires, et toujours avec p == i, nous avons proposé en III. 5.3 une
famille universelle algébrique pour chaque valeur fixée de l'invariant formel À; il s'agit
des formes :

^dy—\j{î +\x) +ax]dx si X^N";

^dy—[j{i +\x) +axn+l]dx si ^^neîf.

Il est probable que toute famille universelle en l'invariant formel et l'invariant
analytique est nécessairement « transcendante » en x.

(7.2) Le cas général

Revenons aux germes d'équations différentielles généraux du chapitre II. Nous
avons vu alors que l'espace des orbites de G° dans êy était en bijection canonique avec
C? X ̂ p. Cet espace est un ouvert d'un espace DFN, et admet donc une structure de
variété analytique de dimension infinie. Faute d'une version du théorème de Newlander-
Nirenberg en dimension infinie, nous ne pouvons construire une famille universelle pour
les éléments de êp.

Cependant, une construction analogue à celle du paragraphe précédent est possible
au-dessus de toute sous-variété analytique S C CP x ̂ p de dimension finie. Si une famille
Ct>, e<?p, s e S, a ses invariants <p(^) dans une telle sous-variété S, elle est alors isomorphe
à l'image inverse par <p de la famille universelle au-dessus de S. Cette situation se ren-
contre en particulier dans les cas suivants (d'après la généralisation due à Barlet-Mazet [48]
d'un théorème de Ruget [61]; cf. aussi Saint-Loup [63]) pour un germe (S, So) :
a) dimç(S, s^) == i (germe de courbe) ;
b) on suppose SQ isolé dans sa fibre au-dessus de CPX^7P (pour l'application

^S-^CPx.^).

Dans le cas a) l'application <p est propre ou l'image réduite à un point; dans le
cas b) elle est propre.

Remarquons enfin que, moyennant une version à paramètres différentiables du
théorème de Newlander-Nirenberg (qui ne devrait pas poser de problème, même en
dimension infinie comme dans le cas présent), on peut construire au-dessus de CFX^F
une famille %700 d'éléments de ^p, qui serait universelle pour les familles <^00.

Remarque (7.3). — Disons qu'une famille analytique d'équations û)g == o (jeS,
co^ e <?p) est de Pfaff^i elle est induite par une forme différentielle œ complètement intégrable
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sur l'espace S X (C2, o) (c'est-à-dire que les feuilletages définis dans chaque fibre peuvent
« s'agglomérer » pour former un feuilletage de codimension un de l'espace total). C'est
alors une famille triviale, c'est-à-dire que les invariants sont indépendants du paramètre s;
ceci est une conséquence immédiate du « phénomène de Kupka-Reeb » (cf. par exemple
Medeiros [49]), car d(ù est nécessairement non nul en tout point de l'ensemble sin-
gulier S x{o}.

Dans le cas des équations de Riccati et pour p •== i, cette condition équivaut
aussi, comme on le voit aisément, à Visomonodromie de la famille <o,.
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