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DISCONTINUITÉS DE CHAMPS HAMILTONIENS
ET EXISTENCE DE SOLUTIONS OPTIMALES

EN CALCUL DES VARIATIONS
par IVAR EKELAND

AMS Classification : 4gAio, 49Bio, 58025, 58Fo5.

SOMMAIRE

On s'intéresse au problème de Calcul des Variations dans R" :

(^) ^(Jo^5 Wx{o)=x^ <T)=^j

où le critère f est une fonction régulière mais non convexe. Les conditions nécessaires
d'optimalité donnent lieu à un champ hamiltonien dans l'espace des {x,p). Ce champ
présente des discontinuités, liées à la non-convexité de fy qui se traduisent par le fait
que les extrémales de (^) sont brisées. On étudie la réfraction des bitrajectoires sur ces
discontinuités, et dans le cas n==i on classe complètement les singularités possibles
en général. On en déduit une condition nécessaire et suffisante sur f pour que le pro-
blème (^) admette une solution quelles que soient les conditions aux limites (^o, x^ T).

o. Préliminaires.

On se fixe pour toute la suite une fonction h : [o, +°°] —^5 bornée intérieurement
et admettant une branche parabolique :
(o.o) h{t} ft-^-^-oo quand t—^-}-co.

On appellera C^B^xR^ l'ensemble des fonctions y indéfiniment différentiables
sur I^xR^ qui vérifient l'estimation :
(0.1) Ax,v)^h(\\v\\) ^(x,v)eRnxRn.

et on le munira de la topologie de la convergence uniforme de toutes les dérivées sur
tout compact, qui en fait un espace métrique complet, donc un espace de Baire.

Fixons/dans G^lfxlf1) et associons-lui l'intégrale :

(0.2) ï(x)=^f(x(t),x{t))dt
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I V A R E K E L A N D

que nous chercherons à minimiser parmi tous les chemins absolument continus x { ' )
joignant Xç à x^ en temps T. On obtient un problème de calcul des variations, dépendant
des paramètres XQ, x-^y et T, que nous notons :

(^) inf{IM \xeL\ x{o)=x^ x(T)=x^

II est bien connu ([6], chap. 8, par exemple) que sif(x, •) est convexe en v pour
tout xeîy fixé, le problème (^) admet une solution quelle que soit la donnée {XQ, x^, T).
C'est le cas dans la plupart des phénomènes physiques relevant de principes variationnels,
le lagrangien représentant en général une énergie. On rencontre même fréquemment
le cas oùfÇx, • ) est une forme quadratique; elle définit alors une métrique riemannienne,
et le problème (^) consiste alors à chercher les géodésiques minimales joignant XQ à x^.

Comme le montre ce dernier exemple, il n'y a pas unicité de la solution en général.
Elle n'est assurée que sous l'hypothèse beaucoup plus forte que/soit strictement convexe
en {x, v).

Dans la suite de cet article, nous ne ferons aucune hypothèse de convexité, et
nous ne pourrons donc appliquer les résultats que nous venons de rappeler. Il faut donc
s'attendre à ce que, pour certaines données {XQ, x^, T), le problème (^) n'ait pas de
solutions. Mais on peut toujours trouver une suite de trajectoires (^) telle que :

(0.3) I(^)->infIM,

même si cette borne inférieure n'est pas atteinte : on dit que les (^) constituent une
suite minimisante pour le problème. D'après l'estimation (0.1), pour toute suite mini-
misante, x^ converge uniformément et x^ converge faiblement; la trajectoire {x, x) ainsi
obtenue n'est pas solution du problème (^), mais d'un autre problème (^ï!Mt), appelé
le problème relaxé, que nous allons construire maintenant. Pour les détails et les démons-
trations, on renvoie à [5] ou [6].

f(x,.) f (x; .»
FIG. 1



DISCONTINUITÉS DE CHAMPS HAMILTONIENS 7

Pour tout x fixé, nous associons ^ f[x, •) sa régularisée convexe s.c.i., c'est-à-dire
la plus grande fonction convexe semi-continue inférieurement la minorant, ou encore
l'enveloppe supérieure de ses minorantes affines continues; conformément aux usages
de l'analyse convexe, elle sera notée f**{x; •) . Grâce à l'estimation (o. i), f**(^x; •) est
continue, et son épigraphe est l'enveloppe convexe de l'épigraphe def(Xy •) dans I^xR.

Considérons l'intégrale :

(0.4) jw=^rw)^wdt
que nous chercherons à minimiser parmi tous les chemins absolument continus joignant XQ
à x-^ en temps T. On obtient ainsi le problème relaxé :

(^+) min{JM \xeL\ x{o)=x,, <T)==^}.

Théorème de relaxation. — Le problème relaxé a une solution au moins, et a même valeur
que le problème originel :

infI(A:)==minJ(;v), pour X{O)==XQ et ^(T)=^i.

En outre', pour toute suite minimisante de (^), il existe une sous-suite (^) et une solution x de (^**)
telles que :

x^->x uniformément sur [o, T]

x^—^x faiblement dans L^o, T).

Réciproquement, toute solution x de (^**) est limite, au sens ci-dessus, d^une suite minimisante de (^).

Corollaire. — L'ensemble (non vide) des solutions du problème relaxé contient l'ensemble
(éventuellement vide) des solutions du problème originel.

Ce théorème se démontre par les méthodes usuelles de l'analyse fonctionnelle,
linéaire ou convexe. Le but du présent article est d'analyser les diverses situations géomé-
triques qu'il recouvre, d'ébaucher leur classification, et de reconnaître parmi elles celles
qui conduisent à l'absence de solutions pour le problème (^).

i. Le formalisme hamiltonien,

Nous allons écrire les conditions nécessaires d'optimalité sous la forme, familière
aux spécialistes de contrôle optimal, que leur a données L. S. Pontryagin [10]. On
introduit la variable adjointe peK1 et la fonction :

(1 .1 ) ^{x,p;u)=(p,u>+f(x,u).

Pour que x ( ' ) , vérifiant X{O)=XQ et x(T)==x-^, soit une solution du problème (^),
il faut que l'on puisse lui associer j & ( * ) de telle sorte que, en presque tout instant t :

(1.2) ^{x{t),p{t);x(t))==mm^{x{t),p{t);u)

(1 .3) PW=-f.W),x{t)).
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L'équation (1.2) relie p à (;c, x). Elle est plus précise que l'habituelle transfor-
mation de Legendre; en effet, comme x est un minimum absolu de J^{x,p; •), c'en est
un point critique, et (1.2) implique donc :
(1.4) ^+/uM=o.

En dérivant (1.4) par rapport au temps, on obtient p==——f^ En comparant
//

cette valeur à celle qui provient de (i .3)3 on obtient —f^—f^==o, qui n'est autre que
l'équation d'Euler usuelle.

On peut mettre le système (1 .2)3 (1.3) sous la forme canonique, en introduisant
le hamiltonien :
(1 .5) îî{x,p)=mm^{x,p;u).

Soit Q. l'ensemble des (x,p) tels que la fonction J ^ { x , p ; • ) atteigne son minimum
absolu en un unique point u(x,p) et que la forme quadratique^ soit non dégénérée
en îl(x,p). Alors Q, est un ouvert de IV1 xR" sur lequel la fonction H et l'application u
sont bien définies et indéfiniment différentiables ; on obtient u en résolvant l'équation (1.4)
par le théorème des fonctions implicites, et on obtient H en reportant u dans ^\ On
en déduit que :

(1 .6 ) ^ {x, p) = Ip +/;(̂  S), ̂  {x, p)\ +f:{x, u) ==f^x, u)

f)TT 1 r\^. \

^•^ -^^P)=[p+fu{x,u)——{x,p))l+U=îl

Dans l'ouvert Q, on peut donc écrire le système (1.2), (1.3) sous la forme :
(1.8) x=îî,{x,p)

(1.9) p=-ïî^x,p).

Le théorème d'existence locale et d'unicité des solutions d'une équation diffé-
rentielle s'applique au système (1.8), (1.9) pour toute condition initiale dans Q, et
les courbes intégrales constituent donc un feuilletage de 0.

Hors de û, on peut prolonger ce système différentiel par un système différentiel
multivoque, et écrire ainsi les conditions nécessaires d'optimalité sous une forme très
générale; ce point de vue ne sera pas le nôtre ici. Le lecteur intéressé pourra se reporter
aux travaux de F. Glarke, [3], [4].

Dans toute la suite, nous conviendrons d'appeler bisolution toute applica-
tion ( x ( ' ) , p { ' ) ) vérifiant le système (1.2), (1.3) sur [o, T], et bitrajectoire l'image dans
I^xR" d'une bisolution. En d'autres termes, les deux notions diffèrent par le para-
métrage en temps : la donnée de la bisolution précise, non seulement la trajectoire,
mais la façon dont elle est parcourue.

La condition nécessaire d'optimalité peut donc se formuler géométriquement en
disant que toute solution x du problème (^) doit se relever en une bisolution {x,p).
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2. Bitrajectoires génériques.

A tout point (x,p) de R^R" est associée une fonction ^(x,p, ' ) sur R". Elle
atteint son minimum en K points distincts u^ i^k^K; on peut avoir K=oo, mais
non K==o. Chacun d'eux est un point critique de la fonction, qui y présente donc une
singularité de codimension ^; on remarquera que sont exclues toutes les singularités
qui ne sont pas associées à un minimum local. On définit alors la codimension de^{x,p, •)
comme :

K
(2.1) codim^{x,p, . ) = K — i + S ̂ .

On en déduit une partition de R^R" en ensembles S,, o^î'^oo :

(2.2) ^=={Çx,p)\codim^{x,p, -)=z}.

A titre d'exemple, précisons les premiers d'entre eux. Tout d'abord S^. De i=o
on déduit K=i et q=o. Donc S^ est l'ensemble des (x,p) tels qw^{x,p, .) présente
un unique minimum non dégénéré; ce n'est autre que ti :

(2.3) So=0

Pour i==i deux cas se présentent : ou bien K=i et ^1=1, ou bien K = 2
et q == c^ == o. Le premier est exclu, car la singularité de codimension i (point d'inflexion
généralisé) ne correspond pas à un minimum local. Reste le second. Ainsi S^ est l'ensemble
des {x,p) tels que la fonction ^(x,p, •) atteint son minimum en deux points critiques
non dégénérés :

(2.4) ^=Lp) PU1+AX- ̂ ^+^ ̂ =Imn}
[ ^gfuu^ ^i)= rang/;;̂ , ̂ ) == n\

Pour i==2 on exclut comme ci-dessus la singularité de codimension i, et il reste
deux cas : ou bien K = i et c^ == 2, ou bien K = 3 et q = ̂  = ^3 == o. Dans la termi-
nologie de René Thom, on a une catastrophe de bifurcation et une catastrophe de conflit.
Ainsi S2=S^uS^, avec :

1 pu +f(x, u) =pu^ +f{x, u^ + u4, où u est une }
coordonnée locale de R" au voisinage de u^\

^=\^P)

^-{{^P) \P^+f(x, u^)=pu^+f(x, u^)=pu^+f(x, u^)=mm}

D'une manière générale, les singularités de codimension ^4 ont été classées par
René Thom, qui leur a donné le nom de catastrophes élémentaires. Dans sa terminologie,
Si est la strate de Maxwell, les singularités de 2^ sont des fronces et celles de S^ des
papillons. Par contre, on ne rencontrera ni la queue d'aronde, ni les ombilics, qui ne
correspondent pas à des minima locaux.

Dans l'énoncé suivant, comme dans la suite de l'article, nous dirons qu'une pro-
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priété est vraie « pour presque toutes les fonctions /eC^IVxIV1) » pour exprimer
que l'ensemble des/qui la satisfont contient un G 5 dense de C^R^xR^. Cette termi-
nologie est cohérente, dans la mesure où 0^(1^x1^) est un espace de Baire : si les P^,
n eN, sont des propriétés vraies presque partout, alors la propriété A ?„ est vraie

n £ Npresque partout.

Proposition (2.5). — Soit 7^3. Pour presque tout /e C^ (R^ x R"), les S,, o^^6,
constituent une stratification de Whitney de B^xR^

En d'autres termes, les 2^ sont des sous-variétés de codimension i qui constituent
une partition de R^xR^1 et vérifient les conditions de contact :

a) S^S^;

b) soient o^i<j^6, A^eS^ et Yn^j deux suites convergeant vers J^^.; on
suppose que les droites x^y^ convergent vers D dans le projectif, et que les plans tan-
gents T^(2y convergent vers II dans la grassmanienne ; alors Dell.

Démonstration. — Notons J l'espace des polynômes en n variables de degré ^8.
C'est aussi l'espace desjgÇu), développements de Taylor à l'ordre 8 de fonctions geC^fV)
aux points ueK1. Les polynômes sans termes d'ordre i, c'est-à-dire les jg(u) quand
u est un point critique de g, constituent l'espace S des singularités, qui est muni d'une
stratification naturelle par la codimension [il].

De même, le produit J7 contient l'espace S7 des multisingularités, qui est également
muni d'une stratification naturelle, dont la z-ème strate T^ n'est autre que l'ensemble
des multisingularités de codimension i (au sens de la formule (2 .1) ) . Pour î^ 7, notons S -̂
le fermé de T^ constitué de multisingularités associées à des minima locaux; les S^ sont
alors des sous-variétés de codimension i dans S7, et vérifient les conditions de contact a)
et b) de Whitney (ce n'est pas vrai pour les T^, qui contiennent des familles à un para-
mètre de singularités non équivalentes de même codimension; mais la classification des
singularités de codimension ^9 montre que ce phénomène ne se produit pas pour les
minima locaux avant la singularité (^ + x^) (x[ + ax^), qui est de codimension 8 ; voir [12]).
Par ailleurs, la réunion de toutes les singularités de codimension ^ 8 est un sous-ensemble
algébrique R de codimension ^ 7 dans S7. La proposition (2.5) exprime que l'application :

(2.6) J'7^, : ̂  . . ., U,) ̂  0'<,(̂ ), . . .J^>7))

est transversale aux S^ et à R, pourvu que les ^ soient distincts deux à deux.
Remarquons que si l'on change^^, u) en f(x, u)-\-g(u)y l'image j7^ (u-^, . . ., u^)

devient j7^^, . . ., u^+j7 g(u^ .... 2/7). L'application :

(2.7) (/, x , p , u^ . . ., 2/7) H^X^i, . . ., u,}

est donc une submersion tant que les u^ sont distincts deux à deux. D'après les théorèmes
de transversalité de Thom [i], il existe dans C^ÇR^X'R'1) un G§ dense ^ tel que,
pour tout /e^, l'application (2.6) satisfait aux conditions proposées. •

10
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Eclairons les choses, pour n=i, par une figure :

Fie. 2

Une bitrajectoire est une courbe de I^xR". On peut donc s'attendre à ce qu'elle
évite les strates de codimension ^2. Par contre, l'intersection avec S^ est un phénomène
stable, qu'il importe donc d'analyser. Pour ce faire, introduisons les notations suivantes.
En un point {x,p)e^, on désignera par :

2/1 et u^ îes points où ^{x,p, •) atteint son minimum;
vi==(u^fx{x^ui)}^ ^=15 2, les deux vecteurs-vitesses associés;
T? le vecteur (/;(^, ^) -/;(^ ^), ̂ -^).

Interprétons ceci. Il existe un voisinage 0 de {x, p) tel que, pour tout (y, ̂ )e^,
la fonction ̂ {y, q, .) présente deux minima locaux ^(j/, q) et u^y, q), coïncidant respec-
tivement avec z/i et ^ au point Çx,p). L'hypersurfa,ce Si sépare Q en deux régions Q.^
et tîg, caractérisées par le fait que, si (j/, q)e^ le minimum absolu de ^f(^, q, .) est
atteint en u^y, q). Si donc nous définissons dans (9 deux fonctions régulières H^ et Hg
par Hi(j^, ?)=^(^, ?, ^(j/, y)), on a H=min(Hi, Hg), et l'équation de Si n'est autre
que Hi(7,y)==H2(^,y). D'où aussitôt :

£<?ww<? (2.2). 'n est un vecteur normal à S^ au point {x,p).

Démonstration. — II suffit de dériver l'équation Hg-Hi^o, en tenant compte
des identités (1.6) et (1.7) :
(2.S) gradH^,j&)=(/;(^),^). •

Supposons, pour fixer les idées, qu'une bisolution passe de ̂  à îig en traversant Si
au point {x, p) ; la vitesse sautera de ̂  à z^, et la bitrajectoire présentera donc une brisure.
Il suffit de se reporter à la figure 2 pour constater l'analogie avec la traversée d'un dioptre
en optique géométrique. Notons cr la matrice symplectique :

(2-9) <^=( ° ^e^I^xR^I^xIf1).=(_^ ^e^l^xl^, R^R^.

il
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On peut alors énoncer la :

Loi de la réfraction : ^=^4- cr(i?).

Démonstration. — Par définition, yT^gradIîg—gradH^. En appliquant a aux
deux membres de cette équation, et en tenant compte du fait que cr(grad H,)==^,
on obtient le résultat désiré. •

En faisant le produit scalaire des deux membres par y?, et en tenant compte de
la relation ?î.(j(3')=o, on obtient le corollaire :

Conservation de la vitesse normale : ^.^==7?.^.

En particulier, les deux membres de cette dernière équation sont nuls simulta-
nément. Ceci montre que deux cas seulement peuvent se produire à la traversée de S^ :

arrivée transversale - départ transversal : /T.^+o

arrivée tangentielle - départ tangentiel : 7?.zT==o

le cas mêlé transversal/tangentiel étant exclu, ce qui est particulièrement important
du point de vue de la classification.

Nous dirons qu'une bitrajectoire est générique si elle est contenue dans SoUSi,
ses intersections avec 2^ vérifiant la condition ~n. ̂ 4=0. Dans le cas contraire elle sera
dite singulière. Une bitrajectoire sera donc singulière :

— soit parce qu'elle ne vérifie pas la condition T?.ZÎ+O aux points de contact avec Si
(type I);

— soit parce qu'elle rencontre des strates de codimension ^2 (type II).

Nous allons étudier successivement ces deux types de singularités dans le cas où n== i.
Il sera commode de remarquer que la condition ~n. ̂  = o s'écrit aussi 'ri. o(grad HJ = o,
ou encore a(^) .grad H^==o. Gomme T Z = I , S^ est une courbe admettant o(^) comme
vecteur tangent, et la condition s'écrit finalement grad H S^==o (sur S^, îi^=îî^=îi).

Les singularités de type 1 sont donc les points où la restriction de H à 2^ présente
un point critique. Les singularités de type lié sont les points de S^, les singularités de
type Ile les points de S^.

3. Singularités de type I.

Dans ce paragraphe, nous allons classer les singularités de type I, tout au moins
celles qui sont essentielles. Nous commençons par nous ramener à une situation aussi
simple que possible :

Proposition (3.1). — Pour presque toutes les fonctions yeG^°(RxR), les points critiques
de H | S^ sont non dégénérés; et les u^ associés à chacun d^eux sont non nuls.

12
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Démonstration. — Les points critiques de la restriction H [ S^ sont définis par l'équa-
tion f{f,x,p,Ui,u^)=o, où F est l'application de CA°(RxR)xRxRx(RxR-D)
(avec D diagonale de RxR) dans R4 de composantes :

P+f»^,ui)

P+fu{x,u^

PUI+AX, Ui)-pu^-fÇx, y 2)

"ifx^u^-u^Çx,^).

On notera ^ l'application partielle (x,p, u,, u,) ̂  F(/ x,p, u,, u,) à/constant.
Nous allons montrer que, pour presque tout /eQ°(RxR), l'application ^ est trans-
versale à l'origine; la proposition en résulte.

D'après les théorèmes de transversalité de Thom [i], il suffira de montrer
que l'application F elle-même est transversale à l'origine, c'est-à-dire qu'en tout
point (f,x,p,ui,u^) vérifiant F(/, x,p, u^, u^)=o, l'application tangente TF est sur-
jective. C'est une application linéaire que l'on peut écrire comme somme des « dérivées
partielles » :

TF=T,F+T,,,^F.

Le dernier terme est un opérateur linéaire de R4 dans lui-même dont on peut
écrire la matrice; la notation ,g indique qu'il faut prendre la valeur de la fonction g
au point (x, M,) :

ifux 1 1/,'J 0 \

A= 2fux I ° ^ ^ y
ifx—sfx "1—"2 P+lfu —P—îf» •'•P."'.".1'

\2/;;"1-1/;>2 0 2/;-3/;>2 2/;u"l-l/;/

Reste le premier terme, à (x,p, ̂ , u^) fixés. On remarque alors que/n'intervient
que par son développement de Taylor à l'ordre i aux points (x, u^ et (x, u^). En d'autres
termes, on peut écrire F,p^=<po<', où e est l'application qui à /eC,?°(RxR)
associe :

ûi ==f(x, Mi), ^ =/;(A-, y,), ^ =f^x, u)

^ =AX, u^), b^ =f^x, ̂ ), ^ =f^(x, Ma)

et y est l'application qui à {a^, b^, c^ ûg, ̂ , c^e-R.6 associe :

P+CI

P+^

pUi+ai—pu^—a^

u^b^—u^ b^.

13
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On sait que e est une submersion, c'est-à-dire que l'application linéaire tangente Te
est surjective. On en déduit en particulier que l'image de T^-F n'est autre que l'image
de Ty. Or T<p est un opérateur de R6 dans R4 dont la matrice s'écrit :

0 0 0 0 1 0 ^0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
I —I 0 0 0 0
0 0 —U^ U^ 0 0

B==

\0 O —^2 U^ O O J

Cette dernière matrice est de rang 4 pourvu que u^ 4= u^. Il en sera donc de même
pour la matrice (A, B), ce qui prouve que TF est bien surjective. •

Une singularité générique de type 1 sera la donnée de S==(H, x , p ) , où H est le hamil-
tonien associé à une fonctions/satisfaisant à la proposition (2.5), donnant donc lieu
à une strate Si(H) régulière, et {x, p ) est un point critique de la restriction de H à S^(H),
supposé non dégénéré, et associé à des ïï^ non nuls ( î= i ,2 ) . Soit ^==(A,o ,o ) une
singularité générique de type 1 telle que 2^ (A) soit l'axe des x. Nous dirons que s est un
modèle local de S s'il existe un voisinage (9 de { x , p ) y partagé en deux régions Q.^ et tîg
par 2i(H), et deux difféomorphismes 91 et 93 de (9 sur R2, de classe C00, tels que :

<?z{x,p)=^{x,p)={o,o)

Pi e^ ?2 coïncident sur 2i(H)
cpi(Si) == 92(^1) ={ axe des Ç, TT = o }
9i(îîi)={ demi-plan inférieur, TC<O}
92(^1)= { demi-plan supérieur, TT > o }
^l{^Lxe des TT, Ç = 0} est normal à Si(H)
H==Ao9^ sur O.i.

En d'autres termes, un modèle local est la donnée de deux cartes locales, valables
de part et d'autre de Si(H), et se raccordant normalement sur cette courbe. Ou encore,
deux systèmes de coordonnées locales au voisinage de (x,p), les axes curvilignes étant 2^
d'une part, deux courbes normales à S^ d'autre part.

Théorème (3.2). — II y a trois classes de singularités S==(H, x,p) de type 1 :

(lu) ofiu^u^

(16) oej^i, ̂ [ et H|Si admet un maximum en {x,p)

(le) oe]u^,u^[ et H[2i admet un minimum en {x, p)

Pour chacune déciles on dispose d^un modèle local s==Çh, o, o), où :

{la) A(Ç,7i:)=7c—^d-^ c constante

(B) ^,7c)=-|7^|-Ç2+^

(I,) h^n)==-\n\+^+c.

14
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Démonstration. — Nous travaillerons dans un voisinage de (x,p) assez petit pour
que Si (H) le partage en deux régions ̂  et 0,. Rappelons que, au point (x,p), grad H | ̂
et gradHjiig sont non nuls et colinéaires, puisqu'ils sont tous deux normaux à 2i(H).
On peut donc écrire grad H| 0,=^, où 7?est un vecteur normal et a, une constante
non nulle.

Tout point Çx,p) assez voisin de (x,p) s'écrit de manière unique {jy, q)-\-m, avec
(j^ ^ ̂ (H) ; si donc l'on choisit une coordonnée locale s de S^ le couple (s, r) constitue
un système de coordonnées locales de R2 au voisinage de { x , p ) . On aura H'fo o)=o
et H,(o,o)=6+o, d'où : s ?

H(̂  r) = H(o, o) + rP,(j, r) + s2 Q ĵ, r) dans H

avec P,(o,o)=^ et Q^(o,o)=é. D'après le théorème des fonctions implicites, on
peut prendre comme nouvelles coordonnées locales dans £2, :

r^rP^s)

l̂o^)!172.
Les difféomorphismes 9, : (j, r) ^ (j;, r;) répondent aux conditions voulues. En

particulier, r;==o signifie que r==o et donc caractérise Si; en outre, Q ,̂ o)=Q^, o),
donc Ji=J2 sur Si. La fonction H s'écrit alors :

(3.1) H(j',r')=^+r;+^signe(é).

Il ne reste plus qu'à raccorder ces deux systèmes de coordonnées locales. Pour
cela, il faut faire une distinction, suivant que grad H [ Si et grad H | Sg sont de même
sens ou d'e sens opposé, c'est-à-dire suivant que ^ et ^ sont de même signe ou de signe
contraire. Dans le premier cas, Q.^ et tig sont respectivement décrits par r[<o et r^o,
dans le second cas ils sont décrits par r[>o et r^>o; changer l'orientation de ^aboutit
à changer simultanément les deux signes. On pourra donc décrire simultanément r[
et r^ par une seule variable n pouvant prendre les deux signes, à condition de poser :

si o<]^,^[, r[==n<o et r^=7i:>o

si oe]^,^[, —^=7r<o et r^==n>o.

On reporte dans l'équation (3.1), en remarquant que :

b>ooïî(s,o) a un minimum pour s=o
é<ooH(j, o) a un maximum pour j==o.

En posant s'== Ç, on obtient la classification annoncée, au changement près de | TC [
en — |7i|. On lève cette ambiguïté en remarquant que h est l'enveloppe inférieure de
deux fonctions se coupant transversalement suivant l'axe des Ç. Ceci autorise que l'on
ait A(o,7T;)=7r, ou Â(o,7r)=-|7r|, mais exclut que l'on ait A(o, n)== [ T T J . •

Dessinons pour chaque cas une figure où nous représenterons les bitrajectoires
h == constante. Ce sont des arcs de parabole qui se raccordent le long de l'axe des ^.

15
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Modèle local Réalité

FIG. 3. — Singularité^de type lu

Réalité

FIG. 4. — Singularité de type ïb

II est important de remarquer que lorsque (Ç, TT) tend vers o en restant dans un
des demi-plans supérieur ou inférieur, le vecteur-vitesse en ce point tend vers une limite
non nulle, à savoir (±i, o). En particulier, les orbites périodiques du cas ïb sont par-
courues en temps qui tend vers zéro à mesure que l'on prend des orbites plus voisines
de l'origine. L'analogie avec l'oscillateur harmonique, où toutes les orbites ont même
période, est donc tout à fait trompeuse.

16
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ÀTT Modèle local Réalité

17

FIG. 5. — Singularité de type le

Remarquons enfin qu'une singularité de type Ib correspond à un maximum local
strict du hamiltonien, et une singularité de type le à un col.

4. Singularités de type II.

i° Singularités de type IIb. — Ce sont des points isolés, adhérents à S^. Le hamil-
tonien J^{x,p, -) en un tel point possède un unique minimum dégénéré u, ce qui fait
que la vitesse ^==(z7, —/a;'(^5 u)} y est bien définie. Le champ hamiltonien est même
continu en ce point, mais non au voisinage. Nous allons étudier l'allure de ce champ.

Pour cela, nous appellerons modèle local d'une singularité de type ïîb, soit
(x,p}eï^, la donnée d'un diffeomorphisme G^ d'un voisinage de ( x , p ) sur R2, trans-
formant Ç x , p ) en (o, o), et d'une fonction h sur R2 telle que H==Àocp .

Proposition (4.1). — Pour presque toutes les fonctions /eG^°(RxR), toute singularité
de type 116 admet un modèle local du type :

(4.1) h^n)=mm{^-u2^nu}+g^n)

où g est une fonction C00 telle que grad^(o, o)=|=o.

Démonstration. — Par un argument de transversalité similaire à ceux qui ont été
développés ci-dessus, on montre que pour toutj^dans un certain G§ dense de C^RxR),

J7
3
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J ^ ( x , p , •) constitue un déploiement versel de la singularité que présente ^{x^p, •) au
point z74=o où elle atteint son minimum. Cette singularité est de codimension 2, et
d'après la théorie générale [2] cela implique qu'il existe une carte locale { x ' y p ^ u ' )
de R3 au voisinage de {x, p, u) telle que ^ s'écrive :

^{x'.p', u^^u^-u^x'-p'u'+gÇx^p'), avec ^eG00

d'où la formule (4.1). On remarquera que grad H(x> p) == (fx{x, u), u) 4=0, on doit donc
avoir grad h (o, 0)4=0, ce qui se traduit justement par grad g (o, o) 4=0, la fonction
(^, n) \-f mm^—î^^—'Ku} (dont le graphe est une demi-« queue d'aronde ») étant
de gradient nul à l'origine. •

Dans le nouveau repère, les bitrajectoires sont données par :

min{^4—u2^—un}==c—g{^ n).

On constate en particulier l'existence d'une unique trajectoire passant par l'origine
{c==—^(0,0)). Elle est de classe C1 et sépare localement les trajectoires brisées qui
rencontrent Si des trajectoires lisses qui restent dans Sg.

FIG. 6. — Singularité de type 116

2° Singularités de type Ile. — Ce sont des points isolés, adhérents à trois branches
de Si. Le hamiltonien ^{x,p, •) en un tel point possède trois minima distincts non
dégénérés u^ u^ ^3, ce qui donne pour la vitesse trois déterminations possibles,
(^iî "fx^ ^i))? ^^^S- Nous avons vu que, pour presque toutes les fonctions y
de C^(RxR), les trois déterminations correspondantes de grad H, à savoir (jÇ(^ ^), u^
i=i, 2, 3, sont en position générale, et on peut même supposer que les ïï^ sont non nuls.
On dira alors que l'on a affaire à une singularité générique de type 11 .̂

Soient S = (H, x, p ) et s = (A, o, o) deux singularités génériques de type 11̂ .

18
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Alors Si (H) (resp. Si (À)) comporte trois branches B^, B^, Bg3 (resp. pig, (B^, (B^)
séparant un voisinage de ( x , p ) (resp. (o, o)) en trois régions îi^, îîg, ^3 (resp. û)i, cog, 0)3).
On dira que s est un modèle local de S s'il existe trois cartes locales 9, d'un voisinage
de { x , p ) telles que :

^P)==^o)
(p,(^)=(0,

y,|B^=^|^

H==Âo(p^ dans ^

Voici maintenant un modèle local simple pour les singularités génériques de
type IL: :

Proposition (4.2). — Pour presque toutes les fonctions /eG^(RxR), toute singularité
de type ïtc admet un modèle local du type :

(4.2) A==min(Ai, Ag, fi^+c,

où les h^ sont des formes linéaires sur R2.

Démonstration. — Nous avons vu au § 3 que l'on peut écrire H==min(Hi, Hg, 113),
où H^ est une fonction C00 définie au voisinage de (^, p), de telle sorte que H=H^ sur t^.
Si la singularité considérée est générique, ce qui est le cas pour presque toutes les fonc-
tions /eG^(RxR), les gradH,(o,o) sont indépendants deux à deux.

Pour i donné, j et k désignant les deux indices distincts de i, le couple
(^'==H^.—H,,^'==H^—H^) constitue un système de coordonnées locales de R2 au
voisinage de (x, p ) ; on constate que ̂  est représenté par le quadrant positif (A:'>O, P'^>o)
et By et B^ par les demi-axes positifs. Le gradient de ï î ^ x ' y p ' ) à l'origine n'est pas
porté par un des axes, si bien que l'on peut écrire :

H,(^', p ' ) = H,(o, o) + x ' P,(^, p ' ) +?' Q,(^ p ' )

avec P,(o, 0)4=0 et Q^(o,o)+o. Le changement de variable A:"=^'P, et ^"==^'Q^
conserve globalement les axes et rend H^ affine :

H^'',^')=H,(o,o)+^''+r.

La relation ^H^/^"(A:", o)=i caractérise la coordonnée x" adoptée sur (3y.
De la même façon, on repérera ^ par des coordonnées locales (V, y"), de telle

sorte que l'équation de [3y soit ^"==0, et que la coordonnée y " vérifie l'identité
ëïîjiyçy, o)==i. Mais H^=Hj sur B^., si bien que x" et y " coïncident sur (3^-.
On peut donc recoller le long de leur bord les trois quadrants représentant ti^, t^ et ^3
pour obtenir la représentation annoncée. •

Là encore, l'étude des bitrajectoires se fait sur le modèle local par le biais des
courbes de niveau h = constante. On est conduit à distinguer deux cas suivant que o
appartient ou non à l'enveloppe convexe des gradÂ,.

19
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Modèle local Réalité

FIG. 7. — Singularité de type ïïcî
(0,0) ^ co{(fx(x, Ui), Mi)}i=i,2,3

FIG. 8. — Singularité de type Hca

(0,0) eœ{(/a;(A-,^),^)}^i,2,3

5. Lien avec les problèmes coexistence.

Le moment est maintenant venu de revenir au problème de calcul des variations
dont nous étions partis :

inf{J^/(^ x)dt\xeL\ x{o)==Xo, x{T)=x^.^
20
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Notre idée directrice sera la suivante. Lorsque f(x, ' ) est strictement convexe,
toutes les strates de codimension ^ i s'évanouissent, et le problème (^) admet des solu-
tions pour toutes les conditions aux limites (^o, x^ T). Lorsque f(x, ' ) n'est plus convexe,
on voit apparaître les singularités que nous avons analysées, et on perd l'existence dans
le problème (^)., On peut donc penser que la non-existence est spécifiquement liée à
l'apparition de certaines singularités; en d'autres termes, la non-existence de solutions
au problème (^) pour certaines conditions aux limites doit se traduire dans la géométrie
du champ hamiltonien.

C'est ce programme que nous allons remplir, en dimension n==ï tout au moins.
Pour cela, nous allons examiner l'une après l'autre les singularités que nous avons ren-
contrées, en nous appuyant sur les résultats rappelés au § o. Nous allons donc former
les bitrajectoires du problème relaxé :

(^**) minjrE^, x)dt\xeL\ x{o)=x^ x(T)=x^.

Le hamiltonien associé est pu-[-f**(x^ u). On remarquera que l'ensemble des u
où il atteint son minimum pour (x, p) fixés n'est autre que l'enveloppe convexe de
l'ensemble des u où pu -{-f(x, u) atteint son minimum. En d'autres termes, si l'on note
M.(x,p) l'ensemble compact non vide :
(5.1) M{x,p)={u\pu+f{x,u)=ïî{x,u)}

on a la relation :
(5.2) pu+f**{x, u)=min o ueco M{x,p)\

Les conditions nécessaires d'optimalité s'écrivent alors ([3], [4]) :

(5.3) xecoM{x,p)

(5.4) pecof^x, M(x,p)).

Il est clair que toute bisolution de (1.8)-(1.9) est une bisolution de (5. g)- (5.4).
Nous allons examiner s'il y en a d'autres.

Si { x , p ) est un point de S^, ou un point de S^ non critique pour H, ou une singu-
larité générique de type la, ou une singularité générique de type 116, ou une singularité
générique de type lia, il passe par { x , p ) une unique solution locale de (5.3)-(5.4)
et c'est aussi une solution locale de (1.8)-(1.9). L'unicité s'entend modulo le dépla-
cement de l'origine des temps. Pour 2^ cela résulte du fait que M(x,p) est réduit à un
point, et coïncide donc avec son enveloppe convexe. Dans les autres cas, cela résulte
de l'examen du modèle local; notons que ces singularités sont simplement traversées,
sans que les bisolutions puissent séjourner dessus.

Si ( x ^ p ) est une singularité générique de type 16, ou une singularité générique
de type 11^2, il ne passe par { x , p ) aucune bisolution de ( i .2)- ( i .3) , mais il passe une
unique bisolution de (5.3)-(5-4)? la constante x(t)==x, p(t)==p. Ceci résulte encore
de l'examen des modèles locaux.

21
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Enfin, si (x, p ) est une singularité générique de type le, on distinguera sur chacune
des paraboles n='E2 (resp. TT=—Ç2) du modèle local correspondant un arc AO
(resp. A' 0) arrivant à l'origine et un arc OD (resp. OD') en repartant. En les mettant
bout à bout, on obtient quatre bisolutions locales AOD, AOD', A'OD, A'OD', du
système originel ( i .2)-( i .3) . Le système relaxé, outre ces quatre combinaisons, offre
la possibilité de séjourner en 0 pendant une durée arbitraire, puisque x{t)=x, p(t)=p
est une bisolution de (5.3)-(5.4). Le système relaxé (5.3)-(5.4) admet donc une quadruple
infinité de bisolutions passant par {x, p) ; elles ont toutes la structure suivante :

t^t^ : (Ç(^),7r^)) décrit un des arcs AO ou A'O

^^d : {W^W reste en °

t^t : (Ç(^), 7r(^)) décrit un des arcs OD ou OD'

la durée ^—^ étant arbitraire; son choix caractérise la bisolution considérée.

FIG. 9

II résulte de cet examen que les bisolutions du système relaxé (5.3)-(5-4) se répar-
tissent en deux classes : celles qui ne passent pas par une singularité générique de type 16,
L-, ou ÏÏC2, et celles qui comportent un arc constant, x[t)=x, p(f)=p, où {x.,p) est
une de ces singularités. Les premières restent dans Sg, sauf en un nombre fini d'instants
où elles traversent Si ou 2^, et sont donc également des bisolutions du système ori-
ginel (i .2)-(i .3). Les secondes séjournent sur Si ou 2^, et ne sont plus des bisolutions

22
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du système originel. En raffinant quelque peu cette analyse, nous allons montrer que
la singularité le contient toute l'obstruction à l'existence dans le problème (^) :

Théorème (5. i). — Pour presque toutes les fonctions yeC^°(RxR), une condition nécessaire
et suffisante pour que le problème (^) admette au moins une solution quelles que soient les conditions
aux limites (x^ 3 x^ y T), est que le champ hamiltonien associé dans R X R ne présente pas de singu-
larité générique de type le.

Pour simplifier un peu la démonstration, isolons deux résultats auxiliaires :

Lemme (5.3). — Soit (x, p) une singularité générique de type Ib ou IIc2, II existe un e>o
tel que, pour tout T e] o, s [, il existe une bisolution (^g ( • ), p^ ( • ) ) du système ( i. 8) - ( i. 9) telle que :

(5.5) ^f'W),p^t)) dK^f^^dt.

Démonstration. — Commençons par remarquer que x{t)===x, pÇt)==p, est une
bisolution de (5.3)-(5.4)? si bien que, pour tout T, la solution constante x{t)==x est
une extrémale du problème relaxé. Nous allons donc montrer que cette extrémale ne
correspond pas à un minimum.

La démonstration repose sur le fait qu'une singularité générique de type Ib ou IIc2
est un maximum local strict du hamiltonien, et sur l'utilisation des modèles locaux
fournis aux §§ 3 et 4. Nous la ferons dans le cas Ib, le cas IÏC2 étant laissé au soin du
lecteur.

Au § 2 nous avons calculé une normale /?à 2^, et nous avons montré que sa compo-
sante en p était u^—u^, toujours non nul sur S^. Ceci signifie que Si est transversale
à la droite x = A*. Le modèle local transformera donc la droite x = x en une courbe OC
issue de 0 dans le demi-plan supérieur, et une demi-courbe OB issue de 0 dans le demi-

FIG. 10
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plan inférieur, toutes deux transversales à l'axe des Ç. On remarquera que les orbites
du modèle local représentent indifféremment des bitrajectoires de (1.8)-(1.9) ou de
(5.3)-(5.4), à l'exception de l'orbite constante ^==0, TC==O, représentant le point (^,^),
fixe pour le système relaxé mais non pour le système originel.

Le modèle local nous présente une famille d'orbites que nous choisissons de para-
métrer par l'abscisse s du point d'intersection avec le demi-axe des Ç>o. Nous noterons
respectivement (2g=(j-, o) et d^Ç—s, o) les points d'intersection de l'orbite de para-
mètre s avec les demi-axes Ç>o et Ç<o. D'après la transversalité des courbes OC
et OB à l'axe des Ç, on peut choisir T]>O assez petit pour que les orbites associées aux
se]o, T][ aient un unique point d'intersection bg (resp. Cg) avec OB (resp. OC).

Notons Ti(j') et T^) les temps de parcours des arcs b^a^Cy et c^d^h^ On a
Ti(j)+T2(j")=T(^), où T(J) est la période de l'orbite de paramètre s, si bien que :

^0'^<0^<0'•
y-n

Un calcul explicite montre que T(o)=o et que —(o)>o. On a donc nécessairement
//T ^/T

T,(o)=T2(o)==o et —^(o) ou ——^(o) positif (en fait, une analyse plus détaillée mon-
dT

trerait qu'ils le sont tous deux). Soit par exemple -—^(o)>o; d'après le théorème des
as

fonctions implicites, on peut trouver s>o tel que, pour tout Te[o, s], il existe une
solution s(T) de l'équation Ti(^)==T, fonction croissante et régulière de T, nulle pour
T=o.

L'arc bs(^)a8{^)cs{^) est l'image dans le modèle local d'une bisolution (.^( ' î îA^'))?
o^^T, du système (5.3)-(5.4). Sa projection horizontale ^(') est d01^ une courbe
vérifiant les conditions aux limites ^rp(o) = ̂ (T) = ̂ , ainsi que les conditions nécessaires
d'optimalité. Il ne reste plus qu'à la comparer à la solution constante .yo(^)==x, o^^T.

Pour cela, nous appliquerons une formule classique du calcul des variations ([8],
chap. 3, formule (12), en tenant compte d'une définition différente de hamiltonien) :

8jJ/(^ ^)A=A.^i-j&o.^o+H.8T.

Ceci donne, en remarquant que les extrémités XQ et x^ sont fixées en x, et en
notant H(T) la valeur (constante) du hamiltonien sur la bisolution (^T( ' ) î^T(*)) :

^f^,^dt=^ÎÎWdt

alors que :

JJ/-(^,^)^=JjH(p)A.

Mais on a H(^)<H(o) pour t appartenant à un intervalle ]o, e[ assez petit. D'où
le résultat. •
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Lemme (5.3). — Soit xeR. Pour tout s>o, il existe T]>O tel que toute solution du
problème :

(5.6) ^(Jo^5 x)dt\^)=x{T)=x]

avec T<T] satisfasse sup |^(^)|^£.
0=S$(^T

Démonstration. — Soit x(t) une solution du problème (5.6). En la comparant à
la constante x(t)=x pour o^^T, nous obtenons d'après l'optimalité :

(5.7) JJ/^W. ̂ ))^< JJ/(^ o)A=T./(^ o).

En se servant de l'estimation (o.o), ceci donne :

(5.8) JJ^I^T./^o).

Soit m un nombre tel que h(M)^M pour tout M^m. On a donc M^max{A(M), m}
pour tout MeR, d'où enfin :

(5-9) JjM^T(^+/(^o)).

Ceci implique que \x{t)\^TÇm+f(x, o)) pour o^^T, d'où le résultat. •
Nous pouvons maintenant aborder la démonstration du théorème (5.1).

Démonstration. — Suffisance. Donnons-nous ^eR, A^eR, T>o. D'après les préli-
minaires du § o, le problème relaxé :

(^*) min ( f^rW) ; x{t))dt | x{o) = ̂ , x(T) = x, ]

admet une solution x ( ' ) au moins. Celle-ci doit vérifier les conditions nécessaires d'opti-
malité, c'est-à-dire qu'on peut lui associer j&( . ) de telle sorte que le couple {x{t),p{t))
vérifie le système (5.3)-(5.4) sur [o, T]. L'analyse cas par cas que nous venons de mener,
et l'absence de singularités de type le dans le champ hamiltonien, nous amènent à l'alter-
native suivante :

— ou bien (A:(.) ,^(.)) est une bisolution de (1.8)-(1.9) sur [o, T] et ne rencontre S^
ou 2g qu'en un nombre fini d'instants;

— ou bien {x{t),p(t))=={x,p) sur [o, T], où ( x , p ) est une singularité générique de
type Ib ou IL:2; en particulier XQ=X-^==X.

Eliminons ce dernier cas. D'après le lemme (5.2), on peut trouver se]o, T[ et
une courbe ^(.) définie sur [o, s] vérifiant x^o)==x^)==x et; :

(5-Io) Jo8^^5 ̂ Wdt<^r\x, o)dt.

Si nous prolongeons A^.) par la constante x sur [s, T], nous obtenons :

(5•II) JJ/"(^W^sW)^<Jj/"(^o)A,

25
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ce qui prouve que x ( ' ) ne saurait être une solution du problème (^**), contrairement
à l'hypothèse.

Seul subsiste le premier terme de l'alternative. Nous avons donc {x{t),p{t))e^o,
sauf en un nombre fini d'instants ^, . . ., ^ de rencontre avec Si ou Sa- En presque
tout instant t, la tangente au point x{t) à la fonction f(x{t), -) se trouve donc entièrement
située au-dessous de celle-ci, ce qui implique :

(5.12) fW). ̂ w=rw, xw p.p.
(5.13) S^fW. x{t))dt=f^W, x(t))dt.

Par hypothèse, le dernier terme n'est autre que minj(^), qui, d'après le § o dont
on reprend les notations, n'est autre que infl(^). Ainsi, la courbe x { - ) est également
une solution du problème (^).

Nécessité. — Soit {x, p) une singularité de type le. Je dis que, pour T suffisamment
petit, le problème :

(5.14) ÎJJ/̂  x)dt\x{o)=x{T)=x]

n'a pas de solution.
Au lemme (5.2), nous avons remarqué que les droites verticales sont transversales

à Si, c'est-à-dire que la projection horizontale n'a pas de point critique sur S^. On
peut donc trouver un s>o assez petit pour que l'intersection de la branche de S^ conte-
nant {x,p) et de la bande âS={{x,p} \ \\x—x\\^} soit modelée sur la figure suivante :

FIG. II

Soit S la composante connexe de ( x , p ) dans S^n^?. Elle partage SS en deux
demi-bandes ouvertes, supérieure S9^ et inférieure ^?r Sur S la fonction Jf {x,p, •) atteint
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son minimum en deux points distincts u-^{x, p) et u^{x, p), en dépendance régulière de {x, p).
Mais oe]^i(x, p ) , u^Çx, p ) [, par définition d'une singularité générique de type le. Quitte
à choisir un e plus petit, on peut donc supposer que oe]u-^{x, p ) , u^{x, p ) [ ^ pour tout
Çx,p)eS. Si maintenant Çx.p) est un point quelconque de <â?i, et si u est un point où
la fonction ^(x, p, u)=pu-\-f{x, u) atteint son minimum, il existe un unique yeR
tel que Çx,q)eS; en outre q>p, si bien que ïKu-^Çx, q)<o :

La figure est basée sur le fait que le point où J^{x, p, u) atteint son minimum est
également le point de contact de la tangente à f(x, u) la plus basse de pente —p. On

dx
a donc montré que la composante horizontale de la vitesse, donnée par -.=u, est
constamment négative dans SS-^ et positive dans SS^.

D'après le lemme (5.3), il est possible de choisir T>o assez petit pour que toute
solution x { ' ) du problème (5.14) soit contenue dans la boule ouverte de rayon s autour
de x. D'après les conditions nécessaires d'optimalité, on peut lui associer p ( ' ) , de telle
sorte que { x { - ) , p { ' ) ) soit une bisolution de (i .2)-(i .3) sur [o, T], entièrement contenue
dans S8 et vérifiant x(o)=x(T)== x. Une telle bisolution rencontre nécessairement S,
sans quoi elle serait entièrement contenue dans 38^ ou S8^ et x(f) aurait un signe constant
non nul, ce qui empêcherait d'avoir x{o)==x(T). Mais l'examen du modèle local montre
que les seules bisolutions traversant S et vérifiant xÇo) = 'x sont les deux bisolations
issues de { x , p ) , aucune desquelles ne repasse au-dessus de x. Le problème (5.14) n'a
donc pas de solution. •

Un raisonnement analogue au précédent montre même que, si y présente en Çx, p)
une singularité générique de type le, il existe s>o et T]>O tels que le problème :

(^) ^(Jo^ ^dt \ ̂ °)= ̂  ^(T) = x, ]

pour | x—XQ | < s, x—x^ [ ̂  s et T^ T], n'ait pas de solution. Or les singularités génériques
de type le sont définies par des conditions de transversalité, et sont donc stables : sif
engendre un hamiltonien qui présente une singularité générique de type le, il en sera
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de même pour toute fonction g suffisamment voisine dans G^°(R). On aboutit donc
au corollaire suivant :

Corollaire (5.4). — II existe dans Gj"(R)xRxRxR+ un ouvert non vide constitué
d'éléments {f, XQ, x^y T) pour lesquels le problème (^) n'a pas de solution.

Illustrons ceci par un exemple. Donnons-nous un nombre A>o, et définissons
la fonction f par :

f^x)=k{x)+{i-x2)2,

où yfeeG°°(R) est bornée inférieurement et coïncide avec x\->x2 sur [—A, A]. L'esti-
mation (o.o) est alors satisfaite sur RxR, et on se pose le problème :

(^) inf(JJ^M+(I-^)2)^|^(o)=^^(T)=^)

avec |^o |<A et |A:i|<A.
On a J^{x,p, u)=pu-{-k{x)-}-{i—x2)2, si bien que l'abscisse x n'intervient pas

dans la minimisation en u. La strate Si se réduit donc à p = o, alors que la strate Sg
est vide. Seules donc sont présentes les singularités de type I. On remarque d'abord
que pour p==o, la fonction ^{x, o, u) atteint son minimum en u aux points —i et +I?
la valeur de celui-ci étant égale à kÇx). La restriction du hamiltonien à Si est donc
H(^, o)==k{x), qui coïncide avec x2 dans un voisinage de l'origine, laquelle est donc
un minimum local non dégénéré. Ainsi le point (o, o) est une singularité générique de
type le, et c'est la seule singularité présente dans la bande —A<;^A. L'allure globale
du champ hamiltonien dans cette bande est celle du modèle local (fig. 9). Notons en
particulier l'existence de quatre bisolutions limites passant par l'origine, AOD, AOD',
A'OD, A'OD', partageant la bande en quatre régions.

Une seule de ces bisolutions limites passe successivement au-dessus de XQ, de 0,
et de A:i. Soit donc T{XQ, x-^) le temps écoulé entre le moment où cette bisolution limite
traverse la droite X==XQ et le moment où elle traverse la droite x=x^. Nous repré-
sentons cela sur deux diagrammes, l'un dans l'espace des (t, x) et l'autre dans l'espace
des {x, p) ; chacun d'eux illustre simultanément deux cas correspondant à deux valeurs

dx
opposées de x^. On remarquera qu'à l'instant œ où x=o on a — = = ± i , avec raccor-

CLi

dément dans un des cas et non dans l'autre, les arcs parcourus depuis cet instant étant
symétriques.

Cette valeur T^o, x-^) sépare deux cas. Dans le cas T<T(XQ, x-^) le problème (^)
a une solution x { ' ) unique. Ici encore, on représente sur les mêmes diagrammes deux
solutions correspondant à deux valeurs opposées de x^. On remarquera que l'une est 0°°
et que l'autre présente un point anguleux où elle admet —i comme dérivée à gauche
et +i comme dérivée à droite.

Enfin, dans le cas T>T(^(), A:i), le problème (^) n'a pas de solution. Par contre,
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le problème relaxé (^îlt*) en a une, qui consiste à agrémenter la bisolution limite de
la figure 13 d'un séjour à l'origine dont la durée sera exactement T—T(A:o, x-^.

FIG. 13

Pour mieux comprendre ce qui se passe, remarquons que le critère choisi est
constamment positif ou nul, et n'est nul que si x2=(î—x2)2=o. On réaliserait donc
certainement le minimum de l'intégrale I{x) en prenant une courbe x( ' ) telle que x(f) ==o
et x{t)==±i sur [o, TJ. Malheureusement, ces deux exigences sont contradictoires. On

FIG. 14. — T est un point anguleux pour une des solutions et un point d4nflexion pour Fautre

ne peut les réaliser que de manière approchée, par des fonctions affines par morceaux
mais continues, de dérivée ±1, convergeant uniformément vers la fonction nulle. D'où
le comportement d'une solution approchée de (^) :
— passer de XQ à o de manière optimale, c'est-à-dire emprunter sur l'intervalle de

temps [o, œ] la solution de la figure 13;
— sur l'intervalle de temps [co, O)+T—T(A:o, ^)], osciller autour de l'origine, c'est-à-dire

maintenir simultanément x voisin de o et x voisin de ± i ;
— passer de o à x^ de manière optimale, c'est-à-dire emprunter sur l'intervalle de

temps [co+T—T(^o, ^), T] la dernière partie de la figure 13.
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Xi=-

VA^VSr
a) <x)+T

-T(xo,Xi)
T t

FIG. 15

6. Remarques diverses»

1. Tous les résultats précédents dépendent essentiellement du fait que les cri-
tères f{x, x) considérés, et donc les hamiltoniens îi{x,p) associés, sont indépendants
du temps T. La situation associée à des critères f( t, x, x) et des hamiltoniens H(^, x , p )
est extrêmement différente. Supposons par exemple que h^^cs^+d, avec c>o,
c'est-à-dire que la croissance soit au moins quadratique en x'y on montre alors (cf. [7])
que pour tous (/, XQ, ̂ , T)eG^ooxRnxRnxR+, il existe une fonction ^eL^o, T; R^
de norme arbitrairement petite telle que le problème :

min JJ (/(^), x{t)) +g{t) . x{t))dt, x{o) ==x,, xÇT) =x^

ait une solution unique.
2. L'analyse de Si, et en particulier la loi de la réfraction et la description des

singularités génériques de type I, fait simplement intervenir le fait que le hamil-
tonien ïî{x,p) s'écrit localement comme l'enveloppe inférieure de deux fonctions régu-
lières. Elle restera donc valide pour les problèmes de contrôle optimal :

dx
^M

x{o)==Xo, x{T)=x^

u{t)eK

JJ/(^ x)dtmm

dont le hamiltonien ïî{x,p)==p.g{x, u)^-f(x, ù) possède la même propriété.
3. L'extension des résultats des §§ 3, 4 et 5 au cas TZ>I présente deux difficultés

majeures. Tout d'abord, l'équation H=cste ne suffit plus à caractériser les bitrajectoires;
elle décrit simplement une hypersurface sur laquelle tournent les bisolutions. En outre,
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on doit s'attendre à trouver des bisolutions relaxées qui ne sont ni originelles ni réduites
à des points ni un mélange des précédentes.

En effet, soit 5^, k^2n, le lieu des (x,p) tels que la fonction ^{x,p, •) atteigne
son minimum en À-4-1 points distincts UQ, ...,^. C'est en général une sous-variété
de codimension k dans IfxR71, et en chacun de ses points le deuxième membre des
formules (5.3)-(5.4) s'écrit :

r(A:,J&)=Co{(^,/;(^, Uo)), . . ., (u^f^X, ̂ ))}.

Notons T(x, p) l'espace tangent à 2^ en [x, p). Dans K1 X TV on a donc un polyèdre F{x, p)
de dimension k, et un espace vectoriel T(x,p) de codimension k. S'ils sont en position
générale, ils se coupent en o ou i point. Il faut donc s'attendre à trouver dans S^ un
ouvert sur lequel FÇx^ p)r\T(x, p) définit un champ tangent à 2^ et satisfaisant (5.3)-
(5.4). Les courbes intégrales de ce champ sont des arcs de bisolutions du problème relaxé
tracées sur 2^.

4. Enfin, on pourrait songer à étendre ces résultats à des problèmes variationnels
du type :

infj^/(^(œ), A^(co))Ao

ou : infJ^/(^(G)), grad ^(œ))ûfœ

avec des conditions aux limites convenables (cf. [6]), ce qui paraît hors de portée pour
l'instant.

5. Indépendamment, M. Chaperon [13] et F. Takens [14] ont analysé les
singularités d'équations différentielles implicites. Leur étude porte sur des catastrophes
de bifurcation alors que la nôtre porte sur des catastrophes de conflit. On a donc main-
tenant l'embryon d'une théorie qualitative des équations différentielles multivoques.

N. Hoffman [9] a poussé plus à fond l'analyse de la singularité de type lié,
dans un cas particulier.
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