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GROUPES REDUCTIFS
par ARMaND BOREL et Jacques TITS (1)

Ce travail est consacré principalement a I’étude de propriétés d’un groupe algébrique
linéaire connexe réductif G qui sont relatives a un corps de définition £ de G. Il s’agit
notamment d’introduire, & ’aide de £-sous-groupes (i.e. de sous-groupes fermés définis
sur k) des notions qui généralisent naturellement celles de tore maximal, racines, groupe
de Weyl, etc. de la théorie classique, de démontrer I’existence d’une décomposition
de Bruhat pour le groupe G, des points de G rationnels sur %, et des théorémes de
conjugaison « sur £ », i.e. par des éléments de G,. A cet effet, on utilisera essentiellement
deux familles de sous-groupes de G : les tores déployés ou décomposés sur £ (i.e. isomorphes
sur £ a un produit de groupes multiplicatifs G,,) maximaux et les £-sous-groupes P para-
boliques (i.e. tels que G/P soit une variété projective) minimaux. Ils jouent respectivement
le réle des tores maximaux et des sous-groupes résolubles connexes maximaux sur un
corps algébriquement clos.

Ces résultats font ’objet des §§ 4 & 7 de I. La deuxiéme partie apporte divers
compléments ou applications dans lesquels G n’est pas toujours réductif ou bien £ est
soumis a certaines restrictions.

Les §§ 0 a 2 sont de nature préliminaire. Le § o fixe des conventions et notations;
le § 1 rassemble quelques résultats sur les tores; le § 2 rappelle les propriétés fondamentales
d’un groupe réductif G, dont nous aurons besoin : structure de G lorsque G est déployé
sur £ (ce qui équivaut a D’existence d’un tore maximal déployé sur %), densité de G,
si k est infini, existence d’un tore maximal défini sur £ et d’une extension séparable de &
sur laquelle G est déployé (2.14). Le § 3 est consacré a I’étude de certains £-sous-groupes H
normalisés par un tore maximal de G défini sur £. On établit en particulier I’existence
et la conjugaison sur £ de décompositions de Levi (3.13, 3.14), puis, dans certains cas,
Pexistence d’une suite de composition & quotients successifs vectoriels sur lesquels un tore
donné opére par homothéties, lorsque H est unipotent (3.17, 8.18), et de k-sections
locales de la fibration de G par H (3.24).

Dans le § 4, ces résultats sont appliqués a Pintersection de deux £-sous-groupes
paraboliques P, P’. On montre en outre notamment que : la fibration de G par P
posséde des k-sections locales; si P et P’ sont conjugués sur une extension K de %, ils

() A certaines périodes durant 1’élaboration de ce travail, nous avons bénéficié de I’aide financiére de
la N.S.F. : le premier auteur 4 I’Université de Chicago et 4 Paris (contract GP-2403), le second auteur a I'Institute
for Advanced Study (contract GP-779) et a I’Université de Chicago (contract GP-574).
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56 ARMAND BOREL ET JAGQUES TITS

sont conjugués sur k; si P et P’ sont minimaux, ils sont conjugués sur £ (4.13). On
établit également la conjugaison sur £ des tores déployés sur £ maximaux (4.21) et
on relie ces sous-groupes aux £k-sous-groupes paraboliques minimaux (4.16). Les
démonstrations font jouer un réle important a la'notion de sous-groupes paraboliques P, P’
opposés (PR, (P')=P'nR, (P)={e}, cf. 4.8, 4.10).

Soit S un tore déployé sur £ maximal. Par définition, le groupe de Weyl ,W(G)
de G relatif a £ est le quotient A7(S)/Z(S) du normalisateur de S par le centralisateur
de S, et les k-racines de G par rapport a S sont les caractéres non triviaux de S dans la
représentation adjointe de G. On montre (5.3) que ;W(G), vu comme groupe d’auto-
morphismes de X'(S)®,R, (ot X'(S) est le groupe des caractéres rationnels de S),
muni d’un produit scalaire convenable ( , ), est le groupe engendré par les symétries par
rapport aux hyperplans orthogonaux aux k-racines, et (5.8) que ’ensemble ,®(G) de ces
derniéres est un « systéme de racines » (i.e., outre 'invariance par le groupe de Weyl,
vérifie la condition 2(a, ) (b, b)"'€Z (a, be,®(G))). De plus,on a A (S)=A"(S),. Z(S)
et les doubles classes de Gy, suivant P, (P un k-sous-groupe parabolique minimal) corres-
pondent biunivoquement aux éléments de ;W (G), « décomposition de Bruhat », (5.15).

Le § 6 met en relations les racines et groupes de Weyl relatifs a £ et & une extension K
de £, les sous-groupes paraboliques sur K et sur £, et les décompositions de Bruhat de G
et G;. On montre aussi que Ggx=R,(P),.Ug.Px ou P est un £-sous-groupe parabolique
minimal et U~ le radical unipotent d’un K-sous-groupe opposé a P (6.25).

L’ensemble @, des éléments de ,®(G) dont le double n’est pas une racine est aussi
un systéme de racines. Dans le § 7, on construit un k-sous-groupe déployé de G dont S
et @, sont respectivement un tore maximal et le syst¢eme de racines.

Dans le § 10 on montre (10.2) que dans un groupe algébrique quelconque G,
la classe de conjugaison d’un élément semi-simple est fermée (et réciproquement si G
est semi-simple) et que le centralisateur d’un £-tore, £ étant un corps de définition pour G,
est aussi défini sur £ (10.5). Dans le § 11, on retrouve des résultats de Grothendieck
et Rosenlicht sur l’existence et la conjugaison sur £ de k-sous-groupes de Cartan de G
lorsque G est résoluble.

Dans les paragraphes restants, on fait des hypotheses restrictives sur le corps de
base £. Le § 8 le suppose parfait et prouve, par un argument de points fixes, la conjugaison
sur k£ des sous-groupes connexes trigonalisables sur £ (i.e. isomorphes sur £ & un groupe
de matrices triangulaires) maximaux (8.2).

Si k£ est localement compact de caractéristique zéro, G, est muni naturellement
d’une structure de groupe topologique. Les §§ 9, 13, 14 sont consacrés a diverses questions
mettant en jeu cette topologie; en particulier : condition nécessaire et suffisante pour
que G,/H, ou (G/H), soit compact (9.3) ou pour que G, soit engendré par un voisinage
compact de I’élément neutre (13.4), structure du groupe des composantes connexes
de G, lorsque k=R et G est irréductible (14.5). Dans le § 14, on fait également le lien
entre le point de vue développé ici et la théorie transcendante (décomposition d’Iwasawa,
groupe de Weyl et racines d’'une « paire symétrique »).
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GROUPES REDUCTIFS 57

Enfin, le § 12 suppose G semi-simple connexe, & de caractéristique zéro, et discute
des questions de rationalité des représentations linéaires ou projectives irréductibles de G
et des propriétés de leurs poids restreints a S. On caractérise, notamment, les poids
dominants des représentations projectives définies sur £ (12.6) et des représentations
linéaires fortement rationnelles sur £, c’est-a-dire qui sont définies sur £, et dont I’espace
de représentation contient une droite définie sur £ stable par un sous-groupe parabolique
de G (12.10).

Les résultats de ce travail ont été en partie annoncés antérieurement [2, 34, 35],
souvent en supposant £ parfait, restriction qui a pu étre levée grace aux résultats de
Grothendieck [11] rappelés en 2.14. Remarquons & ce propos qu’un certain nombre
de complications techniques ou de détours sont dus & la nécessité de montrer que certains
sous-groupes k-fermés sont définis sur £, ou que certaines classes de sous-groupes
contiennent un représentant défini sur £, résultats qui sont évidents ou bien connus si
Pon suppose le corps de base parfait. Sous cette derniére hypothése, une partie des
résultats des §§ 4, 5, 8 est aussi démontrée par Satake [28].

§ o. NOTATIONS ET RAPPELS

o.1. Les corps sont toujours commutatifs. Si £ est un corps, ", &, et £ désignent
respectivement le groupe multiplicatif des éléments non nuls de £, une cloture séparable
de £ et une cloture algébrique de k; si k' est une extension normale séparable de £,

Gal(k'[k) désigne le groupe de Galois de £’ sur £.

0.2. Soient G un groupe, H une partie de G. On notera souvent H le transformé
de H par 'automorphisme intérieur Intg :xr>g.x.g7 ' (g, x€G). L’image d’un sous-
groupe L de G dans le groupe Int G des automorphismes intérieurs de G sera notée IntgL.

N ¢(H) ou A" (H) est le normalisateur de H dans G, et Z;(H) ou Z(H) le centra-
lisateur de H dans G. Le i-iéme groupe dérivé (resp. le i-iéme terme de la série centrale
descendante) de G est noté 2'G (resp. ¢'G), et Pon pose 2°G = r! 2'G, ¢°G= 0 %'G.
On a donc

2'G=(2'7'G, 2"'G), ¢'G=(G,%¢'G) (i>1)

en convenant que G=2°G=%"G, ou (A, B) désigne le groupe engendré par les
commutateurs (a,b)=a.b.a='.b7" (acA, beB), AetBétantdeux parties de G. L’élément
necutre de G sera noté ¢ ou 1. Soient A, (1 <i<m) des sous-ensembles de G. L application
(@) >ay ... a, de A;x...XA, dans G sera appelée lapplication produit.

0.3. Par groupe algébrique sur £, ou défini sur £, ou k-groupe algébrique ('),
on entend dans ce travail un groupe linéaire algébrique défini sur k, au sens de [1],
ou, si 'on tient a éviter le recours au corps universel, un sous-groupe algébrique sur £

(*) Sur ce point, nous nous écartons donc de la terminologie de [1].
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58 ARMAND BOREL ET JACQUES TITS

du groupe GL, des matrices inversibles d’ordre 7, au sens de [3]. Nous laissons au lecteur
le soin de choisir le cadre dans lequel il veut se placer, ou d’envisager les k-groupes
algébriques comme des schémas en groupes affines absolument réduits sur £ [11] §’il
désire étre plus intrinseque.

Soit G un k-groupe algébrique. G° désigne la composante connexe de ¢ dans G.
Elle est aussi définie sur £. Si H est un sous-ensemble fermé de G, défini sur £, alors A" (H)
et Z(H) sont algébriques, £-fermés (i.e. définis sur une extension purement inséparable
de k). On notera A((H)° (resp. Z;(H)°) le normalisateur (resp. centralisateur)
connexe de H dans G.

Pour toute extension K de £, Gy désigne ’ensemble des points de G qui sont
rationnels sur K (et de méme pour une variété algébrique définie sur £). En général,
on identifiera G et Gj. Deux parties M, M’ de G sont conjuguées (resp. conjuguées sur k)
s’il existe geG (resp. geG,) tel que M'=M.

On écrira souvent G,, pour GL,, et G, désignera le groupe additif a une dimension.
GL(») est le groupe des automorphismes d’un espace vectoriel v.

L’algébre de Lie d’un groupe algébrique G, H, L, ... sera notée par la lettre
gothique correspondante g, b, I, ...

0.4. Soient G, G’ des k-groupes algébriques. Un morphisme f:G—G' de groupes
algébrigues est un morphisme des variétés sous-jacentes qui est un homomorphisme de
groupes. On omettra souvent « de groupes algébriques » lorsque cela ne prétera pas a
confusion, et on dira k-morphisme si f est défini sur £.

On dira que G opére morphiquement sur la k-variété algébrique V s’il opére sur V
par Pintermédiaire d’un morphisme ¢ : GXV—V, et qu’il opére k-morphiquement
si ¢ est défini sur £. Si V est un k-groupe, il sera entendu que G opére comme groupe
d’automorphismes.

On note Ad g I'image de geG par la représentation adjointe G—GL(g). Clest
donc la différentielle en ¢ de Int g.

0.5. Soit G un groupe algébrique. Un caractére, ou caractére rationnel, de G est
un morphisme de G dans G,,. L’ensemble des caractéres, muni de la loi de composition
définie par le produit des valeurs, est un groupe commutatif de type fini [23, § 1], libre
si G est connexe, noté X'(G), et dont ’ensemble des éléments définis sur £ est noté X*(G),.
Pour les caractéres, on utilisera fréquemment la notation exponentielle, en désignant
par g°la valeur en g d’un caractére a; la loi de composition dans X"(G) sera alors notée
additivement.

Un groupe multiplicatif @ un parameétre de G est un morphisme G, —G. Si G est
commutatif, ’ensemble des groupes multiplicatifs 2 un parametre, muni de la loi de
composition définie par le produit des valeurs, est un groupe commutatif libre de type
fini, noté X (G), dont I’ensemble des éléments définis sur £ est noté X (G),.

Un morphisme f:G—>G’ de groupes algébriques induit canoniquement des
morphismes f*: X'(G') - X(G) et f : X (G) > X (G').
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0.6. Un groupe algébrique G est le produit direct des sous-groupes invariants
Gy, ..., G, fermés si Iapplication produit G;X...XG,—G est un isomorphisme de
groupes algébriques; G est produit presque direct des G; si cette application est une
isogénie (i.e. surjective et de noyau fini).

G est le produit semi-direct du sous-groupe fermé H et du sous-groupe fermé
distingué N si P'application produit induit un isomorphisme de variétés algébriques de
HXN sur G. Il faut et il suffit pour cela que : (i) G soit le produit semi-direct de H
et N en tant que groupe abstrait; (ii) les algebres de Lie de H et N soient linéairement
indépendantes. Rappelons que, en caractéristique non nulle, (ii) ne résulte pas de (i),
méme si G est commutatif.

0.7. Un k-groupe algébrique G est semi-simple (resp. réductif) si le radical
R(G® (resp. radical unipotent R, (G%) de G° est réduit & 'élément neutre. Rappelons
que le radical R(H) (resp. radical unipotent R, (H)) d’un k-groupe algébrique connexe H
est le plus grand sous-groupe distingué fermé résoluble (resp. unipotent) connexe de H; il
est k-fermé.

Un £-groupe algébrique connexe est simple (resp. presque simple) si tout sous-groupe
invariant fermé propre est réduit a {¢} (vesp. fini), k-simple (resp. presque k-simple) si cette
condition est vérifiée par les -sous-groupes invariants fermés. Un groupe =+ {e} est semi-
simple si et seulement s’il est produit presque direct de groupes presque simples non
commutatifs [10, exp. 17, prop. 1, 2]. En particulier, si G est semi-simple, il est égal a
son groupe des commutateurs.

0.8. Soit G un k-groupe algébrique. On appellera sous-groupe de Levi de G tout
sous-groupe fermé réductif H tel que G soit le produit semi-direct de H et de son radical
unipotent U=R,(G), et décomposition de Levi une telle présentation de G (). Si £k est
de caractéristique zéro, G posséde toujours un k-sous-groupe de Levi H, et tout k-sous-
groupe réductif de G est conjugué 2 un sous-groupe de H par un élément de U, (voir [20]
et aussi [5, prop. 5.1]). Par contre, si £ est de caractéristique non nulle, G ne posséde
pas nécessairement de sous-groupe de Levi, d’aprés Chevalley (non publié), deux sous-
groupes de Levi ne sont pas nécessairement conjugués (3.15), et si L est un sous-groupe
réductif tel que G soit ensemblistement le produit semi-direct de L et U, les algébres
de Lie de L et U ne sont pas nécessairement transverses (3.15).

0.9. Suivant I'usage, Z, N, N*, Q, R, C désignent respectivement les entiers,
les entiers >o, les entiers >o, les nombres rationnels, les nombres réels et les nombres
complexes.

Dans toute la suite de ce travail, G désigne un groupe algébrique, k un corps de définition
de G, et p la caractéristique de k.

.( 1) Ceci pour abréger, et bien que cette terminologie ne soit pas en complet accord avec celle qui est usuelle en
théorie des algebres de Lie, ol une sous-algébre de Levi est une sous-algébre semi-simple, supplémentaire du radical.
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60 ARMAND BOREL ET JACQUES TITS

I. GROUPES REDUCTIFS
§ 1. TORES

1.1. Un groupe algébrique T est un tore s’il est connexe et vérifie les conditions
équivalentes suivantes : (i) T est formé d’éléments semi-simples; (ii) T est diagonalisable;
(iii) T est isomorphe au produit de z copies de G,, (n=dim T).

Un tore est anisotrope sur le corps K, ou K-anisotrope, s’il est défini sur K et si
X (T)g=1. Il est décomposé ou déployé sur K s’il est défini sur K et K-isomorphe & un
produit de groupes G,,. Un K-tore est toujours déployé sur K.

1.2. Soit T un tore. Les groupes X'(T) et X (T) sont alors commutatifs libres,
de rang égal & dim T. Si aeX (T), beX'(T), alors boaeX'(G,), donc boa est dela
forme x{>a? (x€G,,; ¢eZ). En associant ¢ au couple (g, b), on définit sur X (T)x X'(T)
une forme bilinéaire a valeurs entiéres, notée <, >, qui met ces deux groupes en
dualité [10, Exp. 9, § 5]. Si f est un morphisme de T dans un tore 1", alors

<fa,b>=<a, fb>  (acX (T), beX'(T")).

Si f est surjectif, alors £~ est injectif. Comme un sous-tore d’un tore est toujours facteur
direct [1, 7.4, 7.5], une suite exacte de morphismes

f
I >T'5T5T 51

donne lieu a des suites exactes

1> X (T B X (T) 3 X (T) 1

1> XNT) S xS x>

Si ¢ est une partie de X*(T), alors T, dénotera la composante neutre de l’inter-
P > o P
section des noyaux des caracteres aey.

1.3. Proposition. — Soit T un k-tore. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :
a) L’image de T par tout k-morphisme T—GL, (m=1,2, ...) est diagonalisable sur k.
b) T est diagonalisable sur k.

c) T est déployé sur k.

d) On a X' (T)=X(T),.

e) Ona X (T)=X (T),.

Il est clair que a)=-54). Pour b)=¢), voir [1, Prop. 7.4]. Les caractéres de G,
étant de la forme x>x? (geZ), il est clair que ¢) =d), ¢). Si f est un morphisme de T
dans GL,,, les valeurs propres de f(¢) (t€T) définissent des caractéres de T, donc d) =a)
résulte de la Prop. 5 de [23]. Enfin, si ¢) est vraie, T est I'image de (G,)" (n=dim T)
par un k-morphisme, donc ¢) =-a) en vertu de I’équivalence, déja établie, des quatre
premiéres conditions, appliquée a (G,)".
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GROUPES REDUCTIFS 61

1.4. La proposition 1.3 implique que l'image d’un tore déployé sur £ par un
k-morphisme est un tore déployé sur £, et qu’un k-tore T posséde un unique plus grand
sous-tore déployé sur £, le groupe engendré par les images des k-sous-groupes a un
paramétre, qui sera noté T,. L’intersection des noyaux des éléments de X'(T), sera
désignée par T,. On verra ci-dessous que T, est le plus grand sous-tore £-anisotrope de T
et que ce dernier est produit presque direct de T, et T,.

1.5. Proposition. — Soit T un k-tore. Alors il existe une extension galoisienne de degré
fini de k sur laquelle 'T se décompose.

Cette proposition est connue [21, Prop. 1.2.1]. Pour la commodité du lecteur,
nous en indiquons une démonstration, communiquée par J. Tate.

Comme X'(T) est de type fini, il suffit, vu 1.3, de faire voir que tout élément
aeX'(T) est défini sur £. Or T est diagonalisable sur k, donc a est en tout cas défini
sur k. Remplagant & par £,, on voit qu’il suffit de prouver que si @ est défini sur une
extension purement inséparable de £, alors il est défini sur £.

Il n’y a rien a démontrer si p=o0. Sinon, soit ¢=p° (s€Z, s>0) une puissance
de p assez grande pour que a soit défini sur k4. On a a(#?)=a%(¢)ek(¢), donc

a(t7) Ck(t) nkMa(z9) (teT).

Mais si ¢ est générique sur £, le corps k() est linéairement disjoint de %k, donc
k() nk"(t) = k(17), et a(t?) Ck(t%). L’élément # est aussi générique sur k, puisque x >x?
est un morphisme bijectif de T sur lui-méme; 'inclusion a(#?) C£(#?) montre alors que a
est défini sur £.

1.6. Corollaire. — Tout sous-groupe fermé de T est défini sur k,, et est défini sur k s1 T
est déployé sur k. Tout morphisme f:T—T' de T dans un k-tore est un k-morphisme, et un
k-morphisme si T et T’ sont déployés sur k.

La premiére assertion résulte du fait que T est diagonalisable sur £, (resp. sur £) et
que tout sous-groupe fermé d’un tore diagonal est défini sur le corps premier [1, Prop. 7.4].
La deuxiéme est conséquence de la premiére, appliquée au graphe de f dans T XxT".

1.7. Le groupe de Galois I'=Gal(k,/k) opére de fagon naturelle sur X'(T)
et X (T). On écrira souvent Yu pour le transformé par yel' d’un élément u de XN(T)
ou X (T). On a en particulier '

Yu(t)=y(u(y~1(2))), (ueX'(T), teTy),
<Yu, v>=<u, Yo>, (ueX (T), 2eX'(T)).

X*(T), (resp. X (T),) est Pensemble des points fixes de I' dans X'(T) (resp. X (T)).
C’est donc un facteur direct, ce qui montre que le groupe T, introduit en 1.4 est bien
connexe. Une partie de X*(T) sera dite définie sur k si elle est invariante par I

Les opérations de I' sur X(T) et X (T) sont continues (ce qui, ici, équivaut au
fait que les orbites de I' sont finies). Comme X'(T) et X (T) sont de type fini, il existe
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62 ARMAND BOREL ET JACQUES TITS

dans I" un sous-groupe ouvert distingué I'" d’indice fini agissant trivialement sur ces
groupes. Alors K= (k)T est une extension galoisienne finie de k sur laquelle T se
décompose. L’action considérée est donc en fait celle d’'un groupe fini I'/IV=Gal(K/k).

1.8. Proposition. — Soient T un k-tore et S un k-sous-tore. Alors X'(T), et X (T), sont
de méme rang. Il existe un k-sous-tore S’ de T tel que T soit produit presque direct de S et S'.

St S=T,, alors S’ est unique, égal a T,, et T, est k-anisotrope. Si f est un k-morphisme de T
dans un k-tore T, alors f(T,)CT;, f(T, CT..
Pour la démonstration, voir [4, §§ 8, 13].

1.9. Corollaire. — a) Sovent T, T deux k-tores isogénes sur k. Alors T est déployé sur k
st et seulement st T’ Dest.

b) Soit 1—->T'—>T—>T"—>1 une suite exacte de k-tores et k-morphismes. Alors T est
déployé sur k si et seulement si 'T' et 'T"' le sont.

a) L’hypotheése signifie qu’il existe un &-tore T’ et des £-isogénies de T sur T et T".
Il suffit donc de démontrer a) lorsqu’il existe une £-isogénie f:T—T'. Dans ce cas,
f* applique injectivement X'(T') (resp. X'(T'),) sur un sous-groupe d’indice fini
de X*(T) (resp. X'(T),). Comme X*(T), et X*(T’), sont facteurs directs dans X'(T)
et X*(T’) d’apres 1.7, il est alors clair que les égalités X*(T),=X'(T) et X(T")=X"(T"),
sont équivalentes, et a) résulte de 1.3.

b) Si T est déployé sur £, les sous-tores et tores quotients de T le sont aussi (1.4,
1.6), donc T’ et T" sont déployés sur k. Réciproquement, si T"’ est déployé sur £,
alors T,CT’ vu 1.8; side plus T" est déployé sur £, alors T,={e} et T=T, d’aprés1.8.

1.10. Proposition. — Supposons k infint, et G connexe et soit T un k-tore opérant k-morphi-
quement sur G. Alors il existe un élément te'l, dont ensemble des points fixes dans G est égal a
celui de T. En particulier, st 'T est contenu dans G et opére sur lui par automorphismes intérieurs,
Zo(t) = Ze(T).

Quitte a remplacer G par son produit semi-direct avec T (relatif & ’action donnée
de T sur G) on peut supposer que TCG, et que T opére sur G par automorphismes
intérieurs. Alors, Pensemble V des ¢€T tels que Z,(¢)+ Z4(T) est contenu dans la
réunion des noyaux d’un nombre fini de caractéres non triviaux de T [1, Prop. 7.10]; C’est
donc un sous-ensemble algébrique propre, et il suffit de savoir que T, est Zariski-dense
dans T, ce qui résulte du fait que T est unirationnel sur £ [23, Prop. 10].

§ 2. GROUPES DEPLOYES

2.1, Systémes de racines. — Soient M un module libre de type fini, N un sous-module
facteur direct, ® un sous-ensemble fini de M et P le sous-module engendré par ®. On dira
que @ est un systéme de racines dans (M, N) si ® est un syst¢tme de racines au sens
usuel [6, § 7] dans P®Q, si M®Q est somme directe de PR®Q et N®Q, et sile
groupe de Weyl W(®) de @ est la restriction d’un groupe d’automorphismes de M®Q,
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laissant M stable et opérant trivialement sur N(*). Munissons M®R d’un produit
scalaire ( , ) positif non dégénéré et admissible, c’est-a-dire invariant par W(®). Si @
est un systéme de racines dans (M, N), alors : 0¢®, ®=—®, ® est invariant par W(®),
les nombres 2(a, b). (b, b))~ ' =mn,, sont entiers (a, be®), et W(®) est engendré par les
symétries 7, par rapport aux hyperplans orthogonaux aux racines, hyperplans qui
contiennent N®R. En particulier, N®R et P®R sont nécessairement orthogonaux.

Une partie de @ est connexe si elle n’est pas réunion disjointe de deux parties non
vides orthogonales I'une a l’autre.

Rappelons que si a=2A.b (a, be®, xeR) alors A==+1,+(1/2),£2 [6, §7, n° 3,
prop. 8]. Le systeme @ est dit réduit si aucune racine n’est le double d’une autre racine.
Une racine a est indivisible (resp. non multipliable) si (1/2)a¢g® (resp. 2a¢®).

Les chambres de Weyl (composantes connexes du complémentaire de la réunion des
hyperplans orthogonaux aux racines) sont ici les produits par N®R des chambres
de Weyl dans P®R. Elles sont permutées de manié¢re simplement transitive par W(®).
Chacune détermine un ensemble ®* de racines positives. On note ®~ (resp. A) ’ensemble
des racines négatives (resp. simples). Rappelons qu’une racine est simple si elle est
positive et non somme de deux racines positives, et que toute racine est de fagon unique
combinaison linéaire de racines simples a coefficients entiers tous de méme signe. On
a 7,(b)=b—ny,.a (a, be®). Le groupe W(®) est engendré par les réflexions 7, (acA),
appelées réflexions fondamentales.

Le diagramme de @ est la donnée pour tout acA du plus grand entier n, tel que
n,.ac® et pour toute paire a, b de racines simples des entiers 7, , n,,. Il existe un et un seul
élément weW(®) qui applique ®* sur ®~, donc aussi un et un seul automorphisme ¢
de @ vérifiant w(i(a))= —a (ae®). L’automorphisme i est involutif] laisse ®* et A stables,
et est appelé linvolution d’opposition. Deux parties de @t transformées I'une de ’autre
par : sont dites opposées.

La proposition suivante est bien connue. Ne pouvant fournir de référence, nous
en donnons une démonstration pour la commodité du lecteur.

2.2. Proposition. — Supposons G connexe. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :
(1) G est réductif (i.e. R(G) est un tore).
(i1) G est produst presque direct d’un tore et de son groupe dérivé DG, qui est semi-simple.
(iii) G posséde une représentation linéaire de noyau fini complétement réductible.
(i) =(ii1). Le groupe G est produit presque direct de groupes presque simples
Gy, ..., G,. Il suffit donc de prendre une somme directe de représentations irréductibles
non triviales des quotients G/(G, ... G;_;.G, ., ... G)).

(iii) = (i). Soit p : G—>GL(V) une représentation complétement réductible et soit

U=R,(G). L’espace V, des points fixes par U est o0 d’apres le théoréme de Lie-

(1) Cette variante de la définition de [6] est adoptée ici pour pouvoir parler commodément du systéme de
racines d’un groupe réductif non nécessairement semi-simple. Bien entendu, les propriétés générales des systémes
de racines démontrées dans [6] restent valables, et nous nous y référerons sans autre commentaire.
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Kolchin, et est évidemment stable par G. Il existe donc un supplémentaire V; de V,
invariant par G, dans lequel la représentation de G est encore complétement réductible.
En raisonnant par récurrence sur dim V, on voit que U opére trivialement sur V, d’ou
I'implication annoncée.

(i) =(@1i). Soit S=R(G). C’est un tore invariant dans G, donc central. Le
groupe G/S est semi-simple, donc égal a son groupe des commutateurs, ce qui entraine
que G=S5.9G. Il reste a faire voir que SNnZG est fini, ce qui résulte du lemme
suivant :

Lemme. — Sotent H un groupe algébrique connexe, et S un tore central de H. Alors SnZH
est fint.

Identifions H & un groupe d’automorphismes d’un espace vectoriel V. Ce dernier
est somme directe de sous-espaces V; stables par G et sur lesquels S agit par homothéties.
Le lemme résulte alors du fait que tout morphisme H->GL,, applique ZH dans SL,,.

2.3. Groupes réductifs. — Nous rappelons ici quelques propriétés fondamentales des
groupes réductifs. La référence générale pour ces résultats est [10].

Soient G réductif connexe, T un tore maximal de G, et Z le centre connexe de G.
Le groupe G est donc produit presque direct de Z et de 2G; par conséquent, G est
le plus grand sous-groupe semi-simple de G et contient tout sous-groupe unipotent de G.
L’ensemble des racines de G par rapport a T, i.e. des caractéres non triviaux de T dans
la représentation adjointe de G, est noté ®(T, G) ou simplement ®(G), ou @, si cela ne
préte pas a confusion. On note U, le groupe radiciel & un parameétre associé¢ a be®.
Il est caractérisé par l’existence d’un isomorphisme 0, : G,—~U, tel que :

£.0,(x).t71=10,(¢".x) (.eT, x€U,).

Soient T, la composante neutre de ker b, Z,=%,(T,) et Z,=2Z,. On sait que Z,
est connexe, réductif, de centre connexe T, que Z; est presque simple, de dimension trois,
engendré par U, et U_,, et que H,=Z,nT est un tore maximal de Z;. On notera aussi H,
le groupe multiplicatif 2 un paramétre de T dont I'image est Z;nT, et tel que
<H,, b>=2.

Soit W=W(G)=A(T)/Z(T). C’est un groupe fini, qui opére fidelement
sur X*(T) et X (T). L’ensemble des H, (be®) (resp. Pensemble @) est un systtme de
racines dans (X (T), X (Z)) (resp. (X(T), N), ou N est 'ensemble des caractéres nuls
sur (Ta2G)?), de groupe de Weyl W. La réflexion r, provient d’un élément de Z;.
Elle applique U, sur U_,, H, sur H_, et opére trivialement sur T,.

Fixons un ordre sur ®; soient U=U" (resp. U™) le sous-groupe engendré par
les U, (ae®") (resp. ac®™), et B=B*=T.U, B-=T.U". Le groupe U est unipotent.

Pour tout ordre sur @+, ’application produit de HUa (ae®™) dans U est un isomorphisme
de variétés algébriques. Le sous-groupe B est fermé résoluble connexe maximal,
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ou encore, est un sous-groupe de Borel de G (1); il est égal a son normalisateur
et au normalisateur de U, son groupe dérivé est U et tout sous-groupe de Borel lui est
conjugué. De méme pour B~ et U™, Les sous-groupes de Borel de G contenant T
correspondent biunivoquement aux ensembles d’éléments positifs pour les différents
ordres possibles sur @, et sont permutés de maniére simplement transitive par W(G).
L’application produit induit un isomorphisme de variétés de U™ X B sur un ouvert de G.
Le groupe G est engendré par (Z(G))° et les groupes U,, U_, (acA). Tout sous-groupe
de U normalisé par T est fermé, connexe, et produit semi-direct multiple des groupes U,
qu’il contient [10, Exp. 13, th. 1 d].

Remarque. — Soient H un groupe algébrique connexe et S un tore maximal de H.
Alors il existe deux sous-groupes unipotents connexes fermés U, U’ normalisés par S tels
que H soit engendré par S et U, U’, et que tout sous-groupe unipotent connexe de H fasse
partie du sous-groupe engendré par U et U’. En effet, cela est vrai si H est réductif
d’aprés ce qui précede, et on se ramene tout de suite a ce cas en considérant le
quotient H/R,(H), qui est réductif, et en remarquant que I'image de S dans H/R (H)
en est un tore maximal.

I1 s’ensuit en particulier que tout sous-groupe H connexe fermé de G normalisé
par T est engendré par (TnH)® et les sous-groupes U, qu’il contient, et est réductif
si et seulement si U,CH entraine U_,CH quel que soit ae®. Par exemple, le centra-
lisateur d’une partie d’un tore de G est réductif.

2.4. Décomposition de Bruhat. — Pour tout élément weW(G), choisissons un
représentant n, dans A7(T). Soit d’autre part U, (resp. U,’) le sous-groupe de U
engendré par les U, (ae®™, w™'(a)e®™) (resp. a, w™'(a)e®™). Alors I'application
produit définit un isomorphisme de variétés de U, x U, sur U et de U, xn,xB sur
B.n, B=U.n,.B=U,.n,.B. Le groupe G est réunion disjointe des doubles classes
B.n,.B (weW(G)). Deux doublesclasses U.n.U et U.n".U (n, n’'eA#"(T)) nesont égales
que si n=n" (%).

Cela implique en particulier que si B est un sous-groupe de Borel de G, alors B'nB
contient un tore maximal de G. En effet, puisque G=B.A4(T).B on peut trouver xeB
et ne A (T) tels que “B'="B, d’ou

*(B'nB)="B'nB="BnBOT,

et BnBox 1. T.x

La classe latérale n,.T de T dans A4°(T) ne dépend évidemment que de w.
Dans la suite on conviendra souvent de la désigner par w.T. Plus généralement, si A
est une partie de A4"(T), Pensemble A.T ne dépend que de 'image C de A dans W et

(1) L’un des auteurs insistant pour que ’on adopte cette terminologie, aujourd’hui généralement admise,
Pautre auteur s’y résigne.

(?) En fait, cette derniére propriété ne semble pas figurer explicitement dans [10]. Elle se démontre & partir
des précédentes exactement comme ’assertion correspondante dans 5.15, dont elle est du reste un cas particulier.
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sera souvent noté G.T. De méme, si F est une partie de G normalisée par T, ’ensemble

"F sera aussi noté “F.

2.5. Proposition. — On conserve les notations précédentes. Soient a, be®(G), non propor-
tionnelles. Soit U, ;) le sous-groupe de G engendré les groupes U,, ok ¢ parcourt I'ensemble (a, b)
des racines de la forme i.a+j.b (i,j>0). Alors U, , est unipotent, ne contient aucun autre groupe
radiciel a un paramétre, et Uon a (U, U,)CU, ;.

Cette proposition résulte de faits établis dans [g, 10], et nous nous bornons a en
esquisser la démonstration. On peut tout d’abord fixer un ordre sur @ tel que a, be®*
[9, lemme 1]. Supposons a<b. Il résulte de [10, Exp. 17, Cor. au Th. 1] que U,, U,
normalisent U, , et que si 'on range les U, (¢e(q, b)) par ordre croissant, ’application

produit de U, xU,Xx yb)Uc dans U est un isomorphisme de variétés de ce produit
cE(a,

sur le groupe engendré par U,, U, et U, ;. De plus, le lemme 1 de [10, Exp. 17]
montre que si xeU, et yeU,,

x.yeUa.Ub.U(a,b),

et que les images des composantes de x.y dans U, et U, par 6;! et 6, ! sont de la forme
¢,.0,1(x) et ¢,.0,'(») ou ¢, c, sont des constantes. Faisant y=1 ou x=1, on voit
que ¢,=¢,=1, dol

x.ye.y.x.U(a’b),

ce qui termine la démonstration.

Remarque. — On trouvera dans [9, p. 27] une formule beaucoup plus précise,
établie en caractéristique zéro, mais valable en général vu les théorémes de classification
de [10]. Si G est presque simple, cette formule montre que (U,, U,) peut étre un
sous-groupe propre de U, ; seulement dans les cas suivants :

p=2,G=8B,C,, G, F; p=3, G=G,.
Pour la commodité des références, nous insérons ici un lemme élémentaire connu.

2.6. Lemme. — Supposons G connexe et soit B un k-sous-groupe fermé de G, tel que la
Sfibration de G par B admette une section locale définie sur k. Si k est fini ou G, Lariski dense dans G,
alors la projection canonique G,—(G[B), est surjective.

(Rappelons qu’une section locale sur £ de la fibration d’un £-groupe algébrique H
par un £-sous-groupe B est un A-morphisme ¢ d’un ouvert V défini sur £ de H/B dans H
tel que mooc=1, ou = : H—>H/B désigne la projection canonique. L’application produit
définit alors un £-isomorphisme de o(V)XB sur un ouvert de H. En particulier B et V
sont irréductibles si H Dest.)

Si G, est Zariski dense dans G, les translatés du domaine de définition V d’une
section locale sur £ par les éléments de G, forment un recouvrement de G/B, d’ou la
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surjectivité de G,—(G/B),. Si k est fini, cette derniére résulte de [16], puisque B est
connexe.

2.7%7. Groupes résolubles déployés. — Un k-groupe algébrique résoluble H est dit
déployé sur k ou k-déployé ou k-résoluble s’il est connexe et posséde une suite de composition
H=H,>H,>...0H,={e¢} formée de k-sous-groupes connexes dont les quotients successifs
sont k-isomorphes a G, ou G,, (c’est le « k-solvable » de [26]). Un k-groupe résoluble
connexe est toujours déployé sur k. Pour un tore, cette notion coincide bien avec celle
introduite en 1.1, vu 1.9 4). Toute extension sur £ d’un groupe £-résoluble par un groupe
k-résoluble est k-résoluble. Toute image d’un groupe k-résoluble par un A-morphisme
est k-résoluble [23, Prop. 6]. Rappelons encore deux propriétés fondamentales d’un
groupe k-résoluble G :

(1) Si G opére k-morphiquement sur une variété compléte V et si V,=+g, alors V,
contient un point fixe par G [23, p. 35].

(i1) Tout k-espace homogeéne de G posséde un point rationnel sur £ [22, p. 425].
En particulier, si G est un k-sous-groupe d’un £-groupe algébrique L, alors la projection
L,—~(L/G), est surjective.

2.8. Groupes réductifs déployés. — Supposons G réductif, et soient T, 0,, U, comme
en 2.3. Alors {T,6,} ou, par abus de langage, {T,U,} (ac®) est une donnée de
déploiement sur k si T est déployé sur £ et si les 0, sont définis sur £. Le groupe G est déployé
sur k s’il posseéde une donnée de déploiement sur k; il est toujours déployé sur k. D’apreés
un résultat (non publié) de Cartier (qui ne sera pas utilisé ici), tout tore maximal déployé
sur £ de G fait partie d’une donnée de déploiement (voir aussi [11]). Il s’ensuit en parti-
culier que G est déployé sur £ si et seulement s’il posseéde un sous-groupe de Borel
déployé sur k. On pourrait donc prendre cette derniére condition comme définition de
la notion de groupe algébrique déployé sur k. Cependant, nous n’en aurons pas besoin
en dehors des cas réductif et résoluble.

Dans les lemmes 2.9, 2.10, et 2.11, le groupe G est réductif, déployé sur £, et les
notations de 2.3 se rapportent a une donnée de déploiement sur £.

2.9. Lemme. — Soit V un sous-groupe de U normalisé par 'T. Soient t€'T, et veV tels
que v.t.v"'eB,. Alors v.t.v™" est conjugué a t par un élément de V,.

Soient ay, ..., a, les racines positives telles que U, CV rangées par ordre
croissant, et V; le sous-groupe engendré par les groupes Uaj (1<i<j<m). Le théoréme 1 d)
de [10, Exp. 13] montre que Iapplication produit est un k-isomorphisme de variétés
du produit des Ua,, (j=1) sur V; et, joint & 2.5, prouve que V; est distingué dans V
et est le produit semi-direct de Uai avec V; ., (i=1,...,m; on pose V,, ., ={e}).

La démonstration procéde par récurrence descendante sur le plus grand entier
r<m+1 tel que veV,, notre assertion étant évidente si r=m 1. Posons

V="0,.0"=0".0, (@, v"eVy 152,60, ),
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1 rr—1

et soit x=6;r1(v,.)eGa. Si t% =1, alors ¢ centralise v,, donc v.t.07 =0v".t.v et 'on

peut appliquer I’hypothése de récurrence. Soit donc t*=¢"'4+1. On a
-1 -1
t7ho.t.077eb, ((c—1).4). Vg,

d’ou (c—1).x€k, donc xek, et v,eU,. Par conséquent,

vt Tt =0 (v.t.07Y) . 0,eG,.

En vertu de ’hypothése d’induction ¢ et o'.¢.2""!

de Vi; il en est alors de méme pour ¢ et v.t.07 ' =v,.(v'.t.0' ") .

sont conjugués par un élément
—1

;o
Les deux lemmes suivants sont des cas particuliers de propositions qui seront établies
ultérieurement (no% 4.21, 5.15, 11.4).

2.10. Lemme. — Soient V comme en 2.9 e¢ C=T.V. Tout tore S défini sur k de C
(resp. déployé sur k de G) est conjugué par un élément de G, (resp. G;) @ un sous-tore de 'T.

Le tore S admet un point fixe dans (G/B), d’aprés 2.7 (i). Vu 2.3, 2.6, S est donc
conjugué sur £ a un sous-tore de B, et il suffit de démontrer I’assertion relative a C.
Supposons £ infini. Il existe alors seS, tel que Zy(s)= Z(S) (1.10). On a la décompo-
sition s=t.v (¢€T, veV) et, puisque s€C, et que C est produit semi-direct sur £ de T
et V, on a aussi ¢, veC,. Les éléments ¢ et s sont conjugués dans Vj [1, § 12] donc (2.9)
aussi dans V,, et 'on peut se ramener au cas ol s=t¢; mais alors Z(S)=Z(s)2T,
donc SCT. Soit maintenant £ fini. Le centralisateur de S est défini sur £, donc [23,
footnote p. 45] contient un tore maximal T’ défini sur £. Comme T = Z(T)=4"y(T),
I’ensemble des éléments veV tels que ».T.»7'=T" est un espace homogéne de T,
évidemment défini sur %, et non vide [1, § 12]. Il contient alors un point rationnel sur &

(2.7 (i) ou [16]).

2.1x. Lemme. — Posons N=AN(T). Alors N=N,. T et G,=U,.N,.U,; deux
doubles classes U,.n.U,, U,.n'. U, correspondant & des éléments distincts n, n' de N, sont
distinctes.

Ce lemme est connu lorsque £ est algébriquement clos (2.4). Il suffit donc de
démontrer les deux premieres égalités.

Soit neN. Le groupe "B contient T, donc (2.3) est déployé sur £ et (2.7
posséde un point fixe dans (G/B),. Vu 2.6, 2.10, il existe alors geG, tel que "B=B
et 'T=T, dou geN, et g.neBnN=T.

Soit geG. D’aprés le lemme sur £, il existe neN tel que geU.n.U. Soient w
I'image de n dans W(G), »’ un représentant de w dans N, et V (resp. V') le produit
des groupes U, ot ae®*, w(a)>o, (resp. w(a)<o), prisdans un ordre quelconque et soit
Y="V'cU". On a

" eU. T Un'=U.T.2".V.V'. " 1=U.T.Y,
g
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d’ou, vu 2.3, et Iégalité n.V'.n"l=n". V.07

g.n" 'e(U.T.Y),=1U,.T,.Y,,
geU,. . T,.n".U,CcU,.N,..U,.

2.12. Lemme. — Sotent G, G’ deux groupes réductifs connexes isomorphes, T, 'T" des tores
maximaux respectifs de G et G', o un isomorphisme de T sur T' qui applique ®(G) sur ®(G’).
Soient § un ensemble de racines de G linéairement indépendantes et B, : U, —~U,, (bed, b'='a"1(b))
un isomorphisme. Alors il existe un isomorphisme v de G sur G’ dont les restrictions a T et a U,
sont respectivement o. et B, (bey).

Vu [10, Exp. 24, Cor. 1] on peut, sans nuire a la généralité, identifier G a G’
et supposer que o« est 'identité. Soit KD un corps algébriquement clos de définition
pour G’ et les groupes U,. Un K-isomorphisme de U, sur G, transforme B, en un auto-
morphisme de G,, c’est-a-dire en la multiplication par un élément s5,eK’. Puisque les
éléments de ¢ sont indépendants, il existe teTy tel que #*=s, (bey). Il suffit alors de
prendre y=1Int¢.

2.13. Théoréme. — Deux groupes G, G' réductifs connexes déployés sur k et isomorphes
sont isomorphes sur k.

Soient (T, U,) et (T", U,.) des données de déploiement sur £ de G et G’, et K une
extension algébriquement close de £ sur laquelle G et G’ sont isomorphes. Vu 2.3 et
la conjugaison des tores maximaux, il existe un K-isomorphisme » de G sur G’ qui
applique (T, U,) sur (T, U_.). Fixons dans ®(G) et ®(G’) des ordres qui se correspondent
par "y q. Soient U et U’ (resp. U™ et U’™) les sous-groupes unipotents de G et G’ engendrés
par les groupes U, et U, correspondant aux racines positives (resp. négatives). Pour
toute racine simple ae€A, soient B, :U,—U, un k-isomorphisme (a’'=‘nj;(a)) et u,
un élément différent de 1 de U, ;. D’aprés 2.11, il existe un unique élément n,e4"(T)
tel que #,eU7.n,. U™, et cet élément fait partie de A#7(T),. En appliquant ce méme
lemme et 2.4 au centralisateur Z, de la composante neutre du noyau de a (cf. 2.3),
on voit que I'image de 7, dans W(G) est la réflexion fondamentale 7,; par suite, le sous-
groupe M engendré par les n, est un sous-groupe de A47(T), qui s’applique sur W(G)
par la projection canonique. .

D’aprés 2. 12, il existe un K-isomorphisme y : G—G’ qui prolonge » petles 8, (acA).
On a v(u,)=0p,(%)eU " .y(n,).U'~". Comme B,(u,)eG; par hypothése, 2.11 implique
que y(u,) est aussi rationnel sur £, donc y(M)=M’'CG;. Soit maintenant ce®(G).
Puisque M contient au moins un représentant de chaque élément de W(G), il existe meM
et aeA tels que U,=m.U,.m % La restricion de y a U, est donc égale a
Int y(m).B,.Int m™', donc est définie sur £ puisque B, est et que m, y(m) sont rationnels
sur k. Comme la restriction de o & T est définie sur £ (1.6), il s’ensuit que la restriction
de y a Pouvert U™.T.U est définie sur £, d’ott le théoréme.

Remarque. — Le théoréme 2.13 est un cas trés particulier d’un résultat de
Demazure [11].
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2.14. Théoréme (Grothendieck [11]). — Supposons G connexe. Alors :

a) G possede un tore maximal défini sur k [11, Exp. XIV, Théor. 1.1].

b) St G est réductif, G, se déploie sur une extension séparable de degré fini de k.

c) St G est réductif et k infini, alors G, est Zariski-dense dans G [11, Exp. XIV, 6.5,
6.7].

Lorsque £ est parfait, ¢), pour un groupe non nécessairement réductif, et a) sont
dus a Rosenlicht [23]. Il en est de méme pour a) si G est résoluble [26, Theorem 4]
(voir aussi 11.4).

2.15. Nous indiquons ici quelques conséquences immédiates de 2.14.

a) St G est réductif, son centre est défini sur k.

En effet, Z(G) est A-fermé, contenu dans tout tore maximal de G, donc dans un
tore maximal T défini sur £ vu 2.14 a), et est par conséquent aussi défini sur %, (1.6).

b) Supposons G semi-simple et soit N un k-sous-groupe distingué connexe de G. Alors N
est produit presque direct des k-sous-groupes distingués de G presque simples sur k qu’il contient,
et G est produit presque direct de N et d’un k-sous-groupe distingué connexe N'.

En effet, d’aprés 2.14 b), les sous-groupes presque simples sur £ de G sont définis
sur k,; ils sont donc permutés par le groupe de Galois I' de £,/k, et un sous-groupe
distingué connexe de G est presque simple sur % si et seulement §’il est produit presque
direct de facteurs presque simples sur £ de G formant une orbite de T'.

c) Supposons G semi-simple. Il existe un k-groupe G et une k-isogénie v : Gy —G  déterminés
& un isomorphisme prés par les conditions sutvantes : Gy est produit direct de ses sous-groupes distingués
presque simples sur k et v induit des k-isomorphismes de ceux-ci sur les facteurs presque simples de G.

Les facteurs presque simples de G étant définis sur &, vu 2.14 &), notre assertion
est immédiate sur £,. Que G, et v soient alors définis sur £ résulte immédiatement de
critéres de descente du corps de base [37].

d) Supposons G réductif. Soient S un k-tore de G et A une partie de S,. Alors Z(A)° et Z(S)
sont réductifs, définis sur k et S est contenu dans un tore maximal de G défini sur k (1).

Z(A)® et Z(S) sont k-fermés. Il suffit donc de faire la démonstration lorsque £
est séparablement clos. Vu 2.14 et 2.10 on peut alors supposer que SCT, ou T fait
partie d’une donnée de déploiement de G sur k. Comme Z(S) est connexe [1, prop. 18.4],
il résulte alors de 2.9 que Z(S) et Z'(A)° sont engendrés par T et les groupes U,, ou a
parcourt les racines de G relatives a T égales & 1 sur S et A respectivement. Ils
sont définis sur £, et aussi réductifs (2.3, remarque).

€) Si G posséde une décomposition de Levi sur k (0.8), alors son radical est défini sur k.

Soit G=H.R,(G) une décomposition de Levi sur £ de G, et soit Z le centre

connexe de H. Il est défini sur £ vu a), et est le radical de H, donc R(G)=Z.R (H)
est défini sur £.

(1) Pour une démonstration plus directe d’un résultat plus général, voir 10.3, 10.5.
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§ 3. RACINES ET SOUS-GROUPES NORMALISES
PAR UN TORE MAXIMAL

Dans tout ce paragraphe, G désigne un groupe réductif connexe.

3.0. Soient M un Z-module libre de type fini, ® un ensemble fini d’éléments
non nuls de M, et ¢, » des parties de ®. On dit que { normalise v (dans ®) si quels que
soient m, neN*, a,, ..., a,e} et bey :

(¥) a=a,+a,+ ... +a,+nbe® entraine aew.

Si de plus ¢D % (resp. ¢ =m), on dit que n est un idéal de ¢ (resp. est clos dans @),
L’ensemble ¢ est symétrique si § =—1; convexe §’il contient toute combinaison linéaire a
coefficients rationnels positifs de ses éléments qui fait partie de ®. Une partie convexe
de ® est évidemment close dans .

Rappelons que si @ est un systéme de racines (2.1), la condition (%) équivaut a
cette méme condition od l'on fait m=n=1. Cela résulte aisément du lemme 19

de [6, § 7, n° 6]. Supposons @ symétrique. On posera ¢,={¢n(—1), ¢u=¢nC(—¢).
Ce sont des parties disjointes de ¢ dont ¢ est la réunion. Si ®=—® et si § est clos
dans @, ¢ et ¢, sont clos et ¢, est un idéal de ¢. C’est clair pour ¢,. Si ¢, n’était pas un
idéal on pourrait trouver e N, a;, ..., a, €} et be, telsque a=a,+...+q,+nbed,,
mais alors —b=—a+a+...4+a,+ (n—1) by, dou bey,. Une intersection
d’ensembles clos dans @ est close dans @, ce qui permet de parler du plus petit ensemble
clos dans @ contenant v, que l'on appellera la cléture de v dans O.

3.1. Proposition. — Soient A un sous-anneau de R et 0>M' >MSM" 0 une suite
exacte de A-modules libres de type fini. Alors :

(1) 1l existe sur M un et un seul ordre total compatible avec un ordre total donné sur M’
et induisant un ordre total donné sur M'.

(i) Etant donné un ensemble fini ® d’éléments de M dont toutes les combinaisons A-linéaires
a coegfficients >o sont o0, il existe un ordre total sur M par rapport auquel les éléments de ©
sont >o0.

(i) On pose a>b si, soit w(a)>=(b), soit w(a)=m(b) et a—b>o0 pour Pordre
donné sur M.

(i1) Quitte a remplacer A par son corps des fractions, on peut supposer que A
est un corps. On proceéde par récurrence sur la dimension de M. On peut se borner au cas
ou aucun élément de ® n’est combinaison linéaire a coefficients >0 d’autres éléments
de ®. Soient M’ le sous-espace engendré par un élément ac® et = la projection de M
sur M”"=M/M'. Soit @ I’ensemble des éléments non nuls de =(®). Vu les hypothéses
sur @, il vérifie aussi la condition imposée a ® dans (ii), d’ou ’existence d’un ordre total
sur M"’ tel que @’ soit formé d’éléments positifs. On prend alors sur M ’ordre compatible
avec 'ordre construit sur M’ et pour lequel a>o.
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3.2. Racines par rapport a un tore. — Soit S un tore opérant morphiquement sur G.
Les poids de S dans G sont les caractéres intervenant dans la représentation induite de S
dans g. Si S est un sous-tore de G, opérant par automorphismes intérieurs, les racines
de G relativement a S sont les poids non nuls de S dans G. Leur ensemble est noté @ (S, G),
ou simplement ®. Si S’ est un sous-tore de S, alors ®(S’, G) est ’ensemble des éléments
non nuls de 'image de ®(S, G) par restriction. Si S est un sous-tore de G, et H un sous-
groupe fermé de G normalisé par S, les poids de S dans H sont les poids associés a I’action
de S par automorphismes intérieurs. Les poids non nuls de S dans H sont donc les
racines de G, relatives a S, dont l’espace propre a une intersection non nulle
avec b.

St S est un tore maximal, les poids non nuls de S dans H sont aussi les racines ac®(S, G)
telles que U,CH. En effet, si U,CH, l’algébre de Lie u, de U, fait partie de P’algébre
de Lie § de H, donc a est un poids non nul de S dans H. La réciproque résulte
de 2.3.

Dans le lemme suivant, qui généralise la Proposition 1, p. 13-02 de [10], on se
place dans la catégorie des groupes a opérateurs avec domaine d’opérateurs P fixé. En
particulier, tous les sous-groupes considérés sont stables par P, et les homomorphismes
commutent & P. Rappelons que I'on appelle sous-quotient d’un groupe, toute image
homomorphe d’un sous-groupe de celui-ci.

3.3. Lemme. — Soit H un groupe nilpotent (a opérateurs); sotent H,, ..., H, des
sous-groupes de H sans sous-quotients isomorphes. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) Pour tout sous-groupe ACH, DPapplication produit est une bijection de
(AnH,)X...xX(AnH,) sur A.

(i1) H posséde une suite de composition & quotients commutatifs dont chaque terme est engendré
par ses intersections avec les groupes H;.

(iii) H posséde une suite de composition H=LyDL,D>...OL,={e} apant la propriéié :
a) pour tout 1<n, il existe j(i)<m tel que L, =1L, (L,_;nH,).

(iv) H posséde une suite distinguée (L,) centrale (i.e. H/L,_, est dans le centre de HJL,
pour i=1, ...,n) ayant la propriété a).

Avant de passer 4 la démonstration remarquons tout d’abord que :

b) Toute suite de composition (L;) & quotients commutatifs, dont les termes sont
engendrés par leurs intersections avec les H;, possede un raffinement vérifiant a).

Pour obtenir un tel raffinement, il suffit en effet d’intercaler entre L, _; et L,
les sous-groupes L,.(L,_;nH,)...(L;_;nH)) (j=1,2,...,m—1). (Ce sont bien des
sous-groupes invariants dans L, _; puisque L, ;/L, est commutatif, et ils vérifient a)
puisque, vu I’hypothése, L, ,/L; est le produit des images canoniques des groupes
L,_,nH,)).

(iv) =(i). Posons L,_;=L. Si n=1, il n’y a rien & démontrer. Si n=2, on peut
évidemment se borner au cas ot H; et H, sont non triviaux. Alors @) implique que
H=H,xH, et que H,, H, sont commutatifs. Quitte a diviser H par (H;nA)x(HynA),
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on peut supposer que H;nA=H,nA ={e¢}. Mais alors les projections de A sur H, et H,
sont isomorphes, donc réduites a 1’élément neutre.

Dans le cas général, on procéde par induction sur z. En appliquant I’hypothése
de récurrence a I'image de A dans H/L par la projection canonique, on voit que

(1) AC(An(H,.L)).(An(H,.L)). ....(An(H,.L)).

Mais, en vertu de a), L est contenu dans 'un des groupes H;, disons dans H,, et 'on a
H;.L=H;xL ou H;.L=H; suivant que i#+s ou i=s, d’ol encore, compte tenu de
ce qui a déja été démontré :

An(H,.L)C(AnH,).(AnL).
Comme AnLCAnH,, linclusion (1) devient
(2) AC(AnH,).(AnH,).....(AnH,).

Enfin, soit

-Gy oo @u=0by.by..... b, (a,becAnH,; i=1,...,m).
L’hypotheése de récurrence, appliquée a I'image de A dans H/L, donne g;€b;.L,
donc geb;.H, pour tout i, d’odt a;=b; si i+s, et finalement aussi a,=b,.

(i) = (ii) = (iii). Cela résulte du fait que H posséde au moins une suite de compo-
sition & quotients commutatifs, et de ).

(iii)=(iv). On procéde par récurrence sur z, le cas n=1 étant trivial. Vu b)
il suffit de prouver que les termes de la suite centrale ascendante sont engendrés par
leurs intersections avec les groupes H,. Par une récurrence évidente sur la longueur
de cette suite, on voit qu’il suffit de montrer que le centre Z de H est engendré par
les groupes H,nZ.

D’apreésa), il existe s tel que H=L,.H,. Soit B=7Z.H,. L’hypothése de récurrence,
appliquée a L, et aux groupes L,nH,, etlimplication (iv)=-(i) déja établie, montrent
que BnL, est engendré par ses intersections avec les H;. Il en est donc de méme
pour B=H,.(BnL,). Une suite centrale de B constituée par B, H; et une suite centrale
de H,, est alors formée de groupes qui sont engendrés par leurs intersections avec les H;,
donc B vérifie (iv) vu b). Il suit alors de 'implication (iv)=- (i) que tout sous-groupe de B,
en particulier Z, est engendré par ses intersections avec les H,.

Remarques. — 1) les conditions du lemme précédent sont aussi équivalentes a :

(v) Toute suite de composition de G posséde un raffinement vérifiant a).

En effet (v)=(iii) et, compte tenu de b), (i) =(v).

2) Le groupe des transformations affines x1—>a.x-+5 dela droite (sans opérateurs),
et les sous-groupes H; des homothéties et H, des translations donnent un exemple de
groupe non nilpotent et de sous-groupes vérifiant (iii), mais non (i).
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3.4. Proposition. — Soient T un tore maximal de G, H un sous-groupe connexe fermé
normalisé par T, et § Pensemble des racines ac®(T, G) telles que U,CH. Soit H" le groupe
engendré par les U, (acy). Alors :

a) H=H".(TnH)"

b) Si n est une partie close de ® contenue dans { et si H est engendré par les groupes U,
avec acw, alors m=1.

a) Soient B un sous-groupe de Borel de H, S un tore maximal de B et U le plus
grand sous-groupe unipotent de B. Le groupe B fait partie d’un sous-groupe de Borel B’
de T.H et, par conjugaison dans T.H, ce qui laisse H stable, on peut supposer que
SCT [1, Cor. 16.6]. On a d’autre part B’=T.U. Il s’ensuit en particulier que H
et T.H ont les mémes sous-groupes unipotents. D’apres la remarque a 2. 3, le sous-groupe
engendré par les sous-groupes unipotents de T. H est déja engendré par deux sous-groupes
unipotents maximaux normalisés par T. Vu 2.3 ces derniers sont engendrés par les
sous-groupes U, qu’ils contiennent, donc le sous-groupe engendré par les sous-groupes
unipotents de H n’est autre que H". Cela entraine que H".(TnH)° est un sous-groupe
de H qui contient un tore maximal S de H et tous les sous-groupes unipotents de H;
il est donc égal a H (2.3, rem.).

b) Soient n,=nn(—n), n.=nn((—n). Ce sont des parties closes de ® (3.0).
On sait [6, § 7, Prop. 22] que 'on peut fixer un ordre sur @ tel que %,C®*. Soient
nE=nn®* et V* le groupe engendré par les U, (aen*). L’ensemble n* est aussi
clos dans @, et 2.5 montre que V* ne contient pas de groupe U, avec b¢n*.

L’ensemble 7,, étant clos et symétrique, est aussi un systéme de racines. Posons
W’ =W(y,) et montrons que M=V*.W.T.V~ estun groupe (on utilise la convention
du n° 2.4). Vu 2.3, il est engendré par T et les groupes U,, ot a parcourt 0t et
les opposés des racines simples de 7,, pour lordre fixé. Il suffit donc de faire voir
que M est invariant par translation a gauche par T et par les U, sus-mentionnés.
C’est évident pour T, et pour U, si aen’. Soit donc a une racine simple de 7,. La
Proposition 2.5 montre que le sous-groupe Y de V' engendré par les U, (ben*, b+ a)
est normalisé par U,, U_,, donc en particulier que V*=U,.Y=Y.U,, d’od

U_,.McY.U_,.U,.W.T.V~,
La décomposition de Bruhat (2.4) de Z, donne
(1) v_,.0,cT.U,vl,.r,.T.U,,
r, étant la réflexion fondamentale associée a a, d’out
(2) U_,. .Vt . T.V cMuV*t*. U_,.w.T.V™-  (weW;;w=r,.w').

Si w~(a)>o, alors w~'(—a)en™, donc U_,.w.T.V Cw.T.V~ etledernier terme
de (2) fait partie de M. Soit donc b=w"!(—a)>0. On a

(3) U_,.0w.T.V-=w.T.U,.V".
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La formule (1), avec ¢ remplacé par —b, donne
(4) T.U,.V-CT.V-uT.U_,.r,.V~,

d’ott, vu (3),
U_,w.T.V Cw.T.V-uU,. w.r,, T.V™,

et, vu (2), U_,MCM.

L’ensemble M est donc bien un groupe. La décomposition de Bruhat du
quotient de M par son radical unipotent montre alors que ce quotient a 7, comme
systtme de racines. Comme V7 et V™ ne contiennent aucun U, (b¢v) il en est alors
de méme de M, donc n=}.

3.5. Lemme. — Soient S un tore de G, T un tore maximal de G contenant S, et H un sous-
groupe fermé de G contenant Z (S). Alors le sous-groupe H" de H engendré par les U, (ac®(T, G))
contenus dans Y, mais non dans Z(S), est normalisé par Z(S).

Soient a, b deux éléments de ®(T, G) tels que U,eZ(S), U,¢ Z(S), U,CH. Le
groupe (U,, U,) est contenu dans le sous-groupe engendré par les U, ou ¢ parcourt les
racines de la forme ma-nb (m,n>0) (2.5), et engendré par ceux de ces sous-groupes
qu’il contient (2.3). Ces derniers ne peuvent faire partie de Z(S) (puisque n=o0),
mais sont dans H, donc dans H’, ce qui prouve que (U,, U,)CH". Par conséquent,
le normalisateur de H® contient tout sous-groupe U, faisant partie de Z(S); comme il
contient aussi T, le lemme est démontré.

3.6. Proposition. — Soient H un k-sous-groupe réductif connexe de rang maximum de G
et U un k-sous-groupe unipotent connexe de G normalisé par H. Soit S le plus grand sous-tore déployé
sur k du centre de H. Alors il existe un ordre sur X'(S) tel que les poids de S dans U soient > o.

Remarquons tout d’abord que le centre de H est défini sur £ (2.15), ce qui légitime
la définition de S. Soit T un tore maximal de H, donc de G, défini sur £, qui existe vu 2.14,
et soit ¢ I’ensemble des racines @ de G par rapport a T telles que U,CU. C’est aussi (3.2)
I’ensemble des poids de T dans U. Vu 3.1, il suffit donc, pour établir la proposition,
de faire voir que toute combinaison linéaire a coefficients entiers >o d’une famille
non vide d’éléments de ¢ a une restriction non nulle & S. Supposons le contraire, et soit ¢
une telle combinaison linéaire qui s’annule sur S. Le groupe de Galois I' de £,/k opére
sur X'(T), en permutant les éléments de ¢, et sur X (T), en laissant X (S) fixe point
par point; quitte a remplacer ¢ par la somme de ses transformés par I', on peut donc
supposer ¢ invariant par I', donc défini sur £. I1 est alors trivial sur la composante neutre Z
du centre de H (1.8). D’autre part, le groupe de Weyl W(H) de H opére aussi sur ¢,
donc la somme ¢’ des transformés de ¢ par W(H) est aussi une combinaison linéaire a
coefficients entiers >0 d’éléments de ¢, qui s’annule sur Z. Ce dernier fait montre que
¢’ est combinaison linéaire, a coefficients rationnels, de racines de H par rapport a T.
Comme elle est invariante par W(H), elle doit alors étre nulle. Mais T.U fait partie
d’un groupe de Borel de G, donc ¢ est contenu dans I’ensemble des racines positives de G
pour un ordre convenable, et ¢’+o0, d’ou une contradiction.
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3.7. Corollaire. — Soient U un k-sous-groupe unipotent connexe de G et S un k-tore de G
dont le centralisateur % (S) normalise U. Alors les poids de S dans U sont tous non nuls.

Le groupe H=2Z(S) est réductif, connexe, défini sur £ (2.15 d)) et de rang
maximum. Soient T et ¢ comme dans la démonstration précédente. Les poids de S
dans U sont les restrictions & S des éléments de §. Si ae{ a une restriction & S nulle,
c’est une racine de H par rapport a T, et il est forcément nul sur le plus grand tore central
de H, en contradiction avec 3.6.

3.8. Ensembles quasi-clos de racines et sous-groupes associés. — (i) Soient S un tore
de G et T un tore maximal de G contenant S. Une partie u de @ (T, G)=® est quasi-close
si le groupe engendré par les U, (aep) ne contient aucun autre groupe U, (be®).
D’aprés 3.4, un ensemble clos est aussi quasi-clos. (Remarquons en passant que la
réciproque ne peut étre en défaut que dans les cas mentionnés dans la remarque a 2.5,
ou (U,, U,) est strictement plus petit que U, 4 (a, be®, a+b+0).)

Une partie ¢ de @(S, G) est quasi-close si ’ensemble des racines de G par rapport
a T dont la restriction a4 S est contenue dans ¢u{o} est quasi-close. Comme deux tores
maximaux de G contenant S sont conjugués dans Z(S), il est clair que cette condition
sera alors vérifiée pour tout tore maximal de Z°(S). Toute intersection de parties quasi-
closes est quasi-close. Il y a donc un plus petit ensemble quasi-clos contenant une partie ¢
de ®(S, G), qui sera appelé la quasi-cloture de . Si CP(S, G) est quasi-close, —¢ ’est
aussi ; pour le montrer, il suffit évidemment de considérer le cas ot S=T, et cela résulte
alors de D’existence d’un automorphisme de G conservant T et induisant sur T 1’auto-
morphisme ¢+>¢"! ([10, exp. 24, cor. 1]).

(ii) Soient ¢ une partie quasi-close de ®(S, T) et p (resp. v) 'ensemble des
éléments de ®(T, G) dont la restriction 4 S est contenue dans ¢u{o} (resp.¢). On note G
ou G, le groupe engendré par T et les U, (acy), et G;¥ ou Gj, le groupe engendré par
les U, (aev). Par définition, G, ne contient aucun autre groupe U, (b¢u), donc est
engendré par Z(S) et Gj. De plus G, est normalisé par Z(S) d’aprés 3.5, donc
G,= Z(8).G,. Cela montre aussi que G, et G|, ne changent pas si 'on remplace dans
la définition précédente T par un autre tore maximal de G contenant S.

Par définition, on a

(1) GP=GP, GCP=GP

P v
ol v' est la quasi-cléture de v (il se peut que v'=v).

Plus généralement soit S’ un tore contenant S et soient ¢ (resp. ) la quasi-cl6ture
de ’ensemble des racines relatives 2 S’ dont la restriction a S appartienta ¢u{o} (resp. ¢).
On a alors visiblement

(2) GH=GY, G®=Gp.

(o)

Les poids de S dans G, (resp. G;) sont les élémentsde yu{o} (resp.deou yu{o}).
Remarquons encore que si ¢ =®(S, G), alors G,=G et G est le produit des facteurs
presque simples de G non centralisés par S.

680



GROUPES REDUCTIFS 77

(iii) Soient ¢, n des parties quasi-closes de @ (S, G). On dit que 7 est un quasi-idéal
de ¢ si G est un sous-groupe distingué de Gj. On verra (3.9) qu’un idéal est un
quasi-idéal.

(iv) Si Gy est unipotent, on le notera souvent U, et I'on dira que ¢ est unipotent.
Si ¢ est quasi-clos et formé de racines >0 pour un ordre convenable sur X'(S), alors il est
unipotent, et v est quasi-clos unipotent. En effet, soit ®* ’ensemble des racines relatives & T
positives pour un ordre sur X'(T) compatible avec 'ordre donné sur X'(S) (3.1).
On a vC®*, donc aussi v COT, et GV fait partie du groupe unipotent maximal U
engendré par les U, (ae®*). De plus, si a, bev, m,neN* et m.a+n.bev', alors la
restriction 2 S de m.a-+n.b ne peut étre nulle, donc fait partie de ¢ et m.a+n.bev.
Il résulte alors de 2.5 que v est quasi-clos et que S n’a pas le poids zéro dans U,,.

Si S=T, alors réciproquement tout ensemble quasi-clos unipotent est formé de
racines positives, puisque T.U, est contenu dans un sous-groupe de Borel de G. Cela
vaut aussi si S est défini sur £ et contient le tore déployé sur £ maximal du centre de Z'(S),
vu 3.6. Mais des exemples simples montrent que cette réciproque n’est pas vraie en
général.

3.9. Proposition. — On conserve les notations de 3.8. Soient {, v des parties quasi-closes
de ®(S, G) telles que  normalise . Alors G, normalise G,.

Soient T un tore maximal de G contenant S et j : X'(T)—X"(S) I’homomor-
phisme de restriction. Comme Z(S) normalise G, il suffit de montrer que si
acj ' (Y)n®(T, G) et bej~'(n)n®(T, G), alors (U, U,)cG;,. Supposons d’abord
que m.j(a)+n.j(b)+0 quels que soient m, neNT; comme ¢ normalise v, on a alors
m.a+n.ben toutes les fois que m.a-+n.be®, et notre assertion résulte de 2.5. Si, par
contre, il existe m, ne N7 tels que m.j(a)+n.j(b)=o0, alors j(a)=(m+1).j(a)+n.j(b)en,
donc U,eG;, d’ou évidemment (U,, U,)CG;.

3.10. Proposition. — Soient S un tore et §, v deux parties quasi-closes de ®(S, G) positives
pour un ordre donné sur X'(S). Soit ¢ Pensemble des éléments de ®(S, G) qui sont somme d’une
combinaison linéaire non nulle a coefficients entiers > o d’éléments de { et d’une combinaison linéaire
non nulle & coefficients entiers > o d’éléments de v. Alors o est clos unipotent, et (U, U,)CU,.

Il est clair que o est clos. Soient T un tore maximal de G contenant S, et ®*
I’ensemble des racines de G par rapport 4 T, positives pour un ordre sur X*(T) compatible
avec I’ordre donné sur X*(S). Soient {’, v/, ¢’ les images réciproques de ¢, n, o dans ®.
Vu 3.8 (iv), on a U,=U{" et de méme pour », 6. D’autre part ¢’ est obtenu a partir
de {’, v’ comme o I’est & partir de ¢ et . La proposition est donc conséquence de 2.3, 2.5
et des identités (x, y2)=(x, »).%(x, 2) et (a9, 2)=7(1, 2). (¥, 2).

3.XIL. Proposition. — Soient S un tore de G, { un ensemble quasi-clos unipotent de
racines relatives @ S, 'y, ..., , des parties quasi-closes unipotentes de  dont § est la réunion
disjointe, et H un sous-groupe unipotent fermé connexe de U, (resp. G,) normalisé par S. Alors
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Papplication produit définit un isomorphisme de variétés de (HaU,)x...xX(HnU,) (resp.
HnZ(S))x(HnU,)Xx...x(HnU,)), sur H.

D’aprés 3.5, U, est normalisé par Z(S), donc est le radical unipotent de G,
et S.H.U, est un sous-groupe fermé résoluble de G,,. Soient B un sous-groupe de Borel
de G contenant S.H.U, et T un tore maximal de B qui contient S, donc fait aussi partie
de Z(S). Les poids de T dans le radical unipotent U de B sont les éléments positifs de
®=®(T, G) pour un ordre convenable. Soient j : X*(T)—>X"(S) I’homomorphisme de
restriction et ny=7"1(0)N®*, ;=71 (;) n® (1<i<n), n=7"1{)n® et 6 =mnuUn,. Evi-
demment 7, est clos et, vu 2.3, U, =2Z(S)nU; vu 3.8 (iv), 0y, ..., M, 1 sont des
parties quasi-closes unipotentes de @7, v est la réunion disjointe de v, ..., 7,, et ’'on a
U,=U0, U, =U (1<i<n). II résulte aussi de 2.3 que o est Pensemble des poids
de T dans V=G,nU, donc que o est quasi-clos et que V=U,. Soient a,, ..., aq,
(resp. by, ...,b,) les éléments de v (resp. ¢) rangés par ordre croissant. D’aprés 2.5
Papplication produit définit un isomorphisme de variétés de Uajx. ..><an (resp.
Ubix' ..XUy) sur un sous-groupe distingué V; (resp. Y;) de U, (resp. U,) pour tout
J<gq (resp. j<r). Les groupes V; (resp. Y;) forment donc une suite de composition
de U, (resp. U,) dont les éléments sont engendrés par leurs intersections avec les groupes
U,, (t=1, ..., n) (resp. i=o0, ..., n). Laproposition résulte alors de 3.3 (ot 'on prend §
comme groupe d’opérateurs).

3.12. Proposition. — Soient S un tore, H un sous-groupe fermé connexe de G normalisé
par S et § un ensemble convexe de racines de G relatives a S. Supposons que tout poids de S dans H
appartienne & ¢ (resp. Yu{o}). Alors H est contenu dans Gy, (resp. G).

Soit S’ un tore maximal de S.H contenant S. Le groupe S.H est engendré par S’
et deux sous-groupes unipotents maximaux normalisés par S’ (2.3, remarque), donc H
est engendré par (S'nH)° et deux sous-groupes unipotents normalisés par S. Il suffit
par conséquent de considérer le cas ot H est unipotent.

Soient B un sous-groupe de Borel de G contenant S.H, T un tore maximal de B
contenant S, et U le radical unipotent de B. Soient ®* I’ensemble des racines de U
relatives a2 T, et ¢, I’ensemble des éléments de ®* dont la restriction & S’ est nulle.
Soient ¢,, ¢y, ..., P, les classes d’équivalence de la relation obtenue dans ®* en
considérant comme équivalentes deux racines dont les restrictions a S ne different que par
un coefficient strictement positif; ¢q, ¢;, ..., ¢, sont {convexes et (2.3) Z(S)nU=1,,.
Soient {; ’ensemble des restrictions a S des éléments de ¢;, et

U;=U, =U0 (1<i<n), U,=UP=2(S)nU.

Il résulte de .11 que H=HnZ(S)).(HnU,) ... (HnU,), et que HnZ(S)*{e}
seulement si S a le poids zéro dans H. Soit i>1. Alors HnU,;*{¢} entraine {n{;+ g,
donc, puisque ¢ est convexe, ¢;C¢, et U,CU,, d’ou la proposition.

3.13. Théoréme. — Soient S un k-tore de G, H un sous-groupe connexe k-fermé de G normalisé
par Z(S) et § une partie quasi-close de ®(S, G). Alors :
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a) H est défini sur k, et posséde un unique sous-groupe de Levi L normalisé par Z(S). Les
groupes L et R (H) sont définis sur k.

b) Les groupes G et Gy, (3.8) sont définis sur k si et seulement si § Pest (1.7). Les ensembles
by=¢n(—1) et b, =4n( (—) sont quasi-clos, et P, est unipotent. Si H= G, (resp. H=G)),
alors L=G,, (resp. L=G,) et R,H)=U, .

a) 11 suffit de faire la démonstration lorsque £ est séparablement clos. D’aprés 2. 10
et 2.14, S est contenu dans un tore maximal T de G faisant partie d’une donnée de
déploiement sur k. Le groupe R,(H) (resp. H) est alors engendré par les groupes
radiciels U, qu’il contient (resp. et (TnH)% et est donc défini sur £.

Soient % Densemble des ac®(T,G) tels que U,CH, et n,=7nn(—1)),
v;uzv;nC(—— 7). Montrons que I’ensemble 7, est égal a I’ensemble p des ae®(T, G)
tels que U,CR, (H). Soit aep. Si —a faisait partie de v, alors le groupe Z, engendré
par U, et U_, normaliserait R, (H), son radical unipotent contiendrait R,(H)nZ,,
donc U,, et serait #{¢} ce qui est absurde puisque Z, est presque simple de dimension
trois (2.3). Ainsi, —a¢v, donc aewm, et pCw,. D’autre part, le quotient de T.H
par R, (H) est réductif, donc a un ensemble de racines symétrique, d’olt udv,, et p=mu,,
ce qui montre en particulier que 7, est quasi-clos unipotent.

L’ensemble 7, est quasi-clos puisque » et —7 le sont (3.8(i)) et le groupe L engendré
parles U, (aen,) et T'=(TnH)" est réductif. Vu 2.3, 3.4, il contient tout sous-groupe
de H réductif normalisé par T, et 'on a H=L.R,(H). Les résultats rappelés en 2.3
montrent aussi que les algébres de Lie de L et R, (H) sont transverses et que LnaR (H)
est connexe, donc réduit a {¢}. Le groupe H est par suite produit semi-direct de L et
R,(H), et L est 'unique sous-groupe réductif normalisé par T ayant cette propriété. Il
reste a voir que L est stable par Z(S). Le sous-groupe L’ de H engendré par les
L (xe Z(S)) est réductif, car il est stable par un automorphisme de G qui induit
tk>t~' sur T (et dont D’existence résulte du cor. 1 de [10, exp. 24]), donc posséde un
ensemble de racines v par rapport & T qui est symétrique. On a évidemment v,CvCr),
d’ott v=1, et L’=L, ce qui termine la démonstration de a). Remarquons que ’on a
montré en outre que
(1) L=(TnH)".G®, R,H)=G

b) Si G, (resp. Gy) est défini sur £, il en est évidemment de méme de ¢; récipro-
quement, si § est défini sur £ alors G, et G, sont k-fermés, normalisés par Z(S), donc
définis sur £ vu a).

Soit j : X*(T) = X*(S) I’homomorphisme de restriction, et soit n comme ci-dessus.
Si H=G, (resp. H=G)), alors on a j'($)n®(T, G)CyCj ' (yu{o})n®(T, G),
d’ol en particulier j~(¢$,) n®(T, G)Cy, et j~'(§,) n®(T, G)Cx,. Compte tenu de (1),
il s’ensuit que

(2) Gy, (resp. Gy ) CL et G}, CR,(H).
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Mais G:;u est normalisé par G, (3.0, 3.9), donc H=G,, .G, (resp. G;,S.G:,u), et les
inclusions (1) sont en fait des égalités.

3.14. Corollaire. — Soit H un k-sous-groupe connexe de G de rang maximum. Alors H
posséde une décomposition de Levi (0.8) sur k, et deux k-sous-groupes de Levi de H sont conjugués
par un unique élément de R (H),. Les k-sous-groupes de Levi de H sont les centralisateurs dans H
des tores maximaux de R(H) qui sont définis sur k.

H contient un tore maximal défini sur £ (2.14 4)), donc a une décomposition
de Levi sur £ vu 3.13. Soient H=L.R,(H) une telle décomposition et T un tore
maximal de L. Le radical de H est défini sur £ et égal & Z.R,(H), ol Z est le centre
connexe de L et aussi un tore maximal de R(H) défini sur £ (2.15¢)). On a
LCZ,(Z) par construction. D’autre part, Z3(Z)nR,(H) eststable par T, donc engendré
par les sous-groupes U, (ae®(T, G)) qu’il contient (2.3), ce qui, compte tenu de 3.6,
montre que Zy(Z)nR,(H)={e}, d’ou L= Z,(Z), et notre derniére assertion.

Soient L’ un deuxiéme k-sous-groupe de Levi et Z’ son centre connexe. Les tores Z et
Z’ sont maximaux dans R(H), donc conjugués par un élément ueR,(H); [1, Th. 12.2].
Cet élément est unique, car le normalisateur et le centralisateur de Z dans R(H)
coincident [1, 10.2] et on a vu ci-dessus que ce dernier se réduit & Z. L’élément u est
donc rationnel sur une extension inséparable de £, et, pour démontrer qu’il est rationnel
sur £ (%), on peut supposer k£ séparablement clos, donc G déployé sur £. Vu 2.10,
appliqué 2 G et a T.R,(H), on peut supposer que T fait partie d’'une donnée de
déploiement et trouver veR, (H), tel que v.Z’.o7*CT. Onaalors v.Z.27*CLAR(H),
donc v.Z'.v7'=7Z et v.L'.07'=L.

3.15. Contre-exemples. — Nous supposons ici la caractéristique p de £ non nulle.
Soient V un espace vectoriel sur £ de dimension deux, V, sa p-iéme puissance symétrique,
et x, y une base de V,. On identifie V, a kP! en prenant comme base les mon6mes 7,
¥, 2’71y, ..., x.9?~ Le groupe GL(V) opére canoniquement sur V,, et 'on dénote L
I'image dans GL,,; du groupe SL(V) des éléments de déterminant un de GL(V) par
cette représentation.

Soit P le sous-groupe de GL,,, laissant stable le sous-espace W engendré par x?
et 37, et soit U=R_(P). Il est immédiat que U=(G,)*?~? et que ’on a une décompo-
sitionde Levi P=M.U avec M=~GL,xGL,_,. Laprojection = : P-~M’'=P/U induit
un isomorphisme ¢ de M sur M'. D’autre part, il est élémentaire que L laisse W stable,
donc que LCP. Soit H=L.U le groupe engendré par L et U. On a LnaU={¢}
donc H est au point de vue ensembliste le produit semi-direct de L et U. On peut aussi
écrire H=L'.U, ot L'=HnM ={¢ lor(L) est k-isomorphe & L. Les algébres de Lie
de L’ et U sont transverses (puisque celles de M et de U le sont), donc L’ est un sous-
groupe de Levi de H.

(1) Ce qui résulte aussi d’un théoréme de Rosenlicht (voir 11.4).
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Les sous-groupes L et L’ de H ne sont pas conjugués dans H, car §’ils I’étaient,
on pourrait trouver un sous-espace W’ supplémentaire de W dans V,, stable par L, et
un calcul élémentaire (ou bien [10, Exp. 20, p. 12]) montre qu’il n’en est rien.

On peut prendre comme base de 1’algébre de Lie | de L les vecteurs H, X, Y
tangents aux images des groupes de matrices diagonales, triangulaires unipotentes supé-
rieures et triangulaires unipotentes inférieures respectivement. Un calcul élémentaire
laissé au lecteur montre que H est diagonale, et que

a) si p=2, X et Y forment une base de l’algébre de Lie u de U;

b) si p>3, [ et u sont transverses.

(On vérifie par exemple que X,Y ont leurs termes diagonaux nuls et que
st p23, X, 410, X,41,=0,Y,,,1=0, Y, ;,¥0.) Si p>3, H est donc un
exemple de groupe possédant deux sous-groupes de Levi L, L’ non conjugués. Si p=-2,
H est un sous-groupe de GL;, normalisé par le tore maximal des matrices diagonales
de GL,, donc auquel 3.13 s’applique, mais qui posséde un sous-groupe réductif
maximal L tel que H=L.U et dont l’algébre de Lie a une intersection non nulle
avec celle de U.

3.16. Lemme. — Soient U un k-groupe unipotent connexe, S un k-tore opérant k-morphiquement
sur U, et f un caractére non trivial de S. Supposons que sur k,, U posséde une structure d’espace
vectoriel telle que Uopération d’un élément seS; soit I’homothétie de rapport s'. Alors il en est déja
ainst sur k, et f est défini sur k (1).

L’ensemble des poids de S dans U se réduit a f, et est d’autre part stable par le
groupe de Galois I' de £,/k, donc f est défini sur £.

Les hypothéses entrainent que 'on a Y(¢.u)="c.Yu, quels que soient yel, cek,
et ueU, . Il suffit donc de faire voir que U posséde une base formée d’éléments rationnels
sur £. Il est clair que U posséde une base formée d’éléments rationnels sur une extension
galoisienne convenable K de £ de degré fini. Soit I'"=Gal(K/k) et soit (uy, ..., u,)
une partie de Uy, libre dans U, (vu comme espace vectoriel sur k) maximale. Alors,

pour tout ueUg et ceK, I’élément X Yc."u est rationnel sur £, donc combinaison
YET'

linéaire des % (1<i<n). Il en est alors de méme de u d’aprés le théoréme de la base
normale, donc (x4, ..., u,) est une base de Uy.

3.17. Théoréme. — Sotent S un k-tore de G, § un ensemble quasi-clos unipotent d’éléments
de O(S, G) défini sur k, et f un élément défini sur k de { tel que n=—{f} soit un quasi-idéal
de § (3.8). Soit H un k-sous-groupe de U, normalisé par un tore maximal T de G défini sur k et
contenant S. Alors le quotient H|(HaU,) a une structure d’espace vectoriel définie sur k telle
que automorphisme induit par Ints (seS;) soit I’homothétie de rapport s'.

Vu g.16, on peut supposer que k=£k,, donc que G est déployé sur £ et que T

(*) Ce lemme est aussi une conséquence facile du lemme p. 109 de [26]. Il est aussi vrai lorsque f=o0 [26,
th. 3, p. 107].
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fait partie d’'une donnée de déploiement. Il existe un sous-groupe de Borel de G qui
contient T.U,, et ce sous-groupe est engendré par les groupes radiciels U,, o a parcourt
I’ensemble ®* des racines >0 pour un ordre convenable, donc est défini sur k. Soit
(resp. v) ’ensemble des éléments de ®* dont la restriction & S est contenue dans ¢ (resp. 7).
Alors (2.3, 3.11) 'application produit induit un £-isomorphisme « de variétés du produit
des U,, aeyu (resp. U, bev), sur U, (resp. U,) et un morphisme bijectif du produit
des U,nH, acp (resp. U,nH, bev) sur U,nH (resp. U,nH), ou les éléments de p
(resp. v) sont rangés dans un ordre quelconque. Mais U,nH est égal a {¢}oua U, (2.3)
et o« commute a Paction de T. Cette application induit donc un £-isomorphisme de
variétés du produit des U, (aey, a¢v, U,CH) sur H/(HnU,) qui commute & T, d’on
le théoréme.

3.18. Corollaire. — Tout k-sous-groupe unipotent connexe Y de G normalisé par un tore
maximal ‘T de G défini sur k est déployé sur k. Si o est une partie quasi-close unipotente de ®(S, G)
définie sur k, alors U, est un k-groupe unipotent déployé sur k.

Vu 3.6, il existe un ordre sur X*(T,) tel que les poids de T, dans H soient >o.
Soient ay, ..., a, les éléments de ®*(T,, G), rangés par ordre croissant. Pour tout i
compris entre 1 etm, {4, ..., a,} estun quasi-idéalde {ay, ..., a,}. La premiére partie
du corollaire résulte alors du théoreme par récurrence descendante sur le plus petit
entier i tel que HCU, 4 ;-

Le groupe U, est défini sur £ (3.13), normalisé par Z°(S) (3.8 (ii)), donc aussi
par un tore maximal de G défini sur £ (2.15d)). La deuxiéme assertion du corollaire
est donc un cas particulier de la premiére.

Remarque. — Supposons S déployé sur k, et ¢ formé d’éléments positifs de
®(S, G) pour un ordre convenable sur X'(S). Soient &, ...,5, les éléments de o
rangés par ordre croissant. Pour tout :>1, Pensemble o;={b,, ..., b,} est une partie
quasi-close de @(S, G), car c’est l'intersection de o avec I’ensemble des racines > ¥,
qui est visiblement clos. Comme S est déployé sur £, tout élément de ®(S, G) est défini
sur £, donc U;=U,, est unk-groupe unipotent. Vusg.10,U;_,estunsous-groupeinvariant
dans U;, et vu 3.17, U;/U;,, admet une structure d’espace vectoriel sur £, telle
que automorphisme intérieur par seS; y induise une homothétie de rapport s%. Il existe
donc dans ce cas une suite de composition sur £, a quotients successifs vectoriels sur £,
sur lesquels S agit par homothéties, ce qui précise 3.18.

L’hypotheése de positivité faite sur o est vérifiée d’elle-mémesi ¢ =(c) est 'ensemble
des multiples entiers positifs d’un élément ¢e®(S, G), ou, vu 3.6, si S est le plus grand
tore déployé sur £ du centre de Z'(S), donc, plus particuliérement encore, si S est un
tore déployé sur £ maximal de G.

3.19. Corollaire. — Soient S un tore de G, f un caractére non trivial de S et o un isomorphisme
de G, sur un sous-groupe H de G normalisé par S vérifiant s.a(t).s™'=a(s'.t) (seS, teG,).
Alors H est contenu dans le sous-groupe U((,S)), o (f) désigne ’ensemble des éléments de ®(S, G)
de la forme n.f (neNt).
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Soit ¢ I’ensemble des racines relatives a S de la forme ¢.f avec ¢> 0. Cet ensemble
est convexe, donc HCU, d’apres 3.12.

Soit 7 la plus petite partie quasi-close de ¢ telle que HCU,.

Supposons que 14 (f), etsoit ¢ le plus petit non-entier tel que ¢.fen. L’ensemble
w=n—{c.f} est un quasi-idéal de 7. Soit = la projection canonique de U, sur I’espace
vectoriel U,/U,=V, et soit § le morphisme de variétés de G,, dans V qui applique
teG,, sur w(a(t)). D’aprés .17, on a

(1) B(s'.t) =s57.B(¢) (seS, teG,,).

Comme HCU,, B n’est pas nul, mais alors (1) et le fait que § est un morphisme
entrainent que ¢ est entier, d’ou une contradiction.

3.20. Corollaire. — Soit H un k-sous-groupe connexe de G, normalisé par un tore maximal T
de G défini sur k. Si k est infini, alors Hy, est Lariski-dense dans H.

Le groupe H admet une décomposition de Levi H=L.R,(H) sur £ d’aprés 3.13.
Le groupe R, (H) est normalisé¢ par T, donc déployé sur £ vu 3.18, donc isomorphe
sur £ 4 un espace affine [26, p. 101], ce qui implique que R,(H), est Zariski-dense dans
R,(H). Enfin, L, est Zariski-dense dans L d’aprés 2.14.

3.21. Lemme. — Soient S un tore de G, { une partie convexe de ®(S, G) et A la composante
neutre du noyau des caractéres appartenant @ 1.

a) , contient tout élément de ®(S, G) qui s’annule sur A.

b) 8¢ S est un tore maximal de G, tout élément weW(S, G) qui opere trivialement
sur X _(A) est produit de réflexions 1, (beyy).

a) Soit ¢e®(S, G) s’annulant sur A. Il existe donc des éléments de ¢, dont ¢ est
combinaison linéaire a coefficients rationnels. Comme ¢, est symétrique, on peut supposer
ces coefficients >o0; d’autre part, {, est convexe, puisque ¢ I’est, donc cey,.

b) D’apres [6], w est produit de réflexions r,, ol 4 est une racine nulle sur X (A),
donc un caractére de S nul sur A, donc un élément de ¢, vu a).

3.22. Proposition. — Soient S un tore de G et {, v deux parties quasi-closes de ®(S, G).
Alors :

a) 84NG,=Gynn ¢ (Gd/nGn)O: Gyna

b) St ¢nn est convexe, Gy,nG,=G,,,.

c) Si ¢ est unipotent, UynG,=U,nG,=T,,,.

Soient T un tore maximal de G contenant S et j : X'(T)—X"(S) I’homomorphisme
de restriction.

a) Un sous-groupe radiciel U, (ae®(T, G)) par rapport a T fait partie de G, si
et seulement si a est un poids de T dans G, (3.8), donc si et seulement si j(a) Cyu{o}.
Cela vaut aussi pour  ou ¢nn, d’ou a).

b) 11 suffit de considérer le cas ol £ est algébriquement clos, donc ou T fait partie
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d’une donnée de déploiement sur £ de G. D’autre part, si uC®(S, G) est convexe,

alors O(T, G)nj '(xU{0}) est aussi convexe, et évidemment
JHnm)u{o}) =" (Yu{o}) nj ! (nu{o}).

On peut donc supposer que S=T.

Soit xeGynG,. Nous devons montrer que x€G,,,. Le tore x.T.x™! étant
conjugué a T dans (G,nG,)’ on peut, vu a), se borner au cas ot xeA"(T). Soient
A=T, et B=T, (1.2). D’aprés 3.13, 3.14, G, = Z(A) et G, = Z(B) sontdes sous-
groupes de Levi de G, et G, respectivement, donc I'élément w du groupe de Weyl W(T, G)
de G défini par x fait partie de W(T, G, )nW(T, G, ); il centralise X (A), X (B) et
par conséquent aussi X _(C), ou C est la composante neutre de I'intersection des noyaux
des éléments de ¢,nn,=(yn7),. Notre assertion résulte alors de g.21 b5).

¢) Ici aussi, on peut supposer k£ algébriquement clos et S=T, et ¢) résulte alors
des propriétés de U rappelées en 2.3.

3.23. Corollaire. — Supposons S défini sur k et soient {, v deux parties quasi-closes de ® (S, G)
définies sur k.

(i) GyiCG, . si et seulement si $Cr.

(i) Gy =G, (resp. Gy, =G, ;) si et seulement si §=n.

Les groupes G, G,, G|, G; sont définis sur £ d’aprés 3.13. L’assertion (ii) est
une conséquence immédiate de (i) et il est clair que ¢Cv entraine G;'kCGmk. I1 reste
a faire voir que Gy, ,C€G, , implique ¢Cx.

Soient ae®(S, G) et (a) 'ensemble des multiples entiers positifs de a contenus
dans ®(S, G). Il est clos, unipotent (3.8 (iv)), donc p=(a)n{ est quasi-clos et unipotent.
Comme { est réunion de parties de ce type, on peut supposer qu’il est unipotent. Dans
ce cas, U,nG,=U,,, d’apres 3.22. Les groupes U,,, et U, sont unipotents déployés
sur £ (8.18), donc la variété sous-jacente a2 U, est k-isomorphe au produit de U,,,
par un espace vectoriel sur £ [26, cor. 1, 2 to th. 1]. On ne peut alors avoir U ,CU,, .
que si U,=U,,,, donc si §C.

3.24. Proposition. — Soient S un k-tore déployé et ) une partie convexe de ® (S, G). Alors, il
existe des parties unipotentes convexes Yy, ..., Y, de (S, G) telles que (S, G) soit la réunion
disjointe de §, by, ..., 4, et que Uapplication produit définisse un k-isomorphisme de variétés
de GyxUy X ...XU,, ~ sur un ouvert de G. 87 Yu(—¢) =D (S, G), on peut faire m=1
(@oi g =@(S, G)—1¢).

Posons X =X'(S)®Q, et soit Y le sous-espace vectoriel de X engendré par ¢,.
Si une combinaison linéaire a coefficients rationnels positive d’éléments de ¢, appartient
a Y, elle est identiquement nulle; en effet, de la relation

r
'Zlcia@.EY (a;€d,, ci€Q, ¢;>0)

- r t
on tire "0141=i§20¢ai+7_§1d,'b,' (b;ed,, d;>0)
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et si ¢; n’était pas nul, —a, devrait appartenir a ¢, ce qui est absurde. En vertu de 3.1,
il existe dans X/Y un ordre tel que les images canoniques dans X/Y des éléments de ¢,
soient positives. Soit ¢’ ’ensemble de tous les éléments de @ (S, G) dont 'image canonique
dans X/Y est positive pour I'ordre en question. Il est clair que ¢’ est convexe, que
.=1,, etque {¢,Cd,, ces deux ensembles étant égaux si Yu(—¢) =D (S, G). Soient
$gs -5 ¥y les parties convexes minimales de ¢, non contenues dans ¢,,. L’ensemble ¢,
est la réunion disjointe de ¢, ¢, ..., §,,_,; par conséquent (3.11) ’application produit
est un isomorphisme de vari¢té de Uy, XU, x...xU, = sur U, donc (3.13) de
Gyx Uy, X... XU,  sur Gy. Enfin, si on pose ¢,,=—1{,, P'application produit est un
isomorphisme de variétés de Gy, XU, = sur un ouvert de G. En effet, G, et U, sont
normalisés par tout tore maximal contenu dans Z(S) et il résulte de 2.3 que leurs
algebres de Lie sont linéairement indépendantes et de somme égale a g; d’autre part,
Gd,,an,m:{e} en vertu de 3.22 ¢). ‘

3.25. Corollaire. — La variété G|G, est rationnelle sur k. La fibration de G par G,
posséde une k-section locale, et la projection G,—(G[Gy), est surjective.

Le composé de P'application produit et de la projection = :G—G/G, induit
un f-isomorphisme de variétés de Uy X...XU, sur unouvert V. de G/Gy, et la variété
sous-jacente a U, est k-isomorphe a4 un espace affine [26, p. 1o1], d’on la premiére
assertion. La k-section locale est définie sur V comme P’inverse de = : U¢1 . U¢m—>V,
et la derniére assertion résulte de 2.6, 2.14.

§ 4. SOUS-GROUPES PARABOLIQUES

Dans tout ce paragraphe, G est réductif, connexe.

4.1. Un sous-groupe fermé P d’un groupe algébrique H est parabolique s’il contient
un sous-groupe de Borel de H. Vu [1, § 16], il revient au méme d’exiger que G/P soit
une variété compléte ou une variété projective.

4.2. Sous-groupes paraboliques standards. — (i) On fixe un tore maximal T de G et
un ordre sur I’ensemble @ des racines de G par rapport a T, et on utilise les notations
de 2. 3. Pour toute partie 6 de A, on note [0] ’ensemble des racines qui sont combinaisons
linéaires a coefficients entiers d’éléments de 0, et I’on pose

(1) ro = [0]UDF, 7 =[6]U®™, ag=( [0]n®*, ay = [6] D~
Evidemment
(2) Ty =—T, [0]=meNTg =(7g)s, (Te)u =%, (5 )= g = —g.

Les ensembles 7, et 7 sont les seules parties fermées de @ contenant respectivement @+

et &~ [6, § 7, n° 7, Prop. 20].
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(i) On écrira Py, Py, Z,, V,, Vg respectivement pour G, Gz, Z(T,), U U,
(cf. 3.8; suivant la convention de 1.2, Ty désigne la composante neutre de 'intersection

des noyaux des caractéres 4€0). On a les décompositions de Levi
(3) Py=7,.Vy, Py=2Z,.Vy.

ae>

Les sous-groupes P, (0 CA) sont les sous-groupes paraboliques standards (associés a T et ).
Evidemment P,=B et P,=G.

(iii) Posons Wy =W(Z,). C’est le sous-groupe de W(G) engendré par les réflexions
fondamentales 1, (be6). D’aprés 2.4, et avec la convention d’écriture qui y est faite,
on a

Zo=(BnZy) . Wq.(BnZy),
d’ou
(4) P,=B.W,.B, P;=B~.W,.B".

Le groupe Vg nPy est stable par T, ne contient aucun groupe U, (2e®), donc
est réduit a I’élément neutre (2.3). D’autre part, I’algébre de Lie de g est somme directe
des algébres de Vg et P,. Par suite, Papplication produit induit un isomorphisme de variétés
de Vg XPy sur un ouvert de G, et la fibration de G par Py posséde une section locale (cf. aussi

3.24, 3.25).

4.3. De 4.2 et [33, Th. g], il résulte que les sous-groupes P, (0CA) sont les seuls
sous-groupes de G contenant B, et que tout sous-groupe parabolique de G est connexe,
égal a son normalisateur, et conjugué a un et un seul sous-groupe parabolique standard.
(Le fait que les axiomes de [83] sont vérifiés résulte immédiatement des calculs
de [9], qu’on retrouvera d’ailleurs plus loin (5.16).) Il s’ensuit que si deux sous-groupes
paraboliques P et P’ de G sont conjugués, et si PnP’ est parabolique, alors P="P".

4.4. Proposition. — Soient P, P’ deux sous-groupes paraboliques de G et L un sous-groupe
de Levi de P.

a) Si PCP', le transporteur T (P, P')={xcG|*PCP'} de P dans P’ est égal & P'.

b) (PnP’).R,(P) est un sous-groupe parabolique de G. Il est égal & P si et seulement
si P’ contient un sous-groupe de Levi de P. C’est un sous-groupe de Borel de G si P’ en est un.

c) Les sous-groupes paraboliques de G contenus dans P sont les produits semi-directs des sous-
groupes paraboliques de L. par R, (P). Deux sous-groupes paraboliques de G contenus dans P sont
conjugués dans G si et seulement si leurs intersections avec L sont conjuguées dans L.

a) Si *PCP’, alors “P'nP'D°P, donc “P'=P’, et xeP’ vu 4.3.

b) L’intersection PnP’ contient un tore maximal de G (2.4). Aprés conjugaison
par un élément convenable de G, on peut donc supposer, dans les notations de 4.2,
que P=P, et PnP'DT. Soit ¢ ’ensemble des racines de P’ par rapport a T. Il contient
au moins un élément de chaque paire (4, —a) (ac®); il en est donc de méme pour
n=(mgny)uay. Mais cet ensemble est clos dans @, car wan{ T’est et «y est un idéal
dans wy. Vu la Prop. 20 de [6, § 7, n° %], n contient I’ensemble des racines positives
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de G pour un ordre convenable. Comme v est aussi I’ensemble des racines de
(PnP’).R,(P) par rapport & T, il s’ensuit que (PnP’).R,(P) contient un sous-groupe
de Borel de G (2.3), d’ou la premiére assertion de b).

Si P’ contient un sous-groupe de Levi de P, il en est de méme de PnP’, donc
(PnP’).R,(P)=P. Réciproquement, cette égalité entraine que les éléments ae[0] sont
tous des racines de PnP’ par rapport & T, donc que PnP'DZ,. Supposons enfin
que P’ soit un sous-groupe de Borel de G. Alors I’ensemble ¢ des racines de P’ ne
contient qu’un élément de chaque paire (a, —a) (ae®). Il en est alors de méme de
I’ensemble v considéré plus haut, qui est donc I’ensemble des racines positives pour
un ordre convenable [6, loc. cit.], et (PnP’).R, (P) est alors le sous-groupe de Borel
correspondant.

¢) Tout sous-groupe de Borel de P contient R, (P) et se projette sur un sous-groupe
de Borel de P/R,(P) vu [1, th. 22.1]. Par suite, les sous-groupes de Borel de P sont les
produits semi-directs des sous-groupes de Borel de L avec R,(P), d’ou la premiére partie
de ¢). Si deux sous-groupes paraboliques R, R’ contenus dans P sont conjugués dans G,
ils le sont dans P par @), donc leurs images dans P/R,(P) sont aussi conjuguées, ce qui
équivaut a dire que LnR et LnR’ sont conjugués dans L. La réciproque est évidente.

4.5. Corollaire. — PP’ est connexe. St P’ est conjugué a P et contient R ,(P), alors P="P".

Le groupe (PnP’).R,(P) est parabolique, donc connexe, donc égal a
(PAP)°.R,(P), ce qui montre que PnP’" est engendré par (PnP’)’ et
H=(PnP')nR, (P). Mais H est conjugué a un sous-groupe de U stable par T;
il est donc connexe (2.3), d’ou la premiére assertion.

Si POR,(P), alors PnP’ contient (PnP’).R,(P), qui est parabolique (4.4),

et la deuxiéme assertion résulte de 4.3.

4.6. Lemme. — Supposons G déployé sur k. Soient P, P’ deux k-sous-groupes paraboliques
de G, et (T, U,) une donnée de déploiement sur k de G. Alors il existe geG, et OCA tels que
‘P=P, et 'P'DT. En particulier, PnP’' contient un tore maximal conjugué a I sur k, et
R(P), R (P) sont déployés sur k.

Il existe un unique 6 tel que P soit conjugué a Py sur £ (4.3). Nous montrerons
en premier lieu que P est conjugué a Py sur £. Le radical unipotent V4 de Py est contenu
dans un seul conjugué de Py (4.5), donc admet dans G/P un unique point fixe M,
qui est alors rationnel sur £ vu 2.7 (i), puisque Vg est déployé sur £. L’application gi+g. M
est alors un k-morphisme séparable de G sur G/P, constant sur les classes x.Pg; elle
induit par suite un k-isomorphisme de variétés ¢ de G/P; sur G/P. Il est immédiat
que ¢~ '(P) est le point fixe M’ de P dans G/P,, qui est donc rationnel sur k. Mais
la fibration de G par P, posséde une section locale d’image Vg (4.2), donc définie
sur £, et la projection G,—(G/Py);, est surjective (2.6, 2.14). Si x€G, s’envoie sur M/,
alors “P,=P.

Cela montre que lon peut se ramener au cas oi P=DPy, et qu’il existe xeG,
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tel que P =*P'DB. Mais (2.11) on peut écrire x=a.n"'.b avec a, beB, et netV"(T),.
On a alors "P=P et "P’="P"DT, ce qui démontre le lemme.

4.77. Proposition. — Soient P, P’ deux k-sous-groupes paraboliques de G. Alors PP’
contient un tore maximal de G défini sur k. Tout sous-groupe connexe k-fermé de G normalisé
par PaP’ est défini sur k. En particulier, PaP’; R(PnP’), R, (PnP’) sont définis sur k.
Le groupe PP’ posséde des k-sous-groupes de Levi et deux quelconques d’entre eux sont conjugués
par un unique élément de R, (PaP’),.

G est déployé sur £, (2.14), donc PnP’ est défini sur £, (4.5, 4.6). Comme il
est k-fermé, il est aussi défini sur £. D’autre part, il est de rang maximum (4.6), donc
contient un tore maximal de G défini sur £ (2.14). Les autres assertions sont alors consé-
quences de 3.13 et 3.14.

4.8. Sous-groupes paraboliques opposés. — Deux sous-groupes paraboliques de G
sont opposés si leur intersection est un sous-groupe de Levi de chacun d’eux.

II est clair que Py est le seul sous-groupe parabolique opposé a P, contenant Zj.
Par conséquent, vu 4.3 et la conjugaison des décompositions de Levi dans un sous-groupe
parabolique (4.7), étant donné un sous-groupe parabolique P, ’application o : P'=PnP’
est une bijection de I’ensemble des sous-groupes paraboliques opposés a P sur I’ensemble
des sous-groupes de Levi de P. Il résulte alors de 4.7 que si P est un k-sous-groupe parabolique,
G contient un k-sous-groupe parabolique opposé a P, et que deux tels sous-groupes sont conjugués par
un unique élément de R, (P),. En particulier, P et P’ sont opposés si et seulement s’il existe
geG et 6CA telsque 'P=Py et P'=Pg.

4.9. Deux classes de conjugaison &, &' de sous-groupes paraboliques sont dites
opposées §’il existe des sous-groupes paraboliques Pe#, P'eZ’ qui sont opposés. Vu 4.8,
il existe une et une seule classe opposée a une classe donnée, et tout sous-groupe para-
bolique opposé a un élément de & (resp. #’) fait partie de &’ (resp. ). Si =%,
on dit que & est auto-opposée.

Fixons un ordre sur ®(G) et soit ¢ 'involution d’opposition de ® (2.1). Si neA"(T)
représente 1’élément de W qui applique ®* sur @, alors

"Po=Pjq), (6CA);

par conséquent, si Py,CZ, alors la classe opposée contient Pq. Si la symétrie
at>—a (ae®) fait partie de W(G), alors ¢ est 'identité, donc toute classe de conjugaison
de sous-groupes paraboliques est auto-opposée.

4.10. Proposition. — Soient P, P’ deux sous-groupes paraboliques de G et P, P’ leurs
classes de conjugaison. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

a) P et P’ sont opposés.

b) P et P sont opposées et P, P’ contiennent deux sous-groupes de Borel opposés de G.

c) (PnP).R,(P)=P, (PaP").R, (P)=P" et P, P’ contiennent deux sous-groupes de
Borel opposés de G.
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d) L’application produit est un isomorphisme de variétés de P X R, (P’) sur un ouvert de G.

e) PaR,(P)=P'nR, (P)={c}.

Si P et P’ sont opposés, alors (4.8) il existe geG et 6CA tels que ‘P=P, et
P'=Py, donc a)=b), ¢), ¢) et, compte tenu de 4.2, a) =d).

Supposons maintenant que P et P’ contiennent deux sous-groupes de Borel opposés.
Vu 4.8, on peut, aprés conjugaison par un élément convenable de G, supposer que PO B
et P'DB™, donc (4.3) que P=Py et P'=P, (6, nCA). Mais P’ est le seul élément
de &' contenant B~ (4.3); si &’ est opposée a £, on doit donc avoir v =10, ce qui prouve
que b) =a). D’autre part, si ¢) est vraie, alors PnP'DZ,, Z, et Z,, Z, sont des sous-
groupes de Levi de PnP’. Comme ils contiennent T, ils sont égaux (3.13), donc ¢) =a).

Montrons maintenant que d) =>a). On peut supposer que P=Py et P'DT (4.6).
Alors R,(P)CVy et dim R, (P')=dim G—dim P=dim Vg, donc R,(P)=Vy et
P'=P;.

Il reste & prouver que ¢) =a). On peut de nouveau admettre que P=Py et P'DT.
L’égalité PnR,(P')={¢} entraine R, (P')CVy. D’autre part, égalit¢ P’'nVy={e}
montre que le sous-groupe de Levi L de P’ contenant T fait partie de Zy. L’ensemble
®(T, L) est évidemment symétrique; s’il était strictement plus petit que [6], ou bien
si R,(P)%Vy, alors on pourrait trouver une racine a telle que U,&P" et U_, &P,
ce qui est absurde, donc P’'=Py.

4.1x. Proposition. — Soient P, P’ des sous-groupes paraboliques opposés de G. Alors le
sous-groupe engendré par R (P) et R, (P’) est distingué dans G.

On peut supposer que P=P; et P'=Py (4.8). Le sous-groupe M engendré
par R, (P)=V, et R, (P')=Vy est fermé connexe [10, Exp. 3, th. 2] normalisé par Vy,
Vg et Z,, donc par Py et Py. Par suite (2.3), le normalisateur de M est ouvert dans G,
donc égal a G.

4.12. Lemme. — Sotent P, P’ deux sous-groupes paraboliques de G. Alors P’ensemble M
des éléments ge G tels que °P et P’ contiennent des sous-groupes de Borel opposés est un ouvert de G
de la forme P'.x.P (xeG); 1l posséde un point rationnel sur k si k est infint ou st P et P’ sont
définis sur k.

Nous montrons tout d’abord que M est un ouvert de la forme P'.x.P (xeG).
Pour cela on peut remplacer P et P’ par des sous-groupes conjugués, donc (4.3) supposer
que P, P’ contiennent respectivement B et B~. D’aprés 4.8, xeM si et seulement s’il
existe geG tel que ‘BC*P et /B~ CP’, ce qui signifie (4.4 a)) que g~ .xeP et geP’,
d’ott xeP’.P. L’ensemble P’.P est ouvert puisque B~.B Dest (2.3).

Si £ est infini, alors G, est Zariski dense dans G (2.14), donc M, =+e. Supposons
maintenant £ fini et P, P’ définis sur £. Alors P et P’ contiennent des sous-groupes de Borel
définis sur £ et deux sous-groupes de Borel définis sur £ de G sont conjugués sur £ ([23,
P- 45], [55 4-10]). Il suffit donc de faire voir que si B est un sous-groupe de Borel de G
défini sur £, alors il existe un sous-groupe de Borel de G défini sur & et opposé a B, mais
cela résulte de 4.8.
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4.13. Théoreme. — Soient P, P’ des k-sous-groupes paraboliques de G.

a) La fibration de G par P posséde une section locale définie sur k; la projection G,—(G/P),
est surjective.

b) St P et P’ sont minimaux (parmi les k-sous-groupes paraboliques), ils sont comjugués
sur k.

c) St P et P’ sont conjugués sur une extension de k, ils sont aussi conjugués sur k.

a) D’apres 4.8, il existe un k-sous-groupe parabolique P’ opposé a P’; son radical
unipotent est I’image d’une k-section locale de la fibration de G par P, vu 4.10; la
deuxieme partie de a) résulte alors de 2.6 et 2.14.

b) Si k est fini, P et P’ sont des £-sous-groupes de Borel de G [23, p. 45], donc
sont conjugués sur £ [5, 4.10].

Supposons donc £ infini, et remarquons d’abord que si Q et Q' sont des -
sous-groupes paraboliques minimaux, contenant des sous-groupes de Borel opposés,
alors Q et Q' sont opposés. En effet (QnQ’).R,(Q) et (QnQ").R, (Q’) sont des
sous-groupes paraboliques (4.4) définis sur £ (4.7), donc égaux a Q) et QQ’ respectivement,
et la condition 4.10 ¢) est vérifiée.

Soit M (resp. M’) l’ensemble des éléments geG tels que ‘P (resp. P’) et P
contiennent des sous-groupes de Borel opposés; M et M’ sont des ouverts non vides de G
(4.12). Il en est donc de méme pour MnM’, et comme G, est dense dans G, il existe
xeM;nM;. D’apres la remarque faite précédemment, “P et “P’ sont tous deux opposés a
P. Etant définis sur £, ils sont alors conjugués par un élément de R, (P), d’aprés 4.8, d’ou1 4).

¢) P’ est le seul sous-groupe conjugué a4 P contenant R, (P’) vu 4.5, donc P’ admet
un seul point fixe A sur G/P, qui est nécessairement £-fermé. Mais (2.14) G est déployé
sur k,; donc (4.6) le radical unipotent de P’ est aussi déployé sur £, et (2.7 (i)) posséde
un point fixe dans G/P rationnel sur %,. Par conséquent, A est aussi rationnel sur £,
donc rationnel sur £. D’aprés a), on peut trouver xeG, qui est appliqué sur A par la
projection naturelle. On a alors “P=P’.

Remarques. — 1) La démonstration précédente montre que si £ est infini, deux £-sous-
groupes paraboliques minimaux possédent un opposé commun défini sur k. On verra
plus loin que cela est encore vrai sur un corps quelconque pour un k-groupe parabolique P
et un élément arbitraire de la classe de conjugaison de P (6.27).

2) Vu 4.15, 4.13 a) est un cas particulier de 3.25.

4.14. Corollaire. — La classe de conjugaison P de sous-groupes paraboliques contenant
les k-sous-groupes paraboliques minimaux est auto-opposée.

En effet la classe opposée contient un élément défini sur £ (4.8), de méme dimension
que les k-sous-groupes paraboliques minimaux, donc minimal, et conjugué a un élément
de Z vu 4.13.

4.15. Théoréme. — a) Soient S un tore déployé sur k de G et ®F (resp. ®~) Pensemble
des racines de G par rapport & S qui sont >o (resp. <o) pour un ordre donné sur X" (S). Alors Gg.
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et Gg- sont deux k-sous-groupes paraboliques opposés ayant % (S) comme k-sous-groupe de Levi
commun.

b) Soient P un k-sous-groupe parabolique de G et S un tore déployé sur k maximal de R(P).
Alors il existe un ordre dans ®(S, G) tel que P=Gg.. Les k-sous-groupes de Levi de G sont
les centralisateurs des tores déployés sur k maximaux de R(P).

a) Les groupes Gg. et Gg- sont définis sur £ puisque ®* et @~ le sont. Soit T un
tore maximal de G défini sur k£ et contenant S (2.15 d)). Fixons sur X'(T) un ordre
compatible avec 'ordre donné sur X*(S) (3.1). Alors Gg. =G{'=G,, Go-=G",, ot 7
est Pensemble des éléments de ®(T, G) dont la restriction a S fait partie de ®*u{o}.
Evidemment #2®(T, G)*, donc G,, G_, sont paraboliques, et (4.2) il existe une
partie 6 de I’ensemble des racines simples de G par rapport a T telle que G,=P,,
donc G_,=Py.

b) Le groupe (Z(S)nP)’ est défini sur k. Cela résulte de 10.5, ou peut
se voir ainsi : P contient un tore maximal T’ de G défini sur £ (2.14), qui fait donc
partie d’une donnée de déploiement de G sur £, (2.14, 2.10); S est conjugué dans P
sur k£, & un sous-tore de T” (2.10), donc (Z(S)nP)° est conjugué sur £, & un groupe
normalisé par T', k-fermé, donc défini sur £, (3.13). Par suite, (Z(S)nP)® est k-fermé
et défini sur £, donc défini sur k.

Grace a 2.14 a), on peut trouver un tore maximal T de G défini sur £ tel
que SCTCZ(S)nP. Soit S"=R(P)nT. C’est un tore maximal de R(P), et un sous-
groupe de T qui est k-fermé, donc (1.6) défini sur £. Son centralisateur 2(S’) est alors
défini sur £ (2.15 d)), et est un sous-groupe de Levi de P dont S’ est le centre
connexe (4.2, 3.14). Par construction, S est le plus grand tore déployé sur £ de S’,
donc (3.6) les poids de S dans R, (P) sont >0 pour un ordre convenable sur X'(S).
Mettons sur X'(T) un ordre compatible avec celui qui vient d’étre fixé sur X'(S).
Vu la structure des groupes paraboliques (4.2, 4.3), on a ®(T, G)=puvu(—v) ou p
est ’ensemble des racines nulles sur S’ et v ’ensemble des poids de T dans R,(P). Par
conséquent, une racine est nulle sur S’ si et seulement si elle est nulle sur S, et puv
est ensemble des racines dont la restriction 2 S est >o. On a alors P=Gg. par
définition (§.8) et Z(S)=Z(S’). Ainsi, le centralisateur d’un tore déployé sur £
maximal de R(P) est un £-sous-groupe de Levi de P. Comme les £-sous-groupes de Levi
de P sont conjugués sur £ (3.14), cela termine la démonstration du théoréme.

4.16. Corollaire. — Soit P un k-sous-groupe parabolique de G. Alors les conditions suivantes
sont équivalentes :

(1) P est minimal.
(i1) R(P) contient un tore déployé sur k maximal de G.

(ii1) Les k-sous-groupes de Levi de P sont les centralisateurs des tores déployés sur k maximaux
de G contenus dans R(P).

(iv) Tout tore déployé sur k maximal de G contenu dans P est contenu dans R(P).
(i) =(ii). Soient S un tore déployé sur & maximal de R(P) et S’ un tore déployé
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sur £ maximal de G contenant S. Choisissons dans ® =®(S, G) unordre tel que P= Gy,
ce qui est possible d’apres 4.15 5), et dans ¥'=®(S’, G) un ordre compatible avec
celui-ci. Le groupe P’=G{§)} est parabolique, admet Z(S’) comme sous-groupe de Levi,
est défini sur £ (4.154a)) et contenu dans P. Ces groupes sont donc égaux, et Z(S')
est un sous-groupe de Levi de P, donc S'CR(P) et finalement S'=S.

(ii) =(iii). Cela résulte de 4.15 b) et de 4.7.

(iii) = (iv) Soit S (resp. S’) un tore déployé sur £ maximal de G contenu dans P
(resp. R(P)). On a P=2(S').R,(P). La projection S” de S sur le facteur Z(S’) de
cette décomposition est un tore déployé sur & (1.9) ; il en est donc de méme de S’. S’ (1.4).
Puisque S’ est maximal, cela signifie que S’/ CS’, d’ou SCS’.R,(P) =R(P).

(iv) =(i). Soit P’ un k-sous-groupe parabolique minimal contenu dans P, et S
un tore déployé sur £ maximal de G contenu dans R(P’); en vertu des implications
(i) = (ii) = (iii) déja établies, un tel tore S existe et Z'(S)CP’. D’autre part, SCR(P) et
ona (4.15) P=2(S).R, (P)CP’, dou P=P".

4.17. Corollaire. — Le groupe G posséde un k-sous-groupe parabolique propre si et seulement

s’il contient un tore déployé sur k non central.
C’est une conséquence évidente de 4.15 a) et 4.16.

4.18. Corollaire. — L’intersection de deux k-sous-groupes paraboliques P, P’ de G contient
le centralisateur d’un tore déployé sur k maximal de G.

On peut supposer P et P’ minimaux. D’aprés 4.7, PAP’ contient un tore maximal T
de G défini sur £. Le groupe TnR(P) est un tore maximal de R(P), défini sur £ vu 1.6.
En vertu de 4.2, 4.3et2.15d), Z(TnR(P)) est un k-sous-groupe de Levi de P, donc
(4.6) TAR(P) contient un tore déployé sur & maximal de G. Ce dernier est alors
nécessairement égal au plus grand tore T, déployé sur £ de T. De méme, T,CR(P’), et
Pinclusion Z(T,)CPnP’ est conséquence de 4.16.

4.19. Corollaire. — Soient PCP’ des k-sous-groupes paraboliques de G. Alors les tores
déployés sur k maximaux de R(P") sont les intersections de R (P) avec les tores déployés sur k maximaux
de R(P).

Comme R(P)DR(P’), cela est vrai pour au moins un k-tore déployé sur £ maximal
de R(P’), donc pour tous vu 4.15, la conjugaison sur £ des k-sous-groupes de Levi (3.14),
et le fait que R(P’) est distingué dans R(P).

4.20 Corollaire. — Soient P, P’ des k-sous-groupes paraboliques de G. Alors P=P' si
et seulement si P,=Py.

Si £ est infini, cela résulte du fait que P, et P; sont denses dans P et P’ (2. 14, 3.20),
mais la démonstration ci-dessous vaut sans hypothése sur £.

Soient Q , Q' des k-sous-groupes paraboliques minimaux de G contenus dans P et P’
respectivement. Vu 4.16, 4.18, on peut trouver un tore S déployé sur £ maximal de G tel
que Z(S) soit un k-sous-groupe de Levi commun a4 Q et Q. Soit V=R(P)nS. D’aprés
4.19 et 4.15 il existe une partie « quasi-close de ®(V, G) telle que P=G. Si u est
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Pensemble des éléments de ®(S, G) dont la restriction 2 V fait partie de au{o}, alors p
est quasi-clos et P=G (3.8). De méme, il existe une partie quasi-close v de ®(S, G)
telle que P’=G®. Notre assertion est maintenant conséquence de 3.23.

4.21. Théoréme. — Les tores déployés sur k maximaux de G sont comjugués sur k.

Soient S, S’ deux tores déployés sur £ maximaux de G. D’aprés 4.15 et 4.16,
il existe deux A-sous-groupes paraboliques minimaux P et P’ tels que Z(S) et Z(S')
soient des k-sous-groupes de Levi de P et P’ respectivement. Vu 4.13, P et P’ sont
conjugués sur £ et d’apreés 4.7, les k-sous-groupes de Levi de P sont conjugués sur £.
Par conséquent il existe geG, tel que ‘& (S)= Z'(S’). Mais alors ’S et S’ coincident
avec le plus grand tore décomposé sur k£ du centre Z de Z(S) (rappelons que Z° est
défini sur k£ vu 2.15 a)).

Remarque. — Le théoréme vaut plus généralement pour un i-groupe algébrique
connexe dont le radical unipotent est déployé sur £ (11.6).

4.22. Corollaire. — Sotent S, S’ des tores déployés sur k maximaux de G et A, A’ des
parties de Sy et S;, ou des sous-tores de S et S' respectivement. Soit x€G,, tel que *A==A'. Alors
il existe yeGy tel que YS=S' et Ya="%a (acA).

Soit S"’=7S. Les groupes S’ et S’ sont des tores déployés sur £ maximaux du
groupe Z'(A’)° qui est défini sur £ (1.6, 2.15 d)). D’aprés le théoréme, on peut trouver
zeZ(A")y tel que °S”"=S’. Alors y=2z.x vérifie nos conditions.

4.23. Définitions. — La dimension (commune vu 4.21) des tores déployés sur &
maximaux de G est le k-rang de G et est notée 7,(G). Le k-rang semi-simple de G est le k-rang
du groupe dérivé de G. Si k est algébriquement clos on omet en général le préfixe ou
indice k. Le groupe G est anisotrope sur k si son k-rang est nul ou, ce qui revient au méme
d’aprés 4.17, §’il ne contient pas de k-sous-groupe parabolique propre et si son centre
connexe est anisotrope sur £.

4.24. Supposons que G soit la composante neutre du groupe orthogonal O(Q)
d’une forme quadratique Q) sur un k-espace vectoriel V. Alors G est anisotrope sur k si et
seulement si 'V, ne contient pas de vecteur isotrope non nul, autrement dit si QQ ne représente
pas zéro sur k.

En effet, si V, contient un vecteur isotrope non nul, on peut classiquement choisir
des coordonnées dans V, telles que Q=rc.%,.%,+Q'(x5, ..., ,), (c€k’), et G contient
les transformations (x;>h.xp, x> A "1 a0y, &, >, (igg))()\eﬁ*) qui définissent un tore
déployé sur £ de G.

Réciproquement, si G contient un tore S=#{¢} déployé sur £, alors, en diago-
nalisant S sur £, on voit qu’il existe xeV,—{o}, et un entier m>1 tels que
Q(x)=Q(.x)=»".Q (x) quel que soit rek, d’ou Q(x)=o.

De maniére similaire, on voit que si Q est non-dégénérée, le k-rang de G est égal

a I'indice de Q, c’est-a-dire a la dimension des espaces isotropes maximaux (rationnels
sur £ bien entendu) de Q.
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4.25. Proposition. — Soient G’ un k-groupe réductif et f: G—G’ une k-isogénie séparable.
Alors les tores déployés sur k maximaux de G’ (resp. de G) sont les images par f (resp. les composantes
neutres des images réciproques) des tores déployés sur k maximaux de G (resp. G'). En particulier,
G et G’ ont le méme k-rang et le méme k-rang semi-simple.

(La notion de morphisme séparable est rappelée en 10.3; ici, cela revient & exiger
que f induise un isomorphisme des algeébres de Lie.)

Comme I'image d’un £-tore déployé sur £ par un k-morphisme est un tore déployé
sur £ (1.3), il suffit, vu 4.21, de montrer que si S’ est un tore déployé sur £ maximal
de G/, alors S=(f"(S"))" est un tore déployé sur k£ de G.

Soit T un tore maximal de G’ défini sur £ et contenant S’ (2.15d)). Alors
T=(f"YT"))° est un tore maximal de G [1, th. 22.1]. Il contient par conséquent le
noyau de f, donc T est toute 'image réciproque de T’. Comme f est séparable, T est un
cycle rationnel sur £ [22, Prop. 1, Cor.] irréductible, donc T est un k-sous-groupe [39,
Prop. 1, p. 208]; 1.8 montre alors que S est le plus grand tore déployé de T.

4.26. Remarque. — La proposition précédente n’est pas vraie sans restriction sur f,
comme le montre I’exemple suivant.

Supposons k£ non parfait de caractéristique deux, et soient ¢ un élément de £ qui
ne soit pas un carré dans k£, Q la forme quadratique a trois variables donnée par
Qx,9,2)=x+t.y.z, et G=0(Q) le groupe orthogonal de Q. La forme Q ne
représente pas zéro sur k, donc G est anisotrope sur £ (4.24). D’autre part, la forme
bilinéaire associée a Q admet la droite y=z=0 comme noyau. On en déduit immédia-
tement que les éléments de Gj sont les matrices de la forme

1 (t.a.b)®  (t.c.d)™®
M=(0 a ¢ ), (a.d—b.c=1),
0 b d

donc que Mp>(% ) est une k-isogénie de G sur SL,=G’. Cependant r,(G)=o,
q b d g

et rn(G')=1.
4.27. Proposition. — Soient G, ..., G, des k-sous-groupes distingués connexes dont G

soit le produit presque direct (0.6), S un tore déployé sur k maximal de G et S;=(SnG;)° (1 <i<n).
Alors S est le produit presque direct des S; et S; est un tore déployé sur k maximal de G, (1 <i<n).
En particulier 1,(G)=Zn,(G,).

Grice a 4.25, on peut se ramener au cas ou G est le produit direct des G;. La

projection S; de S sur G; (1<i<n) est un tore déployé sur £ (1.3), donc HS,’ =S, et
S;i=S; (1<i<n). D’autre part, si S;" est un tore déployé sur £ de G; contenant S, alors
S.S;" est un tore déployé sur £ (1.3, 1.9), donc égal a S, d’out §;"=S;, et S; est bien
maximal dans G;.
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4.28. Corollaire. — G possede un plus grand k-sous-groupe connexe H distingué anisotrope
sur k. Le groupe G est le produit presque direct de ce sous-groupe, de ses k-sous-groupes distingués
presque simples sur k de k-rang >o0 et de son plus grand tore déployé sur k central.

Le sous-groupe en question est engendré par les £-sous-groupes distingués connexes
presque simples sur £ et anisotropes sur £ de 2G (voir 2.15 4)) et par le plus grand
sous-tore anisotrope sur £ de Z(G) (2.15 a), 1.8).

Nous concluons ce paragraphe par deux résultats qui seront utilisés au § 8.

4.29. Proposition. — Soient {H.};c| un ensemble de k-sous-groupes connexes de G, P un
k-sous-groupe parabolique minimal de G et H le sous-groupe engendré par R, (P) et les H; (iel).
Supposons que pour tout i€l, le groupe H; soit normalisé par un k-sous-groupe parabolique P;.
Alors N (H)=DP’ est un k-sous-groupe parabolique contenant P, et R, (P')=R,(H).

Le groupe (PnP;).R,(P) est un k-sous-groupe parabolique contenu dans P, donc
égal a P, et P; contient un k-sous-groupe de Levi L; de P (4.4, 4.7). Le groupe F,;
engendré par H; et R (P) est normalisé par L;, donc par P=L,.R(P) et par conséquent
A" (H)2P. Le groupe A" (H), étant k-fermé, est alors défini sur £ (4.7). Puisque P'DP,
ona R, (P)CR,(P)CH; comme en outre R, (P’) est normalisé par HCP’, on a aussi
R,(P)CcR,(H). D’autre part R,(H) est normalisé par P, donc R,(H)CR,(P’).

4.30. Corollaire. — Soit {P};c; un ensemble de k-sous-groupes paraboliques minimaux.
Alors le sous-groupe H engendré par les groupes R, (P,) est distingué dans le groupe engendré par
les P; (iel).

En effet, 4.29 montre que P; normalise H quel que soit zel.

§ 5. RACINES, GROUPES DE WEYL
ET DECOMPOSITIONS CELLULAIRES RELATIFS

Dans tout ce paragraphe, G est réductif connexe, et S est un tore déployé sur k maximal de G.

5.X. Groupe de Weyl relatif et k-racines. — Les racines de G par rapport a S seront
appelées k-racines ou racines relatives a £ de G (par rapport a S si cette précision parait
nécessaire). On écrira ,®(G) ou @ pour ®(S, G). Le groupe de Weyl relatif a k de G est
le quotient A°(S)/Z(S) et est noté W, ou W(G), W(S, G). Comme Z(S) est la
composante neutre de A(S), ce groupe est fini. Il opére canoniquement sur X'(S),
(en laissant @ stable), sur X (S) (en permutant les noyaux des k-racines), donc aussi
sur X'(S)®A et X (S)®A, ou A est un anneau quelconque. Un produit scalaire
sur X'(S)®R ou X (S)®R invariant par ;W est dit admissible, et sera noté en général ( , ).
Comme ;W est fini, il en existe toujours. On identifiera souvent X'(S)®R et X (S)®R
au moyen d’un produit scalaire admissible.

Si £ est algébriquement clos, ou bien si G est déployé sur £, alors \W et ,® s’iden-
tifient au groupe de Weyl et aux racines usuels, et 'on omettra la mention de £.
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Vu 4.21, les ensembles de racines @ (S, G) et les groupes de Weyl relatifs associés

a deux tores déployés sur £ maximaux sont isomorphes.

5.2. Etant donné ae®(S, G), on désignera par U, ou U, le groupe noté G{,ﬁ)s)
dans 3.8, ot (a) est I'ensemble des £-racines qui sont multiples entiers positifs de a. Ce
groupe est unipotent (3.8 (iv)), défini sur £ (3.13).

Soient we,W, 7z un représentant de w dans A7(S), et ¢ une partie quasi-close

de ,®@. Dans les notations de 3.8, il est clair que
(1) "Gy=Gyy, "Gy=Gy.

Les groupes "G,, et "G, ne dépendent donc que de I'image w de n dans W et seront aussi
notés “G,, et “Gj,. Ces groupes sont définis sur £ (3.13).

Soient A une partie de A7(S) (resp. A47(S),) et A’ son image canonique dans ;W(G).
Des classes d’éléments de G (resp. G;) telles que P.A, P.A.P (resp. P,.A, P,.A.P)
qui ne dépendent que de A’ seront aussi notées P.A’, P.A’.P (resp. P,.A’, P,.A".P,).

5.3. Théoréme. — Le rang de ®(G) est égal au k-rang semi-simple de G (4.23). Le
groupe W (G), vu comme groupe d’automorphismes de X (S)®R, muni d’un produit scalaire -
admissible, est engendré par les symétries par rapport aux hyperplans annulant une k-racine. Chaque
composante connexe de N (S) rencontre Gy,.

Soit S, (a€,®) la composante neutre du noyau de a, et soit Z l’intersection des
groupes S,. Le groupe Z° est la composante neutre de Z(G)nS, car la représentation
adjointe de G a Z(G) comme noyau [23, lemma 1, p. 39]. (Cela résulte aussi du fait
que si zeZ, alors toutes les racines de G par rapport a un tore maximal de G contenant S
sont nulles sur z, et de 2.3.) Comme 7,(G)=r,(Z(G))+r(2G) vu 2.2 (ii) et 4.27,
cela établit la premiére assertion.

Montrons maintenant que si 7,(2G)%o0, alors A°(S),+Z(S),. D’apres 4.15,
il existe deux k-sous-groupes paraboliques opposés P et P’ ayant 2°(S) comme sous-groupe
de Levi commun. Vu 4.16, ces groupes sont minimaux parmi les £-sous-groupes para-
boliques, donc on peut trouver xeG; tel que *P=P’ (4.13). Les groupes *(Z(S))
et Z(S) sont deux k-sous-groupes de Levi de P’, donc (4.%7), quitte 2 multiplier x par
un élément de R,(P’),, on peut supposer que x normalise Z(S). Il doit alors aussi
normaliser S, qui est le plus grand tore déployé sur £ du centre de Z(S); d’autre part,
il n’agit pas trivialement sur ,® vu 4.15, donc xeA"(S), et x¢Z(S);.

Prouvons maintenant que ;W contient le groupe W’ engendré par les symétries 7,
par rapport aux hyperplans X (S,)®R de X (S)®R (ag,®).

Soit M=2(S,). C’est un k-groupe réductif connexe (2.15 d)). Il contient le groupe
unipotent Uy, (5.2), donc Z'(S)+ M, et S n’est pas central dans M. Vu 4.27, et le fait
que S, est de codimension un dans S, cela entraine que 7,(IM)=1 et que V=(SnIM)°
est un tore déployé sur £ maximal de M. D’aprés ce qui a déja été démontré, on peut
trouver dans (2M), un élément x normalisant, mais ne centralisant pas V. Comme
dim V=1, on a nécessairement (Int x) (t)=¢"" (t€V). D’autre part, x centralise S,, donc
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normalise S et induit un automorphisme involutif non trivial de X (S)®R laissant
X (S,)®R fixe point par point. C’est nécessairement une symétrie par rapport a cet
hyperplan pour tout produit scalaire admissible, donc r,e,W et W C,W; de plus, toute
composante connexe de A4°(S) se projetant dans W’ contient un élément de G,.

Il reste a faire voir que ,W=W’. Vu les propriétés classiques des groupes engendrés
par des réflexions [6], il suffit pour cela de prouver que si we,W laisse stable une
chambre de Weyl C de W’ dans X (S)®R, alors w est 'identité. Il existe un point DeC
fixe par w. On peut donc trouver un ordre sur X'(S) tel que si aeX’(S) n’est pas nul
sur D, alors a>o0 si et seulement si a(D)>o0. Comme les racines ne sont pas nulles sur D,
Pélément w permute I’ensemble ¢ des k-racines >o, donc tout neA"(S) représentant w
normalise le groupe G,=P, qui est un k-groupe parabolique minimal vu 4.15, 4.16.
Comme P est son propre normalisateur (4.3), on a neP et il suffit de montrer que

N (S)nP=2Z(S),

ce qui est immédiat : en effet, on peut écrire n=u.y (ue Z(S), veR,(P)) (4.16), d’ou
veR (P)nA"(S), et 'on sait que dans un groupe résoluble connexe, le normalisateur
d’un tore est égal a son centralisateur [1, prop. 10.2].

5.4. Corollaire. — Le plus grand k-sous-groupe M invariant connexe anisotrope sur k de % (S)
est distingué dans N (S).

Le groupe M est évidemment normalisé par A4°(S),. D’autre part (4.28), Z(S)
est le produit presque direct de S et de M, donc M est invariant dans Z(S), et par suite
dans A°(S)=A"(S),. Z(S).

Remarque. — Un peu plus généralement, cela montre que tout £-sous-groupe
distingué de Z'(S) invariant par tout k-automorphisme de Z°(S) est distingué dans A47(S).

5.5. Corollaire. — Soient K une extension de k, T un tore déployé sur K maximal
de G contenant S. Soient N (S, T)=A(S)nA(T) e gW,=AH(S,T)/Z(T). Alors
N (S)=AN(S, T). Z(S), et W s’identifie & la restriction de xW, a S.

Pour démontrer la premiere égalité, il suffit, vu le théoréme, de faire voir que
N (8), €A (S, T). Z(S), ce qui résulte de 4.22. La deuxieme assertion n’est qu’une autre
maniére d’énoncer la premiére.

5.6. Corollaire. — Soient f:G—>G’ une k-isogénie séparable de G sur un k-groupe
réductif connexe G', et S'= f(S). Alors f induit une isogénie de N (S) sur N (S'), un isomorphisme
de W(G) sur W(G') et f*:X'(S") - X*(S) induit une bijection de ®(G’) sur @(G).

Le groupe S’ est un tore déployé sur £ maximal de G’ d’apres 4.25, et f induit un
isomorphisme des algébres de Lie, d’ott la derniére partie du corollaire. Les autres
assertions résultent alors du théoréme.

5.%7. Proposition. — Sotent § une partie de D (G) qui contient tous les multiples rationnels
de ses éléments faisant partie de ,©(G), w un élément de W (G) qui soit produit de réflexions
r, (ac)), et ceX'(S). Alors w(c)—c est combinaison linéaire & coefficients entiers d’éléments de .
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Soient T un tore maximal de G contenant Set j : X'(T) —~X"(S) ’homomorphisme
de restriction. Soit n=;"1(¢)n®(T, G). D’aprés 5.5, W=W(T, G) contient au moins
un élément w, dont la restriction a S est 7, (ae,®). Un tel élément agit trivialement
sur hyperplan V, de X (S)®R annulant @, donc [6] est produit de réflexions
r,eW, ou b appartient a I'ensemble des racines qui s’annulent sur V,. Ces derniéres
font partie de %, vu I’hypothése faite sur ¢, donc W contient un €élément w’ dont la
restriction a S est w, et qui est produit de réflexions 7, (ben). Comme d’autre part S est
facteur direct dans T [1, § 7], 7 est surjectif. On est donc ramené au casot S=T est
un tore maximal de G et ot ;W=W, ,&=®(G), pour lequel notre assertion est
connue [6, § 7, no. g, prop. 27].

5.8. Corollaire. — Soient ( , ) un produit scalaire admissible sur X' (S)®R, ae®,(G)
et ceX'(S). Alors 2(a,c)/(a,a) est un entier. En particulier, \®(G) est un systome de racines
au sens de 2.1 dans (X'(S), N) o2 N désigne Pensemble des caractéres de S qui sont triviaux
sur SNn92G.

La restriction X'(S) — X*(S’), ot S'=(SNn2G)°, est un isomorphisme de ,®(G)
sur ,(Z2G), et le rang de , @(2G) est égal a r,(2G) d’apres 5.3, donc ,(G) engendre
dans X*(S)®Q un sous-espace supplémentaire de N®Q . D’autre part, on a

r,(c)=c—2.(a,¢).(a, a) " .aq,

donc 2(a,c¢).(a,a) 'eZ d’aprés 5.7. Les autres conditions imposées 4 un systéme de
racines sont vérifiées vu 5.3.

5.9. Corollaire. — Si P est un k-sous-groupe parabolique minimal contenant S, alors P =G/,
o  est Uensemble des k-racines positives pour un ordre convenable, et réciproquement. Le groupe
Into A (S) induit un groupe de permutations simplement transitif, isomorphe a W, des k-sous-groupes
paraboliques minimaux contenant S.

La premiére assertion résulte de 4.15, 4.16, la deuxieme de 5.3, 5.8 et de la simple
transitivité du groupe de Weyl sur les chambres de Weyl.

5.10. Proposition. — Soient Gy, ..., G, des k-sous-groupes distingués connexes de G
dont G est le produit presque direct et S;=(SnG,)° (1<i<n). Alors, pour tout ac,®(G), ilya
une et une seule valeur de Uindice i telle que la restriction de a & S; ne soit pas nulle ; le groupe U,
est contenu dans le groupe G, correspondant. Si ®; est ensemble des k-racines non nulles sur S;,
alors ® est somme directe des ®; et I’homomorphisme de restriction X'(S)—>X"(S;) induit un
isomorphisme de ®; sur ,@(G;).

Soient T un tore maximal de G contenant S et be®(T, G) une racine dont la
restriction & S soit a. Pour tout ¢, on a les implications suivantes

alsi*0:>b|sf’=0:>UbCGi:>b|TnGi=0 (j+ i):>a|si=0 (J#i) =alg*o0

dont la deuxié¢me et la troisiéme résultent de 2.3 et les autres sont évidentes. Ces assertions
sont donc toutes équivalentes, d’ott la premiére partie de la conclusion. La seconde en
découle immédiatement.
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5.xx. Corollaire. — Les k-sous-groupes distingués connexes presque simples sur k non
anisotropes sur k de G sont les groupes Gy, o { parcourt les facteurs directs irréductibles de @ (G).
En particulier, si G est presque simple sur k, @ est un systéme de racines irréductible. Tout k-sous-
groupe distingué connexe de G est produit d’un groupe Gy, ot { est un idéal de ®, d’un tore déployé
sur k et d’un groupe anisotrope sur k détzrminés de fagon unique.

Soit ¢ un facteur direct irréductible de ,®. C’est un idéal, donc Gy, est un k-sous-
groupe distingué connexe de G; la prop. 5.10 montre que Gj, est presque simple sur £
et que tout k-groupe distingué connexe presque simple sur £, de £-rang non unul, s’obtient
ainsi. La derniére assertion résulte alors de 4.28.

5.12. k-sous-groupes paraboliques standards. — On fixe un ordre sur ;@ et on note A
I’ensemble des £-racines simples correspondantes. A toute partie 6 de ;A, on peut associer
comme en 4.2 des parties m,, 7y, etc. de ,@ et des sous-groupes Py, Py, etc., qui sont
définis sur £ vu 3.13; les paragraphes 4.2 (i), (i1) restent valables, une fois T et ®
remplacés par S et ,®. Pour éviter des confusions avec les notions correspondantes sur £,
on écrira souvent ,Pq, .Pg, 1 Zo, »Ve, s Ve pour les groupes qui, dans les notations de 3.8,
seraient désignés par Gfg, G@ﬂe, Z(Se), Uff’g et U(f)ae. Les groupes P, (0C,A) sont les
k-sous-groupes paraboliques standards de G. Le groupe ,Py est minimal si 6 =0, égal a G
si 6=,A. Le radical unipotent ,V, de ,P, sera aussi noté ,U. Jusqu’au n° 5.20 inclus,
on écrira P pour ,P,.

5.13. Soit we,W et soient p,=,0"nw(,®") et v,=, " nw(,®"). Ce sont des
ensembles de k-racines convexes dont ,®* est réunion disjointe. On posera

(1) WU, =U,=U,  Uy—Uy,=U®,

D’aprés 3. 11, ’application produit est un £-isomorphisme de variétés de U, x U, sur ,U.
Plus généralement, soient se,W,

tou=SGPT) nw(P7), v, =s5(GPT)nw(DT).
Ce sont des ensembles convexes de k-racines, dont s(,®*) est la réunion disjointe. On a

(2) U =°GU)n"GU") TP =°U)n"(U),

Hs, w

et 'application produit est un isomorphisme de variétés de Uff: wXUSi’w sur *(,U).

5.14. Proposition. — Les k-sous-groupes paraboliques standards sont les seuls k-sous-groupes
contenant P = ,P,. Tout k-sous-groupe parabolique de G est conjugué sur k a un seul k-sous-groupe
parabolique standard ; G est engendré par P et les sous-groupes U _, (ag,A).

Soit P’ un k-sous-groupe parabolique contenant P. Vu 4.16, 4.19, lintersection
S’=R(P’)nS est un tore déployé sur £ maximal de R(P’), et, vu 4.15, on peut écrire
P'=G{", ot { est I'ensemble des éléments de ®(S’, G) qui sont >o pour un ordre
convenable. On a donc aussi P’= G, ot 7 est 'ensemble des £-racines dont la restriction

a S’ est soit nulle soit contenue dans ¢. Comme ¢ est clos dans ®(S’, G), ’ensemble 7
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est clos dans @, contient ,®* puisque P'DP, et 'existence de 6C,A tel que n=m,
résulte alors de [6, § 7, n° 7, prop. 20].

Soit QQ un £-sous-groupe parabolique de G. Vu 4.13 et ce qui vient d’étre démontré,
Q est conjugué sur £ & au moins un £-sous-groupe parabolique standard. L’unicité de
ce dernier est conséquence de 4.3. Enfin, ce qui précéde montre que le sous-groupe Q
engendré par P et les groupes U _, (a€;,A) est le groupe Py (6=,A), donc est égal 2 G.

5.15. Théoréme. — Posons N=A"(S) et U=,U. Soient se,W et n,n'eN. Alors
G,=°U,.N,.U,. Ona n=n" siet seulement si *U.n.U="U.n'.U. Lensemble *U.n.U est
localement fermé dans G et I application produit est un isomorphisme de variétés de (*Un"U~) x{n}x U
sur *U.n. U, qui est défini sur k si neN,. Le groupe G, est réunion disjointe des doubles classes
P,.w.P, (we,W).

En utilisant le fait que N, contient un élément dont 'image canonique dans ;W
est 5, on se raméne immédiatement au cas ol s=1.

Soit geG,. D’aprés 4.18, le groupe Png™!.P.g contient le centralisateur Z(S’)
d’un tore déployé sur £ maximal S’ de G. Les groupes Z(S) et Z(S’) sont deux k-sous-
groupes de Levi de P, donc (3.14) sont conjugués par un élément de R,(P),, ce qui
montre Pexistence de ueP, tel que u.g7'.P.g.u~'D Z(S). En utilisant 5.9, on voit que
'on peut alors trouver veN, tel que v.u.g7'et"(P),; comme P est égal a son norma-
lisateur (4.3), cela prouve que geP,.N,.P,, donc aussi que geU,.N,.U,, vu I’existence
de la décomposition de Levi P=Z(S).U.

L’ensemble U.n.U est une orbite de U x U opérant sur G par translations a gauche
et a droite, donc est ouvert dans son adhérence [1, § 15.2], i.e. est localement fermé.
Soit w Pimage canonique de n dans ,W. On a, dans les notations de 5.13,

(1) U.n.U=U,.U/.2.U=U,.n.U,

puisque n~'.U, .nCU, donc l’application produit définit un morphisme surjectif
¢ : U, x{n}xU > U.n.U. Comme n~'.U,.nCU~, le composé de ¢ et de la translation
a gauche par n~! est la restriction 4 une partie fermée de I'application produit
U~xU—-U".U. Comme cette derniére est un isomorphisme (4.10), il s’ensuit que ¢
est un isomorphisme; de plus, les groupes U,, et U étant définis sur £, ¢ 'est aussi si
neN,. Prouvons maintenant que U.n.U'=U.n".U entraine n=n’, autrement dit
que NnU.n.U={n}. Vu (1) cela équivaut encore 2 Nnn'.U,.n.U={e}, ce qui
est conséquence de

(2) NnAU~.U={e}.

Il suffit donc d’établir (2). Soit n=1v.u (neN, veU~, ucU). Quel que soit seS, on a
évidemment
(v tms0.% YL ("sasTY L (scusT LT ) =

Mais les facteurs définis par les parenthéses appartiennent respectivement 2 U™, S, U,
et doivent donc étre tous égaux a 1 vu 4. 10. Cela entraine que u, ve Z'(S), d’ot u=v=1
et n=1.
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La premie¢re partie du théoréme et la décomposition P,= Z(S),.U, montrent
que G est réunion des doubles classes P,.w.P,. Il reste a voir que ces derniéres sont
disjointes. Soit w'eP,.w.P, et soient ', n des représentants de w’ et w dans N,. Il existe
alors u,veU, et a, be Z(S), tels que n'=u.a.n.b.v, d’ou n'=a.n.b et w'=w.

5.16. Proposition. — Soient we W et r une réflexion fondamentale. On a

i) r.P.{w,r.w}P=P . {w, r.w}.P,.

() r.P..r+ P,

Soit @ la k-racine simple telle que r=r,. Quitte a remplacer w par r.w, on peut
supposer que w '(a)e,®*. Le groupe U est produit semi-direct sur ¥ du radical
unipotent V, du k-groupe parabolique standard P, et du groupe U, et ce dernier
est Pintersection de U avec Z'(S,). On a par conséquent

r.P{w, r.w}.P=Z(8),.r. U {w,r.w}.P,=2Z(8),.7.V,,. Uy, {w, r.w}.P,
r.P{w, r.w}.Po=2Z(8),.V,,.r. Uy, {w, r.w}.P,.

En appliquant 5.15 a Z(S,), on en déduit
r.P{w, r.w}. P.CP. . Z(S,),.w. P, =P, .Uy, ,.{1,7}. Uy, ;. w.P,
donc, puisque w™'(a)>o,
r.P.{w, r.w}.P,CP, . {r.w, w}.P,.
En multipliant a4 gauche les deux membres par 7, on en tire aussi I'inclusion contraire,
d’our (i).
(ii) est une conséquence de 3.23 et du fait que r(,®@%)+,0%.

5.17. Proposition. — Soient O une partie de A et Wy le sous-groupe de W engendré par
les réflexions fondamentales correspondant aux éléments de 6. Alors Py, =P,.W,. P,
Le groupe de Weyl relatif de Z, (cf. 5.12) est Wy. En vertu de 5.15, on a donc

Pe,k= Za,k~Ve,k=(U”Ze>k-We- (U“Ze)k-ve,k,
d’ou
PM= Pk'PO,k'Pk: P..W,.P,.

5.18. Corollaire. — (i) Les groupes Py, sont les seuls sous-groupes de G, contenant P,.
(i) Soient 0,0 C,A et geG,. Alors “Py ,CPq, si et seulement si 0'COH et gePy .
En particulier, Py est son propre normalisateur dans G.

5.15 et 5.16 montrent que les axiomes de [33] sont vérifiés; 5.18 résulte alors
de 5.17 et des th. 2, 3, 4 de [33].

5.19. Corollaire. — Soit QQ un k-sous-groupe parabolique de G. Alors Q , est le normali-
sateur dans G, de R,(Q),.

Vu 5.14, on peut supposer que Q =P, (6C,A). Le normalisateur M de R,(Q),
contient alors Pg,, donc (5.18) est égal & un groupe Py, (6C6"C,A). Supposons
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que 6'+0. Soient a un élément de 6’ non contenu dans 0, et » un représentant dans N,
de la réflexion fondamentale 7,. On a U, ,CR (P,),, d’ou aussi

U(—a), k =”U(a), k CRu(PO)k cPk’

ce qui est absurde, donc 6'=0 et M=Q,.

5.20. Corollaire. — Sotent 0, 0" deux parties de | A. Alors il existe entre les doubles classes
Py 1-8-Po. 1 (8€Gy) de Gy et les doubles classes Wo.w. Wy, de W (we, W) une correspondance
biunivoque caractérisée par la relation
Pe,k‘g'PO',k:Pk'WO'w'WO"Pk'

Soit geG,. Soient n I'élément de N, tel que geU,.n.U, (5.15), et w 'image
canonique de # dans ;W. En utilisant 5.16 (i) et 5.17, on a

P, ..¢.Py ;=P,.Wy.P,.0.P,.W,..P,CP, . Wo.0.Wy.. P, C Py . 0. Py =P, 1.2. Py ;.

I1 résulte alors de la dernieére assertion de 5.15 que deux doubles classes distinctes
Wo.w. Wy, Wy.w'. Wy, correspondent a des doubles classes distinctes de G, modulo
Py x> Por -

Nous terminerons ce paragraphe par quelques remarques simples sur les classes
de conjugaison de sous-groupes paraboliques.

5.2X. Proposition. — Soient P, 2 deux classes de conjugaison de sous-groupes paraboliques

de Get P,Pe?, Q,Q €2 tels quu PnQ et P'nQ’ soient des sous-groupes paraboliques.
Alors :

(1) 8¢ PCQ, tout élément de P est contenu dans un seul élément de 2.

(i1) Les groupes PnQ et P'nQ’ sont conjugués.

(iii) Les sous-groupes paraboliques R, R’ engendrés par P, Q et P', Q' respectivement sont
conjugués.

L’assertion (i) est contenue dans 4.3.

Reprenons les notations de 4.2. On peut trouver g, g'eG tels que

‘(PnQ)2B, “(P'nQ)3B;

d’apres 4.3, il existe alors 0, JCA tels que
P=P'=P,, Q="Q =P,.

I1 est alors clair que

‘(PaQ)="(P'nQ)=Py,,

R=7R'=Py,,,
d’out la proposition.
5.22. Définition. — Soient &, 2 deux classes de conjugaison de sous-groupes

paraboliques de G. On écrit <2 si tout élément de & est contenu dans un élément
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de 2. La proposition précédente montre qu’il suffit pour cela qu’il existe un élément
de Z contenu dans un élément de 2.

D’aprés 5.21, les sous-groupes paraboliques de la forme PnQ (PeZ?, Qe2) (resp.
engendrés par deux sous-groupes PeZ, Qe2 tels que PnQ soit parabolique) forment
une seule classe de conjugaison, qui sera désignée par Z A2 (resp. Y 2).

5.23. On notera %, la classe de conjugaison du k-groupe parabolique standard
«Po (0C,A) (5.12). On a évidemment

26 CPy < 6cy (6, ).

Si Z et 2 contiennent chacune un élément défini sur £, il en est de méme pour Z A 2
et ZY 2 vu 4.7, 4.13. D’aprés 5.14, il existe 0, A tels que =Py et 2=,2,.
On a évidemment :

2o AMiZy=1Ponws %0 Y 12y =1Pouy (¢, 6CA).

Enfin, on voit exactement comme en 4.9 que si ¢ est 'involution d’opposition de ,®,
alors la classe opposée a ;P est , Pyq).

5.24. Le groupe TI'=Gal(k,/k) opére a la maniére usuelle sur ’ensemble des
k,-sous-variétés de G et laisse visiblement invariant I’ensemble des k;-sous-groupes para-
boliques de G. Dans la suite, nous aurons a considérer la condition suivante, imposée
a une classe de conjugaison & de sous-groupes paraboliques :

(i) Lensemble Py, des éléments de P définis sur kg est stable par T,
et ’on dira que & est défini sur k si (i) est vérifiée. Bien que cela ne soit pas nécessaire
dans ce travail, nous en donnerons ici une autre interprétation.

Un groupe parabolique est égal a son normalisateur, donc étant donné P, eZ,
on peut identifier # & G/P, par I’application ¢, qui associec & PeZ 'unique point fixe
de P dans G/P,. L’application ¢, commute a G, opérant sur & par automorphismes
intérieurs et sur G/P, par translations a gauche, d’oi une structure d’espace homogéne
(de groupe algébrique) sur £, qui ne dépend visiblement pas du choix de I'origine P,.
C’est toujours d’elle qu’il sera question ci-dessous.

Si 2 contient un élément P défini sur une extension K de £, alors K est un corps
de définition de ’espace homogéne &£ (i.e. de £ et du morphisme GXZ—>Z définissant
Paction de G) comme on le voit en prenant P comme origine. En particulier (2. 14, 4.3),
Pespace homogéne 2 est défini sur k,. Cela étant, la condition (i) équivaut a :

(i1) L’espace homogéne P admet k comme corps de définition.

En effet, (i)=(ii) d’aprés les critéres de descente du corps de base (voir [37],
ou aussi [5, 2.12, 4.10]). La réciproque est immédiate.

Remarquons qu’il peut arriver que 2 soit défini sur k, mais ne posséde pas d’élément
défini sur k. Par exemple la classe de conjugaison des sous-groupes de Borel de G est
toujours définie sur £.
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§ 6. DESCENTE DU CORPS DE BASE

6.x. Notations. — Dans ce paragraphe, K désigne toujours une extension de £,
I'=Aut(K/k) le groupe des k-automorphismes de K, G un groupe réductif connexe, S un
tore déployé sur £ maximal de G et T un tore déployé sur K maximal de G contenant S.
Les groupes X'(S) et X*(T) sont dotés d’ordres compatibles (i.e. la restriction & S d’un
caractére positif de T est positive), et ;A, (A désignent les ensembles de racines relatives
simples qui y correspondent. Notons toutefois que I’hypothése SCT (et a fortior: la
compatibilité des ordres) n’intervient pas avant le n° 6.6.

6.2. Une action de T' sur X*(T). — Soit y un élément de I'. En vertu de 4.21, 5.9,
il existe un automorphisme intérieur a par un élément de Gg transformant le tore YT
en T et ’ensemble de racines simples Y(zA) relatives & YT en gA. L’automorphisme de X*(T)
induit par le composé aoy est indépendant de I’automorphisme intérieur « choisi (deux
tels « différant a gauche par un automorphisme intérieur centralisant T) et sera noté ,y,
ou, par abus de notation, ,y. Cet automorphisme laisse évidemment invariants gA
et ¢®@, donc aussi le diagramme de A (2.1). On a la formule

(1) (av(€)) («("8)) =v(c()) (ceX'(T), teTy, yel).

Soit P un K-sous-groupe parabolique de G contenant T. Il est immédiat, & partir
de 5.12, 5.14, que ’homomorphisme de restriction X'(P)—X"(T) identifie X*(P)g &
un sous-groupe de X"(T), qui est d’indice fini si P est minimal. On peut donc considérer ,y
comme opérant sur X'(P)g. Si B est un automorphisme intérieur de G transformant P
sur P, cette action vérifie

(2) (ax () (B(P)) =7(c(p)) (ceX(P)g, pePy, yel),

comme on le voit a partir de (1), en remarquant que P=."(P) et que P agit trivialement
sur ses caractéres par automorphismes intérieurs.
Soit 6 une partie de gkA. On a la relation évidente

(3) Y(xPe) =P (0"=av(9)).

Celle-ci constitue une nouvelle définition de ,v, si on ajoute le fait que, pour tout caractére
ceX’(T) qui sannule sur (Tn2G)% on a ,y(c)="e.

Le groupe I' opére sur X*(T) par 'intermédiaire des ,y. Lorsque T est invariant
par I' (en particulier, lorsque T est défini sur %) il convient évidemment de distinguer
cette acticn de celle envisagée habituellement, notamment ci-dessus (1.7%), et que nous
appellerons parfois ’action usuelle de T' sur X'(T). Le lien entre ces deux actions peut étre
caractérisé comme suit : pour tout yel, il existe un unique élément w du groupe
de Weyl (W tel que w(y(gA))=kA, et on a alors ,y=woy. Remarquons encore que
si P est défini sur £, on a, d’apres (2),
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(4) av(e)="e (ceX'(P)g).
En particulier, ¢ est alors défini sur £ si et seulement s’il est fixe par tous les vy (yeI).

Il résulte de 4.21 et 5.9 que le I-module obtenu en faisant opérer I' sur X*(T)
par lintermédiaire de ,y ne dépend pas, a isomorphisme pres, de T ni de gA. Clest
donc un invariant du groupe G (relatif aux deux corps £, K). Par contre, si T et T’ sont
deux tores déployés sur K maximaux, tous deux invariants par I', les I'-modules usuels

X*(T) et X*(T’) ne sont pas nécessairement isomorphes (*).

6.3. Descente et sous-groupes paraboliques. — Soit 6 une partie de ,A. La relation
Po=xP, définit une partie 6’ de gA qui sera notée gn,(0). Il résulte immédiatement
de 4.9 et 5.23 que g7, qui est donc une application de ’ensemble des parties de ;A dans
’ensemble des parties de gA, est compatible avec I'intersection, la réunion et I’opposition.
Cela étant, il existe une application gp, : kA—,Au{o}, caractérisée par la relation

&M:(0) =xer ' (0) ualeJerk“l(a),
La signification de cette application apparaitra dans la suite (6.8). Nous noterons encore
kA =xMm(2) =xer '(0),
la partie de ¢A correspondant a la classe de conjugaison des sous-groupes paraboliques
définis sur £ minimaux. Dans toutes les notations introduites ci-dessus, le double
indice K, £ sera éventuellement omis, si aucune confusion ne risque d’en résulter.

Une partie 0 de gA sera dite apparente sur k si elle est 'image par »n d’une partie
de ,A, c’est-a-dire si Py est conjugué a un sous-groupe parabolique défini sur %, et définie
sur k si la classe de conjugaison de Py est définie sur £ (cf. 5.24). Il résulte immédiatement
de 4.7 que

(1) Une partie de xA est apparente sur k si et seulement si elle est définie sur k et
contient ¢AY.

L’ensemble des parties apparentes sur £ et ’ensemble des parties définies sur £ sont
invariants par I' (pour ’action définie au n° 6.2) et par linvolution d’opposition.

Lorsque T est défini sur £, la notion d’ensemble de caractéres défini sur £, introduite
au n° 1.7, ne coincide pas avec celle introduite ici dans le cas ot les caractéres en question
sont des racines simples. Dans ce paragraphe, I’expression « défini sur £ », en parlant d’un
ensemble de racines simples, sera toujours comprise au sens qui lui a été donné ici.

6.4. Caractérisation galoisienne des parties de A définies sur k. — Soit A le systéme
des racines simples de G. On a les identifications canoniques A=, A=y A. Le groupe
['(k) = Gal(ks/k) opere sur , A, donc sur A. Notons g I'application g g, considérée
comme application de I’ensemble des parties de A dans I’ensemble des parties de A.
Par une descente galoisienne immédiate, on voit que les parties de , A=A définies
sur £ sont les parties invariantes par I'(£). Par conséquent

() Un exemple de J.-P. Serre montre du reste qu’il peut n’y avoir aucun tore déployé sur K maximal stable
par I.
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(1) Une partie de A est définie sur k si et seulement si sa transformée par ng est invariante
par T'(k).

Lorsque K est une extension normale de £, I'=T'(k) /T'(K), donc I'(£) opére sur (A
par l'intermédiaire de T'. Il est clair que I’action de I'(k) permute avec ’application g,
donc

(2) Lorsque K est une extension normale de k, une partie de /A est définie sur k si et seulement
st elle est invariante par T'. En particulier (daprés 6.3, (1)), les images par gpi ' des éléments
de A sont les orbites de T dans gA non contenues dans ¢Aj.

Lorsque K est une extension radicielle de £, toute partie de xA est définie sur £.
Plus généralement, toute classe de conjugaison de sous-groupes paraboliques définie
sur K Pest aussi sur £ (5.24). Par contre, il n’est pas toujours vrai que toute partie de gA
soit apparente sur £ (c’est-a-dire que les tores déployés sur £ maximaux soient aussi
déployés sur K maximaux) comme le montre 'exemple du groupe O; (Q) correspondant
a une forme quadratique () anisotrope, non dégénérée et de défaut 1 sur un corps £ de

caractéristique 2, K étant une extension radicielle de £ sur laquelle Q acquiert des zéros
non triviaux. :

6.5. k-formes, indice, classification. — Soit G un groupe algébrique défini sur K.
Le groupe G est appelé une k-forme de G s’il est isomorphe 2 G sur K. Identifions G a G,
sur K, de facon a pouvoir considérer T et 4A comme un tore déployé et un ensemble
de K-racines simples de G. On appelle indice de la k-forme G la donnée constituée
par xA? et par ’ensemble des parties de xkA définies sur £ (d’ott on déduit aussi, par 6. 3, (1),
I’ensemble des parties apparentes). Si Pextension K/k est normale, U'indice galoisien est
constitué par la donnée de xA} et de Paction de T' sur gA.

De la seule donnée du diagramme de gA, on peut déduire, indépendamment du
groupe G et des corps K et £, des conditions auxquelles doivent satisfaire un ensemble
de parties de gA, fermé par intersection et réunion, et un élément A’ de cet ensemble,
pour pouvoir étre I'indice d’une forme. Certaines conditions se déduisent déja immé-
diatement de 6.3 et 6.4. On sait notamment que 'indice doit étre invariant par I’invo-
lution d’opposition. Notons que cette derniére condition est, a elle seule, trés restrictive
(cf. par ex. [32], n° 5), si on tient compte du fait que la restriction de l’indice & une
partie A’ de xA apparente sur £ est aussi un indice de £-forme (c’est 'indice des &-sous-
groupes de Levi d’un £-sous-groupe parabolique appartenant a (2,.). D’autres conditions
imposées aux indices possibles résultent du théoréme 6.13 ci-aprés. On trouvera des
éléments de classification dans [34, 35, 36].

Signalons encore ’existence d’un « théoréme de Witt », permettant de caractériser
une k-forme d’un groupe donné sur k par son indice galoisien et par la k-structure (avec
spécification de I’isomorphisme sur £) du centralisateur 2 (S) d’un tore déployé sur k

maximal (cf. [28], [32]; la démonstration de [28] s’étend a un corps non parfait
si on fait usage de 2.14).
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6.6. Lemme. — Soient T et T' deux tores déployés sur K maximaux contenant S, soient
donnés dans X' (T) et X*(T') des ordres compatibles avec un méme ordre dans X'(S), et soient A
et A" les ensembles de racines simples correspondants. Alors, tout élément geG tel que Int g
transforme T en T’ et (A en A’ appartient ¢ Z(S).

Soit P (resp. Q ; resp. Q) le sous-groupe parabolique défini sur £ (resp. K; resp. K)
minimal standard, correspondant & ’ordre choisi dans X*(S) (resp. X*(T); resp. X'(T")).
On a P2Q, P2Q’ et ‘Q=0Q’. En vertu de 4.3, il s’ensuit que ‘P=P, donc geP
et g=g'.g" avec g'eR, (P) et g’eZ(S). Pour tout seS, on a (g, 5s)=(g’, s)eR,(P),
et (g, 5)="%.5"eT'.s7'CZ(S), donc (g s)=e¢ et geZ(S).

6. 7. Proposition. — Supposons T invariant par T'. Alors, pour tout ¢ X' (T) et tout yeT,
la différence Ay(c)—(c) est une combinaison linéaire & coefficients entiers de racines s’annulant
sur S.

Soit w 'élément de ¢ W tel que w(y(xA))=xA. Le transformé par y de I'ordre
donné dans X*(T) est compatible avec Pordre donné dans X'(S), et I'ensemble de racines
simples qui lui correspond est y(xA). En vertu du lemme précédent, w centralise donc S,
et [6] est un produit de réflexions relatives & des racines s’annulant sur S. La proposition
est alors une conséquence de 5.7 et du fait que ,y=wox.

6.8. Proposition. — Soit j=X'(T)—>X'(S) homomorphisme de restriction. Alors
Jj(a) =gei(a) e Au{o} (aegh).

Soient k,Ck,Ck; trois corps. On a la relation de transitivité évidente
5.P%, Ok, Or, = 1,Pr, (€D posant p(o)=o0). Il s’ensuit Que

(1) si la proposition est vraie pour k=k,, K=#; et pour k=#k,, K=k, elle est
aussi pour k=k,, K=k,;

(2) si la proposition est vraie pour k=k;, K==*F,, et si un tore déployé maximal
sur k, est aussi déployé maximal sur k3, la proposition est vraie pour k=#k;, K=4%;.

En appliquant (1) avec #; algébriquement clos, on se raméne au cas out K est
algébriquement clos et ensuite, en appliquant (2) avec k,=4#,, a celuioul’'ona K=k,
ce que nous supposerons dorénavant. Soient begA, a=p(b), a’=">|s, (x) 'ensemble des
racines de la forme n.x avec neN, et Py (0CA) les sous-groupes paraboliques
standards par rapport a S et ;A (5.12). Il résulte de la définition de p que a=o siet
seulement si U _; C,P,, et quesi a+o0,U_,C,P,. Dautre part,si a’+0,U_,CU_,.
Compte tenu de 3.22 ¢), on a donc les implications

a+0 < U_yud,P, < a0 = U_,CP, = a'e{q, 24, 0}.

Il s’ensuit que, dans tous les cas, ¢'=a ou a'=2a.

Du lemme 6.6, il résulte que deux éléments d’une méme orbite de I' dans A (par
rapport a Paction définie au n°® 6.2) ont méme restriction a S. En vertu de 6.4, (2),
on a donc, pour tout a€A, p~'(a)|s={a} ou {2a}. Mais toute K-racine est combi-
naison linéaire a coefficients entiers d’éléments de gA, donc toute k-racine est combinaison

711



108 ARMAND BOREL ET JACQUES TITS

linéaire a coefficients entiers d’éléments de yAlg, par conséquent, o~ *(a)|s={a} pour
tout a.

6.9. Corollaire. — Soit S’ la composante connexe de I’élément neutre du sous-groupe de T
défini par les équations a=1 pour tout acA’, et b=c pour tous b, cexA tels que o(b)=p(c)
(Cest-a-dire, du noyau de Pensemble de caractéres A°0{b—c|b, cegA, p(b)=p(c)}). Alors
(5n2G)"=(S'n2G)".

Cela résulte de la proposition précédente et d’un calcul de dimension évident.

6.x0. Groupes de Weyl. — Posons

NS, T)=H(S)aN(T), NS, T)=Z(S)nN(T).

On désignera par (W, =A4"(S, T)/Z(T) et (Wiy=A"(S, T)/Z(T) lesimages canoniques
respectives de A(S, T) et A (S, T) dans x\W. En particulier, {W} est le k-groupe de
Weyl de Z(S), engendré par les réflexions fondamentales correspondant aux éléments
de A% C’est un sous-groupe distingué de xW,, et on a (cf. 5.5) un isomorphisme
canonique W =W,/ W},

On notera R (resp. ;R) le sous-réseau de X'(T) (resp. X'(S)) engendré par les
K-racines (resp. £-racines) et on posera X =R®R et Y=,R®R, les groupes R et ;R
étant identifiés a des sous-réseaux de X et Y. L’application de restriction j : R—;R
s’étend en une application linéaire X—7Y, qui coincide avec p surgA, et dont le noyau N
est engendré par A” et par les différences b—c¢ de racines b, cegA telles que p(b)=p(c)
(cf. 6.9). Ayant choisi dans X un produit scalaire admissible (5.1), on peut identifier Y
4 N1, ce que nous ferons. Alors, (W étant vu comme groupe de transformations linéaires
de X, xW, (resp. x\Wy) est le normalisateur (resp. le centralisateur) de Y dans W, et ;W
est la restriction de yW, & Y. En particulier, la restriction 2 Y du produit scalaire choisi
dans X est admissible. Des produits scalaires admissibles dans X et Y qui sont entre eux
dans la relation ainsi décrite seront dits compatibles.

Si les éléments de xA sont tous définis sur £ au sens de 6.3 (par exemple si exten-
sion K /k est normale et si I' opére trivialement sur gA), ¢W, est le normalisateur de {Wj
dans ¢W; en effet, Y est alors I’espace de tous les points fixes de {W§ dans X.

6.x1. Supposons que T soit défini sur £ et que Pextension K/k soit normale.
Alors, N* est espace des points fixes de I’action usuelle de T' sur X. Il s’ensuit que dans
Pidentification de Y avec N1, 'image canonique j(a) dans Y d’un élément aeX (par
exemple, la restriction & S d’un caractére de T nul sur Z2(G)) est identifiée avec I'orbite

=(1/|T]). & ¥
IT)). = v,
de a sous ’action de I' (lorsque I est infini, il faut le remplacer, dans la formule précédente,

par un quotient fini par I'intermédiaire duquel il opére sur X et dont I'ordre est noté |I').
En particulier, on a, pour des produits scalaires compatibles, et quels que soient «, beX,

(1) (J(a),j(8))=(a", b) =(a, °) = (a", ).
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Enfin, (W, est alors le groupe de tous les wegW tels que Yw=w (mod.{W}) pour tout
veI', ou l'exposant & gauche est relatif a ’action de I' sur (W induite par ’action usuelle
de T' sur X.

6.12. Le théoréme suivant permet de déterminer le diagramme de ,A a partir
du diagramme de zA et de ’ensemble des p~*(a). Pour en simplifier I’énoncé, on utilisera
la notation suivante. Soit M =((m,;)) (a, begA) une matrice dont les lignes et les colonnes
sont indexées par gA. Alors, p(M) désignera la matrice ((m)) (¢, de,A), dont les lignes
et les colonnes sont indexées par ,A et dont les coefficients sont donnés par

m.,= 2 2 m;.
A4 e bepta) P

6.13. Théoréme. — (i) Les espaces X=ROR et Y=,ROR /{tant dotés de produits
scalaires compatibles, si (M (resp. M) désigne la matrice des produits scalaires des K-racines
simples (resp. des k-racines simples), on a M= (p(xM~1))~L

(i1) Soit ae,A. Alors, le plus grand entier n, (n,=1, 2) lel que n,.a soit une k-racine
est le maximum de la somme des coefficients des éléments de o~ *(a) dans les K-racines qui sont
combinaisons linéaires d’éléments de o~ *(a)U A’

Soit x=K ou £, et soient m,, les coefficients de la matrice ,M~". Pour tout x€,A,
posons x':%ﬁzyl ». On a (x,y)=3, Cest-a-dire que {x'} est la base duale de ,A

(dans X ou dans Y, selon que x=K ou £).
Comme au n° 6. 10, on identifiera Y 3 N%, ou N désigne le noyau de ’application
canonique de X dans Y. Alors, pour tout c€,A, ¢ est défini par les relations

(1) (", a)=3, pour tout aegA.

En effet, I’élément de X ainsi défini, que nous désignerons provisoirement par ¢’, est
orthogonal a toutes les différences a—b5b de K-racines simples telles que p(a)=r¢p(b),
ainsi qu’a tous les éléments de A% donc aussi & N. Par conséquent, il appartient 2 Y
et on a, pour tout aegA, (¢, p(a))=(¢, a)=3, ,,, d'ott ¢'=¢". De (1), il résulte que
= X 4, Cest-a-dire
a € p~1(c)
2 o Mg.d= 2 X my,.b.
de e T g e pe ke

En formant le produit scalaire des deux membres avec d°, il vient, toujours en tenant
compte de (1),

iﬁcdz ) 2 K_

a€ee) bEe )
ce qui démontre (i).

(ii) est une conséquence immédiate de 6.8.

Le théoréme précédent permet notamment de calculer, & partir de ¢A et des p~'(a),
Pordre du produit de deux réflexions fondamentales dans ;W (ou, ce qui revient au méme,
I’'angle de deux £-racines simples). Cependant, celui-ci peut aussi étre obtenu a l’aide
d’une formule plus simple, que nous établirons & présent.
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6.x14. Proposition. — Soient a, b deux k-racines simples et soit @, (resp. o,, resp. @,
resp. @) le cardinal du systéme de racines réduit ayant pour ensemble de racines simples A° (resp.
n(a)=A0p"Y(a); resp. 0(b); resp. n(a, b)). Alors, Pordre my, du produit des réflexions fonda-
mentales correspondant & a et b dans W est donné par

My = 2(P— Po) [ (Pu +Pp—290)-

Dans cette démonstration, les racines dont il est question ne sont jamais données
qu’a un facteur de proportionnalité strictement positif prés. En particulier, I’égalité a= b
prend le sens de a=r.b (reR, r>0).

Soient ¢ le systéme des £-racines qui sont combinaisons linéaires de a et b, W ({) son
groupe de Weyl et 2m,, 'ordre de W({); pour toute k-racine x, soit f(x) le cardinal
de ’ensemble de K-racines dont la restriction a S est x. Pour que la restriction 4 S d’une
K-racine ¢ soit nulle (resp. proportionnelle & a; resp. a b; resp. soit combinaison linéaire
de a et b), il faut et il suffit (6.8) que ¢ soit combinaison linéaire de racines simples
appartenant a4 A’ (resp. m(a); resp. n(b); resp. 7(a, b)). On a donc

I

(1) fla)==(@—90)s  fIB)==(0r—0);

2 2

(2) Ef(x):%b_%-

zeEY

D’autre part, il est clair que pour tout we,W, f(w(x))=/f(x). Or on sait que tout élément
de { est exactement de deux fagons le transformé d’une racine simple (2 ou b) par un élément
de W(¢). Par conséquent,

(5 2 2 flx)=2my (0) + 21 f10).
La formule de I’énoncé est une conséquence immédiate de (1), (2), (3).

6.15. Proposition. — Soient a, b deux k-racines simples distinctes et my, U'ordre du produit
des réflexions fondamentales correspondantes. Alors, les trois conditions suivantes sont équivalentes :

(1) La paire a, b est connexe; autrement dit, m > 2.

(i) Pour toute K-racine a’'ep~'(a), il existe une K-racine b'ep™'(b) et une partie 0
de A° telles que Ou{a’, b’} soit connexe.

(iii) I/ existe des K-racines a'cp™'(a) et b'ep™'(b), et une partie 0 de A° telles que
0u{a’, b’} soit connexe.

On peut, sans nuire a la généralité, supposer que ,A={aq, b} : il suffit de
remplacer G par le sous-groupe Gy, ot @’ est le systéme des £-racines qui sont combi-
naisons linéaires de a et b.

Comme précédemment, on notera (x) ’ensemble des racines de la forme n.x (neN).
Soit ¢ (resp. §’) le plus petit idéal du systeéme ,® (resp. du systéme y®) contenant &
(resp. ¢~'()). Le plus petit sous-groupe distingué de G contenant tous les Uy,
avec b'epT!(b), est aussi le plus petit sous-groupe distingué contenant Uy . Ce sous-
groupe, que nous noterons H, est défini sur £, puisqu’il est k-fermé et défini sur £, (2.14 a)).
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Il résulte alors de 5.11 que H=G},=Gj,. Cela étant, on a les implications immédiates
suivantes :

(i) =aey=HD U, =" Do (a) =(ii) = (iii) = ¢’ np ™ (a)+ o :>HnU(a)=|={e} =(1).

6.16. Corollaire. — Soient 0={ay, ..., a} une partie connexe de A et ajep™'(a;).
Alors il existe ajeo™"(a;) (2i<t) et une partie y de A° tels que {aj, ..., a;}V{ soit connexe.
Cela résulte de 6.15 par récurrence sur ¢.

6.17. Le foncteur Ry,. — Dans ce numéro et les quatre suivants, K est une extension
séparable de degré fini d de £, contenue dans k,, et o,=1d, o,, ..., o; sont les différents
monomorphismes de K dans £,. On renvoie & [38, Chap. I], (voir aussi [5, 2.8]), pour
la définition du foncteur Ry, de restriction des scalaires, qui va de la catégorie des
K-groupes (ou K-variétés quasi-projectives) a celle des k-groupes (ou £-variétés quasi-
projectives). Si H est un K-groupe connexe et H'=Rg,H, alorsil existe un K-morphisme
w:H—-H tel que

(1) W=y, ..., %) : " S Hx...x H

soit un k,-isomorphisme, et cela caractérise la paire (H’, p) a un k-isomorphisme pres.
Tout K-morphisme « : G—>H s’écrit d’'une et d’une seule maniére sous la forme pof,
ou B:G—H’' est un k-morphisme.

(u) ™! applique H="H sur un sous-groupe de H’ qui est défini sur &, et visiblement
stable par tout élément de Gal(k,/K), donc en fait défini sur K, d’ott P'existence d’un

K-morphisme v:H-—>H’ tel que v'=(v, %, ..., Cl‘lv) soit Iinverse de p’ [3, § 1].

6.x8. Proposition. — On conserve les notations de 6.17. Alors Ry, définit une bijection
des K-sous-groupes connexes de H sur ensemble des k-sous-groupes connexes L' de H' tels que p°(L')
soit le produit de ses intersections avec les “H. Si L'=Rgu(L), et si & (L) (resp. /" (L)°) est
défini sur K, alors Ry, Z(L)°= Z(L")° (resp. Ryt (L)°=A"(L")%).

Il est clair que si L est un K-sous-groupe connexe de H, alors L'=Rg,L ala
propriété indiquée. Soit réciproquement L’ un £-sous-groupe connexe de H’ tel que p°(L’)
soit produit de ses projections sur les %H. Ce qu’on a dit précédemment montre que
) (LYn®*H =L et la projection n de L’ sur L sont définis sur K, ce qui entraine immé-
diatement que (L', ) vérifie la propriété caractéristique (1) de 6.17.

La deuxiéme assertion est une conséquence immédiate de la premiére.

6.19. Corollaire. — Le foncteur Ry, définit une bijection des sous-groupes de Cartan définis
sur K (resp. tores maximaux définis sur K, resp. K-sous-groupes paraboliques) de H sur les sous-
groupes de Cartan définis sur k (resp. tores maximaux définis sur k, resp. k-sous-groupes paraboliques)
de H'.

Remarquons tout d’abord que le foncteur Ry, préserve la propriété d’€tre un tore
ou d’étre commutatif, ou nilpotent. On utilisera aussi le fait que les sous-groupes para-
boliques d’un produit direct sont les produits directs de sous-groupes paraboliques de

715



112 ARMAND BOREL ET JACQUES TITS

facteurs; cela résulte par exemple de 4.2, 4.3, aprés une réduction évidente au cas
semi-simple.

Soit L un K-sous-groupe de H. Si L est un sous-groupe de Cartan (resp. un tore
maximal ; resp. un sous-groupe parabolique), il en est de méme du sous-groupe *L de *H,
donc aussi du sous-groupe Rg,L de H’. Réciproquement, si L’ est un sous-groupe
de Cartan (resp. un tore maximal; resp. un sous-groupe parabolique) de H’,
alors p°(L’) est produit direct de ses intersections avec les ““H; si de plus L’
est défini sur £, il existe (vu 6.18) un K-sous-groupe L de H tel que L'=Rg,L,
et L est un sous-groupe de Cartan de H, car il est nilpotent et égal & son normalisateur
connexe (resp. est un tore maximal de H pour des raisons de dimension ; resp. est un sous-
groupe parabolique de H parce que Ry, (H/L)=H'/L’ est une variété projective, et
qu’il en est donc de méme de H/L).

6.20. Soient T un tore défini sur K et T'= R, T. Alors I’application 52 a"(b o)

définit un isomorphisme « de X*(T)g sur X*(T"), [21,§ 1.4]; en particulier (1.8), T4 et T}
ont méme dimension. On a un homomorphisme naturel X'(T)gx—X'(T}), le composé
de « et de la restriction X'(T')—X*(Tj), qui est injectif, de conoyau fini, mais n’est
pas bijectif en général.

Supposons T déployé sur K. Alors la projection de p’(T’) sur T induit un
isomorphisme de T/ sur T pour tout 7, d’olt un isomorphisme B; : X"("T)—X"(Tj); il
suffit de le vérifier pour T =G,,, pour lequel c’est élémentaire. En particulier, §,, qu’on
notera aussi 8, est un isomorphisme de X'(T)=X"(T)g sur X'(T})=X"(T}),.

6.21. (i) Supposons maintenant H réductif. De 6. 19, 6. 20, on tire : rg(H)=rn(H');
si A est un tore déployé sur K maximal de H, alors le plus grand tore A; déployé sur £
de A’'=RguA est un tore déployé sur £ maximal de H'; I'isomorphisme canonique
B : X*(A)—->X"(A;) de 6.20 induit une bijection de x®(H) sur, ®(H'),et Z(A")= Z(A)).

Soit ¢ une partie quasi-close de ¢®(H) (3.8). Le groupe H, peut étre caractérisé
comme le sous-groupe de H contenant £ (A) et dont I’algebre de Lie est somme de celle
de Z(8) et des espaces propres maximaux de A dans | correspondant aux éléments de .
Vu 6.20 et I’égalité Z(A’)= Z(A)), il s’ensuit que
(1) RygneHy = Hyy).-

On voit de maniére analogue que si 7 est quasi-clos, formé de racines positives pour un
ordre convenable, alors Ry, H; =Hp,. Comme H, est engendré par des groupes de
ce type, on a aussi

(2) Ry Hy =Hg).

Il résulte en particulier de (1) que si Pon fixe sur X'(A) et X*(A}) des ordres se corres-
pondant par B, alors, dans les notations de 5.12,

(3) RK/kKP(-) = kPa(e) s

6 étant une partie de ’ensemble des £-racines simples de H.
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(it) Si H est semi-simple et presque simple sur K, alors H' est semi-simple et presque
simple sur £. En effet les groupes %H sont alors les facteurs presque simples de H' et ils sont
permutés transitivement par I'= Gal(k,[k). Tout groupe G semi-simple et presque simple
sur k est k-isogéne a un groupe R, H ol £ est une extension de £ convenablement choisie,
et ott H est un k’-groupe, presque simple sur . En effet, quitte 2 le remplacer par un groupe
k-isogéne, on peut supposer que G est k-isomorphe & un produit direct de sous-groupes
presque simples. Soit H I'un d’eux et soit &' Ck son plus petit corps de définition contenant .
C’est une extension séparable de degré finide £ (2. 14), que I’'on peut donc supposer contenue
dans £,. Les facteurs simples de G sont permutés par I, nécessairement de fagon transitive.

On peut donc les écrire sous la forme “H, ..., “H ol vy, ..., v, forment un systéme -
de représentants des classes & gauche de Gal(kg/k) modulo Gal(k/k’). Les restrictions
des v; a £’ sont évidemment les isomorphismes de £’ dans k. D’autre part le produit des “H
différents de H est défini sur £, stable par Gal(k,/k’), donc aussi défini sur £’, et ainsi la
projection © de G sur H est définie sur £’. Par conséquent, la paire (G, =) vérifie la
propriété (1) de 6.17 et G=R,,,H.

6.22. Proposition. — Soient 0; (i=1, 2) deux parties de 1A, P; =Py, les k-sous-groupes
paraboliques standards correspondants (5.12), ,W; (resp. xW;) le sous-groupe de (W (resp. ¢ W)
engendré par les réflexions fondamentales correspondant aux éléments de 0, (resp. g (9;) (6.3)) et
wegW. Alors, la double classe P, x.w.P, xCGyg (5.20) posséde des points rationnels sur k si
et seulement si la double classe correspondante (W,.w.xW, a une intersection non vide avec
kWi (6.10). Lorsqu’il en est ainst, cette intersection est I’image réciproque par I application canonique
kWi W d’une double classe W,.w' . W,, avec w' e W, et la double classe Py ,.w' . P, est
Pensemble des points rationnels sur k de Py . .w. Py .

Soient x’ un élément quelconque de W, x un représentant de x’ dans xW, et n un
représentant de x" dans A(S),. Puisque T et "T sont deux tores déployés sur K maximaux
de Z(S),ilexisteun ze Z(S)x telque “T="T, C’est-a-dire tel que n’'=n"1.zeA(S, T)g.
L’image canonique x’* de n’ dans ¢W, est congrue & x (mod.Wjy). On a donc, puisque
Z(T)xCP;x,

Pyx' . Pyy=P .n.Py  CPy .. Py g =P .0 . Py x =P .2 . Py g =P g.x.Pyg.

La premiére partie de ’énoncé en résulte, compte tenu de 5.20.

Pour établir la seconde, il suffit & présent de montrer que si '€, W est tel que
P,.x".P,=P,.x".P,, alors %x'¢,W,.x".,W,. Posons P=,P,, pour tout parabolique
Q> Z(S), notons “Q son unique opposé contenant Z(S), et soient P’ un k-sous-
groupe parabolique tel que Z(S)CP’'C(“P,nP,).R,(P), et P"=(""P'nP,).R,(P,).
D’aprés 4.4, 5.9, il existe y’'e, W, et »""€,W, tels que ¥P'=P" et ¥'P=P". Il résulte
de la construction de P’, P’ que P’.*P" est dense dans P,.“P,, donc que P.y".x".»".P
est dense dans P,.x'.P,. De méme, il existe 3'e, W, et 3"’e,W, telsque P.3".%".3".P
soit dense dans P,.x’.P,. Mais alors y'.x'.»""=73'.%".»", en vertu de 5.15, et
x'e, W, .2 W,.
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6.23. Corollaire. — Soient P et P’ deux sous-groupes paraboliques de G définis sur k. Alors,

deux doubles classes distinctes de Py, Py, dans G, sont contenues dans des doubles classes distinctes
de Py, Py dans Gy.

.6.24. Remarques. — a) La proposition 6.22 prend une forme particuliérement
simple lorsque P,=P,=,P,, k-sous-groupe parabolique minimal, que nous noterons
encore P. Dans ce cas, les doubles classes de Py dans Gy correspondent aux doubles
classes de (W} dans W, et la proposition affirme que les doubles classes de Py qui possédent
un point rationnel dans £ sont celles qui correspondent aux doubles classes de Wy
dans xW,; ces derniéres sont en fait des classes latérales simples, puisque xWj est distingué
- dans gW,. L’ensemble des points rationnels de la double classe de Py associée a une classe
latérale donnée de yWy dans (W, est alors la double classe latérale de P, dans G, qui
correspond a I’élément de W représentant celle-ci.

b) Lorsque K=£% (ou, si on préfere, lorsque K est le domaine universel), la
proposition 6.22 donne la condition pour qu’une double classe « géométrique » P;.g.P,
posséde des points rationnels sur k. Notons qu’une telle double classe peut étre définie
sur £ sans posséder de points rationnels.

6.25. Proposition. — Soient P et P~ deux k-sous-groupes paraboliques minimaux opposés.
et sotent U et U™ leurs radicaux unipotents. On a alors Gg=1U,.Ug.Pc. En particulier,
G=U,.U".P.

Dans la suite nous supposons, ce qui est loisible (4.8, 4.13, 4.16) que PP~ = Z(S).
Avant de démontrer cette proposition, nous établirons deux corollaires.

6.26. Corollaire. — Tout élément de W posséde un représentant dans I’ensemble U,.U; . U,.
En effet, il résulte de 6.25 que G,=U,. U, .P,=U,.U;.U,. Z(8S),.

6.27. Corollaire. — Etant donnés deux sous-groupes paraboliques Q , Q' conjugués donc
Pun est défini sur k, il existe un sous-groupe parabolique défini sur k qui leur est opposé a tous deux.

On ne nuit pas a la généralité en supposant, dans les notations de 5.12 et 6.25, que
Q=,P,DP et que ,Py=P~ (4.8, 5.14). Soit geG telque Q'=?Q. Vu 6.25, on
peut poser g=u.u'.p avec ucU,, u'eU” et peP. Alors, le sous-groupe parabolique
“(,Pg)=""(,Py) est opposé simultanément & “(,Py)=Q et a “*(,Py)=0Q'.

On aurait pu tout aussi facilement déduire la proposition 6.25 du corollaire 6. 27.
C’est d’ailleurs essentiellement ce qu’exprime le lemme suivant, premiére étape de la
démonstration de 6. 25.

6.28. Lemme. — Les notations étant celles de 6.25, supposons que, pour tout sous-groupe
parabolique P’ conjugué & P, il existe un sous-groupe parabolique défini sur k et opposé simultanément
a PetalP. Alors, Gg=U,.Ug.Pc pour toute extension K de k.

Soit geGg et soit () un sous-groupe parabolique défini sur £ opposé & P et a ’P.
Alors (4.13) il existe ueU, tel que “Q=P~. Le groupe ““P est opposé a P~ et défini
sur K, donc il existe un #’'eUg tel que “-*/P=7P. Mais alors,

u'.u.gePy et geuw . . PCU,.Ug.Fg.

718



GROUPES REDUCTIFS 115

6.29. Lemme. — Supposons que k soit égal au corps fini ¥, & q éléments, et que G soit
k-isogéne & SU,. Alors, G posséde (¢°+ 1) k-sous-groupes de Borel et le nombre des k-sous-groupes
de Borel non opposés a un sous-groupe de Borel donné quelconque est inférieur & 2(q—+1).

Soit K=F, et soit y ’élément de Gal(K/k) distinct de I'identité. Le groupe G
est déployé sur K et la variété des sous-groupes de Borel de G (5.24) est définie sur K
et peut étre identifiée avec la variété des drapeaux (paires formées d’un point et d’une
droite le contenant) d’un plan projectif M défini sur K (au sens de la géométrie algé-
brique), et dont ’ensemble My des points rationnels sur K est donc un plan projectif
sur K (au sens usuel). Pour tout point xeMy, le transformé par y du groupe de stabilité
de x laisse invariant une et une seule droite que nous noterons D,. La correspondance
x+>D, est une « polarité hermitienne » dans Mg (si G =SU,(f), c’estla polarité associée
a la forme hermitienne f). L’identification mentionnée plus haut associe a tout sous-
groupe de Borel B le drapeau F qu’il laisse stable, et F est défini sur £ si et seulement si B
lest. Il est immédiat que les drapeaux définis sur % sont les drapeaux de la forme (x, D,),
avec xeMyg. Leur nombre est égal a celui des points xeMg qui sont isotropes
(i.e. qui appartiennent a leur droite polaire D,), donc & ¢*+ 1.

Soit (», D) un drapeau de M, et soit B son groupe de stabilité. Pour que le groupe
d’isotropie d’un drapeau (x, D,) rationnel sur £ ne soit pas opposé a B, il faut et il suffit
que lon ait soit xeD, soit yeD,. Comme une droite quelconque contient o, 1 ou
¢ -+ 1 points isotropes rationnels sur K, le nombre de drapeaux (¥, D,) vérifiant la premiére
condition est égal 2 0, 1 ou ¢+ 1. Il en est de méme du nombre de drapeaux vérifiant
la deuxiéme condition ; en effet, si yeMy, cette derniére peut s’écrire xeD,, et sinon,
y est contenu dans au plus une droite définie sur K.

6.30. Démonstration de la proposition 6.25.

a) k est infil. — La classe de conjugaison & des k-sous-groupes paraboliques
minimaux est auto-opposée (4.14), donc deux éléments de cette classe sont opposés si
et seulement s’ils contiennent des sous-groupes de Borel opposés (4. 10). Il suit alorsde 4. 12
que les hypotheses de 6.28 sont vérifiées.

b) Réduction au cas du rang semi-simple relatif 1. — Nous nous proposons de
montrer que la proposition est vraie en général si elle est pour les groupes de rang semi-
simple relatif 1. Dans les calculs qui suivent, les indices K sont omis (on peut d’ailleurs,
si on veut, se ramener immédiatement au cas ou K est le domaine universel, soit en
utilisant la relation (U™.P)g=Ug.Pyx, soit en combinant la démonstration du corol-
laire 6.27 et le lemme 6.28). Posons G'=U,.U".P; soit a une k-racine simple
quelconque, et désignons par (a) (resp. (a)") Pensemble des racines positives proportion-
nelles (resp. non proportionnelles) a a. La proposition étant supposée vraie pour le
groupe G'=G,_,, On a
G.U_,=U,.U0".2(8).Uy.Uy.U_, =0, U_,.U_,. Z(5).U,.U_,). Uy=

=U,.U_ .G Upp=0U,.U_... U, ,.U_,. Z(S).U,.U,.=
=U,. Uy i-U_(e-U_(y. Z(8).U,. Uy =0, U™ .P=G".

a)
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Or G".P=G". Mais P et les groupes U_, correspondant & toutes les racines simples
engendrent G (5.14). Par conséquent, G*.G=G", et G'=G.

c) k est fini et 1, (2G)=1.

Soit k=F,. Nous voulons montrer que G vérifie ’hypothése du lemme 6.28.
Celle-ci ne change pas si on remplace G par ZG. Nous supposerons donc G semi-simple
et 7,(G)=1, il est alors presque simple sur £ puisqu’il n’existe pas de groupe semi-simple
anisotrope non trivial sur un corps fini. Soient G, ..., G,_, les sous-groupes invariants
quasi-simples de G et soit £’ le plus petit corps de définition commun des G;. Le groupe
Gal(k'[k) permute transitivement les G;, et puisqu’il est cyclique, il est d’ordre n et
permute cycliquement les G;. En particulier, on a £'=F . Soit y un générateur
de Gal(k'/k). Nous supposerons que G; est le transformé de G,, que nous noterons
encore G, par y'. Le groupe G est k-isogéne a R;,,(G’) (6.21 (ii)) donc le ’-rang de G’
est égal a 1 (6.21 (i)).

Tout sous-groupe de Borel B de G est un produit B,.B;...B,_; de sous-groupes
de Borel de Gy, Gy, ..., G,_; respectivement. D’aprés 6.19, le nombre de k-sous-
groupes de Borel de G est égal a celui des £’-sous-groupes de Borel de G'.

Soit B=B,...B,_; un sous-groupe de Borel de G. Un autre sous-groupe de
Borel B'=B,.B;...B,_, lui est opposé si et seulement si B; est opposé & B, pour tout i.
D’autre part, on tire de 4.18, 5.9 que dans un k-groupe réductif, de k-rang semi-simple
égal a un, deux k-sous-groupes paraboliques minimaux distincts sont opposés. Par
conséquent, pour établir notre assertion il suffira de montrer que si N; désigne le nombre

de sous-groupes de Borel de G, définis sur &’ et non opposés 2 B;, ona ZN,<N—1 quel
que soit B. Or il résulte de la classification que G’ est, a une £k'’-isogénie prés, le
groupe SL, ou le groupe SU;. Dans le premier cas,ona N=¢"+41 et 0o<N;<1, d’olt
ZNi§n<N—~ 1. Dans le second cas, il suit dulemme 6.29 que N=¢*+1 et N;<2(g"+1),
dott XN;<2n.(¢"+1)<N—1, ce qui achéve la démonstration.

Remarque. — La prop. 6.25 répond a une question de Grothendieck et Demazure.
Elle a aussi été démontrée par Steinberg et Demazure.

§ 7. UN SOUS-GROUPE DEPLOYE MAXIMAL

7.x. Lemme. — Soient donnés un systéme de racines de rang 2, et un ordre dans celui-ci.
Soient a, b les racines simples, v,, v, les réflexions fondamentales correspondantes et W le groupe
de Weyl. Pour tout entier 12> 1, posons c¢;=a ou b selon que i est pair ou impair et soit w;eW
défini inductivement par les relations wy=ry, et w;=r,.w;_y pour i2>2. Soit m (resp. m’;
resp. m'") la plus petite valeur de Dentier i>2 telle que (rg.7p)'=e (resp. telle que w;_,(a)
soit une racine simple ; resp. telle que w;(a) soit une racine négative). Alors, m=m'=m'" et
wm-—l(a)=6m°

La racine w,._,(a) est positive et sa transformée par 7, , est négative. Par
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conséquent, wp,._4(a) ne peut étre que la racine simple ¢,,. [6, § 7, n® 6, Prop. 17].
En particulier, m’'<m".

Posons w,, _,(a)=c¢ ol ¢ est donc égalaaoub.Ona w,, _,.7,.w,* ;=r,. Selon
que ¢=c¢, _; ou ¢,, cette derniere relation peut encore s’écrire (r,.r,)™ “'=¢ ou
(r,.r,)™ =e. Il en résulte que m<m’.

Enfin, la relation (r,.7,)™=e¢ peut s’écrire wm_l.ra.w;,l_l:rcm, ou encore
wy,_(a)==%c,. Puisque m<m”, c’est le signe 4 qui doit étre retenu. Mais alors,
wp(a)=r; (¢m)=—>¢m, donc m""<m, ce qui achéve la démonstration.

Avant d’énoncer le théoréme de ce paragraphe, rappelons que dans un systéme
de racines @, I'ensemble (d) des multiples entiers positifs d’une racine est égal a {d}
ou {d, 2d} et que d est dite non multipliable dans le premier cas. L’ensemble @' des
racines non multipliables est un systéme de racines réduit.

7.2. Théoréme. — Supposons G réductif connexe. Soient S un tore déployé sur k maximal
de G, ©=0(S, G) le systéme des k-racines de G, @' celui des racines non multipliables de ®,
et A Pensemble des racines simples de @' pour un ordre donné sur X'(S). Pour tout acA, soit E,
un k-sous-groupe de dimension un de- U,y normalisé par S et soit V le groupe engendré par les E,.
Alors G posséde un unique sous-groupe réductif ¥ connexe déployé sur k contenant S.V. Le tore S
est un tore maximal de F et ®'=®(S, F). En particulier, W(F)=,W(G). Pour tout de®,
Pintersection UynF est le groupe radiciel U, de F correspondant @ la racine d' de @' contenue
dans (d).

Pour tout élément be®’, ona (b)={b}, donc le groupe U, admet une structure
d’espace vectoriel sur £ telle que Ints (seS) soit 'homothétie de rapport s* (3. 18, rem.).
Par suite, tout k-sous-groupe de dimension un de Uy stable par S est k-isomorphe au
groupe additif G,. Cela vaut en particulier pour les groupes E, de I’énoncé.

Soit v un élément quelconque de E, ,, distinct de I’élément neutre. D’aprés le

théoréme 5. 15, appliqué au groupe réductif G, _,, (3.4, 3.8), v posséde une décompo-
sition unique de la forme

(1) v=v".m,.0", (v, v"eU_,; neA(S), et v,v",neGy).
Soit s un élément de S tel que s*=—1. On a
p="(0"")="0""")."(n, ). (') =" (n] ") .,
d’ou, en vertu de lunicité de (1), v'=0", *(n;!)=n,, et
(2) ny=(n,, 5)€S,.
Posons E_,={%'|seS}u{e}. On a vu que U_, a une structure d’espace

vectoriel sur £ telle que la conjugaison par seS soit la multiplication scalaire par s™°
Donc E_, est un k-groupe k-isomorphe au groupe additif. On a, pour tout seS,

S.E_,.®vs=S.E_,.°n,.%;
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comme °‘n,en,.S=S.n,, on en tire, par réunion étendue a S,
(3) S.E_,.(E,—{e})=S.E_,.n,. (E_,—{e}).

Multiplions membres 2 membres cette relation et celle qu'on en déduit en remplagant
chaque membre par son inverse; il vient, compte tenu de (2),

S.E_,.E,.E_,=S.E_,.n.E_,.n.E

—a*

Posons
(4) Y,=S.E_,.{¢,n}.E_,.

De (3) multipliée & droite par E_,, il résulte que Y, est aussi égal & S.E_,.E,.E_
Donc

a*

S.E_,.n,.,E_,.n,.E_,=Y,.

Il s’ensuit que Y,.Y,CY,. D’autre part, Y, '=Y,. Par conséquent Y, est un groupe
qui, étant engendré par E,, E_, et S, est connexe et défini sur £. Du théoréme 5. 15 (ol il
faut remplacer I’ensemble des racines positives par celui des racines négatives) il résulte
que Y,nU_,=E_,. En transformant cette relation par n,, on voit que #,.E_,.n"

contient E,; pour raison de dimension, il s’ensuit que
-1
(5) n,.E_,.n;'=E,.

Transformons a présent la relation (4) par n,; il vient
(6) Y,=S.E, {¢, n}.E,.

Soient a, bcA deux racines simples quelconques, (@, b)) 'ensemble de toutes les
racines de la forme m.a-+n.b avec m et n entiers strictement positifs, E, le groupe
engendré par E, et E,, et E;,=(E,, E,) le groupe engendré par les commutateurs (x, »)
avec x€E, et yeE,. On a E;=E,;,, et d’aprés 3.10,

(7) E;,cU, .

En vertu de l’identité
1

(*0)=(.%).(2,9)7
E;, est normalisé par E,, donc le produit E,.E/, est un groupe que nous noterons X, .
Celui-ci est normalisé par E,, car E, normalise E/, et (E,, E,)=E_,,CX ,. Par conséquent
(8) E,=X,.E,=E,.E,,.E,.

Il résulte alors de (7) et 3.11 quon a E,nU,=E, et E;nU,=E,, ce quinous
permet, sans risque de contradiction dans les notations, de poser pour tout ce(a, b)u{a, b},
Ec = Eaan(c).

L’ensemble A ={%|xeE,—{e}, yeE,} est un systéme générateur de X,,. En effet,

cet ensemble étant normalisé par S, il en est de méme du groupe qu’il engendre, et il

résulte alors de 3.11 qu’en méme temps que “y=(x,).y"!, ce groupe contient (x, y)
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et »~. Aucune combinaison linéaire m.a—n.b, avec m et n entiers strictement positifs,
n’étant une racine, les groupes E, et E_; commutent comme on le voit & partir de 3. 10,
en utilisant un ordre sur X'(S) tel que a, —b>0. Par conséquent, si on pose

Y;:(Eb"‘"{e}) -S-E__szb—{e, nb}.S.E_b,

on a A={%|xeY,;,yeE,}. Or, d’aprés (2) et la deuxiéme expression donnée pour
I’ensemble Y;, celui-ci est invariant par multiplication & gauche par n,. Il s’ensuit que A
est normalisé par 7, et il en est donc de méme de X, :

—1
(9) np-Xap-np = Xap-

De (5), (8), (9) et g.11, il résulte que, si 7, désigne (pour tout acA) la réflexion fonda-
mentale correspondant a a, on a, pour tout ce(a, b)u{a, b},

(10) ny.Eg.ngt=E. .

Soient m(a, b)) lordre du produit 7,.r, dans le groupe de Weyl relatif
W, ny=...n,.n, le produit de m(a, b))—1 facteurs alternativement égaux a n, et a n,,
en commencant par la droite, et ¢(a, ) la racine simple égale a a ou b selon que m(a, b)
est pair ou impair. On a alors, en vertu de (10) et du lemme 7.1,

1
Mgy Ea Mgy = Ec(a, b)>
et, par ailleurs
-1
Mgy - U(—a) Mgy = U(— c(a, b))
Transformons a présent la relation (1) par 7,; on voit, compte tenu des deux relations
précédentes et du théoréme 5.15, que
-1
Ty Mg - Mg En’c(a,, b)'Sk:
ou encore, en utilisant (2),
(11) (1. 1m,) ™ VeS,.

Les relations (2) et (11) et la définition classique des groupes de Weyl par générateurs
et relations montrent que, si M désigne le groupe engendré par S et les 7, (acA), on a

(12) MnZ(S)=S,

et que I'application canonique M;—,W est surjective.
Soit V, le groupe engendré par les X,, (beA—{a}); puisque E, normalise les X,,,
il normalise aussi V,, donc
V=E, V'=V..E,.

Soit (a)’ (resp. (a)*) I'ensemble des racines positives proportionnelles (resp. non propor-
tionnelles) & a. En vertu de (7), V, est contenu dans U, donc on a, d’aprés 3.11,

(I3) VOU<a),=Ea,
et
(14,) VﬁU(a)*=V:.
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D’autre part, il résulte de (9) que
(15) n,.V,. n 1=V,
Nous nous proposons a présent de montrer que

(16) si meM et si I'image canonique w de m dans ;W transforme @ en une racine
positive, alors m.E,.m™*CV.

La démonstration se fera par induction sur le nombre de racines positives transformées
en racines négatives par w™'. Si ce nombre est nul, w=e, et Passertion est évidente.
Soit w=e, soit beA tel que w'(b)<o, posons w'=r,.w et m'=n,.m. En vertu de
’hypothése d’induction, on a m'.E,.m'~'CV =E,.V;. Mais »’(a) n’est pas proportion-
nelle & 4 (puisque w(a)>o0), donc, d’aprés (14), m'.E,.m'~*CV,. En transformant les
deux membres de cette relation par n,, il vient, tenant compte de (15), m.E,.m™'CV;CV,
ce qui établit (16).

Faisant usage de (4), (15), (16), et du fait que Y, est un groupe, on peut reproduire
ici les calculs de 5.16, d’ou il résulte que, pour tout meM et tout acA, on a

n,.V.{n,, n,.m}.V.8§=V.{n, n,.m} V.S,

Il en résulte immédiatement (cf. par ex. [33]) que le produit F=V .M.V est un groupe,
qui, étant engendré par S, les E, et les E_,, est connexe et défini sur £. Soit 4 une racine
quelconque, soient (d) et d’ définis comme dans I’énoncé, et soit m un élément de M,
dont I'image canonique w dans ;W transforme 4’ en un élément de A que nous désignerons
par a, de sorte que w((d))=/(a) ou (a)’. Il résulte alors du théoréme 5.15 et de (13) que

m. (FﬁU(d)) .m_l =5 Ea'

Par conséquent, FnU,=m"".E,.m est un sous-groupe de Uy, isomorphe sur £ au
groupe additif, et que nous noterons E,; il est clair que cette notation est cohérente
avec celles introduites plus haut. Si d’ est positive, E;. est contenu dans V (par exemple
en vertu de (16)), donc on a, d’aprés 3.11,

(17) v= 1l E,.

Le groupe Y, n’est pas résoluble, car s’il I’était, son radical unipotent contiendrait E,
et E_,, donc n,, donc aussi tout commutateur (n,, s), avec s€S, ce qui est absurde.
Tout sous-groupe Q de F contenant le produit S.V et distinct de lui contient au moins
un élément de M dont 'image canonique w dans ;W est distincte de e. Il existe alors
au moins une racine simple a dont la transformée par w est négative. Mais alors
Q contient E_,, donc Y,, et n’est pas résoluble. Le sous-groupe S.V étant résoluble
(puisque contenu dans S.U%), c’est un sous-groupe de Borel de F, et V en est un
sous-groupe unipotent maximal. Soit m un élément de M dont ’image canonique dans ;W
transforme les racines positives en les racines négatives. Le transformé V™ ="V est aussi
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un sous-groupe unipotent maximal de F eton a R,(F)cVAV~={¢} (3.22), donc F est
réductif. En vertu du théoréme 5.15, FnZ(S)= Z(S)=S, par conséquent S est un tore
maximal de F. Les E;(d'€®’) sont des sous-groupes radiciels 2 un paramétre de F
relativement & S, et ce sont les seuls, en vertu de la relation (17) et de sa transformée
par m. Le groupe F est donc déployé et @’ est le systéme des racines de F par rapport a S.

Enfin, soit F un sous-groupe réductif déployé de G contenant S.V. Le tore S
est un tore maximal de F. En vertu de (17), les E;., avec d'e®'* sont des sous-groupes
radiciels & un paramétre de F relatifs 4 S. En particulier, le systtme des racines de F
contient ®'t. Comme, d’autre part, il est nécessairement réduit, et contenu dans @,
il ne peut étre que @'. Soient a une racine simple, v€E, ; et E_, le sous-groupe radiciel
4 un paramétre de F relatif 3 —a. En appliquant le théoréme 5. 15 au groupe engendré
par S, E, et E
que »=7".7,.7"". Comme E_, est contenu dans U, (3.19), cette décomposition de v

_4» On voit qu’il doit exister des éléments 7n,eA"(S), et v, F”eE_a’ . tels
doit coincider avec la décomposition (1). En particulier, 2’=v’, donc E_,=E_,
et F=TF, ce qui achéve la démonstration du théoréme.

7.8. Remarques. — Le théoréme 7.2 suggere les questions suivantes :

(i) Les sous-groupes F correspondant a divers choix des E, sont-ils conjugués
entre eux?

(ii) Lorsqu’ils sont conjugués, deux sous-groupes F le sont-ils sur £?

(iii) Le groupe F est-il le seul sous-groupe réductif déployé contenant V?

(iv) Les sous-groupes F du théoréme 7.2 sont-ils les seuls sous-groupes réductifs
déployés maximaux de G?

La réponse aux quatre questions est négative, comme le montrent les exemples
suivants.

Soient f==x.y+f;(2, 22, 23) une forme quadratique a cinq variables d’indice 1
(i.e. fi est anisotrope) et de défaut 1 si la caractéristique est 2, et G=0%(f). Le groupe G
n’a que deux racines relatives opposées, +a, et on voit immédiatement que (i) (resp. (ii))
a une réponse affirmative si et seulement si deux sous-espaces vectoriels 4 une dimension
de U, définis sur £, sont conjugués par un élément de & (S) (resp. Z(S),). Dans le cas
présent, Z(8)=8xO0*(f;), et le second facteur opére sur U, (qui a 3 dimensions) par
la représentation usuelle. On obtient donc un contre-exemple a (i) en supposant la carac-
téristique égale a 2 (£ est alors nécessairement non parfait) et un contre-exemple a (ii)
en supposant la caractéristique =2, et en prenant pour f; une forme dont les valeurs
ne forment pas une seule classe de restes quadratiques.

Soit a présent G=SU,;(f) un groupe spécial unitaire, correspondant a une forme
hermitienne f d’indice 1 (groupe quasi-déployé : cf. [35]). Ce groupe, de k-rang égal a 1,
posséde quatre k-racines +d et +2d. Le groupe Uy, a une dimension. On obtient
un contre-exemple a (iii) en conjuguant F par un élément de Uy, , n’appartenant pas

[N

a Upy,. Supposons a présent £ de caractéristique o, et soit V'# Uy, un sous-groupe
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de dimension 1 de Uy, défini sur £. Il résulte du théoréme de Jacobson-Morozov [14,
th. 17, p. 100] que V' est contenu dans un sous-groupe de G isogéne sur £ & SL,, lequel
constitue un contre-exemple a (iv), car on vérifie aisément que V' et Uy, ne sont pas

conjugués (par exemple, le normalisateur de V' est S.V’ tandis que celui de Uy,
est Z(S).Upy).

II. — COMPLEMENTS ET APPLICATIONS

§ 8. SOUS-GROUPES TRIGONALISABLES (¢ PARFAIT)

8.1. Un sous-groupe fermé de GL,, est dit trigonalisable sur un corps K §’il est défini
sur K et conjugué sur K a un sous-groupe du groupe T, des matrices triangulaires supé-
rieures. Il est alors nécessairement résoluble.

Supposons G connexe résoluble. La prop. 5 de [23] et ’existence d’un tore maximal
défini sur £ (2.14, ou [26], ou 11.4) montrent que les propriétés suivantes sont
équivalentes :

(i) G est k-isomorphe 4 un groupe matriciel trigonalisable sur £.

(i) G posséde un tore maximal déployé sur £, et son radical unipotent G, est
défini sur £.

(iii) Toute image de G par un k-morphisme G—>GL,, est trigonalisable sur £.

On dira que G est trigonalisable sur k il vérifie ces propriétés. Tout groupe résoluble
connexe déployé sur £ est trigonalisable sur £ [23, prop. 7]. La réciproque n’est pas vraie
en général puisque un k-groupe unipotent est toujours trigonalisable sur £ [23, cor. 1,
pP- 33] mais n’est pas nécessairement déployé sur £ [23, p. 35]. Elle I’est cependant sur

un corps parfait [23, cor. 2, p. 34]. Vu (ii), un tore est déployé sur £ si et seulement s’il
est trigonalisable sur £.

8.2. Théoréme. — Supposons k parfait. Alors les sous-groupes résolubles déployés sur k maxi-
maux (resp. les tores déployés sur k maximaux, resp. les k-sous-groupes unipotents connexes
maximaux) de G sont conjugués sur k. St H est un sous-groupe résoluble déployé sur k maximal,
alors Gy |H,=(G|H), s’identific a I’ensemble des points rationnels sur k d’une k-variété projective
sur laquelle G opére.

Soit H un sous-groupe résoluble déployé sur £ de dimension maximum de G.
On choisit une réalisation linéaire de G comme £-groupe d’automorphismes d’un espace
vectoriel V sur £ contenant une droite W définie sur £ telle que H={geG|g(W)=W},
ce qui est toujours possible [25, p. 222]. Comme H est résoluble, déployé sur £, son
image par le morphisme naturel dans GL(V/W) est trigonalisable sur £ (cf. 8.1).
Il existe donc un drapeau F; de V, défini sur £, stable par H, dont la droite est W. Le
groupe H est alors a fortiori le groupe de stabilité de F, dans G. Soit B le groupe de
stabilité de F, dans GL(V). C’est un groupe de Borel de GL(V), la variété des
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drapeaux Z (V) s’identifie au quotient GL(V)/B, et la projection canonique
7 : GL(V) - # (V) est surjective pour les points rationnels sur £ (4.13).
Montrons que

(1) G(Fo)i = (G(Fo) -

Soient Pe(G(F,)), et Gp le groupe d’isotropie de P dans G. Comme P est un
drapeau défini sur £, son groupe de stabilité est trigonalisable sur £, donc la composante
neutre de Gp est un groupe résoluble déployé sur k; par conséquent, dim Gp<dim H
et dim G(P)>dim G(F,). Mais 'adhérence de G(F,) est réunion de G(F,) et d’orbites
de dimensions strictement plus petites [1, § 16], donc PeG(F),.

Soit maintenant L un sous-groupe résoluble déployé sur £ de G. Il opére sur & (V)

en laissant la variété complete G(F,) stable. Comme cette derniére est définie sur £
et possede au moins un point rationnel sur £, le groupe L admet un point fixe

Pe(G(Fy)), (2.7 (i), qui, vu (1), est en fait dans G(F,),. Mais, H étant déployé sur £,
la projection canonique G;—G(F), est surjective (2.7 (ii)). Il existe alors geG, tel
que g.Fy=P, donc tel que g~ '.L.gCH, ce qui montre que tout sous-groupe résoluble
déployé sur £ de G est conjugué sur £ & un sous-groupe de H. L’assertion de conjugaison
des sous-groupes unipotents résulte alors du fait que tout k-groupe unipotent connexe
est déployé sur £, celle des tores maximaux du fait que, dans H, les tores maximaux définis
sur £ sont conjugués sur k£ (voir [26], ou aussi (11.4); on peut du reste donner une
démonstration de ce fait plus simple dans le cas des groupes déployés sur un corps parfait).

8.3. Lemme. — Supposons G connexe et k de caractéristique zéro. Alors tout k-sous-groupe
unipotent V de G est contenu dans un k-sous-groupe parabolique minimal P de G, et 'on a P+ G
si. V&R, (G).

Soit 7 :G—-G'=G/R,(G) la projection canonique. Les k-sous-groupes de G
contenant R, (G) sont les images réciproques des k-sous-groupes de G’ et si H est I'un
d’eux, G/H ~ G’'/=(H). L’application H}>=(H) est donc une bijection pour les £-sous-
groupes paraboliques minimaux, et 'on peut se borner au cas ot G est réductif.

Soit V un k-sous-groupe unipotent #{¢} de G. Il contient un k-sous-groupe
unipotent V' de dimension un. D’apres le théoréme de Jacobson-Morosow [14, Chap. III,
th. 17, p. 100], il existe un homomorphisme de sl , dans g, dont I'image contient v;.
Comme, en caractéristique zéro, toute représentation de I’algébre de Lie ) d’un groupe
semi-simple connexe et simplement connexe H, est la différentielle d’une représenta-
tion (rationnelle) de H, on voit qu’il existe aussi un k-morphisme f:SL,—~G dont
image contient V’. Ce morphisme est de noyau fini, donc G contient un tore S=+{¢}
déployé sur £ (par exemple 'image par f du groupe des matrices diagonales de SL,),
et par conséquent un k-sous-groupe parabolique propre P (4.17). Le groupe V est
déployé sur £, donc posséde un point fixe dans (G/P), vu 2.7, et est alors conjugué sur &
a un sous-groupe de P d’aprés 4.13 a), d’ou le lemme.
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8.4. Proposition. — Supposons G connexe et k de caractéristique zéro. Alors les k-sous-groupes
unipotents maximaux de G sont les radicaux unipotents des k-sous-groupes paraboliques minimaux
de G.

Comme précédemment, on voit en considérant la projection de G sur G/R,(G)
que 'on peut se borner au cas o G est réductif.

Soient P un £-sous-groupe parabolique minimal de G, S un tore déployé
sur £ maximal de G contenu dans P. On a la décomposition de Levi P=2(S).R,(P)
et R(P)DS.R,(P) (4.16). Soit V un £-sous-groupe unipotent non trivial de G. Vu 8.3,
il suffit de considérer le cas o V CP, et nous avons alors & montrer que V CR,(P),
ou, ce qui revient au méme, que V CR(P). Si ce n’était pas le cas, le groupe réductif
P/(S.R,(P))=Z(S)/S contiendrait un £-sous-groupe unipotent non trivial, donc un
tore déployé sur £ non trivial (8.3, 4.17), ce qui contredirait ’hypothése faite sur S,
vu 1.9 b).

8.5. Corollaire. — Supposons G réductif et k de caractéristique zéro. Alors les conditions
suivantes sont équivalentes :

(1) G est anisotrope sur k.

(ii) G ne contient aucun k-sous-groupe unipotent non trivial, et X'(G"),={o}.

(iil) G, est formé d’éléments semi-simples, et X (G°),={o}.

Le groupe G est produit presque direct de son groupe dérivé, qui est semi-simple,
par son centre connexe Z (2.2), donc X'(G%), s’identifie & un sous-groupe d’indice fini
de X*(Z), et, vu 1.7, 1.8, on a

(1) XY(GY,={o} = Z,={1}.

En caractéristique zéro, tout groupe algébrique unipotent est connexe, donc chacune
des conditions de 8.5 équivaut a cette méme condition pour G° et I’on peut supposer G
connexe. Alors, (i) =-(ii) d’apreés 8.3, 4.17 et (1). L’implication (ii) =(iii) résulte de
Pexistence d’une décomposition de Jordan pour les éléments de G, [1, th. 8.4], et (iii)
entraine (i) en vertu de (1) et 4.17. ’

8.6. Proposition. — Supposons G connexe et k de caractéristique zéro. Soient P un k-sous-
groupe parabolique minimal et H un k-sous-groupe connexe contenant R ,(P). Alors 4" (R, (H))=P’
est un k-sous-groupe parabolique contenant P, et R, (P)=R,(H). Le groupe H contient le plus
petit k-sous-groupe distingué de P’ contenant R, (P).

On se raméne comme plus haut au cas ou G est réductif. Soit = : H-H'=H/R,(H)
la projection canonique. Vu 8.4, =(R,(P))=U" est un k-sous-groupe unipotent maximal
de H’. Soit V' le radical unipotent d’un £-sous-groupe parabolique minimal de H’ opposé
a A (U) (4.9). D’aprés 4.11, U’ et V' engendrent un sous-groupe distingué de H’,
donc U=R, (P)==n""(U’) et V=n"1(V’) engendrent un k-sous-groupe distingué H,
de H. Comme H, contient R, (H), on a R,(H)=R,(H,). Le groupe A4°(V) étant
un k-sous-groupe parabolique (8.4), 4.29 montre que P"'=A4"(H,;) est un £-sous-groupe
parabolique contenant P, dont le radical unipotent est égal a celui de H;. On a donc
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aussi P"=A4"(R,(H,))=A"(R,(H))=P" et R,(P')=R,(H;)=R,(H). Par construction
HDH,DR,(P) et H; est engendré par R,(P) et par un sous-groupe V qui est aussi
conjugué a U dans P’ vu 8.4, donc H; est le plus petit sous-groupe distingué de P’
contenant R, (P).

8.7. Proposition. — Supposons G réductif et k de caractéristique o. Soient H et H' deux
k-sous-groupes de G conjugués. Alors si H contient un k-sous-groupe unipotent (resp. un sous-groupe
résoluble déployé sur k) maximal de G, il en est de méme pour H'.

On peut supposer H connexe. Dans les deux cas envisagés, il existe, vu 8.4,
un k-sous-groupe parabolique minimal P tel que HD U=R,(P). Soient Q=4"(R,(H))
et Q'=A(R,(H')). D’apres 8.6, Q est un k-sous-groupe parabolique et R, (Q )=R,(H).
Comme H et H’ sont conjugués sur une extension convenable K de £, les groupes Q
et Q' sont conjugués sur K, et Q' est aussi un sous-groupe parabolique. I1 est évidemment
défini sur £, donc conjugué sur £ a Q (4.13). On peut par conséquent se borner au cas
ot Q=0Q'. Soit H; le plus petit sous-groupe distingué de Q contenant U. Vu 8.6,
il fait partie de H. D’autre part, un élément xeGg tel que “H==H’ doit normaliser Q ,
donc faire partie de QQ (4.3), donc normaliser H,, d’'ot H'="HD H;> U.

Supposons maintenant que H contienne un sous-groupe résoluble déployé sur %
maximal de G. Vu 8.2, 8.4, on peut supposer que HDS.R,(P), ol S est un tore
déployé sur £ maximal de G contenu dans R(P), et il reste a prouver que H’ contient
un tore déployé sur £ maximal de G. En utilisant ce qui a déja été obtenu, et 8.6, on
se raméne au cas ot Q=N (H)=A(H') et R,(Q)=R,(H)=R,(H’), et ou il existe
xeQ tel que "H=H".

Le groupe Q admet une décomposition de Levi Q=Z(S").R,(Q), ot S’=SnR(Q)
est un tore déployé sur £ maximal de R(Q ), donc est aussi le plus grand tore déployé
sur k central de Z(S') (4.15, 4.19). Le groupe S’'.R,(Q)) est invariant dans Q , contenu
dans H, donc aussi dans H'. Le groupe Z(S’) est produit presque direct sur £ de S’
et d’un £-groupe M, qui ne posséde pas de tore déployé sur £ central non trivial,
et 'on a H=HnM).S".R,(Q), H=(HnM).S".R,(Q). D’aprés 4.27, il suffit
de faire voir que H'n M contient un tore déployé sur £ maximal de M. Comme les
tores déployés sur £ maximaux se correspondent par isogénie séparable (4.25), on voit,
en considérant les images de H et H dans Q /[(S".R,(Q)), que I’on est ramené au cas
ou G n’a pas de tore central non trivial déployé sur £ et ou H posse¢de un £-sous-groupe H,
réductif, qui est invariant dans G et contient R ,(P). Le groupe G est alors produit presque
direct de H; et d’un k-groupe réductif H,. Ce dernier n’a pas de k-sous-groupe non
trivial unipotent (sinon R, (P) ne serait pas un -groupe unipotent maximal) et ne
posséde pas de tore déployé sur k£ central non trivial, puisque G n’en a pas; par suite H,
est anisotrope sur £ (8.5), et (4.27) H,; contient tout tore déployé sur £ maximal de G.
Comme H'DH, cela termine la démonstration.

Remarque. — On renvoie a un article en préparation de I'un de nous pour des
extensions de 8.3 a 8.7 a des corps de base plus généraux.
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§ 9. SOUS-GROUPES TRIGONALISABLES
(CORPS LOCALEMENT COMPACT DE CARACTERISTIQUE ZERO)

9.1. Soit K un corps localement compact de caractéristique zéro. (K est donc
isomorphe 2 R, C ou a un corps p-adique, i.e. 2 une extension finie d’un corps Q,
(¢ premier).) Soit V une variété algébrique sur K. Alors Vi est munie canoniquement
d’une topologie d’espace localement compact séparé. Si f: V—-W est un K-morphisme
de V dans une variété algébrique W sur K, alors f; : Vy—Wg est continue. Enfin,
si V est irréductible, non singulié¢re, de dimension 7, alors Vi est une K-variété analytique
de dimension m [39, App. III].

Rappelons encore que si V est un espace homogene sur K d’un K-groupe algé-
brique H, alors Vi est réunion d’un nombre fini d’orbites de Hy [5, § 6.4], qui sont
des sous-variétés analytiques ouvertes et fermées de V.

9.2. Lemme. — Supposons k localement compact de caractéristique zéro et G résoluble,
déployé sur k. Soit V une k-variété algébrique sur laquelle G opére k-morphiquement. Soit M un
sous-ensemble compact non vide de 'V, stable par G,. Alors M contient un point fixe par G, (*).

La démonstration procéde par récurrence sur dim G. Supposons tout d’abord G
de dimension un, donc isomorphe a G, ou G,,. Soient veM et Y ’adhérence de G.o.
Admettons tout d’abord que YnM =G.vnM. Alors G.vnM est fermé donc compact.
Mais (G.v), est réunion d’un nombre fini d’orbites de G, qui sont ouvertes et fermées
dans (G.v),. Par suite, G.vnM est réunion d’un nombre fini d’orbites de G;, qui sont
compactes. Chacune est de la forme G,/H,, ot H est un k-sous-groupe fermé de G, et
comme G =G, ouG,,, celaentraine G=H; donc v est fixe par G. Supposons maintenant
YnM=+G.onM, et soit yeMnY, y¢G.v. Son orbite G.y est de dimension strictement
plus petite que celle de v [1, § 16], donc est de dimension zéro, et » est un point fixe.

Si dim G>1, le groupe G contient un k-sous-groupe invariant connexe N de
codimension un déployé sur £. L’ensemble W des points fixes par N est une £-sous-variété
algébrique de V, e¢ WnM est non vide par hypothése d’induction. Le groupe G/N
opére k-morphiquement sur W [25, prop. 2] et (G/N), laisse WnM stable. Comme
G est déployé sur k£, G/N Dest aussi, et 'on est ramené au cas précédent.

9.3. Proposition. — Supposons k localement compact de caractéristique zéro, et soit H un
k-sous-groupe fermé de G. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) H contient un sous-groupe connexe trigonalisable sur k maximal de G .

(1) G /H, est compact.

(iii) (G/H), est compact.

Le groupe (G°), est ouvert, d’indice fini dans G;. On peut donc se borner au cas
ot G est connexe.

(1) L’énoncé original supposait V compléte. Indépendamment, J. I. Hano a mentionné dans une lettre 2
I’'un de nous ce lemme lorsque k=R, ce qui nous a conduit a lever la restriction faite d’abord sur V.
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(i) = (ii) Soit L un sous-groupe connexe trigonalisable sur £ maximal de G contenu
dans H. Alors G,/L, s’identifie 2 ’ensemble des points rationnels sur £ d’une k-variété
projective (8.2), donc est compact. 4 fortiori, G,/H, est compact.

(ii) > (i) En appliquant 9.2 au cas ot V=G/H et M=G,/H,, on voit que
tout sous-groupe résoluble connexe déplové sur £ de G admet un point fixe dans G, /H,,
donc est conjugué sur £ a un sous-groupe de H.

(G/H), est réunion d’un nombre fini d’orbites de G; (9.1). On peut donc trouver
un nombre fini de £-sous-groupes H; (1<:<m, H;=H) de G telsque (G/H),== 9 Gy/H; 4,
et chaque orbite est ouverte et fermée dans (G/H),. Cela prouve que (iii) = (ii).

Il reste 2 montrer que (i) = (iii). Les groupes H, sont évidemment conjugués
de H=H, sur une extension convenable K de £ (puisque ce sont des groupes de
stabilité dans une méme orbite de G). Il résulte donc de 8.7 que pour tout ¢, H; contient
un sous-groupe résoluble déployé sur £ maximal de G. Vu Pimplication (i) = (ii) déja
établie, il s’ensuit que G/H; , est compact pour tout ¢, donc que (G/H), est compact.

Remarque. — L’équivalence de (i) et (ii) a été aussi obtenue par I. Satake (Publ. Math.,
I.LH.E.S., Paris, n° 18 (1964), prop. 1, § 1), et pour £=R par R. Hermann (Proc. Nat.
Acad. Sci., US.A., 51 (1964), 456-461) et J. I. Hano.

9.4. Corollaire. — Le groupe G, est compact si et seulement si G est réductif et anisotrope
sur k.

Si G, est compact, alors tout £-sous-groupe connexe trigonalisable sur £ est réduit
a I’élément neutre, donc G est réductif, et, vu 8.5, anisotrope sur £. La réciproque est
conséquence de l'implication (i) =-(ii) de 9.3.

§ 10. CLASSES DE CONJUGAISON FERMEES
ET CENTRALISATEURS DE TORES

10.0. Notations. — Soit V une variété algébrique. L’espace tangent 2 V en un
point simple » sera noté T(V),. Si f: VW est un morphisme de V dans une variété
algébrique, on notera df sa différentielle. Si veV et f(v)=w sont des points simples,
alors df induit une application linéaire de T(V), dans T(W),, qui sera désignée en général

par df,.

10.1. Lemme. — Sotent H un sous-groupe fermé de G et s un élément semi-simple de G
normalisant H. Alors Pespace 3(s)nY) des points fixes de Ad s dans I’algébre de Lie Yy de H est
Palgébre de Lie du groupe Z(s)nH.

On peut évidemment supposer que G = GL,,. On démontrera le lemme tout d’abord
lorsque H=GL,. Pour cela on considére une décomposition de Bruhat de GL,, et I'on
reprend les notations de 2.3, en supposant seT. Soit U™ le groupe unipotent engendré
par les U, (a<o0). Alors (x,1% y)>x.t.y est une immersion ouverte de U™ xTxU
dans G, dont I'image sera notée V. Vu 2.3, la restriction de Intsa U,, identifié & G,,
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est la multiplication par a(s), donc la restriction de la différentielle Ads de Ints a
I’algebre de u, de U, est aussi la multiplication par a(s). Par conséquent Z(s)nV est
engendré par T et par les groupes U,, ot @ parcourt les racines égales & un sur s, et
() =t® ¥ u,, (t algebre de Lie de T),
a(s)=1
donc 3(s) est P'algébre de Lie de Z(s).
Soit ¢, application de G dans lui-méme qui envoie g sur le commutateur (s, g).
Il est clair que (dc,),=Ad s—1, donc
m=1Im((ds,),)= T U,

a(s) 1

(1) gl,=g=3(s)®m.

Soit M =¢,(G). C’est la translatée par s d’une orbite de G, opérant sur lui-méme par
automorphismes intérieurs, donc M est une variété non singuliére. D’autre part, une
fois U, identifié 2 G,, on a c¢,(u)=(a(s)—1).4 (x€U,), donc m fait partie de I’espace
tangent en ¢ 2 M. Mais s7'.M est la classe de conjugaison de s~'; donc sa dimension
est égale a celle de G/Z (s), c’est-a-dire a celle de m, vu ce qui a été démontré plus haut.
I1 s’ensuit que m=T(M),.

Soit maintenant H quelconque. Vu (1) et le fait que ‘H=H, on a

(2) h=3(s)nh+mnb.
Notons aussi, en vue de 10.3, que la restriction de (dc,), a2 m étant un isomorphisme,
(3) mnb=(de,),b.

L’espace tangent ¢ & Z(s)nH en ¢ est contenu dans 3(s)nh et I’espace tangent m’
enea M'=c¢,(H) faitpartiede mn}h, car M'CMnH. Comme ¢, est un morphisme
de H sur M’ dont les fibres sont les classes a gauche 4.(Z(s)nH) (keH), on doit
avoir dim m’4+dim c=dim §, d’ou, vu (2),

(4) c=3(s)nh, m'=mnh.

10.2. Théoréme. — Soient g un élément de G, et €(g) sa classe de conjugaison.
(1) 8% g est semi-simple, et H un sous-groupe fermé de G normalisé par g, alors Iensemble
IntoH(g) des conjugués de g par H est fermé. En particulier, €(g) est fermé.

(ii) Si G est semi-simple et connexe, I’adhérence € (g) de €(g) contient la partie semi-simple g,
de g en particulier €(g) n'est pas fermé lorsque g n’est pas semi-simple.

On désignera par C(X, A) et M(X, 1) le polyndéme caractéristique et le polynéme
minimal d’une matrice carrée X, ol A est une indéterminée.

(i) IntsH(g) est la classe de conjugaison de g dans le groupe algébrique engendré
par H et le groupe 2/ (g) adhérent a g (qui normalise H). On peut donc supposer H=G.
On identifie G avec une de ses réalisations linéaires. Soit

L={xeG|M(g, x)=o0, C(Ad x, \)=C(Ad g, }) }.
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C’est un sous-ensemble algébrique de G, stable par automorphismes intérieurs. On
considére L comme espace de transformations de G, opérant par automorphismes
intérieurs. L’orbite de xeL est la classe de conjugaison de x dans G et sa dimension
est par suite égale a celle de G/Z(x). Or, si x€L, il annule le polyndme minimal de g,
donc M(x, A) divise M(g, A) et n’a que des facteurs simples. Par conséquent, x est aussi
semi-simple, et 10.1 entraine que dim Z'(x) est égale & la multiplicité de la valeur
propre un de Ad x. Mais Ad x et Ad g ont méme polynéme caractéristique, donc dim Z(x)
est aussi égale a la multiplicité de la valeur propre un pour Ad g, et par conséquent (10.1)
a dim Z(g). Les orbites de G dans L ont ainsi toutes la méme dimension. Elles sont
donc fermées [1, § 16].

(ii) Soit g==g,.g, la décomposition multiplicative de Jordan de g. On suppose
k-==k et on reprend les notations de 2.3, en admettant que g,cT, g,cU. On peut
trouver un groupe a un paramétre u : G, —T tel que <p, a>=m, soit >0 pour toute
racine simple, donc pour toute racine positive. Notons #, la composante de g, dans U,,
identifié a G,, et soit ¢ le morphisme de variétés algébriques de G,, dans U qui applique x
sur Int p(x)(g,). La composante dans U, de ¢(x) est égale a x™a.u, (ae®*t). Comme
les m, sont >o0, cela montre que ¢ est la restriction a G,, d’'un morphisme de la droite
affine qui applique lorigine sur I’élément neutre. Ce dernier fait donc partie de
I’adhérence de ¢(G,,). Comme ©(G,,) centralise g,, il s’ensuit que g, fait partie de I’adhé-
rence de Intyw(G,)(g), donc de ¥(g).

10.3. Proposition. — Soient H un sous-groupe fermé de G, s un élément semi-simple du
normalisateur de H dans G, et F = Z (s) o H. Alors Uapplication ¢, : h\—(s, k) est un morphisme
séparable de H sur M =c,(H), quiinduit par passage au quotient un isomorphisme de H|F sur M.
Si H est connexe, et si H, s sont définis sur k, alors F° est défini sur k.

(Rappelons qu’un morphisme f:V—>W de k-variétés algébriques irréductibles
qui est surjectif (ou génériquement surjectif, z.e. tel que f(V) contienne un ouvert non
vide de W) est séparable si le corps (V) des fonctions rationnelles sur V est une extension
séparable de I’image de k(W) par le comorphisme f° associé a f. Il suffit pour cela que
df, : T(V), = T(W),,, soit surjectif lorsque v et f(w) sont des points simples. En effet,
Pespace tangent en un point générique étant identifié a 'espace des dérivations du corps
des fonctions rationnelles (voir [39], prop. 15, p. 12 et chap. IV, n° 6), cette condition
signifie que toute dérivation de f°(k(W)) sur k se prolonge en une dérivation de (V)

sur &, donc que (V) est une extension séparable de f°(k(W)) d’aprés un critére connu (zoir
" Samuel-Zariski, Commutative Algebra, I, Van Nostrand, chap. II, th. 42).)

Il est immédiat que ¢,(x)=c,(») (x, yeH) si et seulement si x€y.F, donc ¢, induit
un morphisme bijectif de H/F sur M. Pour établir la premiére assertion, il suffit de faire
voir que (dc,); : T(H), — T(M),, (m=c,(h)) est surjectif quel que soit ~eH. Identifiant
I'algébre de Lie §h de H a T(H),, on a T(H),=#k.h, et

dey(h.X)=s.h.X.s7 Vb —s. h.s . X A1 (Xeh),
ou encore dey(h.X)=c,(h).Ad s.k.(Ad s—1)(X),
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d’ou
(1) de,(T(H),)=c,(h) .Ad s.h.(m),
avec
(2) m = (Ad s —1) (h) = (dz,). (D).

Mais, vu 10.1, (3) et (4), m=T(M),; donc (d,), est surjective.

Supposons maintenant H connexe. Soit I'CH XM le graphe de I’application c,.
On a I'm(Hx{e})=Fx{e} au point de vue ensembliste. Mais la surjectivité de d,
entraine que Hx{e} et I'se coupent transversalement; d’aprés le critére de multiplicité un
[39, VI, § 2, th. 6], on a alors

F — pry(F x{e}) = pry(T'. (H x{e})),

ou le point désigne ici une intersection de cycles. Cela signifie que le cycle somme des
composantes irréductibles de F, chacune affectée du coefficient 1, est rationnel sur £.
Comme F° est stable par Gal(k,/k), cC’est une composante rationnelle sur £ de F. Etant
irréductible, F® est alors aussi défini sur £ [39, prop. I, p. 208].

10.4. Corollaire. — L’application ¢ : ht>h.s.h™" induit un isomorphisme d’espaces
homogénes de H|F sur IntgH(s).

En effet, ¢ est le composé de c¢,-, et de la translation & gauche par s.

10.5. Corollare. — Supposons G connexe et soit S un k-tore de G. Alors & (S) est défini
sur k.

Le groupe Z(S) est connexe [1, prop. 18.4] et k-fermé. Il reste & montrer qu’il
est défini sur £,. On peut supposer que k=4F,, donc que £ est infini. D’apres 1.10, il
existe alors seS; tel que Z(s)=2(S), et notre assertion résulte de 10.3.

10.6. Proposition. — Supposons G connexe et soit f: G—G’ un k-morphisme séparable
de G sur un k-groupe G'. Alors les tores maximaux définis sur k (resp. les tores déployés sur k maximaux)
de G’ sont les images par f des tores maximaux définis sur k (resp. des tores déployés sur k maximaux)
de G.

On sait déja que I'image d’un tore maximal de G est un tore maximal de G’ [1,
th. 22.1]. Soit T’ un tore maximal de G’ défini sur £ et soit H=f"*(T")°. Ce groupe
est défini sur £. En effet, d’aprés [22, prop. 1] et [39, Chap. VIII, th. 4], le cycle f~*(T"),
dont chaque composante est affectée du coefficient un, est rationnel sur £. Comme H
est k-fermé, il est alors aussi défini sur £ [g9, chap. VIII, prop. 1].

Le groupe H contient un tore maximal de G [1, loc. ¢it.] donc aussi (2.14) un
tore maximal T de G défini sur £. Alors T'=f(T).

Si S est un tore déployé sur k£ de G, alors f(S) est aussi déployé sur £ (1.8). Pour
terminer la démonstration, il suffit de prouver que si S est un tore déployé sur £ de G
et si S’ est un tore déployé sur £ maximal de G’ contenant f(S), alors S fait partie d’un
tore S’ déployé sur £ tel que f(S”)=S'".
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Le centralisateur de S’ est défini sur £ (10.5), donc contient un tore maximal T’
de G’ défini sur k (2.14). Le groupe H=/f"*(T")° considéré ci-dessus est défini sur £,
contient S et est de rang maximum, donc (Z(S)n H)® est défini sur £ (10.5) et est de
rang maximum. Vu 2.14, ce groupe contient par conséquent un tore maximal T de G
défini sur £ contenant S. On a alors SCTy, et f(T)=T", d’od aussi (1.8) f(T,)=T;=S".

§ 11. SOUS-GROUPES DE CARTAN DES GROUPES RESOLUBLES

Ce paragraphe donne de nouvelles démonstrations de théorémes d’existence et
de conjugaison dans les groupes résolubles, dus & Rosenlicht [26] et Grothendieck [11].
Elles utilisent le lemme 11.1, qui généralise et précise le lemme 9.6 de [1].

1x.x. Lemme. — Soit H un k-groupe et supposons que G soit un sous-groupe unmipotent
connexe de H. Soit s un élément semi-simple de H, normalisant G. Soient F le centralisateur de s
dans G, ¢, Uapplication gt>(s, g) de G dans Get M=c,(G). Alors M nF ={e}; le groupe F
est comnexe, défini sur k; M est une k-sous-variété irréductible fermée; I application produit
o: MXF—>G et la restriction de ¢, @ M sont des isomorphismes de variétés.

Remarquons tout d’abord que la restriction de ¢, au centre Z(G) de G est un
homomorphisme de Z°(G) dans lui-méme et que, plus généralement :

(1) 65(x.9) = ¢(x) .¢,(7) (xeG, ye Z(G)).

Soit v=(s, g)eF. Dans légalité g.s~'.g7'=s"1.0, le membre de droite est
produit d’'un élément semi-simple et d’un élément unipotent commutant entre eux,
tandis que le membre de gauche est semi-simple, d’ott v=¢, geF et MnF ={c}.

M est le translaté par s de ’ensemble des conjugués par G de I'élément semi-
simple s~'. C’est donc une sous-variété irréductible fermée (10.2), évidemment définie
sur £.

Nous voulons montrer maintenant que

(*) F est connexe et a est bijective.

Si dim G=1, ou plus généralement si G est commutatif, (*) résulte de [1,
lemme g.6]. Nous procédons donc par récurrence sur dim G et supposons G non commu-
tatif. Comme (*) est de nature géométrique, nous pouvons aussi admettre que k=*%.
Soit V=#{e} un sous-groupe fermé connexe du centre de G, stable par Ints. Soit =
la projection du normalisateur N de V dans H, sur N'=N/V. Le groupe G'==(G)
est connexe unipotent, s'=m(s) est semi-simple, normalise G’, et 'on peut appliquer
I’hypothése d’induction a ¢, G', M'=¢,(G') et F=c;'(¢). On a évidemment
cgom=moc,, donc M'==n(M) et =(F)CF".

Soient g'eF’ et gen~!(g). On a s.g.s”
I’hypothése d’induction, on peut écrire

'—=g.2(zeV) et, compte tenu de

Z=s.x.5".x"" Yy (xeV, yeFnV),
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d’ou, en posant h=x"'.g=g.x7!, Dégalité s.h.s"'=h.y, qui montre que yeMnF,
donc que y=e, et que hen~!(g’)nF. Par conséquent, la restriction de = & F est un
morphisme de F sur F’, de noyau FnV. Comme F’ et FA'V sont connexes par hypothése
d’induction, F est aussi connexe.
De I’égalité G'=M'.F’, ontire alors G=M.F.V; mais V=¢,(V).(FnV) dou,
vu (1)
G =¢,(G).F.c,(V).(FAV)=¢,(G).c,(V).F=¢,(G.V).F=M.F,

ce qui montre que o« est surjective. Il reste a prouver que « est injective. Comme F est
un groupe, cela revient a faire voir que si a, beM et a=b.f (feF), alors f=e. On a
n(a)=m(b).n(f), donc =n(f)=e, et feV. Maissi x, yeG sont tels que ¢,(x)=a, ¢,(»)=b,
on tire immédiatement de I’égalité a=4.f et du fait que feV est central que f=c,(y '.x),
d’ou feMnF et f=e, ce qui termine la démonstration de (*).

On a ¢,(x)=c¢, (») (x,7eG) siet seulement si xey.F, ce qui, vu (*), montre que
la restriction B de ¢, & M est un A-morphisme bijectif de M sur M. On a déja vu que «
est aussi bijective. Comme les variétés G, M, F sont non singuliéres, donc normales,
il suffit, pour terminer la démonstration du lemme (en vertu du Main Theorem de
Zariski [17, chap. V, § 2]), de faire voir que « et B sont birationnelles, donc que leurs
différentielles sont bijectives sur les espaces tangents.

Soient g, f les algébres de Lie de G et F respectivement. D’aprés 10.3 (1), (2),

(2) de(T(G)y) =c,(g) - Ad g(m) (m=(Ads—1)(g); geG),
(3) de,(T(G),) =T(M),, (m=c,(g)).

Montrons que T(M),,.f et m.T(F), sont linéairement indépendants quel que soit feF.
Vu (2), cela équivaut a

m.Ad g(m) fam.f.f={o}

donc a
(4) Ad g(m) nf={o}.

Le groupe Ad G est un sous-groupe unipotent connexe de GL(g), et Ad,s est un élément
semi-simple de GL(g) normalisant Ad G. On peut trouver une base (X;) (1<:<dim g)
de g formée de vecteurs propres de Ad,s par rapport a laquelle Ad G est représenté par
des matrices triangulaires supérieures. Pour le voir, on raisonne par récurrence sur dim V.
Soit W P’espace des points fixes de Ad G et soit W’ un supplémentaire de W stable par s.
On a W4 o, donc on peut admettre que V/W posséde une base (Y,) ayant les propriétés
requises. On prend pour (X;) une base formée de vecteurs propres de s dont les premiers
engendrent W et dont les suivants sous-tendent W’ et s’appliquent sur les vecteurs Y;

par la projection canonique. Soit wem—{o}. Onadonc w= Zm;. X; avec mek, m;=o
1

si. X;ef. Sij est le plus grand indice tel que m;# o, alors Ad g(w)=mX; modulo une
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combinaison linéaire de X,, ..., X;_;. Comme m;+ o0, X;¢f, donc Ad g(w)¢f, ce qui
prouve (4).

Pour des raisons de dimension, T(M),,.f et m.T(F); engendrent T(G),, ;. Comme
ils font évidemment partie de I'image de day, ;, il s’ensuit que dx, ; est bijectif.

Soit z=c,(m.f)=c,(m). D’aprés (3), (dc,),; applique T(G),,, sur T(M),. Son
noyau, qui contient m.T(F);, doit donc étre égal & m.T(F), pour des raisons de dimension.
Mais m.T(F); n’a que zéro en commun avec T(M),,.f d’apreés ce qui a déja été démontré,
donc la restriction de dec, & T(M),,.f est injective, et dB(T(M),,)=T(M)

z°

1x.2. Proposition. — Supposons G connexe résoluble. Soit L un sous-groupe de G, jformé
d’éléments semi-simples. Alors X (L) est connexe, défini sur k, et L est contenu dans un tore maximal
de G.

Le groupe L étant commutatif [1, Prop. 10.2], une récurrence immédiate permet
de se ramener au cas ou L est engendré par un élément x. Ce dernier fait partie d’un
tore maximal T de G [1, Théoréme 12.6], et G est le produit semi-direct de T par son
radical unipotent G, [1, Théoréme 12.2]. Par suite, Z,(x)=T.(Z(x)nG,). Comme
Zs(x)n G, est connexe (11.1), le groupe Z;(x) P'est aussi. Il est alors défini sur £
d’aprés 10.3.

Le lemme suivant est conséquence immédiate de quelques résultats de Rosenlicht.

11.3. Lemme. — Supposons G connexe unipotent commutatif, et tel que GP={e} si la
caractéristique p de k est non nulle. Soit T un k-tore qui opére k-morphiquement sur G, et n’a
que Uélément neutre de G comme point fixe. Alors G est déployé sur k.

D’aprés [24, Prop. 1.2], G est k-isomorphe 2 un produit de groupes G,. Le groupe T
étant décomposé sur &, (1.5), le lemme de la p. 109 de [26] (dans lequel on a G,={e¢}
vu notre hypothése), montre que G est k,-isomorphe a un produit de groupes G,. Ainsi,
G est déployé sur £,, donc sur £ [26, Théoréme 3].

1x.4. Théoréme. — Soit G résoluble connexe. Alors G posséde un sous-groupe de Cartan
(resp. un tore maximal) défini sur k. Deux tels sous-groupes sont conjugués par un élément de (¢* G),.

Un sous-groupe de Cartan C posséde un unique tore maximal T dont il est le
centralisateur [1, § 20]. Si G (resp. T) est défini sur £, il en est de méme de T (resp. C)
d’apres [23, Prop. g] (resp. (10.3)). Pour prouver 11.4, on peut donc se borner a consi-
dérer les sous-groupes de Cartan.

(i) Nous donnerons tout d’abord une démonstration, différente de celle de [r1],
de l'existence d’un k-sous-groupe de Cartan lorsque £ est infini. (Si £ est fini, nous
renvoyons a [23, Note p. 45].) On proceéde par récurrence sur dim G.

Admettons tout d’abord que ¥*G possede un £-sous-groupe connexe propre
N=+{¢} normal dans G, et soit = : G—G'=G/N la projection canonique. Soit C' un
k-sous-groupe de Cartan de G'. Comme %*G'=nr(%¥*G)=+{e}, le groupe G’ n’est pas
nilpotent, donc C'+ G’ et H=n"!(C’) est un k-sous-groupe connexe propre de G.
Il contient un sous-groupe de Cartan de G [1, Théor. 22.2], donc tout sous-groupe
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de Cartan de H est un sous-groupe de Cartan de G; par ’hypothése de récurrence, il
en existe au moins un qui est défini sur £.

Si € G ne contient pas de sous-groupe N vérifiant les conditions ci-dessus, alors €* G
est commutatif, et (#°G)? ={e} lorsque la caractéristique p de £ est non nulle. Montrons
Pexistence d’un élément semi-simple aeG,, tel que Z(a)n€*G={e}.

Soit 7 : G>G'=G/€*G la projection canonique. Le quotient G’ est un k-groupe
nilpotent, son unique tore maximal T’ est défini sur k£ [23, Prop. 9], et H==n"%(T")
est un £-groupe connexe. Il opére par automorphismes intérieurs sur €*G; comme ¢*G
est commutatif, il opére trivialement sur lui-méme, donc, par passage au quotient,
G’ opére k-morphiquement sur €°G [25, Prop. 2]. L’intersection de ¥*G avec le
centralisateur d’un tore maximal de H est réduite a {¢} [1, Théoréme 13.4], donc le
seul point fixe de T’ dans €*G est ’élément neutre. Par suite, €°G est déployé
sur £ (11.3), et la fibration de G sur G’ posséde une section réguliére s définie sur £ [26,
Theorem 1].

Soit V I’ensemble des éléments de T’ dont I’ensemble des points fixes dans €°G
est différent de I’élément neutre. C’est la réunion d’un nombre fini de sous-groupes
propres fermés, et Pon peut trouver xeT,—V, (1.10). Soit y=s(x). Si k est parfait,
alors la partie semi-simple y, de y est rationnelle sur £, et =(y,)=:x, donc y, est ’élément
cherché. Si p=#o, alors il existe une puissance ¢=p" de p telle que z=)»? soit semi-
simple, et évidemment rationnel sur £. On a alors =(2)=mw(y)?=x% Mais t>1? est
une bijection de T” sur lui-méme laissant stable tout sous-groupe; on a donc encore
xeT,—V,, dou Z(2)n€*G={e} ce qui établit notre assertion.

Le groupe % (a) est connexe, défini sur £ (10.3) et contient un sous-groupe de
Cartan C de G. Ona G=C.%"G et Z(a)n ¥°G={e}, donc C=Z(a) est défini
sur £.

(i1) Soient T un tore maximal de G défini sur £ et g un élément semi-simple de Gy.
Nous voulons montrer Pexistence de xe(¢*G), tel que x.g.x7'eT.

La projection = :G—G'=G/%¥*G induit un isomorphisme de T sur le &-tore
maximal T’ de G'. En effet, = : T—T" est bijectif, =(T) est un tore maximal de G’ [1,
Théor. 22.2], n : GG’ est séparable, et le noyau de dr : g—g' est ’algebre de Lie
de ¥#°G; mais G est, en tant que variété, le produit de T par G, [1, Théor. 12.2],
donc dr induit un isomorphisme de t sur t’, d’ott notre assertion. Il existe donc un unique
élément teT, tel que n(t)=n(g). Ona ¢t '=g '.u, avec ue(¢°G),. Le théoréme
de conjugaison sur k£ des tores maximaux montre lexistence de ve€“G tel que
v.g o =1 dou

u=(g, v)ec,(¢°G),
et 11.1 entraine existence de xe(€°G), tel que u=(g, x). On a alors
tTl=g tgx. g at=x.g7a™Y,
d’ou (ii).
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(iii) Soient C, C’ deux £-sous-groupes de Cartan de G, et T, T" leurs tores maximaux
respectifs. Supposons tout d’abord £ infini. Vu 1.10, on peut trouver a’eT; tel que
Z(a)=Z(T)=C" Vu (ii), il existe xe(€*G), tel que x.a’.x '=aeT. Evidemment,
x.Z(a').x'=Z(a). Ainsi, Z(a) est un sous-groupe de Cartan contenant C, donc égal
a C, dou x.C.x1=C.

Supposons maintenant £ fini, ou plus généralement parfait, et soit

V={xe%"G|x.C.x7'=C'}

C’est un ensemble algébrique [1, 2. 5] défini sur £ puisque C et C’ le sont (et £ est parfait),
non vide vu le théoréme de conjugaison des sous-groupes de Cartan sur %, et qui est un
espace homogeéne pour le groupe H=A((T)n€*G. Mais A G(T)=Z;(T)=C [1,
Prop. 10.2, Théor. 12.2], et 11.1 montre que H est connexe. Etant unipotent, H est
alors déployé sur k£ [23, Cor. 2, p. 34], donc V posséde un point rationnel sur £ [22,
Theor. 10].

1x.5. Corollaire. — Soient T un tore maximal défini sur k de G, S un k-tore de G et L
un sous-groupe de G, formé d’éléments semi-simples. Alors S (resp. L) est conjugué @ un sous-groupe
de T par un élément de (6°G),, et le groupe o/ (L) adhérent & L [1, § 3] est défini sur k.

Les groupes Z(S) et 2 (L) sont connexes et définis sur £ d’aprés 10.5 et 11.2.
Soit T un tore maximal de Z'(S) (resp. 2 (L)) défini sur £, ce qui existe vu 11.4. Il
contient S (resp. L) et est un tore maximal de G (11.2). La premiére assertion résulte
donc de 11.4 appliqué a T et T'. Pour la deuxi¢me, on peut par suite supposer L CT.
Alors &Z(L) est un sous-groupe de T qui est £-fermé, donc défini sur £ (1.6).

Remarque. — Le théoréme 11.4 pour les tores maximaux est dit 2 Rosenlicht [26,
Theor. 4]. L’existence de k-sous-groupes de Cartan définis sur £ dans un k-groupe algé-
brique connexe quelconque a été démontrée par Grothendieck [11, Exp. XII, Théor. 1.1].
Dans [11, Exp. XIV, § 6] il est également montré que I’espace homogeéne G/C (G réso-
luble connexe, C un sous-groupe de Cartan défini sur £) est k-isomorphe & un espace
affine; cela résulte ici du fait que €° G est déployé sur £ [26, Théor. 4, Cor. 2] et de ce
qu’un k-espace homogéne d’un groupe unipotent déployé sur £ qui possede un point
rationnel sur £ est £-isomorphe a un espace affine [11, Exp. XIV, lemme 6. 5]. Remarquons
encore que si un tore maximal T de G défini sur £ posséde un point s rationnel sur &
tel que Z(s)=2Z(T), ce qui est toujours le cas lorsque £ est infini (1.10), alors la
variété M= (¢°G)={s.x.s7 1. 27", (x¢€*G)} est k-isomorphe & G/C. En effet, °G
est k-isomorphe, en tant que variété, au produit (Z(s)n F°G)xM=(Cn €°G)xM,
d’aprés 11.1, donc la projection de G sur G/C est un isomorphisme de M sur G/C.

Nous terminons ce paragraphe par une application a des groupes non nécessairement
résolubles.

11.6. Proposition. — Supposons que R, (G°) soit déployé sur k. Alors les tores déployés
sur k maximaux de G sont conjugués par des éléments de G°,.
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(Si £ est parfait, I’hypothése faite sur R, (G°) est vérifiée d’elle-méme [23, Cor. 1, 2
a la Prop. 5], donc 11.6 généralise ’assertion de conjugaison de tores déployés faite
dans 8.2.)

Pour la démonstration, on peut supposer G connexe. Soit = la projection canonique
de G sur G'=G/R,(G), et soient S, S’ deux tores déployés sur £ maximaux de G.
Vu 10.6, ©(S) et =(S’) sont des tores déployés sur £ maximaux de G’, donc sont conjugués
sur £ (4.21). Comme R, (G) est déployé sur £, 'application = : G,—G;, est surjective;
il existe donc geG, tel que ‘SCn ! (n(S"))=S".R,(G), et 'on est ramené & 11.4.

§ 12. QUESTIONS DE RATIONALITE
POUR LES REPRESENTATIONS LINEAIRES

Dans ce paragraphe, la caractéristique de k est nulle, G est connexe, semi-simple, et G désigne
le revétement universel de G. On fixe un tore maximal T de G et un sous-groupe de Borel B de G
contenant T, et on désigne par A I’ensemble correspondant des racines simples. On écrit T pour Gal(k[k).

Nous rappelons tout d’abord quelques propriétés classiques des représentations
lindaires de G (voir [10, 14, 29, 31]).

12.x. Soit p : G—>GL(V) une représentation irréductible de G dans espace
vectoriel V. Il existe dans V une et une seule droite D, stable par B. L’orbite C, de D,
par G sera appelée le cine de la représentation p. Les groupes de stabilité des droites
de G, forment une classe de conjugaison de sous-groupes paraboliques de G, notée Z,,
la classe de sous-groupes paraboliques de p.

Soit V'’ I’espace projectif des droites de V, et Aut V' le groupe des automorphismes
de V'. La représentation p définit une représentation projective p’ de G, i.e. un morphisme
p' : G—>AutV’, qui est irréductible, c’est-a-dire ne laisse invariant aucun sous-espace pro-
jectif propre de V’'. A C, est associée une sous-variété fermée G, de V’, qui s’identifie a
I’espace homogéne G/P, PeZ,, et est la seule orbite fermée de G dans V'. Un élément
P’eZ, n’a qu’un seul point fixe dans V’, et ce point fixe fait partie de C;.

12.2. La représentation de T dans D, induite par p définit un caractére /, de T,
le poids dominant de p, qui caractérise p a une équivalence pres. Si ( , ) désigne un produit
scalaire admissible sur X'(T)®R, on a

(1) 2(l,, a)=(a, a).m, (m,eN, aeA),

et réciproquement tout élément de X*(T) vérifiant les conditions (1) est poids dominant
d’une représentation irréductible. '

Supposons G=G. Il existe alors pour tout ensemble d’entiers m,>o0 (aeA) un
poids dominant vérifiant (1). Les poids dominants /, définis par

(2) 2(la’ a):(a> a)> (lcnb):O (a*b) (a, bEA)a
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sont les poids dominants fondamentaux, et les poids dominants de G sont les combinaisons
linéaires a coefficients entiers >o0 des poids fondamentaux. Méme si G n’est pas
simplement connexe, on exprimera tout poids dominant /, comme combinaison linéaire

des /,, ce qui se justifie en envisageant soit /[, comme poids dominant de G, soit les A
comme des éléments de X'(T)®Q. Le coefficient de /, sera quelquefois noté ¢,(/,).
On a donc

(3) l,= eZ::Ac,,(l‘,) Ay, ¢,(l)=2(l,, a).(a, a)~'eN.

Rappelons encore que &, =2, ou 6 est I'ensemble des aeA orthogonaux a /,.

12.3. On notera Z(G) ou Z# (resp. Z'(G) ou #’') I’ensemble des classes d’équi-
valence de représentations linéaires (resp. projectives) irréductibles de G. Les notions
introduites précédemment qui ne dépendent que de la classe d’équivalence de p ou de ¢’
seront aussi indexées par la classe dep ou p’, et d(&) (E€ %) (resp. d(&'), &'e#’) désignera
la dimension de l’espace vectoriel (resp. projectif) de toute représentation contenue
dans £ (resp. &').

I1 est clair que ﬂ'(a) =Z'(G); on a une application naturelle de Z(G) dans Z'(G),
qui fait correspondre & toute représentation linéaire la représentation projective associée,
et qui est bijective lorsque G est simplement connexe.

Un élément e est rationnel sur k §’il contient un k-morphisme G—GL; (d=4d(§)).
Comme deux espaces vectoriels de méme dimension définis sur £ sont k-isomorphes,
il revient au méme d’exiger I’existence dans £ d’un k-morphisme G—-GL(V), ol V est
un espace vectoriel défini sur £, de dimension d(£). Un tel morphisme est déterminé
a une équivalence sur £ prés. En effet, si p : G>GL(V) et ¢’ : G=>GL(V’) sont deux
k-morphismes appartenant 2 £, il existe un £-isomorphisme A :V -V’ tel que

A.p(x)=p'(x).4, (xeGg)
d’ou, pour tout yel' et xeG;,
AL o() =o' (k). TA,

et le lemme de Schur entraine ’existence de aYeP tel que A=a,.YA. II est immédiat
que yH>a, est un 1-cocycle de I' & valeurs dans £", donc un cobord [30, prop. 2, p. 158],
ce qui signifie qu’il existe bek” tel que a,=b"1."b quel que soit yel'. On a alors
Y(b.A)=b.A, donc B est un £-isomorphisme de V sur V' qui réalise une équivalence
de p avec ¢'.

Il est clair que si & est rationnelle sur £, la classe de sous-groupes paraboliques 2,
associée a £ est stable par I', c’est-a-dire est définie sur £ (5.24), mais la réciproque est
inexacte, comme on le voit déja en considérant une forme unitaire de SL,.

Un élément €2 est fortement rationnel sur k s’il est rationnel sur £ et si &, contient
un k-groupe.

Un élément neZ' est rationnel sur k §’il existe une k-forme V' de 'espace projectif
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P, (d=d(n)) et un k-morphisme ¢ : G—>Aut V' appartenant a v. Comme P, a en général
des k-formes non triviales, les « variétés de Severi-Brauer » [30, chap. X, 6], cette
condition est plus faible que I’existence d’un #-morphisme G—PGL,,,~Aut P, appar-
tenant & v. Si v provient de £eZ, cette derniere condition équivaut au fait que £ est
rationnelle sur £. En effet, si = : GL,—~PGL, est la projection naturelleet si p : G—>GL,
est tel que p'=mop soit un k-morphisme, alors p est défini sur £, car c’est 'unique
morphisme de G dans GL, tel que p’==mop. La réciproque est évidente.

Dans la suite, on s’intéressera aux trois conditions suivantes portant sur un élément
£eZ(G) et sur son image &eZ'(G).

a) E' est rationnel sur £,

b) & est rationnel sur £,

¢) £ est fortement rationnel sur £.

I1 est clair que ¢)=5)=a). Si G est déployé sur £, alors G Pest aussi, et tout
élément de Z(G) (resp. Z'(G)) est fortement rationnel (resp. rationnel) sur £. Cela résulte
du fait que les représentations irréductibles de g peuvent étre construites rationnellement
sur le corps de base [14, chap. VII]. On peut aussi le voir en remarquant que tous les
systémes linéaires de diviseurs sur G/B qui interviennent dans la construction des
représentations irréductibles de G (voir [29, 3I] en caractéristique zéro, [10] dans le
cas général) sont rationnels sur £. Il s’ensuit en particulier que tout élément de Z%(G)
est fortement rationnel sur £.

12.4. Le groupe T' opére de facon naturelle sur les représentations linéaires ou
projectives, en respectant 1’équivalence, donc aussi sur Z et Z'. Si p : G—>GL; est
un k-morphisme, on a

(1) () (&) =v(e(y"'(2))) (vyeT, geGy),

autrement dit
(2) ‘ Y(p)=7vyopoy™h

12.5. Lemme. — On conserve les notations précédentes. Soient tecR(G) et yel'. Alors
le poids dominant de (&) est ny(lg), dans les notations de 6.2.

Soient p : G—>GL(V) un élément de & D la droite de V stable par B, # un
élément de Gj tel que u."B.u=*=B et E="p(x).YD CV. Soient encore beB, xeD—{o}
et y="p(«)("x). Le poids dominant [/,eX’(T) poss¢de une extension unique & B; on
la notera aussi /,. On a alors

o b.u™h) y="p(u) .x(p(8)) "o (u") .y ="p(u) . ¥(p(b) .¥) = V(5 (b)) .»,

donc E est stable par B, agissant dans YV par l'intermédiaire de Yp, et le caractére /'
de B dans E est donné par

v((8)) =1 (u."b.u™Y),
ce qui (6.2 (2)) signifie précisément que ['=,y(l,).
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12.6. Proposition. — Soit £EcR(G). Alors les conditions suivantes sont équivalentes :
(1) av(le)=I: quel que soit ~el.

(1) & est stable par T.

(iii) La classe de représentations projectives &' est rationnelle sur k.

(iv) Il existe une algébre a division centrale C, sur k et un k-morphisme

G->GL,(C) (d(E)=m.c, =[C :k]).

L’équivalence de (i) et (ii) résulte de 12.2 et 12.5.
(ii) = (iii), (iv). Soit ¢ : G—>GL, (1 =d(£)) un élément de £ défini sur £. Vu ’hypo-
thése (ii), il existe pour tout yeI' une matrice 4,eGL, ; telle que

Yo(g)=4;7.0(2).4,, (geGy).

D’aprés le lemme de Schur, 4, est déterminée 4 la multiplication par un élément de £* prés,

donc I'image A4, =n(4,) de 4, dans PGL, par la projection canonique est univoquement
déterminée. Si 3eI', on a

*Yo(g)=8("e(371())) =8(47 1.0 (571(g)) . 4,) =3(47") . %0(g) . 5(4,),

d’ou Pon déduit que 4;.5(4,) est le produit de A4;, par un scalaire, donc que

A" :yA4, est un 1-cocycle de I, a valeurs dans PGL,, au sens de la cohomologie

galoisienne [5, 30]. Comme PGL,=~AutP,_,=~AutM,, ce cocycle définit une k-forme V'

de P,_, et une k-forme M’ de M,,, (voir [5, § 2.6] ou [30, Chap. X, § 6]). Il existe alors

des £-isomorphismes ¢ : P,_,—>V’ et ¢ : M,—~>M’ tels que Yo =¢.4, W=¢.4, (yel).

Soit alors ¢ =gop’0p~L, C’est un k-morphisme de G dans Aut V’. Pour tout yeI, ona
To="Y9p." Yo l=10q.4,. A .o A, AT 9T =0,

donc o est défini sur £, ce qui montre que (ii) = (iii). On voit de méme que Yopo~?
est un k-morphisme de G dans le groupe M”* des éléments inversibles de M’. Mais M est
une algébre centrale simple de degré n? sur £, donc est de la forme M,,(C,) ot C; est une
algébre a division centrale sur £, d’ou (ii) = (iv).

Réciproquement, soient V' une k-forme de P,_, (resp. M’ une k-forme de M,),
6:G—>AutV’' (resp. o:G—-+M") un k-morphisme de £ et ¢ :P,_,—>V’' (resp.
¢ : M,—>M’) un k-isomorphisme. Alors 4’ :y A= '.%p estun 1-cocycle de I 2 valeurs
dans PGL,. Si 'on pose p=¢ ocogq, le calcul précédent montre que Yp:=A;"'.0.4],
d’ou les implications (iv) = (ii) et (iii) = (ii).

12.7. A toute classe £ de représentations vérifiant les conditions de 12.6,
correspond un élément B; du groupe de Brauer H?*(£") : I'image par Dlapplication
cobord 8 : HY(T', PGL,) —-H?(k") de la classe de cohomologie du cocycle 4’ considéré
plus haut. Rappelons que 3 fait partie de la suite exacte de cohomologie non commutative
associée a la suite exacte

1->G,,—~GL,—~PGL,—1,
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et que, comme HYT, GL,)=0, on a en fait une suite exacte
o—HYT, PGL,) >H2(K").

Bien entendu, I'image 8; de la classe de cohomologie du cocyce 4’ de 12.6 par § corres-
pond a Talgebre a division C; (voir [g0, Chap. X] pour plus de détails).

12.8. Proposition. — Soient EcR(G) et &' son image dans X' (G). Les deux conditions
sutvantes sont équivalentes :

(1) & est rationnelle sur k.

(ii) &' est rationnelle sur k, et Uélément B, du groupe de Brauer associé & &' dans 12.7
est nul.

Si £ est rationnelle sur £, alors &' ’est aussi, et le cocycle A’ de 12.6 est trivial,
donc (i) =(ii). Réciproquement, si f;=o0, alors, vu 12.7, 4’ est un cobord, donc il
existe BePGL,; tel que A,=B~'.YB (yel'). Sil'on pose o'(g)=B.p'(g).B~", on a

o'(g)="B.%'(g) .YB~'="B. A7 '.0'(g) . 4,."B~*=B.¢'(g) . B,

donc Y6¢'=g¢’, et o' est défini sur £, ce qui montre que &' est représenté par un
k-morphisme de G dans PGL,. Donc £ est rationnelle sur £ (12.3).

12.9. Dans la suite, nous supposerons que T contient un tore déployé sur &

maximal S et que B est contenu dans un £-sous-groupe parabolique minimal P. On a
donc P=P, (6={acA| a|g=0}).

12.10. Proposition. — Soit £€R(G). Alors les deux conditions suivantes sont équivalentes :

(i) I est stable par T, et le coefficient c,(l;) est nul si alg=o.

(ii) £ est fortement rationnelle sur k.

Supposons (ii) vérifiée. Alors & est stable par I' vu 12.6. D’autre part, Z contient
un élément défini sur £, donc un élément P'DP. On a alors P'=P, avec 6C0O'CA
(5-.14), et I est orthogonal a 6" (12.2) donc a 6, d’ou la deuxié¢me partie de (i).

Supposons maintenant que & vérifie (i). Vu 12.6, il existe une k-forme V' de
P,_,(d=d(£)) etun k-morphisme p’: G—>Aut V' appartenant a £’. De plus, Z¢>Z,,
donc 2 posséde un élément défini sur & (4.7).

Soit P’ un k-groupe de &;. D’aprés ce qui a été rappelé en 12.1, P’ a un seul
point fixe Q) dans V', qui est alors nécessairement rationnel sur £. Un résultat de F. Chatelet
(Annales E.N.S., 61 (1944), 249-300) implique alors que V’ est k-isomorphe a P,_,;
par suite, & contient un -morphisme de G dans PGL,; et £ est rationnelle sur £ (12.3).

12.x1. Corollaire. — & est fortement rationnelle sur k si et seulement si I est la restriction
a T d’un élément de X' (P),.

Supposons £ fortement rationnelle sur k. Soit p : G—GL; un £-morphisme contenu
dans £ et soit D la droite invariante par B. La classe &; contient un élément défini sur k.
L’unique élément P’ de &, qui contient P est donc défini sur £ (4.7), et il en est de
méme de la droite D, unique droite stable par P’. Le poids dominant peut s’envisager
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comme le caractére de P’ dans D; c’est par conséquent la restriction & T d’un €élément
de X(P’);, donc a fortiori d’un élément de X*(P),.

Supposons maintenant que /; soit dans I'image de X'(P),—X"(T),. Il est fixe
par I' d’aprés 6.2 (3). D’autre part, /; est trivial sur le groupe dérivé de Z(S), donc
orthogonal aux racines simples qui sont égales a 1 sur S. On retrouve ainsi la condition (i)
de 12.10.

12.12. Soit 7 une représentation irréductible de G. Les £-poids de = sont les restric-
tions 2 S des poids de w. Si G est déployé sur £, il n’y a donc pas de distinction a faire
entre poids et £-poids. Le £-poids dominant (restriction du poids dominant) sera noté m,
ou mg, & étant la classe de .

Dans la suite, on supposera, outre les conditions de 12.9, que T est défini sur /c
et que I’on a choisi sur X*(T) et X*(S) des ordres compatibles, dont les ensembles positifs
de racines correspondent 4 P et B. On note j la restriction X'(T)—>X"(S) et ( , ) des
produits scalaires admissibles et compatibles sur X'(T)®R et X (S)®R (6.10).

Pour tout be,A, soit [y la somme des [, (acp™'(b)). Il résulte de 12.10 que le
poids dominant d’une représentation fortement rationnelle sur £ est combinaison linéaire
a coefficients entiers >o des [, (et réciproquement si G est simplement connexe).
Si m, désigne la restriction de l; a S, on a, d’aprés 6.11 :

(1) 2(my, b)=¢,. (b, 8),  (my,c)=0 (b, cerAj b*),

avec ¢, rationnel >o, (en fait ¢,=(a, a)/(d, b), ot acA est un élément quelconque
de p~%(b)), d’ou la proposition suivante :

12.13. Proposition. — Soit £EcR(G) fortement rationnelle sur k. Alors my est combinaison
linéaire & coefficients entiers >0 des poids m, (be,A). Il existe un entier dy> 1 tel que z.dy.m,
soit le k-poids dominant d’une représentation fortement rationnelle sur k pour tout zeN.

Appelons représentation fortement rationnelle sur £ jfondamentale, toute représenta-
tion fortement rationnelle sur £ dont le %-poids dominant soit le plus petit multiple
possible d’un m, . Il existe donc r =r,(G) représentations fortement rationnelles sur £ fonda-
mentales, et leurs poids dominants forment une base de X'(S)®Q. De plus, toute
combinaison linéaire a coefficients entiers >0 de ces derniers est le £-poids dominant
d’une représentation fortement rationnelle sur £, mais la réciproque est inexacte en
général. Elle Test toutefois si G est simplement connexe, et dans ce cas les k-poids
dominants fondamentaux sont les m, (bg,A).

12.14. Nous terminerons ce paragraphe par quelques propriétés des k-poids d’une
représentation irréductible = (non nécessairement rationnelle sur £). On sait que tout
poids de = est de la forme [=1[.—ZX¢,(l).a (acA, ¢,({)eN), ou [, est le poids dominant
de m. Comme p(A) C,Au{o}, il sensuit qu’un k-poids ¢ de = peut s’écrire

(1) g=m.— X dy(q).b, (dp(g)eN),
k
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ou m, est le k-poids dominant de w. On notera 6(/) (resp. 6(q)) 'ensemble des aecA
(resp. be,A) tels que d,(l)+0 (resp. dy(g)*0), et || (resp. |¢|) la somme des d,(I)
(resp. dy(q))-

L’ensemble des £-poids de = est évidemment invariant par le groupe de Weyl ,\W(G)
relatif & £ (5.1).

12.15. Lemme. — Soit g un k-poids de =, différent du k-poids dominant. Alors il existe
ceb(q) tel que q+c soit un k-poids de =. 4

Soit V I’espace de la représentation . Il est somme directe des espaces propres V,
de S correspondant aux différents k-poids r de =, espaces qui sont stables par Z(S).
D’aprés un raisonnement élémentaire et bien connu, on a

(I) P(X) (Vr) CVr+c (L‘qu), Xegc))
ou l'on a posé g, ={Xeg|Ad s(X)=s".X (seS)} (ce, D).

Le radical unipotent U de B est engendré par les groupes radiciels U, (aeA) (cf. 2.3),
comme cela résulte par exemple de 2.5 et de la remarque & 2.5 (c’est d’ailleurs vrai en
toute caractéristique). Si ¢-+¢ n’était pas un k-poids quel que soit ¢g,A, V, serait stable
par U, vu (1), donc par B (puisque BC Z(S).U), et contiendrait par conséquent une
droite fixe par B, ce qui est absurde, vu 12.1. Il existe donc ¢, A tel que ¢-4¢ soit un
k-poids de w. Mais, si ¢¢0(q), alors ¢4 ¢ n’est pas un £-poids vu 12.14, d’ot le lemme.

La proposition suivante est due a Satake lorsque £=R, C [27, lemmas 5, 7].

12.16. Proposition. — On conserve les notations précédentes. Une partie O de A est de
la forme 0(q), ot q est un k-poids de la représentation irréductible =, si et seulement si {m }u 0
est connexe.

Prouvons tout d’abord que 6(g)u{m,} est connexe. On procé¢de par récurrence
sur le nombre d’éléments de 0(q), I’assertion étant vide si 0(¢g) l’est. Par application
répétée de 12.15, on voit qu’il existe un £-poids / de = et un élément ce6(g) tels que
0(¢)=06(l)u{c}, c¢0(l), et que I’=1—¢ soit un k-poids de =. Par hypothése d’induction,
{m,}u8(l) est connexe. Il reste donc & montrer que ¢ n’est pas orthogonal & {m,_}u 6(l).
S’l Pétait, alors (I, ¢)=—(c, ¢), donc le transformé

r,()=1'"—2(',¢).(c.c) tie=lU"+2c=1+c,
de !’ par la réflexion r, serait un k-poids, ce qui est absurde vu 12.14 et le fait que ¢¢0(/).

Réciproquement, soit 6 C,A tel que {m, }uU0 soit connexe. On peut numéroter les
éléments b, de 6 de maniére & ce que (m,, b,)>0, et que pour tout ¢ (2 <i<m=card(0))
il existe un j (1 <j<i) tel que (b, b))+ 0 (donc <o). On vérifie alors immédiatement,
par récurrence sur i, que

gi="rp,- - Tp,(m)
est un k-poids tel que 0(g)={by, ..., b} (1<i<m) et que (g; b;1q)>0 si i<m.
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12.17. Proposition. — On conserve les notations précédentes. Soient we, W (G) et g=w(m,).
Alors il existe w,, woe ,W(G) tels que wy(m;)=m_, que w, soit un produit de réflexions
r, (be0(q)), et que w=w;.w,.

On procéde par récurrence sur |g|, la proposition étant évidente si |g|=o.

On sait que I'adhérence d’une chambre de Weyl est un domaine fondamental
pour ;W(G) [6]. Par conséquent, tout élément de I’orbite de m, par ;W(G), différent
de m_, a un produit scalaire <o avec au moins un élément de ,A. Il existe donc ceA
tel que (g, ¢)<o. Soit alors

g'=r(9)=q—2(g,¢).(c,0) L.

C’est un k-poids. Vu 12. 14 et I'inégalité (g, ¢)<o, on doit avoir ¢€0(g), donc 6(¢") CH(g),
et |¢'|<|¢|. Il suffit alors d’appliquer ’hypothése d’induction a ¢’ et de remarquer
que Ton a aussi ¢=r,(q’).

§ 13. GROUPES p-ADIQUES A ENGENDREMENT COMPACT

13.1. Un groupe topologique est a engendrement compact s’il est égal au sous-groupe
engendré par un sous-ensemble compact convenable. On sait que tout groupe de Lie
réel ou complexe, n’ayant qu’un nombre fini de composantes connexes, est a engendrement
compact. Il n’en n’est pas toujours ainsi du groupe des points rationnels d’un groupe
algébrique H sur un corps p-adique K. Par exemple, si H est le groupe additif G,, alors Hy
est non compact, mais réunion d’une suite croissante de sous-groupes compacts ouverts.
Le but de ce paragraphe est de donner une condition nécessaire et suffisante pour que Hg
soit & engendrement compact. La remarque suivante sera utile :

(i) Soient L un groupe topologique localement compact, M un sous-groupe fermé
a engendrement compact. Alors si L/M est compact, L est & engendrement compact.

Cela résulte du fait que tout compact de L/M est image d’un compact de L par
la projection canonique.

13.2. Lemme. — Soient G unipotent et k de caractéristique zéro. Alors (2G),=2(G,).

Le lemme est évident si G est commutatif. Sinon, soit V un £-sous-groupe central
non trivial de G contenu dans ZG, par exemple le dernier sous-groupe non trivial de
la série centrale descendante. Si x, » sont des éléments de I’algébre de Lie g de G dont
le crochet fait partie de ’algébre de Lie v de V, alors, la formule de Campbell-Hausdorff
entraine immédiatement que (exp x, exp_y)=exp[x, y]. Par conséquent,

(1) V,C2(G,).

Soit ©:G—>G'=G/V la projection canonique. Raisonnant par récurrence sur la
dimension, on peut supposer que Z(G;)=(2G’),. Comme G;=G,/V, (2.7), cela
donne (2G),C2(G,).V,, et le lemme résulte alors de (1).
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13.3. Lemme. — Supposons k de caractéristique zéro. Soient U un k-sous-groupe unipotent
distingué de G, = :G—>G'=G/DU la projection canonique et L une partie de G,. Si n(L)
engendre Gy, alors L engendre G,.

Démonstration par récurrence sur dim G. Si U est commutatif, il n’y a rien a
prouver. Sinon, soit V le dernier sous-groupe non-trivial de la série centrale descendante
de U. Il est défini sur £, et invariant dans G. On a évidemment G'=(G/V)/2(U/V).

Soit L" le sous-groupe engendré par L. L’hypothése de récurrence, et Iégalité
G,/V,=(G/V), (2.7) montrent que G,=L’.V,, donc aussi que U,=(L'nU,).V,.
Or, si

x=a.v, y=b.w (a, be L’ n Uy; v, weV,),

on a, puisque v, w sont dans le centre de U, (x,9)=(a, 5), dot 2(U,)CL nU, et
aussi, vu 13.2, V,CL’ donc G,=L"

13.4. Théoréme. — Supposons que k soit un corps p-adique de caractéristique zéro. Soient U
le radical unipotent de G, V=U|DU, et p la représentation de G dans [’algébre de Lie v de V
définie & partir de la représentation adjointe de G. Alors les deux conditions suivantes sont
équivalentes :

(1) Gy est a engendrement compact.

(ii) » ne contient aucun sous-espace W= o défini sur k, stable par G, tel que I'image de G,
dans GL(w) par o soit compacte.

En particulier, tout k-groupe réductif est a engendrement compact (1).

Le groupe (G°), étant d’indice fini dans G [5, 6.4], on peut supposer G connexe.
Nous prouverons tout d’abord que (ii) =(i), en distinguant plusieurs cas.

a) G=G,,. Alors G,=£k" est engendré par le groupe M des unités de &, qui
est compact, et par ¢, ol ¢ est une uniformisante de k (élément dont 'image dans £*'/M,
qui est cyclique infini, engendre ce groupe).

b) G=T est un tore. Alors T contient un tore décomposé T, tel que T'=T/T,
soit anisotrope sur £ (1.8). Le groupe T, est compact (9.4) et Pona T, /T, , =T, (2.7).
Notre assertion résulte alors de a), et 13.1 (i).

¢) G=T.U est le produit semi-direct d’un k-tore T et d’un k-sous-groupe invariant uni-
potent U de dimension un.

L’hypothése (ii) entraine que T opére non trivialement par automorphismes
intérieurs sur U. Il existe donc yeX'(T),, x+0, etun k-isomorphisme 6 : G,—U, telsque

O(x(f).x)=1¢.0(x).t7" (xeG,, teT).
On peut alors trouver un £-morphisme A : G, —T tel que xoA soit de la forme sp>s™
ol m est un entier >0 (cf. § 1). Par conséquent y(T,)2 (k)™ Si L est un systéme géné-

rateur compact de T}, qui existe d’aprés b), alors G, est engendré par L et par les 0(x*.y),
ol x est une uniformisante de £, €N, i<m et y parcourt les entiers de £, d’ou ¢).

(*) Ce théoréme répond a une question de M. Kneser, et intervient dans [15]. Nous lui devons en outre
plusieurs suggestions pour le passage du cas réductif au cas général.
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d) G est réductif. Soit P un k-sous-groupe parabolique minimal de G. Ecrivons-le
sous la forme P=M.S.U ou U est le radical unipotent de P, S un tore déployé
sur £ maximal de G, et M la partie anisotrope sur £ de Z(S) (cf. 4.28). Le groupe U admet
une suite de composition sur £ dont les quotients successifs sont des espaces vectoriels
sur lesquels S opére par des homothéties non triviales (3.18, remarque). Il résulte alors
immédiatement de ¢) que (5.U),=S,.U; est a engendrement compact. Le groupe
Z(S)/S est isogéne a M, donc anisotrope sur £, et (Z(S)/S), est compact (9.4).
Comme 8 est déployé, on a (Z(S)/S),= Z(8),/S;, donc vu b) et 13.1 (i), Z(S), est a
engendrement compact. Alors P, = Z(S),. U, = Z(S),.(S5.U), est aussi a2 engendrement
compact, et il en est de méme de G,, qui est réunion d’un nombre fini de doubles
classes modulo P, (5.15).

¢) G nest pas réductif. 11 est le produit semi-direct de son radical unipotent U et
d’un £-sous-groupe réductif maximal H (cf. 0.8). Soit q le plus petit sous-espace vectoriel
de v contenant toute droite définie sur £ qui est stable par un tore décomposé sur £
n’opérant pas trivialement sur elle. Ce sous-espace est défini sur £, stable par H,, donc
aussi par H, puisque H, est Zariski dense dans H [23]. Les représentations rationnelles
de H étant complétement réductibles, on peut trouver un supplémentaire r de q dans o,
défini sur % et stable par H. Tout tore décomposé sur £ de H opére trivialement sur r,
donc l'image de ’homomorphisme o :H-—>GL(r) défini par p est anisotrope sur £,
et o(H,) est compact (9.4). Vu I’hypothése (i), on a donc r={o}. On déduit alors
immédiatement de la définition de q et de ¢) P’existence d’un sous-ensemble compact M
de (G/2U), tel que V, soit contenu dans le sous-groupe M’ engendré par M.
Vu d), il s’ensuit que (G/2U),=H,.V, est a engendrement compact. Puisque
(G/2U);,=G,/(2U),, on voit qu’il existe un compact L CG, dont!'image dans (G/2U),
engendre ce groupe ; L engendre alors G, d’aprés 1.3, ce qui termine la démonstration
de l'implication (ii) = (i).

(i) =(ii). Le groupe (G/2U),=G,/(2U), est aussi a engendrement compact;
on peut donc supposer U commutatif, U=V. Soit q un £-sous-espace de p stable par G,
et soit ¥ un supplémentaire sur £ de q dans v, stable par le sous-groupe de Levi H de G,
donc aussi par G. Soient QQ=expq et R=exp r les sous-groupes correspondants.
V est donc le produit direct de Q et R, et G le produit semi-direct de H, Q, R. Soit
encore L un ensemble compact engendrant G,, que l'on suppose de la forme
L=A.B.C(ACH,,BcQ,, CCR,), ce qui est évidemment loisible. Supposons que

Iimage de G, dans GL(q) soit compacte. Alors, quitte a2 remplacer B par gg} 9B,
k
qui est aussi compact, on peut supposer que B est invariant par les automorphismes

intérieurs de G,. Pour tout entier n>1, on a alors
H,.B".R,.A.B.CCcH,.B"*'.R,,

ce qui montre que G, est la réunion des sous-ensembles H,.B".R, (=1, 2, ...), donc

que Q; est engendré par le compact B. Comme Q, est le groupe additif d’un espace
vectoriel sur £, cela entraine que Q={e}, d’ou (ii).
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§ 14. GROUPES REELS

14.1. Suivant l'usage, wy(X) désigne I’ensemble des composantes connexes par
arcs de 'espace topologique X. C’est un groupe si X est un groupe topologique. On
sait que si X est une R-variété algébrique, alors m,(Xg) est fini [40]. (Ici et dans la
suite on consideére bien entendu Xy comme muni de la topologie usuelle, définie a partir
de celle de R, cf. 9.1.) La dimension topologique de Xy est au plus égale a dim X, et
si X est une variété non singuliére, chaque composante connexe de Xy est une variété
analytique de dimension dim X [40]. Lorsque X est un groupe, on notera également (X3)°
la composante neutre de Xg.

14.2. Proposition. — Supposons G connexe, défini sur R, et soit P un R-sous-groupe
parabolique de G. Alors (G|P)g est une variété compacte connexe.

(G/P)¢ est une variété projective complexe non singuliére, donc (G/P)g est une
variété réelle (9.1), projective, donc compacte.

Soit G=H.U wune décomposition de Levi de G. Le groupe P contient U et
G/P=H/(HnP). Le groupe HnP est donc un R-sous-groupe parabolique de H, et
Pon peut supposer que G est réductif.

Soit V le radical unipotent d’un R-sous-groupe parabolique opposé a P. On a
vu (4.10) que la projection de G sur G/P identifie V a un ouvert de G/P,donc (9.1) Vgza
un ouvert de (G/P)g. Le complémentaire Y de V dans G/P est un R-sous-ensemble
algébrique de dimension strictement plus petite que m=dim G/P. La dimension topo-
logique de Yi est donc <m (14.1), et Vg est dense dans (G/P)z. Comme Vy est connexe,
la proposition est démontrée.

14.3. Dans [8, Chap. VI, § 5, n® 2, prop. 2] il est montré que « tout groupe
linéaire compact est algébrique ». Dans la terminologie suivie ici, cela signifie qu’un
sous-groupe compact H de GL(n, R) est I’ensemble des points réels d’un sous-groupe
algébrique de GL(n, C) défini sur R, que l'on peut prendre égal a l’adhérence de
Zariski «7/(H) de H. Cela implique en particulier que si G CGL(n, C) est connexe, défini
sur R, et si Gy est compact, alors Gy est connexe. En effet, Gg”= o7((Gg)°)g doncsi Gg+(Gyg)’,
le groupe &Z((Gg)?) est un sous-groupe propre de méme dimension de G, et G n’est
alors pas connexe.

14.4. Théoréme (Matsumoto [18]). — Supposons G connexe, défini sur R, et soit S
un tore déployé sur R maximal de G. Alors Gg=(Gg)".Sg.

Nous avons & montrer que ’homomorphisme naturel 7,(Sg) —m,(Gyg) est surjectif.
Soient H un R-sous-groupe réductif maximal de G contenant S et U le radical unipotent
de G. Le groupe Uy est connexe et Gy est homéomorphe au produit Hgx Ug. L’homo-
morphisme 7wo(Hg) >7,(Gg) est donc bijectif, et il suffit de faire la démonstration
lorsque G est réductif.

Soit P un R-sous-groupe parabolique minimal de H contenant S. C’est le produit
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semi-direct de son radical unipotent par Z(S), donc w,(Z(S)g) —>my(Pgr) est bijectif.
Mais (G/P)y est égal a Gg/Pg (4.13) et est connexe (14.2). La suite exacte d’homotopie

(1) 7to(Pg) = (Gg) =7 (Gg/Pp)

~ montre donc que t est surjectif. Il reste & prouver que w,(Sg) — 7 (Z(S)g) est surjectif.

Le groupe M'=2(S)/S est anisotrope sur R, connexe, donc My est compact (9.4)
et connexe (14.3). Comme S est déployé sur R, on a Mp= Z(S)g/Sg et notre assertion
résulte de la suite d’homotopie (1), appliquée & la fibration de Z(S) par S.

14.5. Corollaire. — On a wo(Gg)=(Z/[2Z)", ot d<rg(G).
En effet, Sg est un produit de 7r=r7g(G) facteurs R’, donc m,(Sg)=(Z/2Z)",
et my(Gg) est un quotient de wy(Sg) d’apres le théoréme.

14.6. Corollaire. — Supposons G réductif. Alors tout élément du groupe de Weyl relatif gW (G)
(¢f. 5.1) admet un représentant dans (Gg)O.

En effet, si xe/"(S)g, il existe, vu 14.4, yeSy tel que y.xe(Gg)° et y.x représente
évidemment le méme élément de yW(G) que x.

14.7%7. Nous terminons par quelques remarques pour faire le lien entre la théorie
des groupes et algeébres de Lie semi-simples réels et certaines notions introduites dans
ce travail. On suppose G semi-simple, défini sur R. Il s’agit principalement de voir que
le groupe A.N de la décomposition d’Iwasawa est la composante neutre de I’ensemble
des points réels d’'un R-groupe trigonalisable maximal, et que gW(G) et z@ s’identifient
au groupe de Weyl et au systéme de racines de la paire symétrique (Gg, K), ou K est
un sous-groupe compact maximal de Gg.

Nous rappelons tout d’abord les décompositions de Cartan et d’Iwasawa. (Pour
plus de détails, et les démonstrations, voir par exemple [13], ainsi que [4, § 1] pour
divers compléments, concernant en particulier les groupes réels non connexes.)

Soient K un sous-groupe compact maximal, f son algebre de Lie, p le complément
orthogonal de f dans I’algébre de Lie g de Gy par rapport a la forme de Killing, a une
sous-algébre maximale de p, nécessairement commutative, et P=exp p, A=exp a.
On sait que (£, p) >k.exp p est un homéomorphisme de KX p sur Gy (décomposition
de Cartan) et que s:k.prk.p7" (keK, peP) est un automorphisme involutif de Gg
(involution de Cartan), dont K est I’ensemble des points fixes. Les endomorphismes
ad a (aea) sont simultanément diagonalisables sur R, et gy est somme directe du centra-
lisateur 3(a) de a et d’espaces propres p,, ou a parcourt un ensemble ¢ fini de formes
linéaires non nulles sur a, les racines de gy par rapport a a. Choisissons un ordre sur a

et soit n= ZOI),,. Alors n est une algébre de Lie formée d’éléments x tels que ad x
a>

soit nilpotent, donc nilpotente, qui est normalisée par a. Soient A=exp a et N=expn
les sous-groupes analytiques de Gy engendrés par a et n. Ils sont fermés, et (£, a, n) >k.a.n
est un homéomorphisme de KXAXN sur Gy (décomposition d’Iwasawa). De plus N
est unipotent, A diagonalisable sur R, et A.N trigonalisable sur R. Soit L=./(A.N)
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I’adhérence de Zariski de A.N dans G. Alors L est un R-sous-groupe trigonalisable
sur R maximal de G, et A.N=(Lg)’. En effet, L est trigonalisable sur R, puisque A.N
Pest. D’autre part Gz/A.N est compact (il est homéomorphe & K), donc Gg/Lg Dest
aussi, et 9.9 implique que L contient un R-sous-groupe trigonalisable maximal de G.

Cela entraine aussi que A =(Sg)? ot S=7(A) est un tore déployé sur R maximal,
donc A (S)=A"(A). L’involution de Cartan s laisse stable A, donc aussi A#°(S)g. On a
A (S)g=EK nA(S)g).exp m, o m est I'intersection de p avec ’algebre de Lie de A7(S)g
(cf. [4, 1.10]). Mais la relation [p, p] Cf montre alors que [m, a]=o0, d’ot m=a et

N (S)a=(KnN(S)g). A,

d’oll aussi, puisque A.N est connexe

(Gp)’n A (S)=(K°n A (S)).A.

Tenant compte de 14.6, on voit que tout élément de gW(G) possede un représentant

dans K% d’ou aussi
rW(G)=(K"n A (A))/(K'n Z(A)).

Le groupe gW(G) coincide donc avec le groupe introduit dans la théorie des espaces
symétriques par E. Cartan; de plus, comme a est la partie réelle de 1’algebre de Lie
de S, les racines de gg par rapport a a s’identifient aux R-racines de G (ou plus précisément
a leurs différentielles). On retrouve ainsi les définitions originales de ces notions, posées
sans référence aux groupes algébriques.

The Institute for advanced study, Princeton N. J.,
Universitdt Bonn.
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