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CHAPITRE 1V (suite)

ETUDE LOCALE DES SCHEMAS
ET DES MORPHISMES DE SCHEMAS

§ 2. CHANGEMENT DE BASE ET PLATITUDE

Ce paragraphe (contrairement au § 6) ne fait appel qu’exceptionnellement a des
techniques noethériennes. Les n% 1 et 2 ne sont guére que des traductions de propriétés
élémentaires de platitude en Algébre commutative (cf. Bourbaki, Alg. comm., chap. Ier),
et sont incluses ici pour la commodité des références. Les numéros suivants sont
surtout consacrés a des propriétés de « descente » par les morphismes plats ou fidélement
plats : si g:Y'—Y est un tel morphisme, il s’agit de pouvoir affirmer qu’une partie
de Y, ou un Oy-Module, ou un morphisme X-—Y, a une certaine propriété, lorsque
Pon sait que son image réciproque par g posséde cette propriété. Nous nous bornons ici
aux propriétés ne faisant pas appel a la technique générale de la « descente », qui sera
développée au chapitre V.

2.1. Modules plats sur les préschémas.

(2.1.1) Soient f:X—Y un morphisme de préschémas, # un Oyx-Module;
rappelons (0, 6.7.1) que & est dit f-plat (ou Y-plat) en un point xe€X si F, est un
Oy,-module plat, f-plat (ou Y-plat) s’il est f-plat en tout xeX, et enfin que le
morphisme f est dit plat au point xeX (resp. plat) si O est f-plat au point x (resp. f-plat).
Lorsque f=1x, on dira simplement qu'un Ox-Module F est plat au point x (resp. plat)
s’il est X-plat en ce point (resp. en tout point xeX), c’est-a-dire si &, est un 0,-module
plat (resp. s’il en est ainsi pour tout x€X). Rappelons que nous avons démontré
(I, 1.4.15.1) la propriété suivante :

Proposition (2.1.2). — Soient A, B deux anneaux, ¢ : A—B un homomorphisme d’anneaux,
X =Spec(B), Y=Spec(A), f:X—>Y le morphisme correspondant & ¢, M un B-module.

Pour que F = M soit S-plat, il faut et il suffit que M soit un A-module plat.
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Proposition (2.1.3). — Sotent f: X—Y un morphisme de préschémas, F un Ox-Module
quasi-cohérent. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) Pour tout changement de base g:Y'—Y, st Pon pose X' =XxyY’', le foncteur
G'~>FOyY' de la catégorie des Oy,-Modules quasi-cohérents dans celle des Ox.-Modules quasi-
cohérents, est exact.

a’) La condition a) est vérifie pour tous les morphismes canoniques g : Spec(0,)—~Y
(I,2.4.1), o y parcourt Y.

b) F est f-plat.

Les questions étant locales sur X et Y, on peut se borner au cas ou Y = Spec(B),
X =Spec(A), # =ﬁ, ou M est un A-module. Il est clair que a) entraine a’); la
condition ¢') entraine que pour tout xeX, le foncteur N~>M,®; N est exact dans
la catégorie des B,-modules, n étant 'idéal j,,, de B; cela signifie que M, est un B,-module
plat, et il résulte de (0;, 6.3.3) et de (2.1.2) que & est f-plat. Enfin, pour voir que &)
entraine a), on peut aussi se borner au cas ou Y’'=Spec(A’) est affine et ¥’ :N’,
ou N’ est un A’-module; la conclusion provient alors encore de (2.1.2) et de la définition
de la platitude, puisque (M®,N)~=F®, ¥ '

Proposition (2.x.4). — Soient f: X—Y, g:Y'>Y deux morphismes de préschémas,
F un Ox-Module quasi-cohérent ; posons X'=XXyY', f'=fy): X'=>Y', F'=F @ 0Oy
et soit g’ la projection canonique X'—X. Sotent x' un point de X', x=g'(x'), y' =f'(x),
y=g(y)=f(x). St F est f-plat au point x, F' est f'-plat au point x'; en particulier st F est
S-blat, F' est f'-plat; si f est plat, f' est plat.

Il suffit de prouver la premiere assertion; appliquant trois fois (I, 3.6.5), ainsi
que (I, 2.4.4), on peut se ramener au casou Y = Spec(0,), X =Spec(0,), Y' = Spec(0,),
F=M, ot M=% .3 I’hypothése et (2.1.2) entrainent alors que & est f-plat, autrement
dit, on est ramené a prouver un cas particulier de la seconde assertion, et cette derniére
découle aussitét de (2.1.3).

Proposition (2.1.5). — Considérons un diagramme commutatif de morphismes de préschémas
X <& X

L
Y « Y
g

lh

Z
o X'=XxyY' et f'=fyy. Soit x' un point de X', et posons x=g'(x'), y'=f"(x'),
y=f(x)=g()"), z=h(y"). Soient F un Ox-Module quasi-cohérent f-plat au point x (resp. f-plat),
et &' un Oy~Module quasi-cohérent h-plat au point y* (vesp. h-plat); alors F @, G’ est un

Ox.-Module quasi-cohérent (hof')-plat au point x' (resp. (hof’)-plat).

Comme dans (2.1.4), on se raméne au cas ou X=Spec((,), Y=Spec(d,),
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Y’ =Spec(0,) et Z=Spec(0,), etilsuffitalors de prouver que F®, , %" est (hof’)-plat.
Compte tenu de (2.1.2), la proposition résulte de Bourbaki, Alg. comm., chap. Ier,
§ 2, n° 7, prop. 8.

Corollaire (2.1.6). — Soient f:X—>Y, g:Y—Z deux morphismes de préschémas,
F un Og-Module. St F est f-plat au point xeX et si g est plat au point f(x), F est (gof)-plat
au point x. En particulier, si f et g sont des morphismes plats, il en est de méme de gof.

C’est le cas particulier de (2.1.5) avec Y'=Y, ¥=0y..

Corollaire (2.1.7). — Si f:X->X', g:Y>Y' sont deux S-morphismes plats,
fXgg : XX Y > X'XY' est un morphisme plat.

Cela résulte de (2.1.4) et (2.1.6) (cf. I, 3.5.1).

Proposition (2.1.8). — Soient f: XY un morphisme de préschémas,

0O->F - F >F" -0

une sutte exacte de Ox-Modules quasi-cohérents, telle que F'' soit Y-plat.

(1) Pour tout morphisme g:Y'—>Y et tout Oy-Module quasi-cohérent %', la suite
0 >F'OyY > FQyY' - F'"®yY >0 de Ox-Modules (o X'=XXyY') est exacte.

(i1) Pour que F soit Y-plat, il faut et il suffit que F' le soit.

On peut évidemment supposer X, Y, Y’ affines; la conclusion résulte alors de (2.1.2)
et de (0, 6.1.2).

Corollaire (2.1.9). — Sotent L un complexe de Ox-Modules quasi-cohérents, i un indice
tel que si Pon note d': L' — LY Popérateur de dérivation, B+Y(F")=1Im(d") et
i+ P*) = Coker(d*) soient Y-plats. Alors, avec les notations de (2.1.8), I’homomorphisme
canonique

H(L)OyG' — H(F Ry D)
est bijectif.

Comme le produit tensoriel est exact a droite, on a

P+ L)@, @' — Coker(d'® 1) = Z/+1( L ®, %)

et Z'N(L)VyY =X (¥ ®;¥9'). En outre, dans la suite exacte

0>HBHH L) > Lt i P 5o
Z'+(L") est Y-plat, donc il résulte de (2.1.8, (i)) que l'on a la suite exacte

0 BL) Oy Y > LHOLG > X (L DG >0

d’ot B L)®yF =Im(d'®1)=F (L ®y%’). Alors, comme dans la suite exacte

0> HN( L) > L (L) >FB T (L) >0
B (L") est Y-plat, il résulte de (2.1.8, (i)) et de ce qui précéde que l’on a la suite

exacte

0 H (LG > XL OG> BH LDy F) >0

ce qui démontre le corollaire.



8 A. GROTHENDIECK Chap. IV

Corollaire (2.x.10). — Soient f: X —Y un morphisme de préschémas, F un Ox-Module
quasi-cohérent et Y-plat, L = (%) une résolution gauche de F formée de Ox-Modules quasi-
cohérents et Y-plats. Alors, pour tout morphisme g :Y'—Y et tout Oy-Module quasi-cohérent ¥,
le complexe L ©yG' = (L ®yY' )5, est une résolution gauche de F&y%'.

En outre, st Z(ZL.)=Ker(Z,—~L;_,), les Z(ZL.) sont Y-plats, et l'on a
Z (L)Y =Z (LY )=Ker(ZR®yY' >F;,_®;%').

Posons Z,=Im(%,; ,—~%;)=2Z,(%.); on a alors les suites exactes

0« F < Ly« Ry<—0

et comme & et les Z; sont Y-plats, on déduit de (2.1.8, (ii)) par récurrence que tous
les %, sont aussi Y-plats; utilisant (2.1.8, (i)), on a donc les suites exactes

0 FOyYG' < L ®yY' «— R QyF' <0

0« ROyY' < Z;  OyY' <R, ., OyF <0 (i=0)
qui prouvent le corollaire.

Proposition (2.x.x1). — Sotent f: X —>Y un morphisme plat, F un Oy-Module quasi-
cohérent de présentation finie. Si § est 'ldéal de Oy annulateur de F, f*(#) est 'ldéal de Ox
annulateur de f*(F).

"On a en effet par définition une suite exacte (0, 5.3.7)
0> J —Oy—Homo (F, F)
d’ou, puisque f est plat, une suite exacte
0=f(J) > Ox—f " (Homoy (F, F))

et comme par hypothése & est un Oy-Module de présentation finie, f"(Homo (F, F))
s'identifie canoniquement a H#omy, (f (F),f(F)) (0,6.7.6), dot la conclusion.
Proposition (2.1.12). — Sotent X un préschéma, F un Ox-Module de présentation finie,
x un point de X. Les conditions suivantes sont équivalentes :
a) F, est un O-module plat.

b) 1l existe un voisinage ouvert U de x tel que F|U soit un (Ox|U)-Module localement
libre.

En effet, #, est un €,-module de présentation finie et ¢, un anneau local; il revient
donc au méme de dire que &, est un 0,-module plat ou un @,-module libre (Bourbaki,
Alg. comm., chap. II, § 3, n® 2, cor. 2 de la prop. 5); d’ol la conclusion, compte tenu
de (0;, 5.2.7). On notera que la proposition est valable pour un espace annelé en anneaux
locaux quelconque.

Proposition (2.x.13). — Soit f: X—>Y un morphisme de préschémas. Si f est plat en
un point x€X et si Uanneau O, est réduit (resp. intégre et intégralement clos), alors I'anneau 0,
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est réduit (tesp. intégre et intégralement clos). St f est fidélement plat et si X est réduit (resp. normal),
alors Y est réduit (resp. normal).

Posons 0O, =A, 0,=B. Si B est un A-module plat, c’est aussi un A-module
fidelement plat (0;, 6.6.2), donc A s’identifie 2 un sous-anneau de B; si B est réduit,
il en est donc de méme de A. Supposons maintenant B intégre et intégralement clos,
et soit L son corps des fractions; alors ACB est intégre; désignons par KCL son corps
des fractions. L’hypothese entraine que BnK=A (Bourbaki, 4lg. comm., chap. I, § 3,
n° 5, prop. 10). Si alors ¢eK est entier sur A, il est aussi entier sur B, donc appartient
a B par hypothése, et par suite t€A, ce qui prouve que A est intégralement clos.

Proposition (2.1.14). — Soit f: XY un morphisme fidélement plat. Si X est localement
intégre et si espace sous-jacent a 'Y est localement noethérien, alors Y est localement intégre.

En effet, tout yeY est de la forme f(x) pourun xeX et par hypothese 0, s’identifie
a un sous-anneau de 0, (0, 6.6.1); comme 0, est intégre, il en est de méme de 0, et
cela prouve la proposition (I, 5.1.4).

2.2. Modules fidélement plats sur les préschémas.

Proposition (2.2.1). — Sotent f: X—~>Y un morphisme de préschémas, F un Ox-Module
quasi-cohérent. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) Pour tout changement de base g:Y'—Y, si lon pose X'=XXyY', le foncteur
G'~>FQyY', de la catégorie des Oy-Modules quasi-cohérents dans celle des Ox.-Modules quasi-
cohérents, est exact et fidéle.

a') La condition a) est vérifiée pour tous les morphismes canoniques g : Spec(0,) >Y
(I, 2.4.1), ot y parcourt Y.

a'’) La condition a) est vérifibe pour toutes les immersions canoniques Y'—Y, ou Y’
parcourt Pensemble des sous-schémas ouverts affines de Y.

b) F est Y-plat et, pour tout yeY, si Pon désigne par X, la fibre f (), le 0Xy-Moa’ule
F,=FOyk(y) et *o.

Il est clair que a) implique a’) et a’’); la condition «’) implique d’abord que &%
est Y-plat (2.1.3); d’autre part elle implique que pour tout yeY, le foncteur N~>F ®@,,N
est fidele dans la catégorie des 0,-modules; prenant en particulier N = k(y), on obtient
la seconde assertion de 5). Pour montrer que 4) implique @), on peut se limiter au cas
ou Y est affine, la question étant locale sur Y. De méme, pour prouver que ¢’’) implique @),
on est ramené a prouver que lorsque Y est affine, le fait que ¥~ F®y¥% soit un foncteur
exact et fidele entraine la condition a). Autrement dit, on est ramené a prouver la
proposition plus précise suivante :

Proposition (2.2.2). — Soient Y =Spec(A) un schéma affine, f: X—Y un morphisme
de préschémas, F un Ox-Module quasi-cohérent. La condition a) de (2.2.1) est équivalente @
chacune des suivantes :

b") F est Y-plat et, pour tout point fermé y de Y, on a F +o.
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c) Le foncteur G~>FQ@yY de la catégorie des Oy-Modules quasi-cohérents dans celle
des Ox-Modules quasi-cohérents, est exact et fidéle.

Sib’) est vérifié, il y a au moins un xef () tel que (F,),+0; soit U= Spec(B)
un voisinage ouvert affine de x, et soit & leﬁ, ou M est un B-module. Alors &’)
implique que M/j,M est o0, et par suite (puisque M est un A-module plat (2.1.2))
que M®AAy est un Ay-modulc fidélement plat (0;, 6.4.5). La relation (F®y%) ®0Y0y=0
pour un point fermé y de Y implique (F®,,0,) ®‘9v 9,=o0, donc ¥,=o0. Maissil'ona
¢,=o0 pour tout point fermé de Y, on en conclut ¥=o, carsi & =N, Plannulateur
d’un élément de N n’est contenu dans aucun idéal maximal de A, donc est A tout entier.
La relation #®y% =0 implique donc ¥ =o0, autrement dit le foncteur ¥~>F®,¥
est fidéle; on sait par ailleurs que ce foncteur est exact (2.1.3), ce qui montre bien que ')
entraine ¢).

Enfin, pour voir que ¢) entraine @), on peut se borner au cas ou Y’ est aussi affine;
comme g:Y' —Y est alors un morphisme affine, il en est de méme de la projection
g 1 X'»>X (I 1.5.5); de plus, le foncteur '~ 4 (') est alors exact dans la catégorie
des Ox.-Modules quasi-cohérents (I, 1.6.4), et si g/(#') =4, ona f’:%, donc le
foncteur précédent est aussi fidéle; pour voir que ¥~ F®y%’' est exact et fidele, il
suffit par suite de voir que le foncteur ¥'~>g/(F®y¥’') lest. Or,si f'=fy,: X'=>Y/,
ona g (F®y¥') =g:(g"(.”/")®ex,f"(g')); le fait que g est affine entraine que I'on a un
isomorphisme canonique
(2.2.2.1) F o, ['(£,(9) = &,(&"(F) oy, [(¥))-

En effet, on sait (I, 1.5.2) qu’on a un isomorphisme canonique

f(g(9)) =5 g(f(9),

et d’autre part on a un homomorphisme canonique F—g/(g"(#)) (0, 4.4.3.2);
composant I’homomorphisme F®o, f"(g,(¥")) - £.(&"(F))®oy g.(f"(¥")) avec 'homo-
morphisme canonique (0;, 4.2.2.1), on en déduit I’homomorphisme (2.2.2.1); la
vérification du fait qu’il s’agit d’un isomorphisme est immédiate en se ramenant au
cas ou X est affine. Cela étant, le foncteur %’~>g (%’) est exact et fidele et par hypothese
il en est de méme de ¥>FOy¥=FQ, f7(%); leur composé est donc exact et fidéle,
ce qui achéve de prouver (2.2.1) et (2.2.2).

Corollaire (2.2.3). — Soient X = Spec(B), Y =Spec(A) deux schémas affines, f: XY
un morphisme, F =M un Ox-Module quasi-cohérent. Pour que F vérifie les conditions équi-
valentes de (2.2.1) (ou (2.2.2)), il faut et il suffit que le A-module M soit fidélement plat.

En effet, la condition ¢) de (2.2.2) signifie alors que le foncteur N~>M®, N de
la catégorie des A-modules dans celle des B-modules est exact et fidele, et la conclusion
résulte de (0, 6.4.1).

Définition (2.2.4). — Lorsque les conditions équivalentes de (2.2.1) sont satisfastes,
on dit que le Ox-Module quasi-cohérent F est fidélement plat relativement a f (ou a Y).

10
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On notera que cette notion est locale sur Y, mais non sur X; en particulier on peut
avoir #,=o0 pour certains xe€X, autrement dit Supp(#) n’est pas nécessairement
égal a X. Toutefois, il résulte aussitét du critére (2.2.1, 5)) que pour tout yeY, il
existe au moins un xef ~*(y) tel que (ﬂ’y)z=ﬂ'z®0yk(_y)4= o, et a fortiori F_%o0;
en d’autres termes :

Corollaire (2.2.5). — Si F est un Ox-Module quasi-cohérent, fidélement plat relativement
a f, on a f(Supp(F))=Y, et a fortiori f est un morphisme surjectif.

Ce résultat admet une réciproque partielle :

Corollaire (2.2.6). — Soit F un Ox-Module quasi-cohérent de type fini. Pour que F
soit fidelement plat relativement a f, il faut et il suffit que F soit f-plat et que f(Supp(ZF))=Y.

En effet (I, 9.1.13 et 3.6.1) on a Supp(#,)=f""(»)nSupp(F), donc dans ce
cas le critére (2.2.1, b)) n’est autre que la condition du corollaire.

En particulier, le Ox-Module Oy est fidélement plat relativement & £ si et seulement
s’il est f~plat et si f est surjectif, autrement dit si et seulement si le morphisme f est fidelement
plat (0;,6.7.8).

Explicitons les propriétés intervenant dans la définition (2.2.4) :

Proposition (2.2.7). — Soient f: X—Y un morphisme de préschémas, F un Ox-Module
quasi-cohérent fidélement plat relativement & f. Alors, pour qu’une suite ' —~9G—~>G"" de Oy-Modules
quasi-cohérents soit exacte, il faut et il suffit que la suite correspondante F @y G' —F Oy G —>F Oy G"
le soit. En particulier, pour qu’un homomorphisme u:9—>%' de Oy-Modules quasi-cohérents
soit injectif (vesp. surjectif, bijectif, nul), il faut et il suffit que 15®f (u) : FOyY - F®yY’
le soit. Pour qu’'un Oy-Module quasi-cohérent 9 soit nul, il faut et il suffit que F®yG=o0. Pour
tout Oy-Module quasi-cohérent G, application G'~F @y Y’ de Pensemble des sous-Oy-Modules
quasi-cohérents de G dans Pensemble des sous-Ox-Modules quasi-cohérents de F ®y G est injective.

Pour démontrer la derniére assertion, c’est-a-dire que pour deux sous-Oy-Modules
quasi-cohérents ¢’, '’ de ¥, la relation F®y%'=F ®y %" entraine ¥'=%", on peut
(en remplagant ¥’ par %'+ %'’) se ramener au cas ou ¥'C%”, et il suffit alors
d’appliquer la seconde assertion de 1’énoncé a l'injection u: ¥’ —%".

Corollaire (2.2.8). — Soit f: X—Y un morphisme fidélement plat. Pour tout Oy-Module
quasi-cohérent G, Iapplication canonique

(2.2.8.1) (Y, 9) - I'(X, f(9))

est injective.

En effet, I'(Y, ¢) s’identifie canoniquement & Homy (Oy, ¥) (0, 5.1.1) et de
méme T'(X, f (%)) & Homy (O, f(9)). En vertu de (2.2.1) et (2.2.4) I’hypothése
entraine que le foncteur %-—»f"(¥) est exact et fidéle dans la catégorie des Oy-Modules
quasi-cohérents, et par suite un homomorphisme u:0y—% est nul si et seulement
si fT(u) 1 f7(Oy)=0x —f (%) est nul.

Remarque (2.2.9). — Les résultats de (2.2.7) et (2.2.8) sont encore vrais lorsque
les Oy-Modules ¢', 9, ¥ qui y figurent sont quelconques (non nécessairement quasi-
cohérents). En effet, pour tout yeY, il existe xef () tel que &, soit un O,-module

11
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fidelement plat, et par suite le foncteur Gy~ ?y®@y3‘" ¢ est fidele; comme par ailleurs
pour fout xef'(y) le foncteur Gy~ gy®@y37 z est exact, on en déduit aussitét la
conclusion.

Proposition (2.2.10). — Sotent f:X—>Y, g:Y' =Y, h:Y' >Z trois morphismes de
préschémas, X'=XXxyY', F un Ox-Module quasi-cohérent, fidelement plat relativement a Y,
%’ un Oy-Module quasi-cohérent. Pour que 9’ soit plat (resp. fidélement plat) relativement a Z,
il faut et il suffit que FQyY' soit un Ox,-Module plat (resp. fidelement plat) relativement a Z.

On sait déja que si ¥’ est Z-plat, il en est de méme de F®y %’ (2.1.5). Considérons
un changement de base quelconque Z""—Z etposons X'’ =X'X,Z"; si ¥’ estfidélement
plat relativement a Z, le foncteur

(2.2.10.1) K s SRy G (P, GOy F = A, (G Oy F)

de la catégorie des 0.-Modules quasi-cohérents dans celle des Ox..-Modules est composé
de deux foncteurs exacts et fidéles, donc est exact et fidéle. Inversement, si ce foncteur
composé est exact (resp. exact et fidele), il en est de méme de "' ~>#"'®,%’, puisque
le foncteur M’ M'®yF (de la catégorie des Oy.-Modules quasi-cohérents dans celle
des Oyx-Modules quasi-cohérents) est exact et fidéle par hypothése.

Corollaire (2.2.1x). — (i) Sotent f: X—>Y, g:Y' =Y deux morphismes, X'=XxyY’,
F un Ox-Module quasi-cohérent. Si F est fidelement plat relativement a Y, F'=F®yOy. est
Jfidélement plat relativement a Y'.

(ii) Sotent f:X—>Y, g:Y—>Z deux morphismes, F un Ogx-Module quasi-cohérent,
fidélement plat relativement & Y. Pour que g soit un morphisme fidélement plat, il faut et il suffit
que F soit fidelement plat relativement a Z.

(iii) Soient f:X—>Y, g:Y—>Z deux morphismes, G un Oy-Module quasi-cohérent. On
suppose le morphisme f fidélement plat. Pour que G soit plat (resp. fidelement plat) relativement a Z,
il faut et il suffit que f(¥) soit plat (resp. fidélement plat) relativement & Z.

(iv) Sotent f:X =Y, g:Y —>Z deux morphismes, x un point de X. On suppose f plat
au point x. Pour que gof soit plat au point x, il faut et il suffit que g soit plat au point f(x).

Pour démontrer (i), on applique (2.2.10) en remplacant Z par Y’ et ¥’ par Oy..
Pour démontrer (ii), on applique (2.2.10) en prenant pour morphisme Y’'—Y [Pidentité
et remplagant ¢’ par Oy. Pour démontrer (iii), on applique (2.2.10) en prenant encore
I'identité pour Y'—Y et remplagant & par Oy et 4’ par 4. Enfin (iv) se déduit de (ii)
en remplacant X par Spec(0,), & par O, Y par Spec(0;,) et Z par Spec(0,y),
et tenant compte de (0;, 6.6.2).

Corollaire (2.2.12). — Soient Y un schéma affine, f: X—Y un morphisme quasi-compact,
F un Ox-Module quasi-cohérent. St F est fidélement plat relativement a f, il existe un schéma
affine X' et un isomorphisme local surjectif g:X'—X tels que g (F) soit fidelement plat rela-
tivement @ fog.

En effet, X est quasi-compact, donc réunion finie d’ouverts affines X;; il suffit
de prendre pour X’ le schéma affine somme des préschémas induits sur les ouverts X; et
pour g:X’'—>X le morphisme canonique; il est clair que g est fidélement plat, et

12
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I’hypothése entraine que g (&) est fidélement plat relativement & fog, en vertu
de (2.2.11, (iii)).

Corollaire (2.2.13). — (i) Sotent f: XY, g:Y' =Y deux morphismes, X'=X xyY’,
S =ty : X'=>Y'. Si fest un morphisme fidélement plat, il en est de méme de f'.

(i) &1 f: X->X', g: Y=Y’ sont deux S-morphismes fidélement plats,

IXeg: XX Y > X' %Y’
est fidélement plat.

(1) Soient f:X—>Y, g:Y—>Z deux morphismes tels que f soit fidélement plat. Pour
que g soit un morphisme plat (resp. fidélement plat), il faut et il suffit que gof soit un morphisme
plat (resp. fidélement plat).

Proposition (2.2.14). — Soit f: X—>Y un morphisme fidélement plat et quasi-compact.
87 X est localement noethérien, il en est de méme de Y.

La question étant locale sur Y, on peut supposer Y=Spec(A) affine; comme f
est quasi-compact, il résulte de (2.2.12) que I'on peut aussi se borner au cas ou
X =Spec(B) est affine. Alors B est un anneau noethérien par hypothése, et un A-module
fidélement plat (2.2.3); donc A est noethérien (0, 6.5.2).

Proposition (2.2.15). — Soit f:X—>Y un morphisme fidélement plat. St S(X)
et S(Y) désignent respectivement Uensemble des sous-préschémas de X et de Y, Uapplication
Z>f~YZ) de G(Y) dans S(X) est injective.

Comme f est surjectif, on a, pour 1’ensemble sous-jacent a un sous-préschéma Z de Y,
S(f~YZ))=Z. D’autre part, si U est un ouvert de Y contenant Z et dans lequel Z est
fermé, f~(U) est ouvert dans X, f!(Z) est fermé dans f~*(U), et la restriction
f~YU)—U defest un morphisme fidélement plat. On peut donc se borner & ne considérer
que des sous-préschémas fermés de Y. Or, si Z est un sous-préschéma fermé de Y corres-
pondant & un Idéal quasi-cohérent £ de Oy, on sait que f~*(Z) correspond a I’'Idéal
quasi-cohérent f*(#)0x de Oy (I, 4.4.5), et comme f est plat, f (#)0x s’identifie
a f'(#). Mais lapplication f#~>f"(#) de Pensemble des Idéaux quasi-cohérents
de Oy dans ’ensemble des Idéaux quasi-cohérents de Oy est injective (2.2.7), d’ou la
conclusion.

Corollaire (2.2.16). — Soient X, Y deux S-préschémas; si S'—S est un morphisme
fidélement plat, Uapplication f-fg, de Homg(X,Y) dans Homg (X, Yis) est injective.

On a X XgYg)y=(XXsY)gy (I, 3.3.10), donc le morphisme projection
Xy Xy Yg) = XXsY est fidelement plat (2.2.13). Les éléments de Homg(X,Y)
correspondent biunivoquement aux sous-préschémas de X XgY qui sont les graphes de
ces S-morphismes (I, 5.3.11), et si Z;, est le graphe de feHomy(X,Y), on a
Zi =g (Z;) (I, 5.3.12). Il suffit donc d’appliquer a g la proposition (2.2.15).

Proposition (2.2.17). — Soient A un anneau, B une A-algébre telle que B soit un A-module
fidélement plat et de présentation finie. Alors I’homomorphisme structural ¢ : A —B est un isomor-
phisme du A-module A sur un facteur direct du A-module B. St A est un anneau local, B est un
A-module libre et il existe une base de ce module contenant Iélément unité de B.

13
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En vertu de Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § 3, n°® g, prop. 12, il suffit de prouver
la proposition lorsque A est un anneau local; on sait alors (loc. cit., n° 2, cor. 2 de la
prop. 5) que B est un A-module libre de type fini, et la conclusion résulte de loc. cit.,
prop. 5.

2.3. Propriétés topologiques des morphismes plats.

Lemme (2.3.x). — Soient f:X—>Y un morphisme quasi-compact et quasi-séparé,
&:Y'—>Y un morphisme plat; posons X'=XXyY', f'=fiy): X' = Y'. Alors, pour tout
Ox-Module quasi-cohérent F, I’ homomorphisme canonique

(2.3.1.1) §(f(F) > f(F ®o,0y)

est bijectif.

C’est un cas particulier de (IIL, 1.4.15) (amélioré en (1.7.21)).

Proposition (2.3.2). — Soient S un préschéma, f: X —~>Y wun S-morphisme quasi-compact et
quast-séparé ; soient Z le sous-préschéma de Y, image fermée de X par f ((I,9.5.3) et (1.7.8)), et soit
J: Z—>Y Plinjection canonique, de sorte que 'ona f=jog, ot g:X—7Z estunmorphisme (loc. cit.).
Soit h:S'—>S unmorphisme plat, et posons f' = fig) : Xigy = Ygy; alors j'=jigy 1 Zigy = Y,
S’identifie & Pinjection canonique du sous-préschéma de Yg,), image fermée de Xy par f'.

Comme le morphisme Y,—Y est plat (2.1.4), on peut se borner au cas
ot S=Y (I,3.3.11); si f=(J,0), on sait que Z est le sous-préschéma fermé de S
défini par I'Idéal (quasi-cohérent) # de Og, noyau de ’homomorphisme 6 : 05— f (O)
(I, 9.5.2). Comme 4 est un morphisme plat, I’'Idéal quasi-cohérent £ de 0 s’identifie
aunoyaude A°(0) : Oy, — A°(f,(0x)). Or,si f’ = (§’, §), on vérifie facilement (par exemple
en se ramenant au cas ou Y et Y’ sont affines et utilisant (I, 2.2.4)) que 0" : Oy, — f/(O.)
est composé de ’homomorphisme canonique (2.3.1.1) k'(f,(0x)) - f/(Ox,) etde h'(6);
la conclusion résulte donc de (2.3.1) et de (I, 9.5.2), puisque f’ est quasi-compact
et quasi-séparé (1.1.2 et 1.2.2).

(2.3.3) Nous dirons qu’un morphisme f:X—>Y est quasi-plat ’il existe un
Ox-Module quasi-cohérent F de type fini qui soit f-plat et dont le support soit égal a X.
Nous dirons que f est quasi-fidélement plat s’il est quasi-plat et surjectif. Tout morphisme plat
(resp. fidelement plat) est quasi-plat (resp. quasi-fidélement plat), car alors % =0y
vérifie les conditions précédentes.

Il résulte aussitot de (2.1.4) et de (I, 9.1.13), que si f est quasi-plat, alors, pour
tout morphisme Y’'—Y, le morphisme fy,:XXyY =Y’ est quasi-plat. De méme
(compte tenu de (I, 3.5.2)), si f est quasi-fidélement plat, il en est de méme de fy,.

Proposition (2.3.4). — Soit f: X—>Y un morphisme quasi-plat (2.3.3). Alors f posséde
les propriéiés suivantes (qui sont équivalentes en vertu de (1.10.4)) :

(i) Pour tout x€X et toute générisation y' de y=f(x), il existe une générisation x' de x
telle que f(x')=y'.

(ii) Pour tout xeX, limage par f de Spec(Ox,) est Spec(Oy ).

14



§ 2 ETUDE LOCALE DES SCHEMAS ET DES MORPHISMES DE SCHEMAS 15

(iii) Pour toute partie fermée irréductible Y' de Y, toute composante irréductible de f~*(Y’)
domine Y'.

Il suffit par exemple de prouver (ii). Par hypothése, il y a un Oyx-Module quasi-
cohérent de type fini &, qui est f-plat et tel que Supp(F)=X. Pour tout xeX, F,est
alors un 0,-module de type fini, non réduit a o, et en outre &%, est un O,-module plat,
pour ’homomorphisme ¢ :0,—~0,. Comme ce dernier est local et que F_+o0, le
lemme de Nakayama montre que & z®@yk( »)# 0, donc F, est un Oy-module fidélement
plat (0, 6.4.1). Il en résulte que pour tout idéal premier q de @, il existe un idéal
premier p de O, tel que q=p '(p) (0;, 6.5.1), ce qui prouve (ii).

Corollaire (2.3.5). — Soit f:X—>Y un morphisme vérifiant les conditions équiva-
lentes (i), (ii), (iii) de (2.3.4) (en particulier un morphisme quasi-plat ou un morphisme
ouvert (1.10.4)).

(1) Soient Z, Z' deux parties fermées irréductibles de Y telles que ZCZ', et soit T une
composante irréductible de f~'(Z); alors il existe une composante irréductible T' de f~'(Z’)
contenant 'I' (et dominant Z').

(i1) Pour toute composante irréductible T de X, f(TT_) est une composante irréductible de Y.

(iii) Supposons Y irréductible, et, si y est son point générique, supposons que f~'(y) soit
irréductible. Alors X est trréductible.

(i) Il suffit d’appliquer (2.3.4, (i)) en prenant pour x le point générique de
T (y=f(x) étant alors le point générique de Z) et pour y’ le point générique de Z’'.

(i1) II est clair que f(T)=2Z est irréductible, et en vertu de (i), Z ne peut étre
strictement contenue dans une partie fermée irréductible Z’ de Y.

(iii) En vertu de (ii), toute composante irréductible de X domine Y, donc
rencontre f~'(y); la conclusion résulte alors de (0;, 2.1.8).

Proposition (2.3.6). — Soit Y un préschéma dont Pensemble des composantes irréductibles
est localement fini (ce qui est le cas si I’espace sous-jacent a Y est localement noethérien
(cf. I,6.1.9)).

(1) Toute partie fermée W de Y stable par générisation (Or, 2.1.2) est ouverte. En particulier,
toute composante connexe de Y est ouverte.

(ii) Soit f:X—>Y un morphisme fermé vérifiant en outre les conditions équivalentes (1),
(ii), (iii) de (2.3.4) (ce qui sera le cas si f est quasi-plat ou ouvert). Alors l'image par f de
toute composante connexe C de X est une composante connexe de Y.

(i) Soit f:X—>Y un morphisme vérifiant les conditions équivalentes (i), (ii), (iii)
de (2.3.4) et tel en outre que pour tout yeY, Uensemble f~'(p) soit fini (ce qui sera
le cas si f est quasi-fini ou radiciel). Alors Pensemble des composantes irréductibles de X est
localement fini.

(i) Si yeW, les points génériques =, (1<i<m) des composantes irréductibles Y,
de Y contenant y appartiennent par hypothése a W, donc, puisque W est fermé, ces
composantes elless-mémes sont contenues dans W; comme il y a par hypothése un
voisinage U de y tel que U soit réunion des UnY,; (0;,2.1.6), ona UCW, donc W
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16 A . GROTHENDIECK Chap. IV

est ouvert. Comme pour tout yeY, {_yi est connexe, une composante connexe de Y
est stable par générisation, donc la seconde assertion résulte aussitét de la premiére.

(ii) Comme C est fermé dans X, f(C) est fermé dans Y par hypothése. En outre,
comme C est stable par générisation, I’hypothése sur f entraine que f(C) est stable
par générisation ; donc, en vertu de (i), f(C) est ouvert et fermé, et comme il est connexe
c’est une composante connexe de Y.

(iii) Soit xeX; par hypothése, il y a un voisinage ouvert U de y=f(x) ne
rencontrant qu’un nombre fini de composantes irréductibles Y; de Y (1<i<n); soit y le
point générique de Y; (1<i<n). Pour toute composante irréductible Z de X rencontrant
S71(U), le point générique z de Z est nécessairement dans I'un des ensembles f~(y,)
(2.3.4). Comme chacun de ces ensembles est fini par hypothése, cela prouve notre
assertion.

Proposition (2.3.7). — Soient f: X—>Y un morphisme, g:Y' —Y un morphisme
quasi-plat, X'=XxyY', f'=fy): X' =Y".

(1) Si f est quasi-compact et dominant, il en est de méme de f'.

(i) S% toute composante irréductible de X domine une composante irréductible de Y, alors
toute composante irréductible de X' domine une composante irréductible de Y'.

Désignons par g’ : X'—>X la projection canonique, qui est un morphisme quasi-
plat (2.3.3).

(i) On sait déja (1.1.2) que f' est quasi-compact; en outre, si » est un point
maximal (1.1.4) de Y’, y=g()’) est point maximal de Y, comme il résulte de
(2.3.4, (iii)). Par hypothése (1.1.5), il existe xeX tel que f(x)=y; donc (I, 3.4.7),
il existe x'eX’' tel que f'(x") =y

(i) Soit »" un point maximal de X', et soit x==g'(x'); il résulte de (2.3.4, (ii))
que x est point maximal de X, et par hypothése y=f(x) est point maximal de Y. Posons
y'=f'(x"), de sorte que g(y')=y; il s’agit de montrer que )’ est point maximal de Y'.
En vertude (I, 5.1.7) et (2.3.3), on peut se borner au cas ou X et Y sont réduits, donc 0,
et 0, sont des corps; en outre, en vertu de (I, 3.6.5) appliqué deux fois et de (I, 2.4.4),
on peut se borner au cas o Y==Spec(0,) et Y'=Spec(0,). Alors f est un morphisme
plat puisque 0, est un corps (2.1.2), et il en est de méme de f’ (2.1.4); donc il résulte
de (2.3.4, (i1)) que »'=f'(x') est point maximal de Y'.

Corollaire (2.8.8) (Zariski). — Soient A, B deux anneaux locaux noethériens, m, n leurs idéaux maximaux respectifs,

@ : A—>B un homomorphisme local. On suppose vérifiées les hypothéses suivantes :

1° B est une A-algébre essentiellement de type fini (1.3.8).

20 Le complété A de A pour la topologie m-adique est intégre.

3° @ est injectif.

Alors la topologie m-adique de A est induite par la topologie n-adique de B.

Posons B’ =B® AA\; en vertu de 19, B’ est de la forme S—}(C® Ag), ou C est une A-algébre de type fini
et S est une partie multiplicative de C, donc B’ est un anneau noethérien. Comme A s’identifie 2 un sous-anneau
de A (0;, 7.3-5), A est intégre par 2°. L’hypothése 3° entraine alors qu’il existe un idéal premier q de B induisant
I’idéal o de A (0,, 1.5.8), et par suite ’homomorphisme local A—>BJq est injectif. On peut donc se borner a
prouver la conclusion de (2.3.8) en ajoutant ’hypothése que B est un anneau local intégre. Appliquons (2.3.7, (ii))
a Y =Spec(A), X = Spec(B), Y’=Spcc(§) et X’=Spec(B’); comme le morphisme Y'—>Y est plat et que X
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(qui est intégre) domine le schéma intégre Y, toute composante irréductible de X’ domine le schéma (intégre par
hypothése) Y’. Si y, x, y” sont les points fermés de Y, X et Y’ respectivement, il y a un point 2’ € X’ (d’ailleurs

unique) au-dessus de x et 3’ (I, 3.4.9) et Spec(9,/) domine donc Spec(®,); on a par suite un diagramme
commutatif d’homomorphismes locaux d’anneaux locaux noethériens

B=L‘Jz —_— Ox'

A
P v

A=0, —s 0,=A
7 ]

tel que u et v soient injectifs (I, 1.2.7); identifiant A et A a des sous-anneaux de 9,:, et désignant par r I’idéal
maximal de @, intersection des idéaux ¥ NA est donc nulle (0;, 7.3.5); comme A est complet et que ces idéaux
sont ouverts dans K, cela entraine (Bourbaki, Alg. comm., chap. III, § 2, n° 7, prop. 8) que la topologie de A est
induite par la topologie r-préadique de O,:; a fortiori il en est de méme de la topologie de A (0, 7.3.5). D’ailleurs
on a n*NActnA, donc la topologie n-préadique de B induit sur A une topologie plus fine que la topologie
m-préadique; mais comme m*cn¥NA, ces deux topologies sont identigues. C.Q .F.D.

Remarque (2.3.9). — Nous verrons plus loin (7.8.3, (vii)) que pour les anneaux locaux noethériens A les
plus usuels en Géométrie algébrique, I’hypothése que A est intégre et intégralement clos implique qu’il en est de

méme de A. C’est pourquoi, en Géométrie algébrique sur un corps de base, on énonce généralement (2.3.8) sous
I’hypothése que A est intégre et intégralement clos.

Théoréme (2.3.10). — Soit f:X—>Y un morphisme quasi-plat (2.3.3). Alors, pour
toute partie proconstructible (1.9.4) Z de Y, on a f~NZ)=f"YZ).

Comme f est continue, on a f~(Z)Cf _1(2) et tout revient a prouver que pour
tout xeX tel que f(x)eZ, x est adhérent & f~}(Z); il est clair que la question est
locale sur Y, donc on peut supposer Y affine. En vertu de I’hypothese, il existe un schéma
affine Y’ et un morphisme g:Y'—>Y tels que g(Y')=Z (1.9.5, (ix)). Soit Y, I'image
fermée de Y’ par g (I, 9.5.3), et soit X, le sous-préschéma fermé f~'(Y,) de X; si
Jf1:X;—=Y,; est la restriction de f a X,, on sait que f; est quasi-plat (2.3.3); on peut
par suite remplacer X, Y par X;, Y; respectivement, autrement dit supposer que g est
dominant. Posons alors X'=XXyY’, et soient f’ et g’ les projections de X' dans Y’ et X
respectivement, de sorte que 'on a le diagramme commutatif

X << x'

/] I

Y «— Y
9

Comme f est quasi-plat, g quasi-compact et dominant, il résulte de (2.3.7)
(ot1 les roles de f et g sont intervertis) que g’ est un morphisme dominant, ce qui démontre
le théoreme.

Corollaire (2.3.x1). — Soient f un morphisme quasi-plat et quasi-compact, ¥ une partie
fermée de X telle que ¥ =f—'(f(F)); alors on a F=f"'(f(F)).

Soient Y’ le sous-préschéma réduit de X ayant F comme espace sous-jacent
(I, 5.2.1) et soit j: Y'—>X Iinjection canonique; alors foj est quasi-compact (1.1.2),
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18 A. GROTHENDIECK Chap. IV

donc Z=f(F) est pro-constructible dans Y (1.9.5, (vii)), et le corollaire résulte de
ce que F est fermé.

On peut encore écrire le résultat de (2.3.11) sous la forme F=f"1(f(X) nf(—FS),
autrement dit, les ensembles fermés du sous-espace f(X) de Y sont les parties ZCf(X)
telles que f~%(Z) soit fermé dans X; cela signifie aussi que la fopologie induite par Y sur f(X)
est quotient de celle de X par la relation d’équivalence définie par f. En particulier :

Corollaire (2.3.12). — Soit f: X—Y un morphisme quasi-fidélement plat (2.3.3) et
quasi-compact. Alors la topologie de Y est quotient de celle de X par la relation d’équivalence définie
par f (autrement dit, pour que ZCY soit ouvert (resp. fermé) dans Y, il faut et il suffit
que f~YZ) soit ouvert (resp. fermé) dans X).

En effet, on a alors f(X)=Y.

Corollaire (2.3.13). — Sotent X, Y deux S-préschémas, f:X—Y un S-morphisme
Sfidélement plat et quasi-compact. Pour que Y soit séparé au-dessus de S, il faut et il suffit que
Pimmersion canonique j: X XyX — XXX (I, 5.3.10) soit fermée.

Notons pour cela que I'on a le diagramme commutatif (I, 5.3.5)

XxyX - Xx X
T fxsf

identifiant X XyX au produit des (Y XgY)-préschémas Y et X XyX. Comme f est
surjectif, il en est de méme de = et de fXgf, donc la diagonale Ay(Y) a pour image
réciproque par fXgf P'image j(XXyX) (I,3.4.8). Comme fXgf est fidélement
plat et quasi-compact (1.1.2 et 2.2.13), il suffit d’appliquer (2.3.12) a4 ce morphisme.

Corollaire (2.3.14). — Soit f:X—>Y un morphisme quasi-fidélement plat et quasi-
compact, et soit Z une partie de Y. Pour que Z soit une partie localement fermée pro-constructible
de Y, il faut et il suffit que f~Y(Z) soit une partie localement fermée pro-constructible de X.

On sait déja (1.9.12) que, pour que Z soit une partie pro-constructible de Y,
il faut et il suffit que f~!(Z) soit une partie pro-constructible de X. La condition est
évidemment nécessaire. Pour prouver qu’elle est suffisante, considérons le sous-préschéma
fermé réduit Y, de Y ayant Z pour espace sous-jacent et, soit X, son image réciproque
par f, qui a pour espace sous-jacent f~'(Z)=f"%(Z) en vertu de (2.3.10). Comme
f7YZ) est localement fermé dans X, il est ouvert dans f~*(Z), donc dans X,; or, le
morphisme f; : X;—Y; déduit de f par restriction est quasi-fidélement plat et quasi-
compact (1.1.2 et 2.3.3); on déduit donc de (2.3.12) que Z est ouvert dans Z, ce qui
montre que Z est localement fermé dans Y.

Remarque (2.3.15). — Il ne suffit pas, dans (2.3.12), de supposer seulement que f
est fidélement plat. Par exemple, prenons pour Y une courbe algébrique réduite irréductible
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(IL, 7.4.2), pour X le préschéma somme des schémas Spec(0,), oty parcourt Y (I, 3.1),
pour f le morphisme canonique, qui est fidelement plat (I, 2.4.2); si v désigne le point
générique de Y, Z={n} n’est pas ouvert dans Y (IL 7.4.3), mais f~*(Z)=Spec(0,)
puisque @, est un corps, et par suite f~!(Z) est ouvert dans X.

2.4. Morphismes universellement ouverts et morphismes plats.

(2.4.1) Nous avons déja défini (II, 5.4.9) la notion de morphisme universellement
Sfermé; de la méme maniére, on pose les définitions suivantes :

Définition (2.4.2). — On dit qu’un morphisme de préschémas f: X —Y est universellement
ouvert (resp. universellement bicontinu, resp. un homéomorphisme universel) si, pour tout morphisme
g:Y' =Y, le morphisme fiyy: XXyY'—>Y' est ouvert (resp. un homéomorphisme sur son
image, resp. un homéomorphisme sur Y').

Nous verrons plus loin (14.3.2) que lorsque Y est localement noethérien, la
définition de morphisme universellement ouvert donnée ici est équivalente a la
définition (III, 4.3.9) pour les morphismes de type fini; le lecteur pourra vérifier que
nous n’utilisons pas cette derniére définition avant le § 14.

Proposition (2.4.3). — (i) Une immersion (resp. une immersion ouverte, resp. une
immersion fermée) est universellement bicontinue (resp. universellement ouverte, resp. universellement
Sfermée).

(i1) Le composé de deux morphismes universellement ouverts (resp. universellement fermés,
resp. universellement bicontinus, resp. deux homéomorphismes universels) lest aussi.

(ii1) St f: X—>Y est un S-morphisme universellement ouvert (rvesp. universellement fermé,
resp. universellement bicontinu, resp. un homéomorphisme universel), il en est de méme de
S+ Xgy—=>Yg) pour tout changement de base S’—S.

(iv) St f: XX, g:Y=>Y' sont deux S-morphismes universellement ouverts (resp.
universellement fermés, resp. universellement bicontinus, resp. deux homéomorphismes universels),
il en est de méme de fXgg: XXY->X'XY'".

(v) Sotent f: X—Y, g:Y—>Z deuxmorphismes tels que f soit surjectif ; si gof est univer-
sellement ouvert (vesp. universellement fermé, resp. universellement bicontinu, resp. un homéo-
morphisme universel), il en est de méme de g.

(vi) Pour que f soit un morphisme universellement ouvert (resp. universellement fermé, resp.
universellement bicontinu, resp. un homéomorphisme universel), il faut et il suffit que f,q le soit.

(vii) Soit (U,) un recouvrement ouvert de Y. Pour que f:X—Y soit universellement
ouvert (resp. universellement fermé, resp. universellement bicontinu, resp. un homéomorphisme
universel), il faut et il suffit que pour tout «, sa restriction f~'(U,)—U, le soit.

L’assertion (i) résulte de (I, 4.3.2). L’assertion (ii) résulte aussitot des définitions,
et il en est de méme de (iii) en se ramenant au cas ot Y=3S, Y'=S’, ce que I'on peut
faire grace a (I, 3.3.11); on sait que (iv) découle de (i) et (iii) (I, 3.5.1). Pour
prouver (v), notons que pour tout morphisme Z’'—Z, fy): Xgz)—>Y ) est surjectif
(I, 3.5.2); on peut donc se borner & prouver que si gof est ouvert (resp. fermé, resp. un
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homéomorphisme sur son image, resp. un homéomorphisme bijectif), il en est de méme
de g, et il s’agit donc d’une question purement topologique. Pour le cas o gof est
ouvert (resp. fermé), le fait que g est alors ouvert (resp. fermé) résulte de Bourbaki,
Top. gén., chap. I°T, ge éd., § 5, n°® 1, prop. 1; pour les deux autres cas, on peut se borner
asupposer que g(f(X))=g(Y)=2Z, autrementditaucasol gof estun homéomorphisme
de X sur Z; comme f est surjectif, g est nécessairement bijectif, et comme g est une
application continue ouverte d’apres ce qui précéde, g est bien un homéomorphisme
de Y sur Z.

Pour prouver (vi), notons que dire qu’un morphisme g est ouvert (resp. fermé, resp.
un homéomorphisme sur son image, resp. un homéomorphisme bijectif) équivaut a dire
que g,.q posséde la méme propriété. D’autre part (I, 5.1.8), pour tout morphisme
Y'—>Y, ona (XiqXy,, Yred)rea = (XXyY)req, donc la remarque précédente montre
que si f,,4 est universellement ouvert (resp. universellement fermé, resp. universellement
bicontinu, resp. un homéomorphisme universel), il en est de méme de f. La réciproque
se prouve de méme, en notant ici que pour tout morphisme Y'Y, ,, on a
(Xyea X5, Y Vroa = (X Xy Y )geq (L, 5.1.8).

Enfin, la nécessité de (vii) résulte aussitét de (iii). Inversement, supposons remplie
la condition (vii), et soit g:Y’—Y un morphisme; alors les g !(U,)=U, forment
un recouvrement ouvert de Y’ et si ’'on note f, la restriction f~'(U,)—U, def, et f’
le morphisme fiy,, la restriction f'~'(U;) U, n’est autre que (f,)y,- On peut donc
se borner a prouver que f est ouvert (resp. fermé, resp. un homéomorphisme sur son
image, resp. un homéomorphisme sur Y), ce qui est immédiat.

Proposition (2.4.4). — Un morphisme universellement bicontinu f:X—Y est radiciel
(donc séparé (1.7.7.1)).

En effet, f est universellement injectif par hypothése (I, 3.5.11).

Proposition (2.4.5). — (1) Urn morphisme f:X—Y qui est entier, surjectif et radiciel
est un homéomorphisme universel. ‘

(i1) Inversement, supposons Y localement noethérien. Alors, si un morphisme de type fini
f:X—=>Y est un homéomorphisme universel, il est fini, surjectif et radiciel.

(1) 11 suffit d’observer que les trois propriétés de f se conservent par changement
de base (I, 3.5.2, I,3.5.7 et II,6.1.5), et comme un morphisme entier est fermé
(IL, 6.1.10), il est clair que f est un homéomorphisme de X sur Y.

(ii) Comme f est de type fini et universellement fermé par hypothése et qu’il est
séparé par (2.4.4), il est propre (IL, 5.4.1), et pour tout yeY, f () est réduit & un
seul élément; donc (III, 4.4.2) f est fini; il est clair que f est surjectif, et il est radiciel
puisqu’il est universellement injectif (I, §.5.11).

Théoréme (2.4.6). — Soit f:X—>Y un morphisme quasi-plat (2.3.3) et localement
de présentation finie. Alors f est universellement ouvert. En particulier, un morphisme plat localement
de présentation finie est universellement ouvert.

On sait que pour tout changement de base Y'Y, fy, est quasi-plat (2.3.3)
et localement de présentation finie (1.4.3, (iii)). Il suffit donc de prouver que f est un
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morphisme ouvert. Mais cela résulte du critére (1.10.4) pour les morphismes localement
de présentation finie, les conditions 4), 4’), et ¢) de (1.10.4) n’étant autre que les
conditions (i), (ii), (iii) de (2.3.4).

Corollaire (2.4.7). — Pour tout préschéma Y, le morphisme structural Vi—Y (ol
Vi=Y®,Spec(Z[T,, ..., T,]), aussi noté Y[T,, ..., T,]) est universellement ouvert.

En effet, pour Y=Spec(A), Y[T,, ..., T,]=Spec(A[T,, ..., T,]), et A[T,, ..., T,]
est une A-algebre libre de présentation finie.

Remarques (2.4.8). — (i) On notera qu’un morphisme f: X—Y fidélement plat et
quasi-compact n’est pas nécessairement ouvert, méme lorsque X et Y sont noethériens.
Prenons par exemple pour Y une courbe algébrique réduite irréductible (II, 7.4) de point
générique y, et soit X le préschéma somme YuSpec(k(y)), f étant le morphisme
canonique; il est clair que f est plat et surjectif, donc fidélement plat, et quasi-compact,
mais I'image par f de la partie ouverte Spec(k(y)) de X est ensemble {}, qui n’est
pas ouvert dans Y (IL, 7.4.3).

(i1) Pour tout préschéma X, le morphisme canonique f:X, 4 —X est une
immersion fermée et un homéomorphisme universel (2.4.4, (vi)); mais lorsque X est
localement noethérien, f n’est plat que si X est réduit, donc f=15x (2.2.17).

Proposition (2.4.9). — Soit Y un préschéma discret. Alors tout morphisme f:X—>Y
est universellement ouvert.

La question étant locale sur Y (2.4.3, (vii)), on peut se borner au cas ou I’espace
sous-jacent Y est réduit & un point; remplagant f par f,,, (2.4.3, (vi)), on peut en outre
supposer que Y est le spectre d’un corps k; d’autre part, pour tout changement de base
Y'—Y, les ouverts de X'=XXyY’ images réciproques des ouverts affines de X
recouvrent X', donc on peut supposer X =Spec(B) affine, B étant une k-algébre. 11
s’agit donc de prouver que pour toute k-algébre A’, si I'on pose B’=B®,A’, l'image
par f’:Spec(B’) — Spec(A’) de tout ouvert de la forme U=D(¢) (tcB’) est ouverte
dans Spec(A’). Or, B est limite inductive de la famille filtrante croissante (B,) de ses
sous-k-algébres de type fini, donc (le foncteur h_n)‘l commutant au produit tensoriel),
B’ est limite inductive des A’-algeébres B, ® A’=B_;

o

il existe « tel que ¢ soit image dans B’
d’un élément ¢,eB,, donc D(¢) est I'image réciproque par le morphisme canonique
u, : Spec(B’) — Spec(B,) de louvert U,=D(¢,) (I, 1.2.2.2). Mais comme £ est un
corps, B, est une £-algébre de présentation finie et un £-module plat, donc B est une
A’-algebre de présentation finie et un A’-module plat; on conclut donc de (2.4.6) que
I'image de U, par f, :Spec(B,) — Spec(A’) est ouverte dans Spec(A’). Tout revient
par suite & voir que f'(U)=f,(U,); il est clair que f'(U)Cf,;(U,) et il reste donc a
voir que pour tout point y'ef,(U,), lintersection V=Unyf""!(y') n’est pas vide. Or
on a V=u }V,), oo V,=U,nf,~*()); autrement dit, V, est un ouvert non vide
(par définition de ) du préschéma Spec(B,®,.k(y'))=Spec(B,®,k(y’)) et V est son
image réciproque par le morphisme v : Spec(B®, k(")) - Spec(B,®,k(»')). Comme B,
est une sous-algébre de B et que £ est un corps, ’homomorphisme B ®, k(') - B®, k(')
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est injectif par platitude, donc le morphisme v est dominant (I, 1.2.7), ce qui achéve
la démonstration.

Corollaire (2.4.30). — Soient k un corps, X, Y des k-préschémas ; alors le morphisme
projection X X, Y—>X est universellement ouvert. En particulier, pour toute extension K de k,
le morphisme projection X g, —>X est universellement ouvert.

Il suffit d’appliquer (2.4.9) au morphisme structural Y —Spec(k).

Remarque (2.4.11). — Si f: X —>Y est un morphisme ouverf, on sait que, pour
toute partie E de Y, on a f~'(E)=/f—(E) (Bourbaki, Top. gén., chap. I, 3¢ éd., § 5, n° 4,
prop. 7). Cette remarque s’applique par exemple lorsque f est un morphisme plat
localement de présentation finie (2.4.6), ou un morphisme projection XX, Y ->X ou X, Y
sont des préschémas sur un corps £ (2.4.10), et généralise alors (2.3.10).

2.5. Permanence des propriétés des Modules par descente fidélement plate.

Proposition (2.5.1). — Sotent f: X—>Y un morphisme, F un Ox-Module quasi-cohérent,
g 1 Y'Y un morphisme fidelement plat, X'=XxyY', f'=fy): X'>Y', F'=F®u Oy.
Pour que F soit plat (vesp. fidélement plat) relativement & f, il faut et il suffit que F' soit plat
(vesp. fidélement plat) relativement & f'.

11 suffit d’appliquer (2.2.10) en remplacant X, Y, Z, #, ¥’ par Y', X, Y, Oy., ¥
respectivement; on en conclut que pour que & soit plat (resp. fidélement plat) relati-
vement 2 f; il faut et il suffit que &' soit plat (resp. fidélement plat) relativement & gof"”.
Mais si g’ : X'—>X est la projection canonique, g’ est fidélement plat (2.2.13) et
ona gof’'=fog’; donc pour que &' soit plat (resp. fidélement plat) relativement & fog’,
il faut et il suffit que & le soit relativement a f (2.2.11, (iii)).

Proposition (2.5.2). — Sotent f: X'—>X un morphisme fidelement plat et quasi-compact,
F un Ox-Module quasi-cohérent, F'=f"(F). Considérons, pour un Module quasi-cohérent, la
propriété d’étre :

(1) de type fini;

(ii) de présentation finie ;

(iii) localement libre de type fini ;

(iv) localement libre de rang n.

Alors, si P désigne une des propriétés précédentes, pour que F posseéde la propriété P, il faut
et il suffit que F' la posséde.

Pour qu’un Ox-Module quasi-cohérent soit localement libre de type fini, il faut
et il suffit qu’il soit plat sur X et de présentation finie (Bourbaki, Alg. comm., chap. II,
§ 5, n® 2, cor. 2 du th. 1, compte tenu de (2.1.2)); comme & est plat sur X si et
seulement si &' est plat sur X’ en vertu de (2.5.1) (appliqué en prenant pour f’identité),
on voit que pour prouver la proposition dans le cas (iii), il suffit de P’avoir fait dans
les cas (i) et (ii); il en est de méme pour prouver (iv), car f*(0%)= 0%, donc si F et F'
sont localement libres de type fini et x=f(x’), le rang de & en x est égal a celui de F’
en x’, et notre assertion résulte de ce que f est surjectif. Pour traiter les cas (i) et (ii),
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notons que la question est locale sur X, et I'on peut donc supposer X affine; on sait
alors (2.2.12) qu’il y a un schéma qffine X"’ et un morphisme fidélement plat g : X"’ X’
qui soit un isomorphisme local; par suite, il revient au méme de dire que f*(F) posséde
la propriété P, ou que g'(f*(Z)) laposséde. On est ainsi ramené au casoit X = Spec(A),
X’'=S8pec(A’); compte tenu de (2.2.3) et (II, 6.1.4.1), il suffit donc de prouver le

Lemme (2.5.3). — Soient A un anneau, A' une A-algébre fidélement plate, M un
A-module;, M'=M®,A’. Pour que M soit de type fini (rvesp. de présentation finie), il faut et
il suffit que M’ le soit.

Pour la démonstration, voir Bourbaki, 4lg. comm., chap. I, § 3, n° 6, prop. 11I.

Remarque (2.5.4). — Les assertions de (2.5.2) pour les propriétés (i) et (ii) sont encore valables si ’on

suppose seulement f guasi-fidélement plat (2.3.3) et quasi-compact. On est en effet ramené (Bourbaki, loc. cit.) a
prouver le

Lemme (2.5.4.1). — Soit p:A—>A" un homomorphisme d’anneaux, tel que le morphisme correspondant
f: Spec(A’) — Spec(A) soit surjectif ; supposons qu’il existe un A’-module N’ de type fini, qui soit A-plat et ait pour support
Spec(A’). Alors, si u:P—>Q est un homomorphisme de A-modules tel que u®@1:P®, A’ — Q&, A’ soit surjectif, v est
surjectif.

En effet, on en déduit d’abord que I’homomorphisme 2 ® 1 : (P®, A")®, N'— (Q®, A")®, N’ est surjectif.
Soit q un idéal premier de A’, et soit p=p~1(q); ’homomorphisme (P®,N’)q— (Q®,N’), correspondant est
surjectif, et il s’écrit up®1: PD®Ap Ng— Q® Ap Ng (0, 1.5.4). Par hypotheése on a Ng # 0 et Nj est un Ap-module
plat (0;, 6.3.1); en vertu du lemme de Nakayama, ona qNg # Ng, et a fortiori pNg + Ny, donc Nj est un Ap-module
fidelement plat (0;, 6.4.1). Il en résulte que uy, est surjectif (0;, 6.4.1), et ceci ayant lieu pour tout p€ Spec(A),
puisque f est surjectif, on en conclut finalement que u est surjectif (Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § 3, n° 3, th. 1).

Proposition (2.5.5). — Soient f: X—Y un morphisme, F un Ox-Module quasi-cohérent
de type fini et f-plat, & un Oy-Module quasi-cohérent de type fini; pour tout yeY, on pose
F,=F B k(). Pour quun point xeX soit point maximal de Supp(E®yF), il faut et

il suffit que y = f(x) soit point maximal de Supp(&), et que x soit point maximal de Supp(F,)
dans f~1(9). S’il en est ainsi, on a

(2.5.5.1) long((£®yF),) =long(¢&,) .long((F,),)

Il est clair que f(Supp(&®yF))CSupp(&) (0;, 5.2.2); 'image par f de toute
composante irréductible de Supp(&®yF) est donc contenue dans une composante
irréductible de Supp(&). On peut se borner au cas od Supp(F)=2X. En effet
(Erry;, 30), puisque & est de type fini, il existe un sous-préschéma fermé X’ de X
ayant Supp(&#) pour espace sous-jacent et un COx.-Module quasi-cohérent de type
fini ¢ tels que, si j:X'—>X est l'injection canonique, on ait & =j (¥). Si 'on
pose f'=foj, il est clair que ¥ est f’-plat et que 'on a Supp(E®yF) = Supp(£®y¥).

Supposons donc Supp(#) =X; si Z est une composante irréductible de Supp(¢&),
on a f~YZ)CSupp(®yF) (I,9.1.13), et il résulte de (2.3.4) que toute composante
irréductible de f~!(Z) domine Z; autrement dit, si x est point générique d’une
composante irréductible de Supp(&®yF) contenue dans f~!(Z), y=f(x) est le point
générique de Z; en outre (0;, 2.1.8), x est point générique d’une composante irré-
ductible de f~'(y)=Supp(#,) (I,9.1.13), et téciproquement tout point générique
d’une de ces composantes est point générique d’une composante irréductible de f~(Z).
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Reste a prouver (2.5.5.1); on a (EQ®yF),= é"y®@y571 (I,g.1.12) et
(Fe=F/mF,; on est donc ramené a prouver le

Lemme (2.5.5.2). — Sotent A, B deux anneaux locaux, ¢ : A—B un homomorphisme local,
m lidéal maximal de A. Soient M un A-module, N un B-module qui est un A-module fidélement
plat et tel que N/mN soit un B-module de longueur finie ; alors on a

(2.5.5-3) longz(M®, N) =long, (M) .longg (N/mN).

Si M est de longueur infinie, il en est de méme de M®,N, car pour toute suite
strictement croissante de n sous-modules M; de M (1<i<n), les M;®,N s’identifient
a des sous-B-modules de M®,N deux a deux distincts; comme N+ mN puisque N
est un A-module fidélement plat, la formule (2.5.5.3) est vraie dans ce cas. Supposons
donc M de longueur finie. Si M =o0 les deux membres de (2.5.5.3) sont nuls, donc
on peut supposer M+o0. Les m*M sont des sous-modules de M, donc de longueur
finie, et si m*M+#o0, il résulte du lemme de Nakayama que m**'M+m*M; donc
il y a nécessairement un entier 7 tel que mM=o0. Les m*M®,N sidentifient
alors 2 des sous-B-modules de M®, N, (mM*M®,N)/(m*+*'M®, N) étant isomorphe 2
(M*M/m* M) ®, N, donc aussia (m*M/m*+'M)®, ., (N/mN) (o<k<r—1); lalongueur
de ce dernier, considéré comme B-module, est donc le produit de longy(N/mN) et du
rang du (A/m)-espace vectoriel mM/m**'M, rang qui est aussi la longueur du
A-module m*M/m***M. Par addition (pour o<k<r—1), on en déduit aussitot la
formule (2.5.5.3).

Remarque (2.5.5.4). — On notera que lorsque N est un A-module de type fini
dire que N est un A-module fide¢lement plat équivaut a dire que N+o0 et que N est
un A-module plat; en effet le lemme de Nakayama montre alors que mN=# N.

Lemme (2.5.6). — Soient B un anneau non nécessairement commutatif; V, W deux B-modules & gauche isomorphes,
C lanneau Endy(V), et soit M =Homy(V, W), muni de sa structure ique de C-module a droite. Alors M est un
C-module isomorphe & Cg; en outre, pour tout u€ M, les conditions suivantes sont équivalent

a) {u} est une base du C-module M.

b) u est un isomorphisme de V sur W.

Si u est un isomorphisme de V sur W, P’application v~>uov de C dans M est évidemment une bijection,
donc b) entraine a). Inversement, supposons que {u} soit une base du C-module M. Par hypothése, il existe un
isomorphisme #” de V sur W, et {4’} est par suite une base de M; il y a donc un élément inversible w de C
(c’est-a-dire un automorphisme de V) tel que u=u'ow, ce qui entraine que u est un isomorphisme de V sur W.

Corollaire (2.5.7). — Les hypothéses sur B, V et W étant celles de (2.5.6), supposons en outre vérifiée Pune des
conditions suivantes :

(i) V et W sont des B-modules noethériens ;

(ii) V et W sont des modules de présentation finie sur un sous-anneau commutatif de B.

Alors les conditions a) et b) de (2.5.6) sont aussi équivalentes aux :

a’) u est un générateur du C-module M.

b’) u est un épimorphisme de V sur W.

On sait en effet qu’un épimorphisme d’un A-module E sur lui-méme est bijectif dans les deux cas suivants :
1° E est un A-module noethérien (Bourbaki, Alg., chap. VIII, § 2, n° 2, lemme 3); 2° A est commutatif et E est
un A-module de présentation finie (8.9.3) (1); donc b) et 4’) sont équivalentes. D’autre part, si  engendre M

'

(1) Le lecteur pourra vérifier que (2.5.7) et (2.5.8) ne sont pas utilisés avant le § g.
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etsi {#’} estune base de.M, il existe v€ G tel que u’ =wuov, ce qui prouve que u est surjectif; donc a’) entraine b’),
et comme a) entraine évidemment a’), cela achéve de prouver le corollaire.

» Proposition (2.5.8). — Soient A un anneau commutatif semi-local, B une A-algébre (non nécessairement commutative),
V et W deux B-modules. Soit A’ une A-algebre commutative qui est un A-module fidélement plat; on pose B’ =B® ,A’,
V' =V®,A', W =WQ®,A’, de sorte que B’ est une A’-algébre, V' et W’ des B’-modules. On suppose en outre vérifiée 'une
des conditions suivantes :

(i) A et A’ sont noethériens, V et W sont des A-modules de type fini.

(i1) B est un A-module de type fini, V est un B-module projectif de type fini et un A-module de présentation finie.

Alors, si V' et W’ sont des B’-modules isomorphes, V et W sont des B-modules isomorphes.

Notons que dans le cas (ii), W’ étant A’-isomorphe 4 V’, est un A’-module de type fini, d’ou résulte que W est
un A-module de type fini (Bourbaki, Alg. comm., chap. I¢T, § g, n° 6, prop. 11); donc dans tous les cas V et W sont
des A-modules de type fini. En outre :

(2.5.8.1) Sous lune des hypothéses (i), (ii), Homgy(V, W) est un A-module de type fini.

C’est évident dans le cas (i), car Hom,(V, W) est alors un A-module de type fini, et Homg(V, W) est un
sous-A-module de Hom,(V, W). Dans le cas (ii), V est facteur direct d’un B-module libre B?, donc Homy(V, W) est
facteur direct de Homy (B, W) = W?", et comme W est un A-module de type fini, il en est de méme de Hom,(V, W).

Posons
C =Endy(V), M = Hom,(V, W)

qui sont des A-modules de type fini dans les cas (i) et (ii). On sait que sous 1’une des conditions (i), (ii), I’homo-

morphisme canonique

(2.5.8.2) Hom, (V, W)®, A’ — Hom,.(V’, W)

est bijectif (Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § 2, n° 10, prop. 11). Comme A’ est un A-module plat, Homg(V, W)® , A’

s’identifie canoniquement A un sous-A’-module de Hom,(V, W)®,A’. L’image de ce sous-module par I’homo-

morphisme (2.5.8.2) est contenue dans Homg (V’, W’), car si u€ Homy(V, W) et a’€A’, I'image de u®ad

par (2.5.8.2) est ’homomorphisme u':V'—W’ tel que «'(*®1) =u(x)®a’; pour tout b€B, on a donc

(bR 1) (x® 1)) =0/ (bx® 1) = u(bx) ®a’ = bu(x) ®a’ = (b®1)(u(x)®a’), d’oir notre assertion. Cela étant :
(2.5.8.83) Sous l’une des hypothéses (i), (ii), I’homomorphisme

(2.5.8.4) Homg(V, W)®, A’ — Homy,, (V’, W)

est bijectif.

Pour tout b€ B, notons h(b) (resp. k’(b)) ’homothétie x~>bx dansV (resp. W), qui est un A-endomorphisme.
Soit (b,)qcy un systéme de générateurs de la A-algébre B; 'application
un> (K (b,) ou—uoh(by)), 1

de Hom,(V, W) dans (Hom,(V, W))! est A-linéaire, et par définition, son noyau n’est autre que Homgy(V, W);
autrement dit, on a une suite exacte

o —> Homy(V, W) — Hom,(V, W) — (Hom,(V, W))L
Le méme raisonnement s’applique en remplagant A, B, V, W par A’, B/, V', W’; de plus, on a un diagramme

o — Homy(V, W)®,A’ — Hom,(V, W)®,A" — (Hom,(V, W))I®, A’
(2.5.8.5) r s t

o —> Homy/(V/, W) — Hom,(V, W) —— (Hom,(V’, W))!
oU r est ’homomorphisme (2.5.8.4), s ’homomorphisme (2.5.8.2) et ¢ ’homomorphisme composé
(Hom, (V, W)I®, A’ %> (Hom,(V, W) ®, A"t > (Hom,(V’, W’))!

w étant I’homomorphisme canonique (Bourbaki, Alg., chap. II, g¢ éd., § 3, n° 7). On vérifie aussitét que le
diagramme (2.5.8.5) est commutatif, et comme A’ est un A-module plat, ses lignes sont exactes. Enfin, on a vu
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que s est un isomorphisme, et il en est donc de méme de s'; dans le cas (ii), on peut prendre I fini, et on sait alors
que w est bijectif (Bourbaki, loc. cit., prop. 7); dans le cas (i), on note que si B” (resp. B”) est I'image de B par &
(resp. k) dans End, (V) (resp. End,(W)), B’ et B” sont des A-modules de type fini, donc on peut encore prendre I
Jfini. Ainsi, dans tous les cas, ¢ est bijectif, et on en conclut donc qu’il en est de méme de 7.

11 résulte donc de (2.5.8.4) que si I’on pose

C’'=C®,A, M =M®,A’
on a des bijections canoniques
(2.5.8.6) ¢’ = End, (V), M’ 5 Hom,, (V/, W)

dont la premiére est un isomorphisme de A’-algébres, la seconde constituant avec la premiére un di-isomorphisme
de C’-modules & droite.

(2.5.8.7) Réduction au cas o V=B, L’hypothése que V' et W’ sont des B’-modules isomorphes, entraine
que Cj et M’ sont des C’-modules & droite isomorphes (2.5.6). Montrons que pour prouver (2.5.8), il suffit de
trouver un élément u€ M qui soit un générateur de M en tant que C-module a droite. En effet, ' =u®1 seraun
générateur de M’ en tant que C’-module A droite; or, dans le cas (i), V' et W’ sont des A’-modules de type fini,
donc noethériens puisque A’ est noethérien; dans le cas (ii), V’ et W’ sont des A’-modules (isomorphes) de présen-
tation finie. On peut donc appliquer (2.5.7) 3 A’, B/, V’/ et W’ et on en conclut que " est un B’-isomorphisme
de V’ sur W’. Mais comme A’ est fidélement plat sur A, cela entraine que u est bijectif (0;, 6.4.1), c’est-a-dire la
conclusion de (2.5.8). Si ’on note que dans le cas (i), C et M sont des A-modules de type fini, et que dans le cas (ii),
C est (comme on I’a vu dans (2.5.8.1)) facteur direct de V”, donc un A-module projectif de type fini, on voit qu’on
est ramené (en changeant les notations) & prouver (2.5.8) dans le cas particulier ou V=B, et qu’il suffit de
prouver D’existence d’un générateur du B-module W. On notera qu’alors B est un A-module de type fini.

(2.5.8.8) Réduction au cas ot A et A’ sont des corps, B une A-algébre simple de centre A. Soit r le radical de ’anneau
semi-local Aj; il suffit de prouver que W/tW est un (B/tB)-module monogeéne, car s’il existe un homomorphisme
surjectif By/rB;—W/tW, il donne par composition un homomorphisme B;—>Bg/tB;—W/tW, qui lui-méme

(puisque By est un B-module libre) peut s’écrire Bs—,>W —>W/tW, si bien que ’homomorphisme surjectif considéré
est f®1:B,®, (Alr) > W®, (Afr). Comme W est un A-module de type fini, le lemme de Nakayama prouve que f
est surjectif (Bourbaki, Alg. comm., chap. 11, § 3, n° 2, cor. 1 dela prop. 4). Sil’on pose A; =A/r, A]=A"®,A;=A"tA’,
B, =B/iB=B®,A;, W, =W/tW=W®, A,, les hypothéses (i) (resp. (ii)) restent vérifiées lorsque ’on y remplace
A, A, B, V=B, W par A, A}, B, V,=(B));, W, respectivement; en outre, Vi=V'®,A =V,®, A] et
Wi =W®,A, =W,®, Aj sont Bj-isomorphes (avec B} =B'®,A; =B,®, Aj) et Aj est un A;-module fidelement
plat. On peut donc supposer pour démontrer (2.5.8) que A est un produit fini de corps (commutatifs). Comme B
est un A-module de type fini, c’est un anneau artinien; soit R son radical. Il suffira maintenant de prouver que W/RW
est un (B/R)-module monogéne, car on voit comme ci-dessus, en utilisant le lemme de Nakayama, que cela entraine
que W est un B-module monogéne; d’autre part, W'/RW’ est (B’/%B’)-isomorphe & (B’/%B’);, et I'on a
B'/®B’ = (B®, A") ®,(B/R) = (B/R)®, A’ et de méme W’/RW’' = (W®,A")®,(B/R) = (W/RW)®,A’. On peut
donc supposer en outre que R=o0, c’est-d-dire que B est une A-algebre semi-simple.

Notons maintenant que puisque A est un produit fini de corps k; (1<i<n), A’ est composé direct de
k;-algébres A (1<i<n), chacune des A étant annulée par les kj d’indice j+1; I’hypothése que A’ est un
A-module fidélement plat entraine que les A} sont #o0; il y a par suite un quotient A}’ de A} qui est un corps,
et A”, composé direct des A}, est un A-module fidélement plat et un quotient de A’. Si 'on considére alors
l’anneau B” =B'®,/A” =B®,A”, W’ =W ®,,A” =W®,A” estun B”-module isomorphe a B;’; on peut donc
se borner & démontrer (2.5.8) en remplagant A’ par A”, c’est-a-dire que I’on peut aussi supposer que A’ est un produit
fini de corps.

Soit Z le centre de B, qui est un produit fini de corps et un A-module de type fini; notons que B et W sont
des Z-modules de type fini, projectifs comme tout Z-module; en outre, ona B’=B®,Z’ et W =W®,Z’ en posant
Z'=27Z®,A’, et Z’ est un Z-module fidélement plat. On peut donc remplacer A par Z dans I’hypothése, autrement
dit, supposer que A est le centre de B, B étant semi-simple et A” un produit fini de corps. Si k; (1<i<n) sont les
corps composants de A, B est composé direct d’anneaux simples B;, k; étant le centre de B;, et W est somme directe
de sous-modules W; (1 <i<n), W; étant annulé par les Bj d’indice j+i; en outre, le raisonnement fait plus haut
montre que I’on peut supposer que A’ est un produit de corps £; (1<i<n), k; étant une extension de k; et étant
annulé par les k; d’indice j#i. L’hypothése que Bj et W’ sont des B’-modules isomorphes entraine alors que, pour
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tout i, (B;®y.k7); et W;®y k; sont des (B;®y,k;)-modules isomorphes; il suffit donc de prouver (2.5.8) lorsque
n=1, c’est-a-dire dans le cas ol A et A’ sont des corps, B une algébre simple de centre A.

(2.5.8.9) Fin de la démonstration. On sait alors (Bourbaki, Alg., chap. VIII, § 5, prop. 6 et 8) que tout
B-module est somme directe de modules isomorphes 4 un idéal minimal de B, et deux B-modules de rang fini sur
A sont donc isomorphes si et seulement s’ils ont méme rang sur A. Par hypothése, on a [W’ : A’]=[B; : A’]. Mais
on a [W :Al=[W :A] et [B;:A]1=[B,;: A]; donc [W : A]=[B, : A], ce qui termine la démonstration.

2.6. Permanence de propﬁétés ensemblistes et topologiques de morphismes
par descente fidélement plate.

Proposition (2.6.1). — Soient f:X—>Y un S-morphisme de S-préschémas, g :S’'—S
un morphisme surjectif, X'—>Xgy, Y'=Yg,, f'=fg): X' =Y. Considérons, pour un
morphisme, la propriété d’étre :

(1)  surjectif ;

(ii) njectif ;

(iii) @ fibres finies (en tant qu’ensembles) ;

(iv) bijectif ;

(v) radiciel.

Alors, si P désigne une des propriétés précédentes et st f' posséde la propriété P, il en est de
méme de f.

Comme le morphisme projection Y’'—Y est lui aussi surjectif (I, 3.5.2), on peut,
en vertu de (I, 3.3.11), se borner au casott Y=S, Y'=S’. Pour tout yeY (resp.»'€Y’)
désignons par X, (resp. X;) le préschéma fibre f~!(y) (resp. f'7*(»)) (I, 3.6.2); on sait
que pour y'€Y’, y=g(y'), on a un isomorphisme canonique X;,.:Xy®k(y)k( y') I,3.6.4);
comme le morphisme Spec(k(y')) — Spec(k(y)) est surjectif, il en est de méme de la
projection X/, —X (I, 3.5.2); donc si X/, est non vide (resp. a au plus un point, resp.
est un ensemble fini), il en est de méme de X,; comme g:Y'—>Y est surjectif, cela
démontre la proposition dans les cas (i), (ii) et (iii), et (iv) résulte de (i) et (ii);
enfin, pour prouver (v), il suffit de montrer que si f’ est universellement injectif
(I, g.5.11), il en est de méme de f; or, soit Y;—Y un morphisme quelconque; posons
X, =XXyY; et fi=fy,. D’autrepart, posons Y;=Y;XyY’, X{=X"'XyY; =X, xy Y],
[ =f=(f)xy : X{—=Y{; comme g'=gy,: Y —~>Y  est surjectif (I, 3.5.2) et que f~
est universellement injectif, f;' est injectif, et il résulte de (ii) que f; est injectif, d’ol
notre assertion.

Proposition (2.6.2). — Les notations étant celles de (2.6.1), supposons le morphisme
g :S'—>S fidélement plat et quasi-compact. Considérons, pour un morphisme, la propriété d’étre :

(1) ouvert;

(i) fermé;

(iii) quasi-compact et un homéomorphisme sur le sous-espace image ;

(iv) un homéomorphisme.

Alors, si P désigne une des propriétés précédentes et si f' posséde la propriété P, il en est de
méme de f.
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Comme le morphisme Y’'—Y est fidelement plat et quasi-compact (2.2.13 et
1.1.2), on peut, en vertu de (I, 3.3.11), se borner au cas ol Y=S, Y'=S'. Si g’ estla
projection X’—>X, on sait quel’on a, pour toute partie M de X, ¢ *(fIM)) =f"(g'"*(M))
(I, 3.4.8). Si f’ est un morphisme ouvert (resp. fermé) alors, pour toute partie ouverte
(resp. fermée) M de X, f'(g'~'(M)) est ouverte (resp. fermée) dans Y’, et comme g
est fideélement plat et quasi-compact, on en conclut que f(M) est ouverte (resp. fermée)
dans Y en vertu de (2.3.12). Cela démontre la proposition dans les cas (i) et (ii).
Démontrons-la dans le cas (iii) (ce qui Pentrainera dans le cas (iv), compte tenu de
(2.6.1, (iv)). En vertu de (2.6.1, (ii)) f est injectif, et il reste a prouver que f, considéré
comme application de X sur f(X), est une application quasi-compacte et ouverte. Comme f"
est quasi-compacte, il en est de méme de f (1.1.4). Il suffit alors de prouver que pour

toute partie fermée Z de X, ona Z=f"'(f(Z)); comme g’ est surjective, cette relation

équivaut & g(Z) =g ~(f(f(Z))) ou encore & g~%(2)=f"Y(¢(f(Z))). Or,
comme f est quasi-compact, il en est de méme de sa composée avec I'injection cano-
nique Z—>X (Z étant ici le sous-préschéma fermé réduit de X ayant Z comme espace
sous-jacent). Appliquant (2.3.10) & la partie f(Z) de Y (image du morphisme f|Z),
on obtient g7 (f(Z)) =g (f(Z)); la formule & démontrer équivaut donc 2 la suivante :
Z'=f""Yf'(Z)), oulon a posé Z'=g'"'(Z); mais cette formule résulte de ’hypothése
que f’ est un homéomorphisme de X’ sur f'(X’).

Remarque (2.6.3). — Dans les cas (i) et (ii), les conclusions de (2.6.2) sont encore
valables quand on suppose seulement g quasi-fidélement plat (2.3.3) et quasi-compact; en
effet, en vertu de (2.1.4), (I, 3.5.2) et (I, 9.1.13.1), on peut encore se ramener au cas
ot Y=S, Y'=S8'; la conclusion résulte alors de (2.3.12). Dans les cas (iii) et (iv),
les conclusions restent valables quand on suppose seulement g quasi-fidélement plat,
pourvu que ’on suppose déja f quasi-compact; en effet, on n’utilise alors que (2.3.10) et
le fait que g est surjectif. Enfin, si g est fid¢element plat et localement de présentation

finie ou si g est surjectif et S discret, la conclusion de (2.6.2) est valable lorsque P est
la propriété :

(iii bis) étre un homéomorphisme sur le sous-espace image;
celarésulte en effet de la démonstration donnée dans (2.6.2) etde la Remarque (2.4.11).
Corollaire (2.6.4). — Les notations étant celles de (2.6.1), supposons le morphisme
g :S'—>S fidélement plat et quasi-compact. Considérons pour un morphisme, la propriété d’étre :
| (1)  universellement ouvert ;
(ii) universellement fermé ;
(iii) quasi-compact et universellement bicontinu ;
(iv) un homéomorphisme universel ;
(v) quasi-compact ;
(vi) quasi-compact et dominant.
Alors, si P désigne une des propriétés précédentes, pour que f posséde la propriété P, il faut
et il suffit que f' la posséde.
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Les propriétés (v) et (vi) ne sont mises que pour mémoire, étant conséquences
de (1.1.4), (1.1.6) et (2.3.7). En ce qui concerne les autres, la condition est nécessaire
en vertu de (2.4.3). Inversement, supposons par exemple que f’ soit universellement
ouvert, et soit Y;—Y un morphisme quelconque; posons X;=XxXyY; et fi=fy,.
D’autre part, posons Y; =Y, XyY’, X{ =X"Xv. Yy =X, Xy, Y}, i =fvy=Fiwy : X1 Y53
comme g'=gy,: YY" est fidelement plat et quasi-compact (2.2.13 et 1.1.2),
et que f’ est universellement ouvert, f" est ouvert et il résulte de (2.6.2) que f; est
ouvert; donc f est universellement ouvert. Méme raisonnement pour les autres cas.

On notera encore ici que 'on peut remplacer « fidélement plat » par « quasi-
fidelement plat » et, lorsque g est en outre localement de présentation finie, ou que g
est surjectif et S discret, on peut remplacer la propriété (iii) par :

(iii bis) universellement bicontinu.

2.7. Permanence de diverses propriétés des morphismes par descente fideé-
lement plate.

Proposition (2.7.x). — Sotent f:X—Y un S-morphisme de S-préschémas, g :S’'—S
un morphisme fidélement plat et quasi-compact, X'==Xgy, Y'=Y g, f'=fg): X'—Y'. Consi-
dérons, pour un morphisme, la propriété d’étre :

(1)  séparé;

(il)  quasi-séparé ;

(iii)  localement de type fini;

(iv)  localement de présentation finie ;

(v)  de type fini;

(vi)  de présentation finie ;

(vii) propre;

(viil) wun isomorphisme ;

(ix)  un monomorphisme ;

(x)  unme immersion ouverte ;

(xi)  une immersion quasi-compacte ;

(xii) wune immersion fermée;

(xiii) affine ;

(xiv) quasi-affine ;

(xv) fini;

(xvi) quasi-fini;

(xvii) entier.

Alors, si P désigne une des propriétés précédentes, pour que f posséde la propriété P, il faut
et il suffit que ' la posséde.

Il a été démontré aux chapitres Ier, IT et dans le chapitre IV, § 1, que si f posséde
une des propriétés P ci-dessus, il en est de méme de f' (sans hypothése sur le morphisme
g : S'—>S). Il reste donc a démontrer la réciproque; comme la projection Y'Y est
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un morphisme fidé¢lement plat et quasi-compact (2.2.13 et 1.1.2), on peut se borner |
au cas ou S=Y, S'=Y’ en vertu de (I, 3.3.11).

(i) Dire que f est séparé signifie que le morphisme diagonal A; : X ->XXxyX est
SJermé; comme Ay = (A)yy (I, 5.3.4), si Ap est fermé, il en est de méme de A; en vertu
de (2.6.2), donc f est séparé.

(ii) a déja été démontré sous des hypotheses plus faibles (1.2.5).

(iii) et (iv) : La question est évidemment locale sur X et Y, et, compte tenu de
(2.2.12), il suffit donc de démontrer le

Lemme (2.7.x.1). — Sotent A un anneau, B une A-algébre, A’ une A-algébre qui soit
un A-module fidélement plat, B'=B®,A’. Pour que B soit une A-algébre de type fini (resp. de
présentation finie), 1l faut et il suffit que B’ soit une A’-algébre de type fini (resp. de présentation
finie).

On sait déja que la condition est nécessaire sans hypothese sur A’ (1.3.4, 1.3.6,
1.4.3 et 1.4.6). Supposons que B’ soit une A’-algeébre de type fini; soit (B,),c; la
famille filtrante croissante des sous-A-algeébres de B, de sorte que 'on a B= !E)n B,,
et par suite aussi B’ —_-@;1 (B,®,A’"), le produit tensoriel permutant aux limites induc-
tives; si (x;) est un systéme fini de générateurs de la A’-algébre B’, il existe un indice «
tel que tous les x; appartiennent a la sous-algébre B,®,A’ de B’, d’'ou B'=B,®,A’,
et comme A’ est fidélement plat, B=B, (0;,6.4.1).

Supposons maintenant que B’ soit une A’-algébre de présentation finie; on sait déja
d’apreés ce qui précéde que B est une A-algébre de type fini, donc il existe une A-algébre
de polynémes C=A[T,, ..., T,] et un A-homomorphisme surjectif d’algebres C—B;
soit J§ le noyau de cet homomorphisme, de sorte que l'on a une suite exacte
0—>3—>C—>B—>o0, et par suite aussi une suite exacte 0—->J —-C’'—>B’—o0 (puisque A’
est A-plat), en posant C'=CQ®,A’'=A'[Ty, ..., T,], et I =JI®,A’ (identifié & un
idéal de C’). Comme B’ est une A’-algeébre de présentation finie, J’ est un C’-module
de type fini (1.4.4); mais on a J'=JF®,C’ et C’ est un C-module fidélement plat
(2.2.13 et 2.2.3); on sait alors que ’hypothése que J’ soit un C’-module de type fini
entraine que J est un C-module de type fini (Bourbaki, Alg. comm., chap. Ier, § 3, n° 6,
prop. 11), donc B est une A-algébre de présentation finie.

(v) résulte de (iii) et de (2.6.2, (v)) en vertu de (1.5.2).

(vi) résulte de méme de (iv), (v) et (ii) en vertu de (1.6.1).

(vii) résulte de (i), (v) et (2.6.4, (i) (XL, 5.4.1).

(viii) Notons d’abord que comme f’ est un isomorphisme, c’est un homéomor-
phisme universel, donc il en est de méme de f (2.6.4); on en conclut déja que f est
quasi-compact et séparé (2.4.4). Posons f=({, 0), ou ¢ est donc un homéomorphisme;
il s’agit de prouver que 6 : Oy—f (0x) est un isomorphisme de Oy-Modules. Or, si 'on
pose f'= (', 6"), Phomomorphisme 6’ : Oy, — f/(0x.) est composé de ’homomorphisme
canonique g'(f,(0x)) - f/(0x) etde g'(8) (2.3.2); mais le premier de ces deux homo-
morphismes est bijectif en vertu de I’hypothése sur g (2.3.1), donc si 0’ est bijectif]
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il en est de méme de g'(0), et comme g est fidelement plat, 6 est bijectif (2.2.7), ce qui
prouve (viii).

(ix) La proposition résulte de (viii), de (I, 5.3.4) et de (I, 5.3.8) qui raméne

les monomorphismes aux isomorphismes.
v (x) Si f' est une immersion ouverte, f'(X’') est ouvert dans Y’, et 'on a
F(X)=g(f(X)) I, 3.4.8); il résulte de (2.3.12) que f(X) est ouvert. On peut alors
remplacer Y (resp. Y’) par le sous-préschéma induit sur 'ouvert f(X) (resp. f'(X’)),
compte tenu de (1.1.2) et (2.2.13); alors ' devient un isomorphisme, donc il en est
de méme de f par (viii), et cela établit (x).

(xi) Si f’ est une immersion quasi-compacte, f’ est un morphisme quasi-compact
et quasi-séparé (1.2.2), donc il en est de méme de f par (ii) et (2.6.2, (v)). Soit Z le
sous-préschéma de Y image fermée de X par f (1.7.8), et posons f=jog, ou j:Z—>Y
est l'injection canonique; on a alors f'=j'og" avec j'=jy,, & =gy, €tl’onsait que 5’
s’identifie a l'injection canonique Z’'—Y’ du sous-préschéma Z’ de Y’, image fermée
de X’ par f’ (2.3.2). L’hypothése sur f’ signifie alors que g’ est une immersion
ouverte (I, 9.5.10), donc il en est de méme de g par (x), et cela montre que f est une
immersion.

(xit) Dire que f (resp. f*) est une immersion fermée signifie que f (resp. f*) est une
immersion quasi-compacte et un morphisme fermé; on voit donc que (xii) résulte de (xi)
et de (2.6.2, (ii)).

(xiii) et (xiv) Supposons f' affine (resp. quasi-affine); notons alors que f” est quasi-
compact et quasi-séparé (II, 5.1.1), donc il en est de méme de f par (ii) et (2.6.2, (v)).
Posons o/ =f (0x), /'=f(0x); en vertu de (2.3.1), ’homomorphisme canonique
de Oy.-Algebres g'()—>s/' est bijectif; par conséquent, si & :Z=Spec()—>Y est
le morphisme structural, le morphisme structural £’ :Z’'=Spec(%’')—>Y’' s’identifie
4 hy) (I, 1.5.2). Soit alors u:X—>Z (resp. « :X'—>Z’) le Y-morphisme (resp.
Y’-morphisme) canonique correspondant 2 ’homomorphisme identique de %7 (resp. &/”)
(I, 1.2.7); comme on a le diagramme commutatif

X «— X’

Y - Y

et que A'ou'=f", il résulte de (I, 1.2.7) que u'=ugy,. En outre, g’ est fid¢lement plat
et quasi-compact (1.1.2 et 2.2.13). Cela étant, I’hypotheése sur f’ signifie que u’ est
un isomorphisme (resp. une immersion ouverte) (II, 5.1.6); il résulte alors de (viii)
(resp. (x)) que u est un isomorphisme (resp. une immersion ouverte), d’ou (xiii)
(resp. (xiv)).
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(xv) Si f" est fini, il est affine, donc aussi f d’aprés (xiii) ; en outre, avec les notations
de la démonstration de (xiii), &/ est un @Oy-Module de type fini, et &/’ est isomorphe
a g'(&); il résulte de (2.5.2) que & est un Oy-Module de type fini, donc f est un
morphisme fini.

(xvi) Dire que f est quasi-fini signifie que f est un morphisme de type fini et que
pour tout y€Y, f~Y(y) est fini (I, 6.2.2 et I, 6.4.4); la conclusion résulte donc de (v)
et de (xv).

(xvii)) On voit comme dans (xv) que f est affine. On peut se borner au cas
ou Y =Spec(A), Y =Spec(A’), et alors X =Spec(B), X’'=Spec(B’), od B'=B®,A’;
B est égale a la limite inductive de ses sous-A-algébres de type fini B,, donc
on a B’=li_r)n B,, ou B,=B,®,A’, et B, est une A’-algébre de type fini. Mais par
hypothése B’ est entiére sur A’, donc B, est un A’-module de type fini, et B, est donc un
A-module de type fini (2.5.2). C.Q.F.D.

Corollaire (2.7.2). — Les hypothéses et notations étant celles de (2.7 .1), supposons f quasi-
compact ; soient £ un Ox-Module inversible, £'= L ®, 0y, son image réciproque. Pour que £
soit ample (vesp. trés ample) pour f, il faut et il suffit que £’ soit ample (resp. trés ample) pour f.

La condition est nécessaire sans hypothese sur g :S'—>S (II, 4.4.10 et 4.6.13);
pour voir qu’elle est suffisante, on peut comme dans (2.7.1) se limiter au casou S=Y,
S’=Y’. L’hypothése sur %’ implique que f’ est quasi-compact et séparé (II, 4.6.1),
donc il en est deméme de f ((2.6.2, (v)) et (2.7.1, (i))). Posons &=f (L), &'=f/(Z");
il résulte de (2.3.1) que ’homomorphisme canonique u : g"(&)—>&" est bijectif. Si &£’
est trés ample pour f, Phomomorphisme canonique o’ :f”(&')—>%" est surjectif, et le
morphisme 7'=7g o : X'—>P(&’) est une immersion (I, 4.4.4,5)) nécessairement
quasi-compacte (1.1.2, (v)). Le fait que u:g'(&)—>&" soit bijectif entraine que si
h:P(&)—-Y, k' :P(&)—~>Y' sont les morphismes structuraux, A’ s’identifie a Ay,
(I, 4.1.3); d’autre part, en désignant par g’ la projection X'—X, g’ est fidelement
plat (2.2.13), on a fog'=gof’, et l'on vérifie aisément que I’homomorphisme
g"(0) : & (f(f(£))) > g7 (&) est identique & I’homomorphisme composé

@S 5 ey S 2

(par exemple en se ramenant au cas oi Y et Y’ sont affines). Comme o’ est surjectif
et f"(u) bijectif, on voit que g"(c) est surjectif, donc il en est de méme de o (2.2.7).
On en conclut que le morphisme r=rg , : X—>P(&) est partout défini (II, 3.7.4);
en outre, si I’on pose P=P(&), P’=P(&’) etsig” est la projection P'—P, r’ s’identifie
a 7py (I, 4.2.10) et g" est fidelement plat et quasi-compact (1.1.2 et 2.2.13). On
conclut donc de (2.7.1, (xi)) que r est une immersion, et par suite £ est trés ample
(I, 4.4.4,0)).

Supposons maintenant que £ soit ample pour f'; pour démontrer que % est ample
pour f, on peut se borner au cas ou Y est affine (II, 4.6.4), et en vertu de (2.2.12) et
de (I, 4.6.13), on peut aussi supposer que Y’ est affine. Alors X et X’ sont des
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schémas quasi-compacts, et pour prouver que .# est f~ample, on peut appliquer le
critere de (I, 4.6.8, ¢)). Soit donc & un Ox-Module quasi-cohérent de type fini;
si o f(f(FOLEM)) > FOL®" est Phomomorphisme canonique, on voit comme
ci-dessus que g”(s) est Phomomorphisme composé

@ Feren) L8 Fegen) L zogen

en posant F'=g" (%), tenant compte de (0, 4.3.3.1) et désignant par « I’homo-
morphisme canonique g'(f,(F®L®") — f/(F'®L'®"). Or, on sait que u est bijectif
quel que soit n (2.3.1); d’autre part, comme F' est quasi-cohérent et de type fini,
Phypothése que £’ est ample pour f’ entraine 'existence d’un =, tel que pour n>n,,
¢’ soit surjectif; on voit donc que g”*(o) est surjectif pour n>n,, et comme g’ est
fidelement plat, ¢ est surjectif pour ces valeurs de n (2.2.7), ce qui achéve la
démonstration.

Remarques (2.7.3). — (i) Il résulte de (2.6.1), (2.6.4) et (2.5.4.1) que les
conclusions de (2.7.1) sont encore valables dans les cas (i), (iii), (v), (vil) et (xvi)
lorsqu’on suppose seulement que g est quasi-compact et quasi-fidélement plat (2.3.3);
on a déja remarqué que (2.7.1) est valable dans le cas (ii) en supposant seulement g
surjectif et quasi-compact.

(ii) Avec les notations et hypothéses de (2.7.1), il peut se faire que f soit propre
et ' projectif sans que f soit quasi-projectif. En effet, Hironaka [34] a donné un exemple
de morphisme propre non projectif f: X—Y, ou X et Y sont deux schémas algébriques
réguliers (0, 4.1.4) sur un méme corps £, Y étant projectif sur £; en outre Y est réunion
de deux ouverts affines Y; (i=1, 2) tels que f; : X XyY,—Y; soit projectif pour i=1, 2.
Soit alors Y'=Y;nY, le préschéma somme; il est clair que le morphisme canonique
g :Y'—>Y coincidant avec les injections canoniques dans Y; et Y,, est fid¢lement plat,
et il est quasi-compact en vertu de (I, 5.5.10); pourtant, bien que f’:XXyY' =Y’
(coincidant avec f; dans chacun des Y;) soit projectif (I, 5.5.6), il n’en est pas de
méme de f. Il existe donc un Oy-Module inversible #’ qui est f’-ample mais qui
West pas de la_forme g (L) pour un Ox-Module inversible £, en vertu de (2.7.2).

(iii) Sous les hypothéses de (2.7.1), il peut se faire que f’ soit un isomorphisme
local sans que f soit une immersion locale. Soient en effet k£ un corps, £ une cloture algé-
brique de £, K une extension séparable de degré fini de %, distincte de k; alors le
morphisme structural f:X-—>Y, od X =Spec(K) et Y=Spec(k), n’est pas une
immersion locale, mais si on prend Y'=Spec(k), le morphisme Y'Y est fidélement
plat et quasi-compact et f’ est un isomorphisme local, puisque X'=XXyY’ est somme
d’un nombre fini de schémas isomorphes a Y'.

2.8. Préschémas sur une base réguliére de dimension 1; adhérence d’un sous-
préschéma fermé de la fibre générique.

Proposition (2.8.x). — Soient Y un préschéma localement noethérien, régulier, irréductible.
et de dimension 1, de point générique v, f:X—Y un morphisme, X,=f""(n) la fibre au point
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générique, i : X, —X le morphisme canonique. Soient F un Ox- Module quasi-cohérent, F, =1 (F),
G’ un 0Xn-Module quotient de F ,, et soit I Ox-Module image de F par I’homomorphisme
composé (0y, 4.4.3.2) oz .
F —> i ([ (F)) — i (D).

Alors &' est un Ox-Module quotient de F, quasi-cohérent et f-plat, tel que i'(?): G', et cest
le seul Ox-Module quotient de F ayant ces propriétés.

Comme i_est quasi-compact et quasi-séparé (1.1.2 et 1.2.2), il résulte de (1.7.4)
que pour tout 0Xn-Module quasi-cohérent &', ¢ (#”') est un Ox-Module quasi-cohérent;
en outre, pour tout ouvert U de X, on a (¢ (#"))|U=(i|UnX,) (4#'|UnX,) par
définition (0;, 3.4.1). Si 'on démontre la proposition lorsque X et Y sont affines, elle
en résultera par recollement dans le cas général, vu I’assertion d’unicité valable dans
le cas affine. Autrement dit, on est ramené a prouver le

Lemme (2.8.x.1). — Soient A un anneau noethérien régulier (0, 17.3.6), intégre de
dimension 1, K son corps des fractions, M un A-module, N’ un K-module quotient de M g, = M®, K
par un sous-K-module P', N' limage de M par I'homomorphisme composé M —>M g —N'.
Alors N’ est un A-module plat, et est Punique module quotient N de M qui soit un A-module plat
et tel que le noyau de I’homomorphisme surjectif Myg)—>N, soit égal a P’

Comme pour tout idéal maximal m de A, A est un anneau local régulier de
dimension 1, donc un anneau de valuation discreéte, il revient au méme de dire qu’un
A-module N est plat ou qu’il est sans torsion (0;,6.3.4). Comme N’ est un K-espace
vectoriel, c’est un A-module sans torsion, donc il en est de méme de N’, sous-module
de N’; en outre, il est immédiat de vérifier que W(’K) s'identifie a N’. Inversement, si N
est un A-module quotient de M ayant les propriétés de 1’énoncé, le fait que N soit un
A-module plat entraine que 'homomorphisme canonique N-—>Ng=N®,K est injectif.
Comme N, s’identifie 2 N’, la conclusion résulte de la commutativité du diagramme

M — N

oo

M(K) N(K)

Corollaire (2.8.2). — Sous les conditions de (2.8.1), pour que F soit f-plat, il faut et
il suffit que I’homomorphisme canonique F —>i (F,)=1 (i'(F)) soit injectif.

(2.8.3) La formation du @Ox-Module 9’ est fonctorielle en F et ¥’ : de fagon précise,
si F,, &, sont deux Oy-Modules quasi-cohérents, u : #,—-%, un Ox-homomorphisme,
g, un Gxn-Module quotient de (#;), (t=1, 2) et v:% —%, un homomorphisme
rendant commutatif le diagramme

P*(u)
(91) ) E— (ﬂ_z) n
|
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(homomorphisme déterminé de fagon unique (lorsqu’il existe) par cette propriété),
alors le diagramme

F, — F,
]
(%) s (%)

est commutatif, et il y a par suite un seul homomorphisme w :?{—jf; rendant commu-
tatif le diagramme

F, — F,

|

@ — g,
w

Proposition (2.8.4). — Les hypothéses sur Y étant celles de (2.8.1), soient X;, X,
deux Y-préschémas, F; un Ox-Module quasi-cohérent, &; un (U(X‘_)n-Moa'ule quotient de (F;)
(t=1, 2). Alors on a

n

(2.8.4.1) G100, 93 =9® ) %

En effet, posons X =X, XyX,; le premier membre de (2.8.3.1) est un Ox-Module
quasi-cohérent qui est Y-plat (01, 6.2.1), dont 'image réciproque dans X, est ¥,®, %,
(I, 9.1.5) et qui est un quotient de F,®0, F,; la conclusion résulte donc de la propriété
d’unicité de (2.8.1).

Proposition (2.8.5). — Les hypothéses sur X et Y étant celles de (2.8.1), soit Z' un
sous-préschéma fermé de X, . Il existe alors un unique sous-préschéma fermé 7' de X qui soit Y-plat
et tel que i~Y(Z')=12".

Si 7' est I'Idéal quasi-cohérent d?_ Oy, définissant 7, il suffit d’appliquer (2.8.1)
aucasou F =05 et .‘9’=(an/}"; si ¥'=0x/#, on a en effet f’:i*(j)@xn, donc
Y ZY=2Z" (1, 4.4.5). B

On notera que le préschéma Z’ est 'image fermée de Z' par le morphisme composé
Z’—>Xn—'.>X, ou la premiére fleche est I'injection canonique (I, 9.5.3); son espace
sous-jacent est I’adhérence dans X de Z’' (I, 9.5.4), ce qui justifie la notation adoptée.
On dit encore que Z’ est le sous-préschéma de X adhérence de Z'.

Corollaire (2.8.6). — Sotent X,, X, deux Y-préschémas, Z; un sous-préschéma fermé
de (X)), (=1, 2). Alors on a
(2.8.6.1) Z{XyZy =27 Xy Zs

Cela résulte de (2.8.4) et (2.8.5).
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§ 3. CYCLES PREMIERS ASSOCIES
ET DECOMPOSITIONS PRIMAIRES

Nous donnons surtout dans ce paragraphe la traduction des résultats sur les
modules exposés dans Bourbaki, Alg. comm., chap. IV, que nous suivons de trés prés.
Les notions qui suivent ne semblent guére avoir d’intérét que dans le cas de préschémas
localement noethériens.

3.1. Cycles premiers associés a un Module.

Définition (3.1.1). Sotent X un préschéma, F un Ox-Module quasi-cohérent. On dit
qu'un point x€X est associé & F si I’idéal maximal m, de O, est associé au O,-Module F, (autre-
ment dit, si m, est I'annulateur d’un élément de F,). On dénote par Ass(F) [lensemble des
xeX associés & F. On dit qu'une partie fermée irréductible Z. de X est un cycle premier associé
a F si son point générique est associé & F. Lorsque F =0y, on dira aussi que les points
(resp. cycles premiers) associés & F sont associés au préschéma X.

On dit qu’un cycle premier associé a & (resp. X) est immergé s’il est contenu dans
un autre cycle premier associé a & (resp. X) (autrement dit, s’il n’est pas maximal dans
Pensemble de ces cycles).

Si X est localement noethérien, les composantes irréductibles de X ne sont autres
que les cycles premiers maximaux (ou non immergés) associés a X.

Il est clair que si x€Ass(#), on a %, %0, autrement dit

(3.1.1.1) Ass(&F) CSupp(F).

Si xeX est associé a F, il est évidemment associé 4 F|U pour tout voisinage
ouvert U de x, et réciproquement, s’il est associé a % |U pour un de ces voisinages,
il est associé a #.

On notera enfin que pour un Ox-Module quasi-cohérent &, P’existence de cycles
premiers associés immergés est une question locale, car si y et z sont deux points
de Ass(F) tels que ye{}}, tout voisinage de y contient z.

Proposition (3.x.2). — Soient A un anneau noethérien, M un A-module, X =Spec(A),
F =ﬁ; pour qu’un point xeX soit associé & F, il faut et il suffit que I'idéal premier i, de A soit
associé au module M (autrement dit, soit ’annulateur d’un élément feM).

Cela résulte de la définition (3.1.1) et de Bourbaki, loc. cit., § 1, n° 2, cor. de la
prop. 5, appliqué & S=A—j,.

Proposition (3.1.3). — Soient X un préschéma localement noethérien, F un Ox-Module
quasi-cohérent, x un point de X, Z le sous-préschéma fermé réduit de X ayant {T} pour espace
sous-facent (I, 5.2.1). Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) xeAss(F).
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b) 1l existe un voisinage ouvert U de x et une section feT'(U, F) tels que UnZ soit
égal @ Supp(Oy. f).

b’) Il existe un voisinage ouvert U de x et une section fel'(U, F) tels que UnZ soit
une composante irréductible de Supp(0y. f). '

c) 1l existe un voisinage ouvert U de x et un sous-Module de F |U isomorphe @ 0,| U
(0, étant identifié a2 un quotient de Oy).

c’) Il existe un voisinage ouvert U de x et un sous-Module cohérent G de F|U tels que
UnZ soit une composante irréductible de Supp(%).

Il est clair que ¢) implique &), car il suffit de prendre pour f1’élément de I'(U, %)
qui correspond a la section unité de @,|U. Comme UnZ est irréductible (0;, 2.1.6),
b) implique %') et b') implique ¢’) puisque Oy est cohérent (0;, 5.3.4). Pour voir
que ¢’) implique a), on peut se borner au cas ot U=X==Spec(A) est affine, A étant
donc noethérien, et ot & =M, oi M est un A-module, et ¥ =N, ou N est un sous-
module de M, de type fini. On sait alors que les éléments minimaux de Supp(¥)
sont les points maximaux de V(Ann(N)) (0, 1.7.4), et ce sont aussi les éléments
minimaux de Ass(N) (Bourbaki, 4lg. comm., chap. IV, § 1, n° g, cor. 1 de la prop. 7);
comme Ass(N) CAss(M) =Ass(#), on voit que ¢’) implique a). Enfin ¢) implique ¢)
en vertu de (3.1.2), en prenant encore X affine, & =M, et Z défini par 'idéal fA
(avec les notations de (3.1.2)).

Corollaire (3.1.4). — Soient X un préschéma localement noethérien, F un Ox-Module
cohérent. Alors les cycles premiers maximaux associés & F sont les composantes irréductibles
de Supp(F), et les points génériques de ces composantes sont les points xeX tels que F, soit
un O,-Module de longueur finie ¢t =+ o.

En effet, si x est le point générique d’une des composantes irréductibles Z
de Supp(#), il résulte de I’équivalence de a) et ¢’) dans (3.1.3) que x appartient
a Ass(#), et Z est un cycle premier associé a %, nécessairement maximal en vertu
de (g.1.1.1); la réciproque résulte trivialement de (3.1.1.1); enfin, la derniére
assertion étant évidemment locale résulte de Bourbaki, Alg. comm., chap. IV, § 2, n° 5,
cor. 2 de la prop. 7.

Corollaire (3.1.5). — Soient X un préschéma localement noethérien, F un Ox-Module
quasi-cohérent. Pour que F =o, il faut et il sufit que Ass(F)=0.

La question étant locale, on est ramené au cas ou X est affine, et la conclusion
résulte aussitot de (g3.1.2) et de Bourbaki, Alg. comm., chap. IV, § 1, n° 1, cor. 1 de la
prop. 2.

Proposition (3.1.6). — Soient X un préschéma localement noethérien, F un Ox-Module
cohérent ; alors Ass(F) est localement fini (c’est-a-dire que tout point de X admet un
voisinage dont l’intersection avec Ass(#) est finie).

Il suffit de considérer le cas ou X est affine, donc noethérien, et alors la
proposition résulte de (3.1.2) et de Bourbaki, Alg. comm., chap. IV, § 1, n° 4, cor.
du th. 2.
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Proposition (3.x.7). — Soit X un préschéma.

(i) Soit o—>F'>F >F'" >0 une suite exacte de Ox-Modules quasi-cohérents. Alors
Ass(F') CAss(F) CAss(F')UAss(F ).

(ii) Soient F un Ox-Module quasi-cohérent, (F,) une famille de sous-Ox-Modules quasi-
cohérents de F telle que F soit réunion des F ,. Alors Ass(F) =LaJAss(.97 o)

(iii) Pour toute famille (¥ ,) de Ox-Modules quasi-cohérents, on a Ass(EL—)f o) = lc.LJAss(.ﬁ" o)

On est aussitdt ramené aux propositions correspondantes pour les modules
(Bourbaki, loc. ¢it., § 1, n° 1, formule (1), prop. 3 et cor. 1 de la prop. 3).

Proposition (3.1.8). — Soient X un préschéma localement noethérien, F un Ox-Module
quasi-cohérent, U un ouvert de X, # un Idéal cohérent de Ox définissant un sous-préschéma fermé
de X ayant X—U pour espace sous-jacent. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) Ass(#)cU.

b) Pour tout ouvert affine V, toute section de F au-dessus de V, dont la restriction & VaU
est nulle, est égale a o.

c) L’homomorphisme canonique F —Homo (F, F) est injectif.

La question étant locale, on peut supposer X = Spec(A) affine, A étant un

anneau noethérien, F = M olt M est un A-module, et = \5, ou J est un idéal de A.
L’homomorphisme M—>Hom,(J, M) fait correspondre 2 meM I’homomorphisme
x~>xm de § dans M; dire qu’il n’est pas injectif signifie qu’il existe un m=%o0 dans M
tel que JIm=o.

Montrons d’abord que ¢) implique @) : en effet, si Ass(#) rencontrait alors
X—TU, il y aurait un idéal premier peAss(M) contenant J, donc un élément m=+o
de M tel que §m=o0. En second lieu, ) implique ¢) : en effet, si ’'on avait alors Jm=o0
pour un m=#o0 dans M, pour tout idéal premier q 333, il existe un a€J non dans g, donc
la relation am=o0 entraine que I'image canonique de m dans M, est o, autrement dit m
serait une section o0 de & au-dessus de X dont la restriction a U serait nulle.

Enfin ¢) entraine b). Pour le voir, notons que Phomomorphisme canonique M— II M
PEAss(M)

est tnjectif : en effet, si N est le noyau de cet homomorphisme, on a Ass(N)CAss(M);
§’il existait un peAss(N), il y aurait un élément neN dont p serait ’annulateur; mais
par définition de N, il y a un élément s¢p tel que sm=o0, ce qui est absurde; on en
conclut que Ass(N)=0, d’ot N=o. Or la condition a) entraine que si meM est
une section de & dont la restriction & U est nulle, 'image canonique de m dans M, est
nulle pour tout peAss(M), donc m=o. C.Q.F.D.

Corollaire (3.x.9). — Sotent X un préschéma localement noethérien, F un Ox-Module
quasi-cohérent, f une section de Ox au-dessus de X. Pour que f soit F-réguliére (0, 15.2.2),
il faut et il suffit que Ass(F)CX,.

En effet, il est immédiat que dire que f est F-réguli¢re signifie que I’homomor-
phisme canonique F —#omo (fOx, F) est injectif, et il suffit d’appliquer (3.1.8)
a I'Idéal #=f0y.
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Proposition (3.x.10). — Sotent X, Y des préschémas localement noethériens, f:X—Y un
morphisme entier. Alors, pour tout Ox-Module quasi-cohérent F, on a f(Ass(F)) = Ass(f,(F)).

La question étant locale sur Y et le morphisme f étant affine, on est immédiatement
ramené au cas ou Y est affine, autrement dit au

Lemme (3.1.10.1). — Sotent A, B deux anneaux noethériens, o : A—B un homomorphisme
d’anneaux faisant de B une A-algebre entiére, M un B-module. Alors les idéaux premiers peAss(My,)
sont les images réciproques par o des idéaux premiers qeAss(M).

En effet, si qeAss(M), q est ’annulateur dans B d’un élément xeM, donc p~(q)
est 'annulateur dans A de x. Inversement, soit peAss(M,), de sorte que p est I'image
réciproque par p de ’annulateur b dans B d’un élément xeM; il résulte donc du
premier théoréme de Cohen-Seidenberg qu’il existe un idéal premier g de B contenant b
et dont I'image réciproque est p (Bourbaki, Alg. comm., chap. V, § 2, n° 1, cor. 2 du th. 1);
en considérant un des idéaux premiers minimaux parmi ceux contenus dans q et
contenant b, on peut évidemment supposer que q lui-méme est un de ces idéaux mini-
maux. Mais comme B.xCM est isomorphe a B/b, on sait que l'on a alors
qeAss(B/b) CAss(M) (Bourbaki, Alg. comm., chap. IV, § 1, n° 4, th. 2).

Corollaire (3.x.x1). — Sous les hypothéses de (3.1.10), pour que F soit sans cycle
premier associé immergé, il suffit qu’il en soit de méme de f(F).

Supposons en effet que f (#) n’ait pas de cycle premier associé immergé. Notons
que si A est une algebre entiére sur un corps £, tous les idéaux premiers de A sont
maximaux (Bourbaki, Alg. comm., chap. V, § 2, n® 1, prop. 1); il résulte donc de
(I, 6.2.2) que les fibres de f sont des espaces discrets; si x, ¥ sont deux points distincts
de Ass(#), aucun d’eux ne peut donc étre adhérent a lautre si f(x) =f(x'); et si
Sf(x) £ f(x), (3.1.10) et ’hypothése entrainent qu’aucun des deux points f(x), f(x') ne
peut étre adhérent a l’autre, donc il en est de méme de x et x'.

Remarque (3.1.12). — Sous les hypothéses de (3.1.10), il peut se faire par contre
que & soit sans cycle premier associé immergé, mais non f,(&). Prenons par exemple
Y =Spec(k[T]) ou k£ est un corps (« droite affine »), et X somme de X;=Y et
de X,==Spec(k), le morphisme X,—Y correspondant 2 ’homomorphisme canonique
k[T] — £k[T]/m, ol m est I'idéal maximal (T). Il est clair que le morphisme f:X—->Y
est fini; si 'on prend &% = 0y, F estsans cycle premier associé immergé, mais f ()= I\N/I,
ou M est le £[T]-module somme directe de £[T] et de &k, donc Ass(M) est formé du
point générique (o) de Y et du point m.

Proposition (3.1.13). — Sotent X un préschéma localement noethérien, U un ouvert
de X, 1:U—>X [Dlinjection canonique. Pour tout Oy-Module quasi-cohérent F, on a
Ass(i (F)) = Ass(F).

Rappelons que ¢ (#) est un Ox-Module quasi-cohérent (1.2.2 et 1.7.4); comme
i(F)U=F, on a (Ass(i(F)))nU=Ass(#), et il reste donc a prouver que
Ass(i (#))CU. Mais d’apres (3.1.8), cette relation signifie que pour tout ouvert
affine V de X, toute section de i (&) au-dessus de V qui est nulle dans UnV, est nulle,
condition trivialement vérifiée puisque I'(V,:¢ (F))=T(UnV,F)=T(UnV,(F)).
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3.2. Décompositions irredondantes.

Proposition (3.2.1). — Soient X un préschéma localement noethérien, U un ouvert dense
dans X. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) X est réduit.

b) Le sous-préschéma induit sur U est réduit et X est sans cycle premier immergé.

c) X est sans cycle premier immergé et pour tout point générique x d’ume composante irré-
ductible de X, on a long(0,) =1.

Les cycles premiers associés @ X sont alors identiques aux composantes irréductibles de X.

Il est clair que si X est réduit il en est de méme du sous-préschéma induit sur U.
En outre, I’existence des cycles premiers immergés étant locale, on peut se borner a
considérer le cas ot X =Spec(A) est affine, A étant noethérien. Si A est réduit, on sait
que les idéaux premiers minimaux de A forment une décomposition primaire réduite
de (o) (Bourbaki, Alg. comm., chap. IV, § 2, n® 5, prop. 10) et sont les éléments
de Ass(A), donc il n’existe pas d’idéaux premiers immergés associés & A, ce qui montre
que a) implique b). Il est immédiat que b) entraine ¢), car un point générique x d’une
composante irréductible de X appartient & U, donc 0, est un corps. Enfin, ¢) entraine a) :
il suffit en effet de remarquer que si A" est le Nilradical de 0, qui est un Idéal cohérent,
Supp(A#”) ne peut contenir aucun des points génériques des composantes irréductibles
de X par hypothese; si Supp(A”) n’était pas vide et si x était un des points maximaux
de cet ensemble fermé, le critére (3.1.3, ¢’)) montrerait que xcAss(Ox), et {7} serait
donc un cycle premier immergé de X, contrairement a I’hypothése; donc A =o.

Définition (3.2.2). — Soient X un préschéma localement noethérien, F un Ox-Module
cohérent. On dit que F est réduit s’il vérifie les deux conditions suivantes : 1° F est sans cycle
premier associé immergé; 2° pour tout point maximal x de Supp(F), on a long(F,) =1.

La condition 10 signifie que les cycles premiers associés a & sont les composantes
irréductibles de Supp(#) (3.1.4), et la condition 2° signifie que pour tout point
générique x d’une telle composante on a long(#,)=1.

Pour un schéma affine X, cette définition donne en particulier la notion de module
réduit sur un anneau noethérien A; un A-module de type fini M est dit réduit, s’il n’a pas
d’idéaux premiers associés immergés et si, pour tout peAss(M), long Av(MP) =1. Revenant
au cas d’un préschéma localement noethérien X et d’un Ox-Module cohérent &, on
dit que F est réduit en un point xeX si F, est un O,-module réduit; cela signifie encore que,
sur le schéma local Spec(0,), .5'; est réduit; il revient donc au méme de dire que x
n’appartient & aucun cycle premier associé immergé de F et que long(F,) =1 pour tous les points
maximaux z de Supp(F) lels que xe{?}. I1 est clair que si & est un Ox-Module cohérent
réduit, il est réduit en chaque point de X; inversement, si & est réduit au point x, il existe
un voisinage ouvert U de x tel que #|U soit un Oy-Module réduit : il suffit en effet
de prendre U ne rencontrant aucun cycle premier associé immergé de & (un tel
voisinage existe puisque ces cycles forment un ensemble localement fini de parties
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fermées de X). Dire que Oy est réduit en un point » équivaut a dire que X est réduit
au point x.

Proposition (3.2.3). — Sotent X un préschéma localement noethérien, U un ouvert
dans X, F un Ox-Module cohérent tel que UnSupp(F) soit dense dans Supp(F). Les
conditions suivantes sont équivalentes :

a) F est réduit.

b) F|U est réduit, et F est sans cvcle premier associé immergé.

c) Il existe un sous-préschéma fermé réduit X' de X et un Oy.-Module cohérent F' sans
torsion et de rang 1 sur toute composante irréductible de X', tels que si j : X'—>X est Pinjection
canonique, on ait j (F')=F.

En outre, lorsqu’il en est ainsi le sous-préschéma X' est défini par I’Idéal ¢ de Ox annulateur
de F.

Pour voir que ¢) implique a), on peut, en vertu de (3.1.3), se limiter au cas
ou X’'=1X estintegre, de point générique x et ’on peut en outre supposer X = Spec(A)
affine et &F = ﬁ, ou A est donc inteégre et M -est un A-module sans torsion de rang 1;
Iannulateur de tout élément de M étant alors réduit 2 o, on a Ass(F)={x} et &,
est isomorphe a @,, corps des fractions de A, donc les conditions de la définition (3.2.2)
sont satisfaites. Comme ’existence de cycles premiers associés immergés est locale, il
est clair que si & n’a pas de tels cycles et si UnSupp(#) est dense dans Supp(F),
on a Ass(#F)=Ass(#|U), donc a) et b) sont équivalentes. Si a) est satisfaite, prenons
pour X’ le sous-préschéma fermé réduit de X dont Supp(ZF) est 'espace sous-
jacent (I, 5.2.1), et soit F'=j (F); un point x de Ass(F) est nécessairement point

maximal de X' et comme long(%#,) =1, &% est isomorphe a2 %,, donc au corps

z
k(x) =0y ,, ce qui prouve que &’ est sans torsion et de rang 1 (I, 7.4.6 et 7.4.2).
Enfin, la derniére assertion est triviale, puisque pour tout yeX’, I’annulateur du
Oy ,~Module & est nul.

Définition (3.2.4). — Sotent X un préschéma localement noethérien, F un Ox-Module
quasi-cohérent. On dit que F est irredondant si Ass(F) est réduit a un seul élément x ; si F est
de type fini, on dit que F est intégre si de plus F est réduit (autrement dit si long(F,) =1).
On dit qu'un sous-Oy-Module quasi-cohérent G d’un Ox-Module quasi-cohérent F est primaire
dans F si F |9 est irredondant.

Pour un schéma affine X, cette définition donne en particulier la notion de module
intégre sur un anneau noethérien A; un A-module M est dit intégre s’il est de type fini,
si M est primaire (C’est-a-dire que Ass(M) est réduit 2 un seul idéal premier p) et si

en outre long Ap(MP) =1. Revenant au cas d’un préschéma localement noethérien
quelconque X et d’'un @Ox-Module cohérent &, on dit que F est intégre en un point xeX
si &, est un O,module intégre : cela signifie encore que x n’appartient qu’a un seul cycle
premier associé (nécessairement non immergé) a F et que long(F,) =1 en son point générique z.
Il est clair que si & est un Ox-Module cohérent inteégre, il est intégre en tout point de X;
inversement, si & est intégre en un point x, il existe un voisinage ouvert U de «x tel que F|U
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soit un Oy-Module intégre : il suffit en effet de prendre U tel que #|U soit un Ox-Module
réduit (3.2.2). .

On dit que le préschéma localement noethérien X est irredondant si O est irredondant
(ce qui implique que X est irréductible); pour que X soit intégre, il faut et il suffit que
le Ox-Module Oy soit intégre ((I, 2.1.8) et (3.2.1)). Si O est intégre en un point x,
c’est-a-dire si Panneau @, est inteégre, on dit que X est intégre au point x. On dit qu’un
sous-préschéma fermé Y de X est primaire dans X si I’Idéal # de Oy qui définit Y est
primaire dans 0.

Définition (3.2.5). — Sotent X un préschéma localement noethérien, F un Ox-Module
cohérent. On appelle décomposition irredondante de F une famille (F )41 de Ox-Modules
quotients de F telle que les F , soient irredondants, que la famille (Supp(ZF,)) soit localement
finie, et que I’homomorphisme canonique F — @19 soit injectif. On dit gu’une telle décomposition

«
est réduite si les ensembles Ass(F,) sont deux & deux distincts, et s’il n’existe aucune partie J=+1
telle que la sous-famille (F ) c; soit une décomposition irredondante de F .

Si (#,)4ec1 st une décomposition irredondante (resp. irredondante réduite) de #
et si 'on pose &, =F/%,, on dit encore que la famille (%,),c; de sous-Ox-Modules
de F est une décomposition primaire de o dans F ; on observera que I’hypothése d’injectivité
de ’homomorphisme canonique % »a(-(g)lf . ¢équivaut a la condition QQI G,=o.

Si (#,) est une décomposition irredondante de &, dire qu’elle est réduite équivaut
a dire que les Ass(#,) sont deux a deux distincts et contenus dans Ass(F); si
Ass(F,)={x,} pour tout ael, a~>x, est une bijection de I sur Ass(F) : ces propriétés
sont en effet locales et résultent donc de Bourbaki, Alg. comm., chap. IV, § 2, n° g, prop. 4.

Proposition (3.2.6). — Soient X un préschéma localement noethérien, F un Ox-Module
cohérent. Alors il existe une décomposition irredondante réduite (F ), soq5), Sormée de Ox-Modules
cohérents tels que pour tout xeAss(F), on ait Ass(F@)={x}. Pour tout xcAss(F) tel
que m ne soit pas immergé, F © est déterminé de fagon unique comme image de I’ homomorphisme
canonique F —i (i'(F)), o i est le morphisme canonique Spec(k(x))—>X.

Pour tout xeAss(&#), soit U un voisinage ouvert affine de x, d’anneau A, et

soit F ]U=1\~/I, od M est un A-module de type fini. On sait (Bourbaki, Alg. comm.,
chap. IV, § 1, n° 1, prop. 4) qu’il existe un sous-module N de M tel que, si I'on pose
P=M/N, on ait Ass(P)={x} et Ass(N)=Ass(M)—{x}. Soit =P, qui est un
Oy-Module quasi-cohérent, et soit j I'injection canonique U—X; soit u:j(F)—>¥
I’homomorphisme surjectif correspondant a I’homomorphisme M—P; on en déduit
un homomorphisme j,(«) :j,(j(F)) —j,(¢), d’ou par composition un homomorphisme

Ta(u)

0 F 5 ((F)) = j(9)

dont u est la restriction & U; nous désignerons par F“ l'image de # par cet homo-
morphisme, qui est un Ox-Module cohérent (I, 6.1.1). On a Ass(j (¥9))={x} en vertu
de (3.1.13), et a fortiori (3.1.7) Ass(F®)={x}, puisque F@=+o0. En outre, si
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N =Ker(s), on a AW U=N, donc rx¢Ass(#®). Il en résulte que I’homomor-

phisme F - gmf @ est injectif, car son noyau 4 est contenu dans tous les A,

donc Ass(s#) est contenu dans Pintersection des Ass(A4"@), qui est vide; par suite (3.1.5),
# =o0. Compte tenu de ce que Ass(F) est localement fini (3.1.6), il est clair que
(F¥),cas#) est une décomposition irredondante réduite de F vérifiant les conditions
de Pénoncé. La caractérisation de F @ lorsque {x} n’est pas immergé résulte de
Bourbaki, 4lg. comm., chap. IV, § 2, n° 3, prop. 5, la question étant locale, et compte tenu
de (I, 1.6.7%).

Corollaire (3.2.7). — Sous les hypothéses de (3.2.6), si F n’a pas de cycle premier
associé immergé, il nexiste quume seule décomposition irredondante réduite de F.

Corollaire (3.2.8). — Soient X un préschéma noethérien, F un Ox-Module cohérent.
11 existe une filtration finie (F,)o<i<, de F telle que Fo=F, F, =o, formée de Ox-Modules
cohérents et tels que les quotients F,|F, ., soient nuls ou irredondants, et Ass(F ;| F; ) CAss(F).

En effet, # est isomorphe a un sous-Ox-Module d’une somme directe finie 76:91 78

ou les %, sont irredondants et cohérents (3.2.6); comme tout sous-Ox-Module quasi-

cohérent de %; est nul ou irredondant (3.1.7), les F,;=F n(né: ¥;) répondent a la
i=

question, /%, étant isomorphe a un sous-Ox-Module cohérent de ¥,_;

3.3. Relations avec la platitude.

Proposition (3.3.1). — Sotent f: X—~Y un morphisme, F un Ox-Module quasi-cohérent
et f-plat, & un Oy-Module quasi-cohérent. St, pour tout yeY, on pose. F =F®q k(y), on a

(3.3.1.1) Ass(é”@oyﬂ')DyEHB(S)Ass(ﬂ'y)

et les deux membres sont égaux si Y est localement noethérien.

(Bien entendu, &, est un faisceau sur la fibre f~'(y), et on identifie cette fibre
a un sous-espace de X (I, 3.6.1).) La question étant locale sur X et sur Y, on est ramené
au cas ou X et Y sont affines, et la proposition est alors démontrée dans Bourbaki,
Alg. comm., chap. IV, § 2, n° 6, th. 2.

Corollaire (3.3.2). — Sotent Y un préschéma localement noethérien sans cycles premiers
associés immergés, f:X—>Y un morphisme, F un Ox-Module quasi-cohérent et f-plat. Alors,
pour tout xeAss(F), f(x) est point maximal de Y.

Il suffit d’appliquer (3.3.1) avec & =0y, puisque Ass(Oy) est par hypothese
Pensemble des points maximaux de Y.

Corollaire (3.3.3). — Sous les hypothéses de (3.3.1), supposons en outre que X et Y
sotent localement noethériens, & et F cohérents. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

a) EQyF est sans cycle premier associé immergé.

b) Pour tout point yeAss(&)nf(Supp(F)), {_y_} est un cycle premier associé non immergé

de & et F, est sans cycle premier associé immergé.
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Supposons a) vérifiée. Les hypothéses entrainent que &®yF est un Ox-Module
cohérent (0;, 5.3.11 et 5.3.5); ses cycles premiers associés sont donc les composantes
irréductibles de Supp(&®yF) (3.1.4) et pour tout point maximal x de Supp(E®yF),
S(x)=y est point maximal de Supp(&) et x point maximal de Supp(#,) (2.5.5). Comme,
en vertu de (3.3.1) et du fait que la relation yef(Supp(#)) entraine F, +o0
(I, 9.1.13), tout point de Ass(&)nf(Supp(Z)) est I'image par f d’un point maximal
de Supp(&®yF), on voit que la condition 5) est vérifiée.

Inversement, supposons &) vérifiée, et montrons que si z, 2’ sont deux points
distincts de Ass(&®y &), aucun d’eux ne peut étre adhérent a ’autre. En premier lieu,
si f(z) =f(2') =y, on a yeAss(&) et z et 2’ appartiennent a Ass(#,) par (3.3.1),
d’od yef(Supp(#)); comme par hypothése aucun des deux points z, 2’ n’est adhérent
a lautre dans f~'(»), aucun d’eux ne peut étre adhérent a 'autre dans X. Si y=f(2)
et »'=1(z') sont distincts, ils appartiennent a Ass(&)nf(Supp(#)), donc aucun d’eux
ne peut étre adhérent & ’autre dans Y; il résulte de la continuité de f qu’aucun des
points 2z, z' ne peut étre adhérent a ’autre dans X.

Proposition (3.3.4). — Sotent X, Y deux préschémas localement noethériens, f:X—>Y
un morphisme, & un Ox-Module cohérent, F un Ox-Module cohérent et f-plat. Alors les conditions
sutvantes sont équivalentes :

a) EQyF est réduit (3.2.2).

b) Pour tout point yeAss(&)nf(Supp(F)), {—3’—} est un cycle premier associé non immergé
de &, long(&,)=1 et F, est réduit.

Supposons a) vérifiée. On sait déja (3.3.3) que pour tout yeAss(&)nf(Supp(F)),
{;} est un cycle premier associé non immergé de & et F, est sans cycle pre-
mier associé immergé. En outre (2.5.5), pour tout xeAss(E®yF)nf"'(»), on a
1 =long((&®yF),) =long(&,) .long((#,),), donc long(&,) =long((#,),) =1, ce qui
prouve b).

Inversement, supposons &) vérifiée; on sait déja que tout point xeAss(EQyF)
est point maximal de Supp(&®yF), que y=f(x) est point maximal de Supp(&)
et x point maximal de Supp(#,) (3.3.1 et 3.3.3); en outre il résulte de ’hypothése
et de (2.5.5) que long((£®yF),) =1, ce qui prouve a).

Corollaire (3.3.5). — Soient X, Y deux préschémas localement noethériens, f:X—>Y
un morphisme plat; si Y est réduit aux points de f(X) et si f~(y) est un k(p)-préschéma réduit
pour tout yef(X), alors X est réduit.

Comme le Nilradical .4y est cohérent, ’ensemble des points olt Y est réduit est
ouvert (0, 5.2.2), et on peut se borner au cas ot Y est réduit. Il suffit alors d’appli-
quer (3.3.4) 2 =0y et F=0y.

Proposition (3.3.6). — Sotent f: X—S, g : Y—>S deux morphismes, F un Ox-Module
quasi-cohérent, G un Oy-Module quasi-cohérent. On suppose que : 1° G est g-plat; 2° X est loca-
lement noethérien, et pour tout seS, g~ '(s) est localement noethérien (ce qui aura lieu si Y est
ausst localement noethérien). Soit Z =X X Y; pour tout couple (x, y) tel que xeX, yeY et
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J(x)=g(») =s, soit Ty, le préschéma Spec(k(x)®yk(p)), et soit 1, , Pimage de Ass((DTx’y)
par le monomorphisme canomique Ty, —~7Z (I, 3.4.9). On a alors

(3.3.6.1) Ass(FO, %)= U (U 1)

TEASH(F) YEASHG () T
oix pour tout se€S, F =GO k(s).
Soient p:Z—->X, ¢:Z—Y les projections canoniques, de sorte que I'on a le
diagramme commutatif
X <z

TR

S «— Y
g

Posons %'=q'(¥%), desorte que FR;%=FQ®,%'; comme ¥’ est p-plat (2.1.4),
il résulte de (3.3.1) que 'on a .

(3.3.6.2) Ass(F @y D) :zeHmAss(gx)

avec ¥, =9'® k(x). Si s=f(x), ona F;=F O k(x), et PHE) =g () By k()
en outre, comme le corps k(x) est un k(s)-module plat, le morphisme p Yx)—>g(s)
est plat (2.1.4); appliquant (3.3.1) & ce morphisme, il vient

(3.3.6.3) Ass(9%) =yeh]s(gs)Ass((9Tx'y)

d’ou la proposition.
On notera que si, dans I’énoncé, on supprime I’hypothése 2° on peut encore
conclure, en vertu de (3.3.1), la relation

.3.6. ® D .
(3.3.6.4) Ass(F @) xeAss(f)(yeAggﬂx))I“"y)

Corollaire (3.3.7). — Sous les hypothéses de (3.3.6), supposons en outre que S soit
localement noethérien et que f(Ass(F))CAss(Og). Alors on a

(3-3.7.1) Ass(F @3 Y) =

Ul
(z,y)€C” ™Y

oiv C est Uensemble des couples (x,p) tels que xeAss(F), yeAss(9) et f(x) =g(y).
Comme % est g-plat, il résulte en effet de (3.9.1) que la relation « seAss(0g)

et yeAss(¥,) » équivaut a yeAss(¥) : la conclusion résulte de (3.3.6.1).
Remarques (3.3.8). — Nous verrons plus loin (4.2.2) que sous les hypothéses

de (3.3.6), T, , est un préschéma sans cycle premier associé immergé; il en résultera que si F

et les &, sont sans cycle premier associé immergé, il en est de méme de F ®3%.
Corollaire (3.3.9). — Sous les conditions de (3.5.7), on a

(3.3-9.1) q(Ass(F ®3%)) CAss(¥9)

(ot q:XxgY—>Y est la projection canonique ).
En effet, si (x, )eZ, ona ¢(I, ,)={y}CAss(¥).
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3.4. Propriétés des faisceaux & [(Z.

Proposition (3.4.1). — Soient X un préschéma localement noethérien, t une section de Oy
au-dessus de X, Y le sous-préschéma fermé de X défini par UIdéal tOy de O. Soient F un
Ox-Module cohérent, S le sous-préschéma fermé réduit de X ayant pour espace sous-jacent Supp(F),
(S;) la famulle des sous-préschémas fermés réduits de X ayant pour espaces sous-jacents les
composantes irréductibles de S; on désigne par s; le point générique de S;. Enfin, soient Z une
composante irréductible de Supp(F [tF)=SnY, z son point générique.

(1) Pour tout i tel que ZCS;, Z est une composante irréductible de S;nY.

(ii) St Z n’est pas égal @ un des S;, on a

(3.4.1.1) long((ﬁ'/tf)z)>§long(5"si)

o la somme du second membre est étendue & tous les i tels que ZCS,.

(iii) Supposons que Z ne soit égal & aucun des S;. Pour que les deux membres de (3.4.1.1)
sotent égaux, il faut et il suffit que les deux conditions suivantes soient satisfaites :

a) t, est Frégulier (0, 15.1.4).

B) Pour tout i tel que ZCS;, Uimage canonique du germe t, dans Og, , engendre I'idéal
maximal de cet anneau (ce qui entraine que O, , est un anneau de valuation discréte et I'image
de t, une uniformisante de cet anneau).

(i) Si j:Y—>X est linjection canonique, on a &F [tF =F @y, Oy= J'(F), donc
Supp(F [tF)=5"'(S)=SnY (I,9.1.13), d’ou Iassertion.

(ii) et (iii). Comme les s; tels que ZCS; sont ceux qui appartiennent a Spec(0,),
on peut, pour démontrer (ii) et (iii), remplacer X par Spec(0,); etsi M=% ,, on peut
donc supposer que & = I\N/I, d’ou F =M, en désignant par p; les idéaux minimaux
de 0,. D’ailleurs, comme M est un 0,-module de type fini, on a S=S,;, avec
S’ =Spec(0,/a), ou a est I'annulateur de M dans 0, (0;, 1.7.4), et les deux membres
de (3.4.1.1) gardent les mémes valeurs, que I'on considére M comme @,-module ou
comme un (0,/a)-module; on voit donc qu’on peut finalement remplacer X par
S’=Spec(A), ou A est un anneau local noethérien, M étant un A-module fidéle; comme Z
est fermé dans S, ’hypothése que Z=S; pour tous les ¢ signifie que s;¢Z, donc que
dim(A)>o0; enfin, dire que z est point générique de Z, composante irréductible
de S,nV(?), signifie que A/tA est de dimension o (autrement dit est un anneau local
artinien). On est donc ramené a prouver 1’énoncé suivant :

Lemme (3.4.1.2). — Sotent A un anneau local noethérien de dimension >o, p; les idéaux
premiers minimaux de A, m son idéal maximal, t un élément de m tel que A[tA soit artinien.
Alors, pour tout A-module de type fini M, on a

(3-4-1.3) long(M/tM) > Zlong(Mpi) ;
en outre, pour que les deux membres de (3.4.1.3) soient égaux, il faut et il suffit que les conditions
sutvantes soient satisfaites :
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o) t est M-régulier ;

B) pour tout i tel que M, +o0, limage de t dans A[p; engendre I'idéal maximal de cet
anneau (ce qui entraine que A/p; est un anneau de valuation discréte).

Comme A n’est pas de dimension o et que A/tA est artinien, on a nécessairement
dim(A)=1 (0, 16.3.4) et t¢p, pour tout ¢ : I'idéal principal (¢) est donc un idéal
de définition de A, et contient par suite une puissance de son idéal maximal m. Soit N
le sous-module des éléments de M annulés par une puissance de ¢ (ou par une puissance
de m, ce qui revient au méme comme on vient de le voir); si 'on pose P =M/N, ¢ est
P-régulier, car la relation txeN pour un xeM entraine t*(tx) =0 pour un entier £,
donc xeN. Cela étant, on a le

Lemme (3.4.1.4). — Sotent A un anneau,

o->M-—->M->M"—-o0

une suite exacte de A-modules. Si teA est M''-régulier, la suite
o—->M'[tM'->M/tIM—-M"'[tM" -0
est exacte.

Comme M/tM=M®, (A/tA), il suffit de prouver I’exactitude en M'[/tM’; or, si
I'image xeM d’un élément x’ de M’ est telle que x=1y avec yeM, on en déduit, pour
les images x"’, "' de x, y dans M"”, x''=1¢y’’; mais comme x"'=o0, I’hypothése entraine
9""=o0, donc y est 'image d’un élément y’eM’, et la relation x=1y entraine x'=¢y’
puisque M’'—>M est injectif.

Ce lemme étant établi, on en tire la relation

(3-4.1.5) long(M/tM) =long(N/tN) +long(P/tP).

D’autre part, pour tout i, on a N, =o0 puisque t¢p;; donc M, =P,; pour
prouver (g.4.1.3), il suffit de le faire en y remplagant M par P; d’autre part, si les
deux membres de (3.4.1.3) sont égaux, il résulte de la méme inégalité pour P et
de (3.4.1.5) que 'on a nécessairement long(N/tN)zb, donc N/tN=o0 et finalement
N =o, par le lemme de Nakayama, N étant de type fini; or, N=o0 signifie que ¢ est
M-régulier. On peut donc se ramener au cas ot M =P, c’est-a-dire supposer déja que ¢
est M-régulier. Notons que cela entraine que mé¢Ass(M), puisque ¢ ne peut annuler
un élément +o0 de M. Comme A est de dimension 1, on a donc nécessairement

Ass(M) CLiJ{pi}.

Procédons alors par récurrence sur n= Zlong(MPi). Si n=o0, on a nécessairement
M, =o pour tout z, donc M=o0 puisque al;cun des p; n’appartient a Ass(M); les deux
membres de (3.4.1.3) sont alors nuls, et ’assertion ) de (3.4.1.2) est triviale. Si n>>o,
le raisonnement du début de la démonstration de (3.4.1) permet de supposer en outre
que le A-module M est fidéle : cela entraine M, + o0 pour tout i (Bourbaki, Alg. comm.,
chap. II, § 2, n° 2, cor. 2 de la prop. 4), et par suite Ass(M) :g{pi}.

Supposons d’abord n=1; il n’y a alors qu’un seul idéal premier minimal p de A,
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et dire que M, est de longueur 1 signifie que M, est isomorphe au corps résiduel £=A, /pA,
en tant que A,-module. Par suite M, est annulé par pA,, donc p est 'annulateur de M
(Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § 2, n° 4, formule (9)), ce qui entraine p=o0 puisque M
est supposé fidele; Panneau A est donc integre. Cela étant, ’hypothése M= o0 entraine
M/tM=#o0 par le lemme de Nakayama, et par suite long(M/tM)>1, ce qui démontre
(3.4.1.8) dans ce cas. En outre, si long(M/tM) =1, M est nécessairement monogéne
(Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § 3, n° 2, cor. 2 de la prop. 4) donc isomorphe & un
quotient A/b; comme il est fidéle, on a nécessairement b=o0 et M est isomorphe 4 A;
comme long(A/tA) =1, tA est nécessairement égal a I'idéal maximal m, et comme A
est un anneau local intégre noethérien, cela prouve que A est un anneau de valuation
discréte (Bourbaki, Alg. comm., chap. VI, § 3, n° 6, prop. g), dont ¢ est I’uniformisante.
Réciproquement, si A est un anneau de valuation discréte, ¢ son uniformisante,
long(M,) =1 et si ¢ est M-régulier, M est sans torsion, donc isomorphe & un sous-
module de A (M étant de type fini), et par suite isomorphe a A lui-méme, d’ou
long(M/tM) =long(A[tA) =1.

Supposons maintenant n>2; il existe alors une suite exacte

o->M->M->M"—>o0

avec M'#0, M"+0 et Ass(M)=Ass(M')uAss(M"’); en effet, si Ass(M) n’est pas
réduit & un seul élément, cela résulte de Bourbaki, 4lg. comm., chap. IV, § 1, n° 1, prop. 4;
si au contraire Ass(M) est réduit & un seul idéal premier, ce dernier est nécessairement
I'unique idéal premier minimal p de A; I’hypothése entraine alors long(M,)>2 et il
suffit de prendre pour M’ I'image réciproque d’un sous-module de M, distinct de o et
de M,. Comme ¢ est M-régulier, ¢ n’appartient 2 aucun des idéaux premiers de Ass(M)
(Bourbaki, Alg. comm., chap. IV, § 1, n° 1, cor. 2 de la prop. 2), donc, pour la méme
raison, ¢ est M'-régulier et M''-régulier. Cette derniére propriété entraine par (3.4.1.4)
que la suite

o—->M'[tM' >M[tM—->M" [tM" —o0
est exacte; comme par ailleurs il en est de méme de la suite
O_>M"¢_>M”i_>M”i_)O

pour tout ¢, on a
long(M[tM) =long(M'[tM’) + long(M"' [tM"’)

long(Mpi) = long(M",i) -+ long(M;;)

et I’hypothése de récurrence entraine donc l'inégalité (3.4.1.3). En outre les deux
membres ne peuvent étre égaux que si les inégalités analogues pour M’ et M'* sont aussi
des égalités. En vertu de I’hypothése de récurrence, cela équivaut a la propriété pB)
pour les p; tels que M;,i=|=0 ou M;,;=1= 0; mais ces idéaux sont précisément ceux pour
lesquels M, +o0. C.Q.F.D.
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Corollaire (3.4.2). — Sous les hypothéses générales de (3.4.1), supposons que Z. ne soit
pas égal a un des S; et que long((F [tF),) =1. Alors il existe un seul des S; contenant Z, et
pour cette valeur de 1, on a long(F ) =1; en outre Uy , est un anneau de valuation discréte dont ¢,
est une uniformisante, et t, est F ~régulier.

Cela résulte de (3.4.1), les deux membres de (3.4.1.1) étant alors égaux.

Proposition (3.4.3). — Soient X un préschéma localement noethérien, t une section de Oy
au-dessus de X, Y le sous-préschéma fermé de X défini par UIdéal tOx de Ox. Soient F un
Ox-Module cohérent, T un ¢ycle premier associé & F, T’ une composante irréductible de TnY,
x le point générique de T'. Supposons que t, soit F ~régulier ; alors on a xeAss(F [tF).

Comme dans la démonstration de (3.4.1), on peut se ramener au cas ouU
X =Spec(0,); la proposition est alors (compte tenu de (3.1.2)) conséquence de
(0, 16.4.6.3).

Proposition (3.4.4). — Soient X un préschéma localement noethérien, t une section de Oy
au-dessus de X, Y le sous-préschéma fermé de X défini par Pldéal tOy de Ox. Soient F un
Ox-Module cohérent, (S;) la famille des composantes irréductibles de Supp(F). Soit y un point
de Y tel que t, soit F -régulier et quaucun des cycles premiers associés immergés de F [tF ne
contienne y. Alors les composantes irréductibles de Supp(F [tF) qui contiennent y sont exactement
les composantes irréductibles des S;nY qui contiennent y, et les cycles premiers associés & F qui
contiennent y sont non immergés.

Prouvons d’abord la derniére assertion. Soient TOT, deux cycles premiers
associés & & contenant y; si x est point générique d’une composante irréductible de TnY
contenant y, x est générisation de », donc contenu dans tout voisinage de y, et I’hypo-
thése que ¢, est & -régulier entraine que ¢, est & -régulier (0, 15.2.4), donc, en vertu
de (3.4.3), on a xeAss(F [tF). Soit x, le point générique d’une composante irréductible
de T,nY contenant y, et soit x le point générique d’une composante irréductible de
TAY contenant x,; il résulte de ce qui précede que #, et x appartiennent tous deux a

Ass(F [tF), et comme xleg}, I’hypothése entraine que x, ==x. Désignons encore par T
et T, les sous-préschémas fermés intégres de X ayant T et T; comme espaces sous-jacents
respectifs, et posons A= 0y ,, A; =0, ,; onadonc A;=A/p, o p est un idéal premier
de A. Par définition de x et x,, A[tA et A,/tA; sont des anneaux artiniens; d’autre part,
on a vu plus haut que ¢, est & régulier, donc x ne peut appartenir & Ass(&#), et par
suite A, n’est pas artinien. On a donc dim A=dim A;=1; mais cela entraine p=o
et A=A, (0,16.1.2.2); comme Spec(A) et Spec(A;) sont respectivement denses
dans T et T;, on a bien T=T;.

Les S, qui contiennent y sont donc tous les cycles premiers associés & & contenant y;
si x est le point générique d’une composante irréductible de S,nY contenant p, on
déduit encore de (0, 15.2.4) que ¢, est & -régulier, donc, par (3.4.3), que xcAss(F [tF);
cela démontre la premiére assertion de (5.4.4).

Proposition (3.4.5). — Sotent X un préschéma localement noethérien, t une section de Oy
au-dessus de X, Y le sous-préschéma fermé de X défini par UIdéal t0y de Ox. Soient F
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un Ox-Module cohérent, y un point de Y ; supposons que i, soit F -régulier et que F [tF soit
intégre au point y (3.2.4). Alors F est intégre au point y.

Compte tenu de (3.4.4), il suffit de prouver que y est contenu dans une seule
composante irréductible de Supp(#), et que si s est le point générique de cette compo-
sante, on a long(%#,) =1. Or, par hypothése, y n’appartient qu’a une seule composante
irréductible de Supp(Z [tF), et si z est le point générique de cette composante, on a
long((# [t#),) =1; la conclusion résulte donc de (3.4.2).

Proposition (3.4.6). — Les hypothéses étant celles de (3.4.1), soit x un point de Y.
Supposons que Y ne contienne aucun des S; contenant x, et que F [tF soit réduit au point x (3.2.2).
Alors t, est F -régulier et F est réduit au point x. En outre, si z; est point générique d’une composante
irréductible de Supp(F [tF) contenant x, z; est contenu dans un seul des S;, et 05,21, est un anneau
de valuation discréte dont t,; est une uniformisante.

Le fait que ¢, est & régulier résulte du lemme suivant appliqué a ’anneau 0, :

Lemme (3.4.6.x). — Sotent A un anneau noethérien, M un A-module de type fini, p; les
éléments minimaux de Supp(M), t un élément de A. On suppose que t n’appartient a aucun des p;
et que M[tM est un A-module réduit (3.2.2). Alors t est M-régulier.

Tout idéal premier peSupp(M) contient un des p;; comme ¢ n’appartient a
aucun des p;, ’homothétie de rapport ¢ dans M,, n’est pas nilpotente (Bourbaki, Alg. comm.,
chap. IV, § 1, n° 4, cor. de la prop. g). Désignons par N le sous-module de M formé
des éléments annulés par une puissance de ¢, et posons P=M/N; nous allons montrer
que N=o0. Comme ¢ est P-régulier, on a une suite exacte (3.4.1.4)

0—>N/tN->M/tM—P[tP—o0.

Comme N est de type fini, il est annulé par une puissance de ¢, et il suffit donc
de montrer que N/tN=o0. Comme N/tN est un sous-module de M/tM, il suffit de
prouver que (N/iN),=o0 pour tout peAss(M/tM), ou encore que I’homomorphisme
u, : (M/tM),, — (P/tP), est bijectif pour tout peAss(M/tM). Or on a (P/tP),+0; en
effet, comme peSupp(M/tM)=Supp(M)nV(t) (0, 1.7.5), I'image de ¢ dans A, est
contenue dans I'idéal maximal pA,, donc 'hypothése P,=¢P, entrainerait P,=o0 par
le lemme de Nakayama; on aurait donc M,=N, et I’homothétie de rapport # dans M,
serait nilpotente; mais cela contredit la remarque faite au début, puisque peSupp(M).
Cela étant, ’hypothése que M/tM est réduit entraine long((M/tM),) =1, et comme
(P/tP),* 0, u, est nécessairement bijectif, ce qui prouve le lemme.

Par hypothése, aucun des cycles premiers associés immergés de & [t# ne contient x,
donc aucun des cycles premiers associés immergés de F ne contient x, en vertu
de (3.4.4). D’autre part, appliquant (3.4.2) a une composante irréductible de
Supp(& [tF) contenant x, on voit que long(#,)=1 pour tout S; contenant x, ce qui
achéve de montrer que &, est réduit; enfin, les derniéres assertions sont aussi consé-
quences de (3.4.2).

Corollaire (3.4.7%7). — Soient A un anneau local noethérien, m son idéal maximal, M un
A-module de type fini, (x,)1<;<; une famille d’éléments de m formant une partie d’un systéme de
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k
paramétres pour M (0, 16.3.6). Si le A-module N=M/( 2 x;M) est intégre (3.2.4), alors M
est intégre et la suite (x;);<i<; est M-réguliére. =

Par récurrence sur £, on est aussitbt ramené au cas k=1; nous écrirons x au lieu
de x;; ’hypothése que x fait partie d’un systéme de paramétres pour M entraine que
dim(N) =dim(M)—1 (0, 16.3.7). Posons n=dim(N); il y a donc un élément minimal p
de Supp(M) tel que dim(M/pM)=n-+1 (0, 16.3.4), et pour tout entier j>>0 on a
alors aussi dim(M/p'M)=n-+1 (0, 16.3.5); en outre x fait partic d’un systéme de
paramétres pour M/p'M (0, 16.3.5), donc, si I'on pose M’'=M/pM et N'=M'/xM’,
on a dim(N')=n. Il est clair que I'on a un homomorphisme surjectif » : N—>N’;
montrons que v est bijectif. En effet, si P=Ker(v), on a Ass(P)CAss(N) et puisque N
est intégre, ’hypothése P+ o0 entrainerait que Ass(P) et Ass(N) seraient tous deux
réduits a 'unique point q de Ass(N)=Supp(N); mais comme dim(N’)=dim(N),
ona Ng#o, et ’hypothése long(N;)=1 entraine long(N;)=1 puisque N,—N; est
surjective. On aurait donc P,=o, contrairement a ’hypothése, d’ol notre assertion.
Mais alors N’, étant isomorphe & N, est intégre; en outre, le support de N’ (égal a I’inter-
section de Supp(M) et de V(x)) ne peut contenir Supp(M’), et ce dernier ensemble
est irréductible par construction. L’hypothese que M’/xM’ est intégre (donc réduit)
entraine alors que x est M'-régulier en vertu de (3.4.6). On en conclut que le noyau
de ’homothétie z—>xz dans M est contenu dans p’M Cm’M pour tout entier j, et ce
noyau est donc réduit a o (0;, 7.3.5), ce qui prouve que x est M-régulier. On peut alors
appliquer (3.4.5), ce qui prouve que M est intégre.

Remarque (3.4.8). — La proposition analogue a (3.4.7), ol on remplace « intégre »
par « réduit » n’est plus nécessairement exacte. Considérons par exemple I’anneau de
polynémes C=K[X,Y, Z] sur un corps K, ’anneau quotient B=GC/pq, ou p=CZ,
q=CX24CY; soit A Panneau local de B correspondant a I’idéal maximal image
de CX+4 CY+ CZ dans B. Si x, z sont les images canoniques de X, Z dans A, il est
clair que xz# 0 mais x%:%=o0; d’autre part, comme A /xA estisomorphe & K[Y, Z]/(YZ),
on a dim(A/xA) =1 tandis que dim(A)=2, donc x appartient a un systéme de para-
métres de A (0, 16.3.4), A/xA est réduit, mais A ne Pest pas.

Proposition (3.4.9). — Sotent A un anneau noethérien, M un A-module de type fini, f un
élément M-régulier de A tel que M [ f M n’ait pas d’idéaux premiers associés immergés. St p; (1< i< m)
sont les idéaux premiers associés a M[fM, alors, pour tout entier n>o, f"M est ’intersection des
images réciproques des f"M,, par les applications canoniqgues M—>M, (1<i<m).

Tout revient & montrer que les p; sont anssi les idéaux premiers associés a M /"M,
car alors les saturés des /"M pour les p; sont les sous-modules de la décomposition primaire
réduite (nécessairement unique) de f*M dans M. Or, on a

Ass(f"IM/f"M) CAss(M/ f"M) CAss(M/f" M) uAss(f" M/ f"M)

Apar (3.1.7), et comme f est M-régulier, f*~*M/f"M est isomorphe 3 M/fM; il suffit
alors de raisonner par récurrence sur 7.
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§ 4 CHANGEMENT DU CORPS DE BASE
DANS LES PRESCHEMAS ALGEBRIQUES

4.1. Dimension des préschémas algébriques.

Nous développerons au § 5 la théorie générale de la dimension des préschémas;
mais la théorie de la dimension des préschémas algébriques peut se développer de fagon
plus élémentaire, et comme elle présente en outre de nombreux caractéres spéciaux,
nous en donnerons ici un exposé rapide, indépendant de la théorie générale.

Si K est un corps et L une extension de K, on notera deg.triL le degré de transcen-
dance de L sur K.

Définition (4.x.x). — Sotent k un corps, X un préschéma localement de type fini sur k.
On appelle dimension de X le nombre

(4.1.1.1) dim X =sup deg. tryk(x)

ot x parcourt Uensemble des points maximaux de X.

Nous verrons au § 5 (5.2.2) que la définition (4.1.1) ne dépend qu’en apparence
du corps de base k£ sur lequel X est localement de type fini, et que le nombre dim(X)
ainsi défini coincide avec la dimension de espace sous-jacent X (définie dans (0, 14.1.2)).
On a évidemment dim X=dim X_.

On notera que chaque k(x) est une extension de type fini de £ (I, 6.3.3) donc a un
degré de transcendance fini sur £. Si X est de type fini sur £ et non vide, il est
noethérien (I, 6.3.7), donc n’a qu’un nombre fini de composantes irréductibles, et par
suite dim(X) est finie et >o0; la définition (4.1.1) donne

dim () = —co.

Il est clair que, si 'on désigne par (X,) la famille des sous-préschémas fermés
réduits de X ayant pour espaces sous-jacents les composantes irréductibles de X (I, 5.2.1),
on a

(4.1.1.2) dim(X) = sup dim(X,).

o

Cela raméne donc le calcul de la dimension au cas des préschémas intégres (locale-
ment de type fini sur ). Enfin, on a évidemment

(4-1.1.3) dim(X) =dim(U)

pour tout sous-préschéma induit sur un ouvert partout dense U de X; cela raméne donc
finalement la notion de dimension au cas d’un schéma affine de type fini sur k.

Théoréme (4.1.2). — Sotent X, Y deux préschémas localement de type fini sur un corps k,
f: XY un k-morphisme.
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(i) 8¢ f est quasi-compact et dominant, on a dim(Y)<dim(X).

(i1) 87 f est quasi-fini, on a dim(X)<dim(Y).

(iil) Supposons que X soit de type fint sur k. Pour que dim(X)>n (resp. dim(X)<n,
dim(X) =n), o faut et il suffit qu’il existe un ouvert U dense dans X, et un k-morphisme
g : UV (=Spec(k[Ty, ..., T,]), que nous noterons aussi V%) qui soit surjectif (resp. fini,
resp. fini et surjectif). Si X est un schéma affine, on peut prendre U =3X.

(i) Soit y un point maximal de Y; on sait que f~'(») contient un point
maximal x de X (1.1.5), donc K(x) est une extension de k(y), d’ou l'inégalité
deg.tryk(y) <deg.trk(x) <dim(X), ce qui démontre (i).

(ii) Si x est point maximal de X, k(x) est une extension finie de k(£ (x)) (II, 6.2.2),
donc a méme degré de transcendance sur £. Si 'on considére le sous-préschéma fermé

réduit de Y ayant m comme espace. sous-jacent, on voit qu’on est ramené 2a
démontrer le ‘

Corollaire (4.x.2.1). — Sotent Y un k-préschéma localement de type fini; pour tout sous-
préschéma Z de Y, on a dim(Z)<dim(Y). Supposons en outre que les composantes irréductibles
de Y aient toutes méme dimension; alors, pour que Z soit rare dans Y, il faut et il suffit que
dim(Z)<dim(Y).

En effet, soit z un point maximal de Z; en considérant un des sous-préschémas
fermés réduits de Y ayant pour espace sous-jacent une des composantes irréductibles
de Y contenant z, on se raméne au cas ol Y est intégre de point générique y, puis, en
considérant dans Y un ouvert affine contenant z, au cas ou Y est affine et de type fini
sur £, soit Y =Spec(A), et Z fermé dans Y, soit Z=Spec(A/a) ol a est un idéal de
Panneau intégre A, distinct de A. En vertu du lemme de normalisation (Bourbaki,
Alg. comm., chap. V, § 3, n° 1, th. 1) il existe une suite finie (¥),<;<, d’éléments de A,
algébriquement indépendants sur £, tels que A soit entier sur ’anneau B=£k[x,, ..., x,]
et que anB soit engendré par une sous-famille (x;);<;<, (éventuellement vide) de
(%)1<isn Soit g:Y—>Spec(B) =V} le morphisme fini dominant qui correspond a
Pinjection canonique B—A; comme C=B/(anB) est isomorphe & k[x,,, ..., %],
g induit sur Z un morphisme fini dominant Z—>V};7?; on a donc deg.tr,k(y) =n et
deg.trk(z) =n—p, puisque k(yp) (resp. k(z)) est une extension finie de k(g(y)) (resp.
k(g(z))). Cela démontre la premiere assertion de (4.1.2.1). En outre, si p=o0, on a
nécessairement z= 9, car y est le seul point de Y dont I'image par g soit le point géné-
rique de V}; dans ce cas, Z contient donc un ouvert non vide de Y. Si au contraire p>o,
on a nécessairement Zz=+y et {?} est donc rare dans {y—}, ce qui achéve de
prouver (4.1.2.1).

(iii) Le fait que les conditions énoncées sont suffisantes résulte aussitot de (i) et (ii)
et de (1.5.4, (v)). Pour prouver qu’elles sont nécessaires, on peut considérer un ouvert
dense U de X, réunion d’ouverts affines U, deux a deux disjoints et irréductibles (1<i<m),
dont chacun contient un des points maximaux de X (0;, 2.1.6); on peut en outre
supposer X réduit et si X est affine, on peut bien entendu prendre U=X. Le méme
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raisonnement que dans (4.1.2.1) montre que si dim(U;) =n;, il existe un k-morphisme

g; : U;—V} quiest fini et dominant, donc surjectif (IL, 6. 1. 10). Soit 7= dim(X) = sup n;;

pour chaque #; il y a donc un morphisme #; : Vi;i—>V} qui est une immersion fermée
correspondant a ’homomorphisme canonique £[Ty, ..., T,] - [T, ..., T,], et qui
est I'identité pour n,=n. Comme U est somme des U;, on prendra pour g le morphisme
qui dans chaque U; coincide avec k;og;; il est évidemment fini et surjectif. Lorsque n'>n
on aura un morphisme fini U—V}" en composant 'immersion fermée canonique V-V
avec g; lorsque 7n'<n, on compose de méme avec g le morphisme canonique p : VI—V¥
correspondant a Pinjection canonique k[T, ..., T,] — &[Ty, ..., T,], en notant que p
est fidélement plat, donc surjectif.

Remarque (4.1.3). — Le corollaire (4.1.2.1) montre que dans la formule (4.1.1.1),
on peut supposer que x parcourt ’ensemble de tous les points de X.

Corollaire (4.1.4). — Sotent X un préschéma localement de type fini sur un corps k, K une
extension de k; alors dim(X®,K)=dim(X).

On peut évidemment se borner au cas o X est de type fini sur k; alors le
morphisme # : X® KX est fidelement plat (2.2.13, (i)), donc si U est un ouvert
partout dense dans X, u~}(U)=U®, K est dense dans X®,K (2.3.10);si g: U—->V"
est fini et surjectif, il en est de méme de g, : U®,K—-Vg (I,3.5.2 et II, 6.1.5), d’ou
le corollaire.

Corollaire (4.1.5). — Soient X et Y deux préschémas localement de type fini sur un corps k ;
alors dim(X X, Y) =dim(X) + dim(Y).

11 suffit de démontrer que si U (resp. V) est un voisinage affine d’un point x (resp. )
de X (resp. Y) tel que deg.trk(x) =m=dim U et deg.tr,k(y)=n=dim V, alorson a
dim(U X, V) =m-+n, autrement dit, on peut supposer en vertu de (4.1.2) qu’il existe
des k-morphismes finis surjectifs f: X >V}, ¢ : Y—>V7; alors fxg : XX, Y>VEt® est
fini et surjectif (I, 3.5.2 et I, 6.1.5), d’ou le corollaire.

4.2. Cycles premiers associés sur les préschémas algébriques.

Proposition (4.2.1). — Sotent K et L deux extensions d’un corps k, telles que K®,L
soit noethérien. Alors les idéaux premiers associés & K®,L sont minimaux, et si E est le corps
résiduel de Uanneau local d’un tel idéal, on a

(4.2.x.1) deg.trg E =deg.tr, L, deg.tr,E =deg.tr, K
d’oit
(4.2.1.2) deg.tr,E =deg.tr, K + deg.tr,L.

On sait que K est une extension algébrique d’une extension transcendante pure
K’'=k(t), ou t=(f,),c; est une famille d’indéterminées; ’anneau k[t]®,L=L[t] est
intégre, donc il en est de méme de K'®,L, qui en est un anneau de fractions, et le

54



§ 4 ETUDE LOCALE DES SCHEMAS ET DES MORPHISMES DE SCHEMAS 55

corps des fractions de K'®, L est L(t); on a le diagramme commutatif d’homomorphismes

canoniques
K — K®L — Ko&L(t)

(4.2.1.3) K" — K'®,L — L(t)

k—— L

Comme K est fidelement plat sur K’, K®,L=K® (K'®,L) est fidélement plat sur
K'®,L, donc K’'®,L est noethérien (0;, 6.5.2); en outre K'®, L s’identifie & un sous-
anneau de K®,L; la trace sur K'®,L d’un idéal premier p associé a K®,L est
I'idéal o, un élément +o0 de K’'®,L n’étant pasdiviseur de zéro dans K®, L (0;,6.3.4
et Bourbaki, Alg. comm., chap. IV, § 1, n° 1, cor. g de la prop. 2). Comme en outre K
est algébrique sur K’, K®,L est une algebre entiere sur K'®,L, et les idéaux
premiers de K®,L induisant o sur K'®,L sont nécessairement sans relation d’inclusion
mutuelle (Bourbaki, 4lg. comm., chap. V, § 2, n® 1, cor. 1 de la prop. 1); cela prouve
la premiére assertion (Bourbaki, Alg. comm., chap. IV, § 1, n°® 3, cor. 1 de la prop. 7).
De plus, le corps résiduel E de p est algébrique sur le corps résiduel de I'idéal (o) de
K'®,L, c’est-a-dire L(t); donc deg.tr,E =deg.tr,L(t) = Card(I) =deg.tr, K, autrement
dit on a la premiére relation (4.2.1.1); échangeant les réles de K et L, on a la seconde
relation (4.2.1.1), d’olt (4.2.1.2).

Corollaire (4.2.2). — Sous les hypothéses de (3.3.6), si les préschémas T, , sont localement
noethériens, ils n’ont pas de cycle premier associé immergé.

Corollaire (4.2.3). — Sous les hypothéses de (3.3.6) (resp. (3.3.7)), st les T, , sont
localement noethériens et si F et les G, (pour s€S) (resp. F et G) sont sans cycle premier associé
immergé, il en est de méme de FQOgY.

Cela résulte de (4.2.2), (3.3.2) et de la démonstration de (3.3.6). En particulier,
comme tout préschéma sur un corps & est plat sur £, on a ainsi démontré I’assertion (i) de la

Proposition (4.2.4). — Soient k un corps, X et Y deux k-préschémas localement noethériens
tels que X X, Y soit localement noethérien. Supposons de plus X et Y intégres. Alors :

(1) XX, Y est sans cycle premier associé immergé; chacune des composantes irréductibles
de X x,Y domine X et Y, et U'ensemble de ces composantes est en correspondance biunivoque avec
Pensemble des composantes irréductibles de Spec(R(X)®,R(Y)) (autrement dit Pensemble des
idéaux premiers mimimaux de R(X)®,R(Y)), o2 R(X) et R(Y) sont les corps des fonctions
rationnelles de X et Y respectivement.

(i) St un point maximal z de X X, Y est identifié a un idéal premier mimimal p de
R(X)®,R(Y), Panneau local Ox v,z est isomorphe & Uanneau de fractions (R(X)®,R(Y)),.
En particulier, st R(X) ou R(Y) est séparable sur k, X x,Y est réduit.

55



56 A. GROTHENDIECK Chap. IV

(iii) 87 en outre X et Y sont localement de type fini sur k, toute composante irréductible
de XX, Y est de dimension dim(X)+ dim(Y).

L’assertion (iii) résulte de (4.2.1.2), compte tenu de (i) et (ii). Pour démontrer (ii),
on peut évidemment se borner au cas ot X =Spec(A), Y =Spec(B) sont affines, A et B
étant donc des anneaux intégres de corps des fractions respectifs K=R(X) et L=R(Y);
’assertion (i) montre que tout idéal premier minimal q de A®, B est la trace sur A®,B
d’un idéal premier minimal p de K®,L; comme K®,L est un anneau de fractions
de A®,B, lisomorphie des anneaux (A®,B), et (K®,L), résulte de (0;, 1.2.5).

Enfin, si par exemple R(Y) est séparable sur £, on sait que ’anneau R(X)®,R(Y) est
réduit (Bourbaki, Alg., chap. VIII, § 7, n® g, th. 1); il en est donc de méme des anneaux
locaux des points maximaux de X X,Y. On en déduit que X X,Y estréduit (3.2.1).

Proposition (4.2.5). — Sotent k un corps, X et 'Y des k-préschémas localement noethériens,
F (resp. 9) un Ox-Module (resp. un Oy-Module) quasi-cohérent. Soit (Z,) (resp. (Z))) la
JSamille des cycles premiers associés & F (resp. ), et désignons encore par Z; (resp. Z,) le sous-
préschéma réduit de X (resp. Y) ayant Zy (resp. Z,) comme espace sous-jacent. Alors, si Z; X, Z.
est localement noethérien, les composantes irréductibles Z,,, de 73}, Z, dominent Z; et 7./, et
(Z,y) est la famille des cycles premiers distincts associés @ F ®,%.

Il suffit d’appliquer (4.2.4) au produit Spec(k(x)) X;Spec(k(y)).

En particulier :

Corollaire (4.2.6). — Sotent k un corps, X, Y deux k-préschémas localement noethériens
tels que XX, Y soit localement noethérien. Soit (1)) (resp. (Z,)) la famille des sous-préschémas
réduits de X (resp. Y) ayant pour espaces sous-jacents les composantes irréductibles de X (resp. Y).
Alors les composantes irréductibles Z,,, de Z;X%,Z, dominent Z; et 7, et (Z,,,) est la
Samille des composantes irréductibles de X X, Y.

En effet, on peut se borner au cas ou X et Y sont réduits (I, 5.1.8); les compo-
santes irréductibles de X (resp. Y) sont alors les cycles premiers associés a Ox (resp. Oy)
(3.2.1). Appliquons (4.2.5) a F =05 et ¥=0y, en notant que par définition
0x®0y=0x,y; le corollaire résulte de ce que Ox®;0y n’a pas de cycles premiers
associés immergés puisqu’il en est ainsi de @y et Oy par hypothése (4.2.3).

Appliquons les résultats qui précedent au cas oit Y est le spectre d’une extension K
de £ :

Proposition (4.2.7). — Soient k un corps, X un k-préschéma, K une extension de k telle
que X®, K soit localement noethérien, F un Ox-Module quasi-cohérent, x' un point de X®, K,
x son image dans X.

(1) Soit (Z,) la famille des sous-préschémas réduits de X ayant pour espaces sous-jacents les
cycles premiers associés & F ; alors les composantes irréductibles Z,, des Z,®,K sont les cycles
premiers associés & F O, K, et Z,, domine Z,; en outre, pour quun Z,, soit immergé, il faut
et il suffit que Z, le soit.

(i1) Pour que x appartienne & un cycle premier associé immergé de F, il faut et il suffit que x’
appartienne & un cycle premier associé immergé de F QK ; pour que F soit sans cycle premier associé
immergé, il faut et il suffit qu’il en soit ainsi de F ®, K.
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(iii) Les indices \ tels que xeZ, sont les mémes que ceux pour lesquels il existe un indice p.
tel que x'€Z,,. En particulier, si x' n’appartient qu’a un seul cycle premier associé & F®,K,
x n’appartient qu’a un seul cycle premier associé @ F.

(iv) 87 X est localement de type fini sur k, on a dim(Z,,) =dim(Z,).

On notera que I’hypothése entraine que X lui-méme est localement noethérien
(2.2.13 et 2.2.14); P’assertion (i) résulte de (4.2.5) et de la démonstration de (4.2.3),
pour ¥ =0y, avec Y ==Spec(K); (ii) et (iii) résultent de (i) et de (2.3.5); enfin,
(iv) est un cas particulier de (4.2.4, (ii1)).

Corollaire (4.2.8). — 81 X est localement de type fini sur k, I’ensemble des dimensions des
cycles premiers associés est le méme pour F et F O, K; Uensemble des dimensions des composantes
trréductibles est le méme pour X et X®, K.

Proposition (4.2.9). — Supposons vérifibes les hypothéses de (4.2.5), et supposons en
outre que F et G soient cohérents. Soient (F,)scy et (9,),en des décompositions irredondantes
de F et G respectivement ; pour tout couple (A, w)eLXM, soit (H5,,) s, Une décompo-
sition irredondante réduite de F,®,%9,, o S(, u) =Ass(F,8,9,) (3.2.5). Alors (#,,,)
(pour tous les triplets (N, p, v)) est une décomposition irredondante de F ®,%9; elle est réduite
st (F,) et (%,) le sont.

Notons que F ®,% et chacundes F,®,%, sont cohérents, et chacundes F#,®,%,
s'identifie 2 un quotient de F ®,%; chacun des &, ,, s’identifie par définition & un
quotient cohérent de #,®,%,, donc aussi 2 un quotient cohérent de F®, 9. La
famille des supports des #,,, est localement finie, car Supp(#,®,%,) est contenu
dans I’espace sous-jacent & Supp(F,) X, Supp(¥%,) (ot Supp(F#,) et Supp(¥,) désignent
les sous-préschémas fermés réduits correspondants), et pour A et p donnés, la famille
des supports des #,,, est localement finie par hypothése; notre assertion résulte donc
de ce que les familles (Supp(#,)) et (Supp(¥%,)) sont localement finies. Pour démontrer
que (5,,,) est une décomposition irredondante de F ®,%, il suffit donc de prouver
que ’homomorphisme canonique % ®,9 — x,c?,v‘}f"“" est injectif; or, il est composé des
homomorphismes F ®, % — @L (F,9,%,) —>l’(-2v9f aws 1€ second de ces homomorphismes
est injectif par définition, et il en est de méme du premier, qui n’est autre que le produit
tensoriel des homomorphismes canoniques injectifs & —>€A—)Ff v 9 »(??u (on se sou-
viendra que # et ¥ sont plats sur k). Enfin, si (F,) et (%,) sont réduites, on peut
supposer que L=Ass(#) et M=Ass(¥9); le fait que les 5#,, forment alors une

décomposition réduite résulte de ce que les Ass(F,®,%,) forment une partition de
Ass(F ®%) en vertu de (4.2.2) (cf. (3.2.5)).

Corollaire (4.2.10). — Sous les hypothéses de (4.2.7), supposons en outre F cohérent, et
soit (F,)reL une décomposition irredondante de F ; pour tout AeL, soit (F,,),e Aos(F, @, )

une décomposition irredondante réduite de F,®, K. Alors (F,,) est une décomposition irredondante
de F®,K; elle est réduite si (F,) Dest.

On applique (4.2.9) avec Y =Spec(K), ¥=0y=K, M réduit a un seul
élément.
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4.3. Rappels sur les produits tensoriels de corps.

Pour la commodité du lecteur, nous rappelons ici certaines propriétés des produits
tensoriels de corps dont nous ferons usage dans les numéros suivants; pour les démons-
trations, nous renvoyons a [I].

(4-3-1) Rappelons qu’une extension L d’un corps k£ est dite primaire si la plus
grande extension algébrique séparable de £ contenue dans L est £ lui-méme.

Proposition (4.3.2). — Soient K, L deux extensions d’un corps k. St L est une extension
primaire de k, alors Spec(L®,K) est irréductible, et si & est son point générique, k(&) est une
extension primaire de K. Réciproquement, si pour toute extension finie séparable K de k,
Spec(L®,K) est irréductible, L est une extension primaire de k.

Voir la démonstration dans [1], p. 14-03 a 14-06.

Corollaire (4.3.3). — St k est séparablement clos (i.e. si sa cloture algébrique est radicielle
sur k), alors, pour deux extensions quelconques K, L de k, Spec(L®,K) est irréductible, et
réciproquement.

Cela découle aussitot de (4.3.2).

Corollaire (4.3-4)- Soient L une extension d’un corps k, L, la plus grande extension
algébrique séparable de k contenue dans L (parfois appelée la fermeture algébrique séparable
de k dans L) ; supposons L, de degré fini sur k, et soit K une extension galoisienne de k contenant L.
Alors Spec(L®,K) a [L, : k] composantes irréductibles dont il est la somme et les corps résiduels
aux points génériques de ces composantes sont des extensions primaires de K.

En effet, on a L®,K=L® (L®.K) et on sait que L;®,K est isomorphe a
un produit de [Lg:k] corps isomorphes a K (Bourbaki, A4lg., chap. VIII, § 7,
n° g, cor. 2 du th. 1); donc L®;K est isomorphe a un produit de [L, : k] anneaux
isomorphes & L®; K; comme L est une extension primaire de Ly, la conclusion résulte
de (4.3.2).

Proposition (4.3.5). — Soient K, L deux extensions d’un corps k. St L est une extension
séparable de k, anneau L®, K est réduit. Réciproquement, si pour toute extension finie radicielle K
de k, Panneau L&, K est réduit, L est une extension séparable de k.

Pour la démonstration, voir Bourbaki, 4lg., chap. VIII, § 7, n° 3, th. 1.

Corollaire (4.3.6). — Si k est parfait, alors, pour deux extensions quelconques K, L
de k, K®,L est réduit, et réciproquement.

Cela résulte aussitét de (4.3.5).

Corollaire (4.3.7). — Soit L une extension séparable de k et soit K une extension de k telle
que K ou L soit finie sur k; alors les corps résiduels de I’anneau semi-local L& K sont des
extensions séparables de K.

On sait en effet que L®,K est composé direct de ces corps résiduels E;; pour
toute extension K’ de K, L®_K’ est donc isomorphe au composé direct des anneaux
E,®¢K’; comme L®,K’ est réduit, les E; sont séparables sur K en vertu de (4.3.5).

Corollaire (4.3.8). — St K et L sont deux extensions finies séparables de k, K®, L est
produit d’un nombre fini d’extensions séparables de k.
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Proposition (4.3.9). — St k est algébriquement clos, alors, pour deux extensions quel-
conques K, L de k, L® K est intégre, et réciproquement.

C’est une conséquence de (4.3.3) et (4.3.6), un corps parfait et séparablement
clos étant algébriquement clos. :

4.4. Préschémas irréductibles et préschémas connexes sur un corps algé-
briquement clos.

(4-4.1) Soient £ un corps, X un k-préschéma, K une extension de £. Comme le
morphisme Spec(K) — Spec(£) est fidélement plat, quasi-compact, et universellement
ouvert (2.4.9), il en est de méme du morphisme projection p : X® K—->X (2.2.13).
Il résulte donc de (2.3.5) que toute composante irréductible de X®,K domine une
composante irréductible de X, et (comme p est surjectif) toute composante irréductible
de X est dominée par une composante irréductible de X®,K; on déduit ainsi de p une
application surjective de I’ensemble des composantes irréductibles de X®,K dans1’ensemble
des composantes irréductibles de X. De méme, il résulte du fait que p est continu et
surjectif que toute composante connexe de X est image par p d’une réunion de compo-
santes connexes de X®,K, d’oul une application surjective de I’ensemble des composantes
connexes de X®, K dans I’ensemble des composantes connexes de X. On en conclut
que toute composante irréductible (resp. connexe) Z' de X®,K est contenue dans
un unique ensemble de la forme p~'(Z), ol Z est une composante irréductible (resp.
connexe) de X; pour tout sous-préschéma de X ayant Z pour espace sous-jacent (et encore
noté Z), Z’ est une composante irréductible (resp. connexe) de Z®, K. En particulier,
si X® K a un nombre fini n (resp. n’) de composantes irréductibles (resp. connexes)
(ce qui sera le cas lorsque X est de type fini sur £, car alors X®, K est de type fini sur K,
donc noethérien), le nombre de composantes irréductibles (resp. connexes) de X est <z
(resp. <n'); dire qu’il est égal & n (resp. n’) signifie que pour tout sous-préschéma réduit Z
de X ayant pour espace sous-jacent une composante irréductible (resp. connexe) de X,
Z®,K est irréductible (resp. connexe) (I, 5.1.8); le nombre de composantes irréduc-
tibles (resp. connexes) de X®,K est donc indépendant de K si et seulement si pour
toute composante irréductible (resp. connexe) Z de X, Z®,K est irréductible (resp.
connexe) pour toute extension K de £.

En particulier, si X®,K est irréductible (resp. connexe), il en est de méme de X
(ce qui résulte déja du fait que p est surjectif). De méme, si X® K est réduit (resp.
intégre), il en est de méme de X puisque p est fidélement plat (2.1.13).

Dans ce numéro et le suivant, nous allons examiner de plus prés ce qu’on peut dire
des composantes irréductibles (resp. connexes) de X®,K lorsque K varie; ce qui
précéde nous montre déja que le nombre de ces composantes est fonction croissante de K.

Lemme (4.4.2). — Soient X', X deux espaces topologiques, f:X'—>X une application
continue. On suppose que les conditions suivantes sont vérifibes :

(i) f est surjective ouverte (resp. telle que espace topologique X s’identifie canoniquement
au quotient de X par la relation d’équivalence définie par f).
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(i) Pour tout xeX, f~(x) est irréductible (resp. connexe).

Alors pour que X' soit irréductible (vesp. connexe), il faut et il suffit que X le soit.

L’assertion relative a la connexité n’est autre que Bourbaki, Top. gén., chap. Ier,
3¢ éd., § 11, n° 3, prop. 7. Prouvons Passertion relative & I'irréductibilité; la condi-
tion étant trivialement nécessaire puisque f est surjective, prouvons qu’elle est suffi-
sante. Soient donc Xj, X; deux parties fermées de X' telles que X'=XjuX;, et
désignons par X, (i=1,2) lensemble des xeX tels que f'(x)CX!; on a donc
X, =X—f(X'—X]), et comme f est ouverte, on en conclut que X; est une partie fermée
de X (1=1, 2). D’autre part, pour tout xeX, f~(x) est irréductible par hypothése,
et est réunion des deux parties fermées X;nf'(x) et Xjnf~!(x); l'une de ces deux
parties doit donc étre égale & f~(x), ce qui signifie que 'on doit avoir xeX; ou xeX,;
on a donc X=X,uX,, etcomme X est irréductible par hypothése, on en déduit X = X,
ou X=X,, donc X'=X] ou X'=X;.

Remarque (4.4.3). — Si la topologie de X n’est pas quotient de celle de X’ par
la relation d’équivalence définie par f, il peut se faire que X et toutes les fibres f~*(x)
soient irréductibles, sans que X' soit connexe : on en a un exemple en prenant pour X
un schéma irréductible (par exemple la droite affine Spec(£[T]) sur un corps £ algébri-
quement clos), en considérant un point fermé x, de X et en prenant pour X' I'espace
somme de {x,} et du sous-espace ouvert X—{x,} de X. De méme, si 'on remplace
Ihypothése « fouverte » par « ffermée » (et méme « f propre ») (ce qui entraine pourtant
que la topologie de X est alors quotient de celle de X’ par la relation définie par f),
il peut se faire que X et toutes les fibres f~*(x) soient irréductibles sans que X’ le soit.
Prenons encore pour X la droite affine sur %, désignons par S le produit X x,P, ou P
est la droite projective sur £; si x, est un point fermé de X, f, un point fermé de P,
p :S—>X, ¢ :S—P les projections, désignons par X’ le sous-préschéma réduit ayant
pour espace sous-jacent ensemble fermé p~*(x,) ug~(¢,), et prenons pour fla restriction
a X' de p; f est propre mais X' n’est pas irréductible.

Théoréme (4.4.4). — Soient k un corps algébriquement clos, X un k-préschéma. St X est
irréductible (resp. connexe), il en est de méme de X®,K pour toute extension K de k.

On a vu en effet (4.4.1) que le morphisme p : X®,K—>X est fidelement plat
et ouvert; pour pouvoir appliquer le lemme (4.4.2), il suffit donc de vérifier que les
fibres p~'(x) sont irréductibles pour tout xeX. Mais le k(x)-préschéma p~'(x) est
1somorphe a Spec(k(x)®,K) (I, 3.6.2), donc intégre en vertu de I’hypothése sur £
et de (4.3.9).

Corollaire (4.4.5). — Soient k un corps algébriquement clos, X un k-préschéma, K une
extension de k, p: X® K—~>X la projection canonique. Si Z est une partie irréductible (resp.
connexe) de X, p~*(Z) est irréductible (resp. connexe); en particulier, si X, est une composante
irréductible (vesp. la composante connexe) de X contenant Z, p~'(X,) est une composante irré-
ductible (vesp. connexe) de X®,K contenant p~*(Z).

La seconde assertion résulte de (4.4.1) et de la premiére appliquée en remplagant Z
par X, ; pour prouver la premiére, soient X’ ’espace sous-jacent 3 X®,K, Z'=p"4Z); la
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relation d’équivalence R définie par p sur X’ est ouverte, donc il en est de méme de la
relation Ry qu’elle induit sur la partie saturée Z’, et Z s’identifie & ’espace quotient
Z'|R;, (Bourbaki, Top. gén., chap. IeT, ge éd., § 5, n° 2, prop. 4); on peut donc appliquer
aZetZ lelemme (4.4.2), d’ou la premiére assertion de (4.4.4).

Corollaire (4.4.6). — Les hypothéses et notations étant celles de (4.4.5), Iapplication
Z~>p~ (Z) est une bijection de Iensemble des composantes irréductibles (vesp. connexes) de X
sur ensemble des composantes irréductibles (resp. connexes) de X®, K, dont la bijection réciproque
est L'>p(Z").

4 . 5. Préschémas géométriquement irréductibles et géométriquement connexes.

Proposition (4.5.1). — Soient k un corps, X un k-préschéma, Q une extension algébriquement
close de k. Soit n (resp. n') le cardinal de Uensemble des composantes irréductibles (resp. des
composantes connexes) de X®,Q; ce nombre est indépendant de Iextension algébriquement close Q
choisie. En outre, pour toute extension K de k, le cardinal de I’ensemble des composantes irréductibles
(resp. des composantes connexes) de X®,K est <n (resp.<n’).

En effet, deux extensions algébriquement closes Q, Q' de £ peuvent toujours étre
considérées comme des sous-extensions d’une méme extension E de k; il suffit alors
d’appliquer (4.4.6) 3 X®,Q et X®, Q" et a I'extension commune E de Q et Q' pour
démontrer la premiére assertion. La seconde s’obtient en prenant pour  une extension
algébriquement close de K et én utilisant (4.4.1).

Définition (4.5.2). — Le cardinal n (resp. n') de (4.5.1) s appelle le nombre géométrique
de composantes irréductibles (resp. de composantes connexes) de X (relativement a k). St n=1
(resp. n'<1) on dit que X est un k-préschéma géométriquement irréductible (resp. géométriquement
connexe).

On retrouve ainsi une définition donnée pour un cas particulier dans (III, 4.3.4).
En vertu de (4.5.1), les propriétés suivantes sont équivalentes :

a) X est géométriquement irréductible (resp. géométriquement connexe).

b) Pour une extension algébriquement close Q de £, X®,Q est irréductible
(resp. connexe). ‘

¢) Pour toute extension K de £, X®,K est irréductible (resp. connexe).

(4.5-3) Soient X un k-préschéma, Z une partie localement fermée de X. Si 'on
désigne encore par Z un quelconque des sous-préschémas de X ayant Z pour espace
sous-jacent (I, 5.2.1), il résulte de (I, 5.1.8) que pour une extension K de %, le nombre
de composantes irréductibles (resp. connexes) de Z®,K est indépendant du sous-
préschéma d’espace sous-jacent Z que ’on a choisi; aussi définit-on le nombre géomé-
trique de composantes irréductibles (resp. de composantes connexes) de Z comme celui
de tout sous-préschéma de X ayant Z pour espace sous-jacent.

Proposition (4.5.4). — Sotent X, Y deux k-préschémas, f:X—>Y un k-morphisme
surjectif. St X est géométriquement irréductible (resp. géométriquement connexe), il en est de méme

de Y.
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En effet, pour toute extension K de &, fx : Xg—>Yyg est surjectif (I, 3.5.2),
et Xx €tant irréductible (resp. connexe) par hypothése, il en est de méme de Y.

Définition (4.5.5). — On dit qw’un morphisme f:X—>Y de préschémas est irréductible
(vesp. connexe), si, pour tout yeY, le k(y)-préschéma f~'(p) est gbométriquement irréductible
(resp. géométriquement connexe).

Proposition (4.5.6). — (1) Soient X un k-préschéma, K une extension de k. Alors le nombre
géométrique de composantes irréductibles (resp. connexes) de X, relativement @ K est égal au
nombre géométrique de composantes irréductibles (resp. connexes) de X relativement & k. En parti-
culier, pour que le K-préschéma Xy, soit géométriquement irréductible (resp. géométriquement
connexe), il faut et il suffit que le k-préschéma X le soit.

(ii) Soient f:X—Y,g:Y'—>Y deux morphismes, et posons X'=Xyy=XXyY’,
S'=fxy : X'=Y'. 8i f est irréductible (resp. connexe), il en est de méme de f'. La réciproque
est vraie si g est surjectif.

(i) Si Q est une extension algébriquement close de K, on a X®,Q =X ;,®;Q,
d’ou I’assertion.

(ii) Pour tout y'eY’, si on pose y=g(y'), on a f'7 () =F"1(9)®y, k()
(I, 3.6.4), donc les deux assertions résultent de (i).

Proposition (4.5.7). — Soient 1 X—>Y un morphisme surjectif irréductible (resp.
connexe), g :Y'—>Y un morphisme, et posons X'=XXyY'. St en outre Y' est irréductible
(resp. connexe), et f universellement ouvert (vesp. plat et quasi-compact, ou universellement ouvert,
ou universellement fermé), alors X' est irréductible (resp. connexe).

Les propriétés de f que ’on considére étant toutes stables par changement de base,
on peut se borner au cas ot Y’'=7Y; il suffit alors d’appliquer (4.4.2) (compte tenu
de (2.3.12)).

Corollaire (4.5.8). — Soient X, Y deux k-préschémas.

(1) 8t X est géométriquement irréductible (resp. géométriquement connexe) et Y irréductible
(resp. connexe), alors XX, Y est irréductible (resp. connexe).

() St X et Y sont géométriquement irréductibles (resp. géométriquement comnexes), il en
est de méme de X X, Y.

(i) Le morphisme structural X -—>Spec(k) est surjectif et universellement ouvert
(2.4.9) et en outre irréductible (resp. connexe); il suffit donc d’appliquer (4.5.7).

(ii) Si Q est une extension algébriquement close de £, on a (X X, Y)q =X XqY q
(I, 3.3.10); par hypothése X et Yo sont des Q-préschémas géométriquement irré-
ductibles (resp. géométriquement connexes) (4.5.6) et il suffit donc d’appliquer (i).

Proposition (4.5.9). — Soit X un k-préschéma. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) X est géométriquement irréductible (autrement dit, pour foute extension K de £,
X®,K est irréductible).

b) Pour toute extension finie séparable K de k, X®, K est irréductible.

c) X est irréductible, et si x est son point générique, k(x) est une extension primaire de k.

Il est clair que a) entraine 5). Pour voir que &) entraine ¢), considérons une
extension finie séparable K de £; si p: X® K-—->X est la projection canonique, les
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points maximaux de X®,K sont ceux de la fibre p~!(x) = Spec(k(x)®,K) ((2.3.4)
et (0, 2.1.8)); dire que cette fibre est irréductible pour toute extension finie séparable K
de k revient a dire que k() est une extension primaire de £, en vertu de (4.3.2).
Inversement, si ¢) est vérifiée, le méme raisonnement (compte tenu de (4.3.2)) montre
que pour foute extension K de k£, X®,K est irréductible, donc ¢) implique a).

Corollaire (4.5.10). — Soient X un k-préschéma irréductible, x son point générique, k' la
Sermeture algébrique séparable de k dans k(x), k"' une extension galoisienne de k (de degré fini ou
non) contenant k'. On suppose k' fint sur k; alors les composantes irréductibles de X ®, k"' sont
géométriquement irréductibles ; leur nombre est égal a [k’ : k] et est aussi le nombre géoméirique
de composantes irréductibles de X.

Comme dans (4.5.9), on est ramené a considérer les points maximaux de la
fibre Spec(k(x)®,k'"); en vertu de (4.3.4), ils sont au nombre de [£’ : k] et les corps
résiduels en ces points (qui sont aussi ceux de X®, k') sont des extensions primaires
de %", ce qui, compte tenu de (4.5.9), prouve le corollaire.

Corollaire (4.5.11). — Soit X un k-préschéma ; supposons que X n’ait qu’un nombre fini

de points maximaux x; (1<i<r) et que pour chaque i, la fermeture algébrique séparable k; de k
dans k(x;) soit de degré fini sur k. Alors il existe une extension finie séparable L de k telle que les
composantes irréductibles de X®, L soient géométriquement irréductibles; leur nombre, égal a
2 [k} : k], est le nombre géométrique des composantes irréductibles de X.
. Les points maximaux de X®,L sont ceux des diverses fibres Spec(k(x;)®,L)
en vertu de (2.3.4) et (0, 2.1.8) appliqué aux composantes irréductibles de X et a
leurs images réciproques dans X®,L. Il suffit donc de prendre pour L une extension
galoisienne finie de & contenant tous les k! et d’appliquer (4.5.10).

On notera que (4.5.11) s’applique en particulier a tout k-préschéma X de type
fini sur k, car X est alors noethérien, donc n’a qu’un nombre fini de composantes irré-
ductibles, et chacun des k(x;) est une extension de type fini de &, donc il en est de méme
de la fermeture algébrique de £ dans k(x;) ([1], p. 6-06, lemme 5).

Remarques (4.5.12). — (i) Les notions définies dans (4.5.2) dépendent du corps
de base k. Pour abréger, et lorsqu’il sera nécessaire de mentionner le corps de base, on
pourra dire « k-irréductible » (resp. « k-connexe ») au lieu de « géométriquement
irréductible (resp. connexe) relativement a £ ». On notera que cette terminologie,
tout a fait naturelle dans le contexte des schémas, est exactement a l’opposé
de celle de Weil : chez cet auteur, « #k-irréductible » (resp. « k-connexe »,
« k-normal », etc.) désigne une propriété intrinséque d’un préschéma X, indépendante
du corps k£ pris comme « corps de base » (autrement dit, du morphisme X —Spec(k)
choisi); nous exprimons ces propriétés en disant simplement que X est irréductible
(resp. connexe, normal, etc.). Weil dit d’autre part « absolument irréductible »,
« absolument connexe », « absolument normal », etc., pour les notions correspondantes
relatives au préschéma X®,Q, od Q est une extension algébriquement close convenable
de k. Cette terminologie s’explique par le point de vue différent auquel se place cet
auteur : pour lui, une « variété algébrique » V est donnée d’abord comme un objet
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géométrique au-dessus d’un corps algébriquement clos Q; la donnée d’un « corps de
définition » £ plus petit (i.e., d’un schéma sur £ définissant V par extension du corps
de base a Q) est pour lui une structure supplémentaire et, dans une certaine mesure,
secondaire, de sorte que sa qualification d’ « absolu » ou « intrinséque » d’un coté,
« relatif & k£ » de Pautre, est & 'opposé de la nétre (*). Nous éviterons donc par la suite
d’utiliser le qualificatif « absolu », qui peut préter a confusion, et lorsque nous utiliserons la
terminologie abrégée introduite plus haut (en conflit avec la terminologie regue), nous
renverrons a (4.5.12) pour éviter toute ambiguité.

(i1) La proposition (4.5.9) donne un critére « birationnel » (autrement dit, ne
dépendant que du corps résiduel au point générique) pour qu’un k-préschéma X soit
géométriquement irréductible. Il n’y a pas de critére analogue pour que X soit géomé-
triquement connexe. Par exemple, prenons X =Spec(R[[T, U]]/(T?+ U?)) (T, U indé-
terminées); X est un R-schéma integre, et son corps de fonctions rationnelles k(x)
est G((T)), comme on le vérifie aisément; X®,C se décompose en deux composantes
irréductibles (les deux « droites isotropes ») qui ont un point commun (I’idéal maximal
image dans G[[T, U]]/(T?4U?) de'idéal maximal (T)+ (U) de C[[T, U]]); donc
X®zC est connexe. Soit X’ le complémentaire (ouvert) du point fermé de X corres-
pondant & I'idéal maximal (T)+ (U) de R[[T, U]]; alors X'®,C n’est pas connexe,
bien que X et X' aient méme corps de fonctions rationnelles.

Proposition (4.5.13). — Sotent X, Y deux k-préschémas, f:Y —X un k-morphisme.
Supposons Y géométriquement connexe et non vide, et X connexe. Alors X est géométriquement
connexe.

Soient Q une cloture algébrique de £, X'=Xyq), Y' =Yy, f'=fq 1Y =>X;
il faut montrer que X’ est connexe. Soit U’ une partie ouverte et fermée non vide de X’;
notons que les morphismes p:X'—>X et ¢:Y —Y sont ouverts (2.4.10) et fermés
puisque Q est extension algébrique de £ (II, 6.1.10). Donc U=p(U’) est ouvert et
fermé non vide dans X, et par suite égal 2 X. Comme Y est non vide, on en conclut
(I, 3.4.7) que V'=f""*(U’) n’est pas vide; d’ailleurs, c’est une partie ouverte et
fermée de Y’, et ce dernier espace est connexe par hypothése; donc V'=Y’. On en
déduit que U’'=X’, sans quoi le méme raisonnement appliqué a I’ensemble ouvert
et fermé X’'—U’, montrerait que f'~(X'—U’)=Y’, ce qui est absurde puisque Y’
n’est pas vide.

Corollaire (4.5.13.1). — (i) Sotent X, Y deux k-préschémas, f:Y —X un k-morphisme.
87 Y est géométriquement connexe et non vide, la composante connexe X, de X contenant f(Y) est
géométriquement connexe.

(i) Soit X un k-préschéma. St Y est une composante irréductible de X qui est géoméiri-
quement trréductible, alors la composante connexe X de X contenant Y est géométriquement connexe.

(i) On peut supposer Y réduit, de sorte que f se factorise en f:Y £ X, i, X, X,

(1) Le point de vue de Zariski est déja plus proche du nétre, et sa terminologie n’est généralement pas en
conflit avec celle introduite ici. .
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désignant le sous-préschéma réduit de X ayant X, pour espace sous-jacent (I, 5.2.2);
il suffit d’appliquer (4.5.13) a g.

(ii) En considérant un préschéma ayant Y pour espace sous-jacent, et remar-
quant que Y est a fortiori géométriquement connexe, il suffit d’appliquer (i) & Pinjection
canonique Y —X.

Corollaire (4.5.14). — Soit X un k-préschéma. Si x est un point de X tel que k(x) soit
une extension primaire de k (en particulier si x est un point rationnel de X), la composante connexe
de x dans X est géométriquement connexe.

Il suffit d’appliquer (4.5.13.1) a Y ==Spec(k(x)) et au morphisme canonique
Y —X, en tenant compte de (4.5.9), qui entraine que Y est géométriquement irréductible.

Proposition (4.5.15). — Soient X un k-préschéma, x un point de X, k' la fermeture algé-
brigue séparable de k dans k(x). On suppose vérifies les conditions suivantes :

(1) X est connexe.

(ii) k' est une extension finie de k.

Alors le nombre géométrique des composantes connexes de X est <[k’ : k], et si k' est une
extension galoisienne finie de k contenant k', les composantes connexes de X ®,k'" sont géométriquement
connexes.

On notera que la condition (i1) est vérifiée si X est localement de type fini sur k.

I1 existe des extensions galoisiennes finies £’ de £ contenant £’ en vertu de la
condition (ii). Posons X" =X®,k"; le morphisme projection p : X''—>X est fidélement
plat et fini, donc fermé (II, 6.1.10) et par suite (2.3.6, (ii)) I'image par p de toute
composante connexe X, de X'’ est égale 2 X; X! contient donc un point x, ep™'(x).
Mais p~*(x) a un nombre de points égal au nombre des composantes irréductibles
de Spec(k(x)®.k") (I, 3.4.9), C’est-a-dire a [£" : k] (4.3.4), et a fortiori le nombre
des composantes connexes de X'’ est <[£’:%£]. Pour tout x,ep '(x), k(x)) est une
extension primaire de £ en vertu de (4.3.5) etde (I, 3.4.9). On peut donc appliquer
a x;/ et X' le corollaire (4.5.14), qui prouve que toutes les composantes connexes de X"’
sont géométriquement connexes.

Corollaire (4.5.16). — Sotent X un k-préschéma, (X,) la famille de ses composantes
connexes, et pour tout o, soit x,€X_ . On suppose vérifices les conditions suivantes :

(1) La famille (X,) est finie.

(i) Pour tout o, la fermeture algébrique séparable k,, de k dans k(x,) est une extension
finie de k.

Alors le nombre géoméirique de composantes connexes de X est au plus [kl : k], et il
o

existe une extension finie séparable k'' de k telle que toutes les composantes connexes de X® k'’
soient géométriquement connexes.

Notant que les composantes connexes de X sont ouvertes en vertu de la condition (i),
il suffit d’appliquer & chacun des sous-préschémas de X induits sur les ouverts X,
le résultat de (4.5.15); pour avoir une extension £’’ répondant a la question, il suffit de
prendre une extension galoisienne finie de £ contenant tous les £.
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Corollaire (4.5.17). — Supposons que le k-préschéma X contienne un point x tel que
la fermeture algébrique séparable de k dans k(x) soit finie sur k. Pour que X soit géométri-
quement connexe, il faut et il suffit que pour toute extension finie séparable K de k, X®, K soit
connexe.

Remarque (4.5.18). — Nous verrons au § 8 (8.4.5) que la conclusion de (4.5.1%)
est encore valable si, au lieu de supposer vérifiée la condition de I’énoncé, on suppose que
X est quasi-compact.

Proposition (4.5.19). — Sotent X un k-préschéma, Z une partie de X, k' une extension
algébriquement close de k, X'=X® k', p:X'—>X la projection canonique. On suppose que
Z'=p Y (Z) est contenu dans une seule composante irréductible X; de X'. Alorsona X;=p~1(X,),
ou X,=p(X) est une composante irréductible de X contenant Z, et en outre X, est géométriquement
irréductible. St de plus X, est la seule composante irréductible de X' qui rencontre Z’, alors X,
est la seule composante irréductible de X qui rencontre Z.

Pour montrer que X;=p"'(X,), nous allons appliquer le

Lemme (4.5.19.1). — Sotent T, T’ deux préschémas, p :T'—T un morphisme ;
considérons le préschéma T ="T'X,T', et soient p, : T"">T', py : T >T' les projections
canoniques. Pour qu’une partie U’ de T' soit de la forme p~*(U), oa UCT, il faut et il suffit
que Pon ait p7(U") =p; 1 (U").

Le morphisme structural ¢ :T”—T est égal & pop, et a pop, par définition,
donc la relation est nécessaire. Inversement, supposons-la vérifiée; soient #’ un point
de U’, ¢ un point de p~(p(v')); comme p(#)=p(u’), il existe un point €T’ tel
que p(t")=u', po(t’)=t (I,3.4.7); donc ¢"ep; (U’)=p,*(U’) par hypothése, et
par suite ¢'=p,(¢")eU’, ce qui prouve le lemme.

Ce lemme étant établi, pour démontrer que X;=p~!(X,), formons donc le produit
X"=X'xyx X’ (relatif au morphisme p : X'—>X); si p, et p, sont les projections cano-
niques de X' dans X', il s’agit donc de montrer que p; *(Xg)=7p;'(X;). Or, si I'on
pose S==Spec(k), S'=Spec(k’), observons que si S"'=8'XsS'=Spec(k'®,k’), on
peut aussi écrire X''=X’'XsS”. Si ¢ : X”—>S8"” est le morphisme structural, il
suffit de prouver que pour tout s”’e€S”, on a p;H(X()ne” Tl (s”)=p; (X)) ne” TI(s").
Silonpose T =Spec(k(s”)), U=X"Xg.T=0"""(s"), etsi v : U-X" estla projection
canonique, il s’agit donc de prouver que U,=0v"(p7(X{)) et U,=o"*(p; *(X;)), qui
sont des composantes irréductibles de U (4.4.5) sont identiques. On a le diagramme

23

X << X & X< U

wwo |

S <« 8§ £ 8 «— T

N\

Par construction, U, et U, contiennent toutes deux ’ensemble w~*(Z), ou
W= pop,ov=pop,ov.
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Or, il existe un corps K, extension commune de £’ et de k(s"’), de sorte que si I’on pose

P =Spec(K), le diagramme
S" «— P

b

S «— T

soit commutatif; si 'on pose Q=X®, K, le diagramme

X < Q
O
X «— U

w

est donc lui aussi commutatif] et les deux composantes irréductibles 7~ (U;) et r(U,)
de Q (4.4.5) contiennent par suite ¢ '(Z’). Or, en vertu de (4.4.5), les images
q(r~*(U,)) et ¢(r"'(U,)) sont des composantes irréductibles de X’ contenant Z’; elles
sont donc toutes deux égales a X, donc r~!(U,) =r"*(U,) en vertu de (4.4.5), et fina-
lement U, =1U,.

Comme p est surjectif et que X; domine une composante irréductible de X,
X,=p(X;) est une composante irréductible de X contenant Z, et comme p~*(X,)
est une composante irréductible de X’, X, est géométriquement irréductible.

Pour prouver la derniére assertion, soit X; une seconde composante irréduc-
tible de X rencontrant Z. Prenant zeZnX,;, on voit qu’il existe une composante
irréductible de X’ rencontrant Z’ et dominant X, (2.3.5); mais comme X, est par
hypothése la seule composante irréductible de X’ rencontrant Z’, on a nécessaire-
ment X, =X,.

Remarque (4.5.20). — Le fait que Z’ soit contenu dans une seule composante
irréductible X{ de X’ n’entraine pas que X,=p(X;) soit la seule composante irréductible
de X contenant Z. Prenons en effet £=R, £'=C, et pour X le £-schéma obtenu par
recollement (1) en un point (non générique) de X,;=Spec(R[S, T]/(S?+ T2+ 1)) et
de X,=Spec(C[T]) (les anneaux locaux de ces deux courbes en chacun de leurs points
fermés ayant méme corps résiduel isomorphe a C); X, et X, s’identifient aux deux compo-
santes irréductibles de X; si x est leur point commun, p~!(x) est formé de deux points
distincts ', 2/, p~1(X;) est irréductible, et p~*(X,) est somme de deux composantes
irréductibles Y’, Z’ de X’ telles que »’€Y’ et z’€Z’, de sorte que p~'(x) n’est contenu
que dans une seule composante irréductible de X'.

Proposition (4.5.21). — Soit k un corps séparablement clos, et soit k' une cloture algébrique
de k. Pour tout k-préschéma X, la projection canonique X®, k' —X est un homéomorphisme universel.

() La technique de « recollement » des préschémas sera développée en détail au chap. V ; pour le cas
considéré ici (ou il s’agit de courbes algébriques), on peut consulter [38], p. 68-71.
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En particulier les composantes irréductibles (resp. connexes) de X sont géoméiriquement irréductibles
(resp. géométriquement connexes).

Par définition, £’ est une extension radicielle de £; le morphisme Spec(k’) — Spec(k)
est entier, surjectif et radiciel, donc la premiére assertion résulte de (2.4.5, (i)); la seconde
en résulte, vu (4.5.1).

4.6. Préschémas algébriques géométriquement réduits.

Proposition (4.6.x). — Soient k un corps, X un k-préschéma, Q une extension parfaite
de k. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) Pour tout k-préschéma réduit S, X X, S est réduit.

b) Pour toute extension K de k, X®,K est réduit.

c) X®,Q est réduit.

d) Pour toute extension radicielle finie k' de k, X®.k' est réduit.

e) X est réduit, et pour toute composante irréductible X, de X, de point générique x,,
k(x,) est une extension séparable de k.

Il est trivial que @) = b) =¢); comme &’ peut étre considérée comme sous-extension
de Q, on a vu (4.4.1) que ¢) implique 4). Montrons que ) implique ¢). En prenant
k'=k, on voit d’abord que X est réduit; pour prouver que k(x,) est séparable sur £,
il suffit de montrer que k(x,)®,& est un anneau réduit pour toute extension finie
radicielle £’ de £ (4.3.5). On peut se borner au cas ot X =Spec(A) est affine, A étant
une k-algébre réduite; alors par hypothése 'anneau A® k" est réduit (I, 5.1.4) et
k(x,)®,k" est un anneau de fractions de cet anneau, donc il est réduit (0, 1.2.8). Enfin,
pour prouver que ¢) entraine a), on peut se borner au cas ot X = Spec(A), S = Spec(B)
sont affines, A et B étant des k-algébres. Les k(x,) sont les corps des fractions des
anneaux quotients A/p,, o p,=j, sont les idéaux premiers minimaux de A; comme

par hypothese OpO‘:o, A est contenu dans le produit ITA/p,, donc dans Il&(x);

on peut de méme considérer B comme une sous-algébre d’un produit [IL, d’extensions
8
de £. Il en résulte que A®,B s’identifie & une sous-algebre de (Hk(xa))®k(HLB),
« 8
et ce produit tensoriel s’identifie lui-méme 2 une sous-algebre de II (k(x,) ®,Lg)
g

(Bourbaki, Alg., chap. II, g¢ éd., § 7, n° 7, prop. 15). Or par hypothése les k(x,)®,Lg
sont réduits (4.3.5), donc il en est de méme de A®,B. .

Définition (4.6.2). — Si les conditions équivalentes a) a e) de la proposition (4.6.1)
sont remplies, on dit que X est séparable (ou géométriquement réduit, oz universellement
réduit) sur k. On dit qu'un k-préschéma X est géométriquement inteégre sur £ si, pour toute
extension K de k, X®,K est intégre; il revient au méme (en vertu de (4.6.1)) de dire que X
est séparable et géométriquement irréductible sur k.

On dira qu’une £-algébre A (commutative) est séparable si Spec(A) est séparable
sur k; cela signifie donc que pour toute extension K de £, anneau Ag =A®,K est
réduit. On notera que cette définition coincide avec celle de Bourbaki, 4lg., chap. VIII,
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§ 7, n° 5, déf. 1, lorsque A est de rang fini sur k£ (loc. cit., cor. de la prop. 7), mais non en
général, une k-algebre pouvant avoir un radical o0 méme si elle est intégre.

Corollaire (4.6.3). — Soit X un k-préschéma intégre ; pour que X soit géoméiriquement
réduit (vesp. géométriquement intégre) sur k, il faut et il suffit que son corps de fonctions rationnelles
R(X) soit une extension séparable (resp. séparable et primaire) de k.

Cela résulte aussitét de (4.5.9) et (4.6.1).

Corollaire (4.6.4). — Soit X un k-préschéma réduit. Alors, pour toute extension séparable k'
de k, X'=X® k" est réduit.

Il suffit d’appliquer I’équivalence de a) et ¢) dans (4.6.1), en remplagant X
par Spec(k’) et S par X.

Proposition (4.6.5). — (1) Sotent X un k-préschéma, K une extension de k. Pour que X
soit géométriquement réduit (resp. géométriquement intégre) sur k, il faut et il suffit que X®,K soit
géométriquement réduit (vesp. géométriquement intégre) sur K.

(ii) Sotent X, Y deux k-préschémas. Si X et Y sont géométriquement réduits (resp. géométri-
quement intégres) sur k, il en est de méme de X X, Y.

L’assertion (i) est conséquence triviale des définitions et de (4.4.1). Pour démontrer
la partie de l’assertion de (ii) concernant la séparabilité, on observe que si Q est une
extension algébriquement close de £, on a (XX, Y)®,Q=X X, (Y®,Q); comme Y®,Q
est réduit, il en est de méme de X X,(Y®,Q) en vertu de (4.6.1, a)). Le reste de
Passertion (ii) résulte de ce qui préceéde et de (4.5.8, (ii)).

Proposition (4.6.6). — Soit X un k-préschéma de type fini. Il existe une extension radicielle
finie k' de k telle que (X)) eq S0it géométriquement réduit sur k'.

Comme X peut étre recouvert par un nombre fini d’ouverts affines U;, on peut se
borner au cas ou X est affine : en effet, si pour chaque ¢, £; est une extension radicielle finie
de £ telle que (U;®,k;),q soit géométriquement réduit sur £;, on peut supposer que les £;
sont contenus dans une méme extension radicielle finie £’ de £; (U;®,%’),, s’identifie &
(Ui®pki)rea®i;k’ en vertu de (I, 5.1.8), donc est géométriquement réduit sur £’ par
hypothése, et il en est donc de méme de (X®,%'),,,. Supposons donc que X = Spec(A),
ol A est une k-algébre de type fini, et soit Q une cléture algébrique de k. Désignons
par N’ le nilradical de A®,Q; comme A®,Q est un anneau noethérien, N’ est un idéal
engendré par un nombre fini d’éléments de la forme yi=2xii®§ij ou x;eA, ;e

7

Soient K une sous-extension finie de Q contenant les &;, et N l'idéal de A®,K
engendré par les y; (A®,K étant identifié a4 un sous-anneau de A®,Q); il est clair
que les y; sont nilpotents dans A®,K; d’autre part, comme N® QA =N’ (et par suite
N'n(A®,K)=RN), N contient le nilradical de A®,K, donc il est égal a ce nilradical.
Comme (A®,Q)/N'=((A®,K)/N)®Q, on voit que (X K), ®xQ2 est réduit, et par
suite (4.6.1), (X)) eost géométriquement réduit sur K. En remplagant K par
I’extension quasi-galoisienne sur £ qu’il engendre dans €2, on voit par (I, 5.1.8) que 'on
peut supposer en outre K quasi-galoisienne sur £, donc extension séparable d’une
extension radicielle finie ' de £ (Bourbaki, Alg., chap. V, § 10, n° g, prop. 14). En vertu
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de (I, 5.1.8), (X)) a®w K estisomorphe a (X)q, donc est géométriquement réduit;
il en est alors de méme de (X)), €n vertu de (4.6.5, (i)).

Corollaire (4.6.7). — Si K est une extension de type fini de k, il existe une extension radicielle
finie k' de k telle que les corps résiduels de I’anneau semi-local K ® k' soient séparables sur k'

Il suffit d’appliquer (4.6.6) & X =Spec(A), ol A est une k-algébre de type fini -
dont K est le corps des fractions.

Corollaire (4.6.8). — Soit X un k-préschéma de type fini. Il existe une extension finie k'
de k telle que (X)) ra S0it géométriquement réduit sur k' et que les composantes irréductibles de X,
souent géométriquement irréductibles et les composantes connexes de X, géométriquement connexes.

Cela résulte aussitot de (4.6.6), de (4.5.10) et (4.5.15).

Définition (4.6.9). — Sotent k un corps,} X un k-préschéma, x un point de X. On dit que X
est géométriquement réduit (oz séparable) (resp. géométriquement ponctuellement
intégre) au point x sur k, si, pour toute extension k' de k et tout point x' de X' =X® k' au-dessus
de x, X' est réduit (resp. intégre) en x' (i.e., Ok , est réduit (resp. intégre)). On dit que X est
géométriquement ponctuellement intégre si X est géométriquement ponctuellement intégre en
tous ses points, autrement dit si, pour toute extension k' de k, tous les anneaux locaux de X®, k'
sont intégres (auquel cas on dit aussi que X®, k' est ponctuellement intégre).

Notons que, pour que X soit géométriquement réduit sur £ (4.6.2), il faut et il
suffit qu’il soit géométriquement réduit sur £ en tout point xeX.

Proposition (4.6.x0). — Sotent k un corps, X un k-préschéma, k' une extension de k,
x'" un point de X' =X®. k', x son image dans X. Pour que X soit géométriquement réduit (resp.
géométriquement ponctuellement intégre) en x sur k, il faut et il suffit que X' le soit en x' sur k'.
En particulier, pour que X soit géométriquement ponctuellement intégre sur k, il faut et il suffit que X'
soit géométriquement ponctuellement intégre sur k'.

I1 suffit de prouver la premié¢re assertion. La condition étant évidemment néces-
saire, prouvons qu’elle est suffisante. Supposons donc X’ géométriquement réduit (resp.
géométriquement ponctuellement intégre) au point x’ sur £’ et prouvons que X Iest
au point x sur £, autrement dit que pour toute extension £ de £ et tout point x’’ de
X"=X® k" au-dessus de x, Ox. .. est réduit (resp. intégre). Pour cela, notons qu’il
existe un point z de X’'XxX'' qui se projette en x’ et x”" (I, 3.4.7). Soit s le point de
Spec(k'®,k"") image de z (I, 3.4.9); posons K=£k(s), Z=X®, K, de sorte que K peut
étre considéré comme extension composée de £’ et £”', et £ comme un point de Z dont
I'image dans X' (resp. X'') est x' (resp. x''). Comme X' est géométriquement réduit
(resp. géométriquement ponctuellement intégre) au point x’ sur £’, ’anneau 0O, , est
réduit (resp. intégre), et comme @ , est un Ox. ,-module fidelement plat, il s’ensuit
que 0. . est réduit (resp. intégre) (0, 6.5.1).

Corollaire (4.6.xx). — Supposons k parfait (resp. algébriquement clos). Pour que X soit
géométriquement réduit (resp. géométriquement ponctuellement intégre) au point x sur k, il faut et
il suffit que O , soit réduit (vesp. intégre).

C’est évidemment nécessaire. Inversement, si cette condition est remplie, alors,
pour toute extension k£’ de k, Spec(0x ,)®,k" est réduit (4.6.4) (resp. intégre (4.4.4));
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donc, pour tout point x' de X’'=X®: k" au-dessus de x, 0y, ,, qui est isomorphe a un
anneau local de Spec(0x ,)®,k’, est réduit (resp. inteégre).

Proposition (4.6.x2). — Soient k un corps, X un k-préschéma, x un point de X, Q une
extension parfaite de k. Les conditions suivantes sont équivalentes : A

a) X est géométriquement réduit sur k au point x, autrement dit, pour toute extension k' de k
et tout point x' de X'=X®. k' au-dessus de x, Uy, ,. est réduit.

b) Le préschéma X®,Q est réduit en un point au-dessus de x.

c) Pour toute extension finie radicielle k' de k, X' =XQ®,k’' est réduit en Punique point
au-dessus de x.

d) Spec(C,) est géométriquement réduit sur k.

€) O, est réduit, et pour toute composante irréductible Z de X contenant x, de point géné-
rique z, k(z) est une extension séparable de k.

Les implications d) =a)=5) =¢) sont immédiates, en tenant compte pour la
derniére de (4.6.10), (4.6.11) et de ce que toute extension radicielle de £ est isomorphe a
une sous-extension de Q. Prouvons que ¢) implique d). Il suffit de montrer que pour toute
extension radicielle finie £’ de k£, 0O ,®,k' est réduit (4.6.1); or cet anneau est ’anneau
local de X’'=X®, k" en l'unique point ' de X’ au-dessus de x (I,3.5.8 et g.5.7); il est
donc réduit en vertu de ’hypotheése ¢). Enfin, I’équivalence de d) et de ¢) résulte de I’équi-
valence de b) et ¢) dans (4.6.1), puisque les composantes irréductibles de X contenant x
correspondent biunivoquement aux composantes irréductibles de Spec(Cx ,) (I, 2.4.2).

Corollaire (4.6.13). — Sous les hypothéses de (4.6.12), supposons de plus que X soit
localement noethérien. Alors les conditions a) d e) de (4.6.12) équivalent aussi a la suivante

£) Il existe un voisinage ouvert U de x qui est géométriquement réduit sur k.

En effet, cette condition implique trivialement que X est géométriquement réduit
au point x sur £. Inversement, s’il en est ainsi, puisque ’anneau Oy , est réduit, il existe
un voisinage ouvert U de x dans X qui est réduit (I, 6.1.13); prenant U assez petit,
on peut en outre supposer que U ne rencontre aucune des composantes irréductibles
de X ne contenant pas x. Alors le critére (4.6.12, ¢)) prouve que U est géométriquement
réduit sur £, compte tenu du critére (4.6.1, ¢)).

Il résulte de (4.6.13) que lorsque X est localement noethérien, ’ensemble
des xeX ou X est géométriquement réduit sur £ est ouvert, et c’est le plus grand ouvert
de X qui soit géométriquement réduit sur £.

(4.6.14) Il résulte de (4.6.10) et (4.6.11) que si Q est une extension algébrique-
ment close de £, il revient au méme de dire que X est géométriquement ponctuellement
intégre au point x, ou que X®,Q est intégre en ur point au-dessus de x.

Pour que X soit géométriquement ponctuellement intégre au point x, il est nécessaire
que X soit intégre au point x, et que si z est le point générique de 'unique composante
irréductible de X contenant x, k(z) soit une extension séparable de k; cela résulte
de (4.6.10). Mais ces conditions ne sont pas suffisantes, comme il résulte de I’exemple
(4.5.12, (i1)). Une condition suffisante mais non nécessaire est que X soit géométriquement
réduit au point x et n’appartienne qu’a une seule composante irréductible de X, que
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I’on suppose en outre géométriquement irréductible; si de plus X est localement noethérien, il
y a alors un voisinage ouvert de x dans X qui est géométriquement intégre.

Rappelons que si un préschéma localement noethérien est ponctuellement intégre,
il est localement intégre (I, 6.1.13). Si un k-préschéma X, localement de type fini sur £,
est géométriquement ponctuellement intégre sur £, il résulte donc de cette remarque
que, pour toute extension £’ de £, X®,.k" est localement intégre (on dit encore dans ce
cas que X est géométriquement localement integre).

Proposition (4.6.15). — (1) Soient k un corps, X un k-préschéma de type fini. Pour que X
soit géoméiriquement ponctuellement intégre, il faut et il suffit qu’il soit géométriquement réduit et
que le nombre géométrique de ses composantes irréductibles soit égal au nombre géométrique de
ses composantes connexes.

(ii) Soit X un préschéma localement de type fini sur k. St X est géométriquement ponctuellement
intégre en un point x, il existe un voisinage ouvert U de x qui est géométriquement ponctuellement
intégre. En d’autres termes, Pensemble des xe€X ok X est géométriquement ponctuellement intégre
est ouvert dans X.

(i) Etant donnée une extension algébriquement close Q de &, X est ponctuelle-
ment intégre (ou localement intégre, ce qui revient au méme puisque X, est noethérien)
si et seulement §’il est réduit et si le nombre de ses composantes connexes est égal au
nombre de ses composantes irréductibles (I, 6.1.10). Il suffit alors d’appliquer (4.5.1),
(4.6.1) et la premiere remarque de (4.6.14).

(ii) La question étant locale sur X, on peut se borner au cas ot X est un préschéma
de type fini sur £. En outre, on sait qu’il y a un voisinage ouvert de x dans X qui est
géométriquement réduit (4.6.13), donc on peut supposer X géométriquement réduit.
I1 existe alors une extension finie £’ de £ tel que X'=X®, k" soit réduit et que ses
composantes irréductibles soient géométriquement irréductibles (4.6.8). Soit p : X' =X
la projection canonique, qui est un morphisme fini surjectif, et soient x; (1<j<7) les
points de p~'(x); par hypothése, X’ est intégre en chacun des %], donc chaque #; a un
voisinage ouvert V; dans X’ qui est intégre. Comme p est fermé (IL, 6.1.10), chacun
des p(V]) est un voisinage de x, donc il existe un voisinage ouvert U de x tel que p~*(U)
soit contenu dans la réunion des V], et soit par suite intégre en chacun de ses points,
donc localement intégre. Les composantes irréductibles de p~*(U) sont donc ouvertes
et deux a deux disjointes, et comme elles sont géométriquement irréductibles (4.5.9),
1 (U)=U®, k" est géométriquement ponctuellement intégre en vertu de (i), et il
en est donc de méme de U par définition.

Proposition (4.6.16). — Soient k un corps, X un k-préschéma localement noethérien,
F un Ox-Module cohérent. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) Pour toute extension de type fini k' de k, si Uon pose X'=XQ. k', alors F'=F k'
est un Ox.-Module réduit (3.2.2).

b) Pour toute extension finie radicielle k' de k, F' est un Ox.-Module réduit.

c) F est réduit, et si § est UIdéal de Ox annulateur de F, le sous-préschéma fermé défini
par F est géométriquement réduit sur k.
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En outre, st X est localement de type fini sur k, ces conditions sont aussi équivalentes a la
suivante :

d) Pour toute extension k' de k (ou pour une extension algébriquement close k' de k), F' est
un Ox.-Module rédust.

Il est clair que @) entraine 4). La condition &) entraine d’abord que % est réduit :
cela signifie (3.2.3) que si Y est le sous-préschéma fermé de X défini par I’Idéal
cohérent £ de Oy, annulateur de &, Y est réduit, et il y a un @y-Module cohérent sans
torsion & de rang 1 sur toute composante irréductible de Y, tel que j (9)=%,;j: Y—=>X
étant 'injection canonique. Or, pour foufe extension £’ de k, I’annulateur de &’ est
F'= F®.k', le morphisme projection X'—X étant plat (2.1.11); le sous-préschéma
fermé de X' défini par £ est Y =Y® k', etsi j/: Y —>X’ est Pinjection canonique,
et ¥'=%®k', ona F'=;(%'). Notons aussi que, pour toute extension £’ de £ telle
que X'’ soit localement noethérien, &' est sans cycle premier associé immergé (4.2.7).
De plus, tout point maximal y’ de Y’ est au-dessus d’un point maximal y de Y; comme ¥,
est isomorphe a Oy ,, %, est isomorphe a @y, ,.. On voit donc (par (3.2.3)) qu’il revient
au méme de dire que &' est réduit ou que le préschéma Y’ est réduit, lorsque X’ est
localement noethérien. Le fait que b) entraine ¢) et que ¢) entraine a) est donc conséquence
de (4.6.1,4d) et b)); dans a), I’hypothése que £’ est une extension de type fini de £ n’est
faite que pour assurer que X’ est localement noethérien. Lorsque X est localement de
type fini, X’ est localement noethérien pour toute extension £’ de £, ce qui prouve dans
ce cas I’équivalence de d) et des autres conditions.

Définition (4.6.37). — Lorsque F vérifie les conditions équivalentes de (4.6.16), on
dit que F est géométriquement réduit sur k, ou séparable sur k.

Proposition (4.6.x8). — Soient k un corps, X un k-préschéma localement noethérien,
F un Ox-Module cohérent. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) Pour toute extension de type fini k' de k, si Pon pose X'=X® k', alors F'=F Ok
est un Ox.-Module intégre (3.2.4).

b) Pour toute extension finie k' de k, F' est un Ox.-Module intégre.

c) F est réduit (ou intégre), et si F est ’ldéal de Ox annulateur de F, le sous-préschéma
Jermé défini par F est géométriquement intégre.

En outre, si X est localement de type fini sur k, ces conditions sont aussi équivalentes a la
suivante :

d) Pour toute extension k' de k (ou pour une extension algébriquement close k' de k), F' est
un Ox.~Module intégre.

Les conditions a), &) et ¢) entrainent que & est intégre, donc Ass(#) réduit a
un seul point x, qui est le point générique de Supp(&). Pour toute extension £’ de £ pour
laquelle X’ est localement noethérien, les cycles premiers associés a &’ sont donc non
immergés, et sont les points maximaux de Supp(Z’'), qui sont tous au-dessus de x.
D’autre part, en vertu de (4.6.16), chacune des conditions a), b), ¢) entraine que &
est géométriquement réduit; il est trivial que @) entraine 4), et b) entraine que Supp(F)
est géométriquement irréductible (4.5.9), donc ¢), puisque le sous-préschéma Y défini
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par £ est alors géométriquement réduit et géométriquement irréductible, donc géomé-
triquement intégre. Inversement, si Y est géométriquement intégre, pour foufe extension &’
de £, Supp(#"’) est irréductible, donc, si X’ est localement noethérien, &' est intégre;
cela montre que ¢) entraine a), et que ¢) entraine d) lorsque X est localement de type
fini sur £.

Définition (4.6.19). — Lorsque F vérifie les conditions équivalentes de (4.6.18), on dit
que F est géométriquement intégre sur K.

Proposition (4.6.20). — Soient k un corps, X un k-préschéma localement noethérien,
F un Ox-Module cohérent. Soit K une extension de k telle que X®, K soit localement noethérien.
Alors, si F est géométriquement réduit (resp. géométriquement integre) sur k, F @, K est géomé-
triquement réduit (resp. géométriquement intégre) sur K.

En effet, pour toute extension finie K’ de K, (X®,K)®K'=X®, K’ est localement
noethérien, et on a vu dans les démonstrations de (4.6.16) et (4.6.18) que I’hypothése
sur & entraine que F®,K’' est réduit (resp. intégre), d’ou la conclusion.

Proposition (4.6.2x). — Soient k un corps, X, Y deux k-préschémas localement noethériens tels
que XX, Y soit localement noethérien. Soient F un Ox-Module cohérent, & un Oy-Module cohérent.

(i) St F est géométriquement réduit (resp. géométriquement intégre) et % réduit (resp.
intégre), alors F®,9 est réduit (resp. intégre).

(ii) St F et G sont géométriquement réduits (resp. géométriquement intégres), il en est de
méme de F®,9Y.

(i) Utilisant (3.2.3), (4.6.16) et (4.6.18), on peut se borner au cas ou
Supp(F)=X, Supp(¥9)=Y, X étant géométriquement réduit (resp. géométriquement
intégre), Y réduit (resp. intégre), F et ¢ sans cycles premiers associés immergés, et &,
étant isomorphe a @, en tout point maximal x de X, %, isomorphe a 0, en tout point
maximal y de Y. On sait alors (4.2.3) que F®, % est sans cycle premier associé immergé,
et que les cycles premiers associés & F®, ¥ sont exactement les composantes irréductibles
de Xx,Y (4.2.5). On peut donc se borner au cas out X et Y sont irréductibles; alors,
si X est géométriquement réduit et Y réduit, on sait (4.2.4, (ii)) que XXx,Y est
réduit; si X est géométriquement inteégre et Y intégre, on sait que X X,Y est en outre
irréductible (4.5.8, (i)), donc intégre. Enfin, tout point maximal z de XX, Y est
au-dessus de x et de y, donc les hypothéses sur & et ¢ entrainent, en vertu de (I, 9.1.12)
que (F®,9), est isomorphe a 0,, ce qui achéve la démonstration dans ce cas.

(ii) Le raisonnement est analogue, maisici (aprés réduction au cas ot X=Supp(F),
Y =Supp(9)), Xx,Y est géométriquement réduit (resp. géométriquement intégre) en
vertu de (4.6.5, (ii)).

Les définitions (4.6.18) et (4.6.19) se localisent :

Définition (4.6.22). — Soient k un corps, X un k-préschéma localement noethérien, F un
Ox-Module cohérent. On dit que F est géométriquement réduit ou séparable (resp. géométri-
quement ponctuellement intégre) en un point xeX si, pour toute extension finie radicielle
(resp. finie) k' de k, F ® k' est réduit (resp. intégre) en chacun des points x' de X®, k' au-dessus
de x (cf. (3.2.2) et (3.2.4)).
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Si # estréduit en «, il y a un voisinage ouvert U de x tel que & | U soit réduit (3.2. 2).
En raisonnant comme dans (4.6.16), on voit que dire que & est géométriquement
réduit au point x équivaut a dire que & est réduit au point x et que le sous-préschéma
fermé Y défini par Pannulateur # de F est géométriquement réduit au point x; il en résulte
qu’il y a un voisinage ouvert U de x tel que & |U soit géoméiriquement réduit (4.6.11).
Les raisonnements de (4.6.16) et (4.6.18) montrent aussi que si X est localement
de type fini sur £, dire que # est géométriquement ponctuellement intégre au point x
équivaut a dire que & est réduit au point x et que le sous-préschéma Y est géométri-
quement ponctuellement intégre au point x.

4 .7. Multiplicités dans la décomposition primaire sur un préschéma algé-
brique.

Lemme (4.7.x). — Sotent A, B deux anneaux locaux, m l'idéal maximal de A, p : A—B
un homomorphisme local. On suppose que B soit un A-module plat, et B/mB un B-module de
longueur finie. Alors, pour qu’un A-module M soit de longueur finie, il faut et il suffit que My,
sott un B-module de longueur finie, et on a

(4.7.-1.1) longy(M,p)) = long, (M) .longy(B/mB).

C’est un cas particulier de (2.5.5.2).

Corollaire (4.7.2). — Soient A, B deux anneaux noethériens, o : A—~B un homo-
morphisme d’anneaux tel que B soit un A-module plat. Soient q un idéal premier minimal de B,
p=p¢"1(q), M un A-module de type fini; alors p est un idéal premier minimal de A, M, est un

A,-module de longueur finie et I'on a

(4.7.2.1) 10nng(M(B))q = (longAp(Mp)) (lonng(Bq/qu) )-

En effet, B, est un A,-module plat (0;, 6.3.2) et ’homomorphisme A,—B, est
local, donc B, est un A,-module fidé¢lement plat (0;, 6.6.2); le fait que p est minimal
dans A résulte de (2.3.5). En outre, A, est alors un anneau artinien (Bourbaki, Alg. comm.,
chap. IV, § 2, n° 5, prop. 9) et M, est donc un A, -module de longueur finie; la formule
(4.7.2.1) est donc un cas particulier de (4.7.1.1).

Proposition (4.7%7.3). — Sotent k un corps d’exposant caractéristique p, X un préschéma integre
localement noethérien, K =R (X) le corps des fonctions rationnelles sur X. Sotent k' une extension
de k, (X,) la famille des composantes irréductibles de X'= X, x; le point générique de X,.

(1) On suppose que X' soit localement noethérien (ce qui a lieu si X est localement de type
fini sur k, ou si k' est une extension de type fint de k). Soient alors k' une extension quelconque
de k', X"'=X® k", (X{) la famille des composantes irréductibles de X', x; le point générique
de X' St xy est au-dessus de x,, on a

(4.7-3.1) long(6,,) =long(0, ) .long(0y, 5,)

oulona posé 2" = (X1,q)®u k. En particulier, si k'’ est une extension séparable de k’ telle que 2"’
soit localement noethérien, on a long(@xb,) =long(@, ).
a
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(ii) S8z X est localement de type fini sur k, ou si k' est une extension de type fini de k, les nombres
long (0, ) sont des puissances de p.

(iii) On suppose que X est localement de type fini sur k. Alors, si k' est parfait, tous les
nombres long(wm&) sont égaux et ne dépendent que de extension K de k (et non de P’extension
parfaite particuliere £’ de & considérée). En outre, il existe une extension radicielle finie k,
de k telle que, si x, est le point générique de X, =X®.k, (qui est irréductible), on ait
long(@m;)=long(@zl) pour tout a.

(i) Rappelons (4.2.4) que les composantes irréductibles X, qui sont en nombre
fini, correspondent biunivoquement aux idéaux premiers minimaux p, de K®. k', et
que 036; est un anneau artinien, isomorphe a (K®;£’), ; ces anneaux ne dépendent
donc que des extensions K et £’ de £ (et sont par suite les mémes (£’ étant fixé) pour
tous les k-préschémas inteégres ayant méme corps K de fonctions rationnelles). La
formule (4.7.8.1) résulte de (4.7.2.1) appliquée a ’anneau noethérien A d’un voisi-
nage affine de x; dans X', et a Panneau B d’un voisinage affine assez petit de x3 dans X",
p et q étant les idéaux premiers minimaux correspondant a x, et x; respectivement,
et en prenant M=A : on notera que A/p est I’anneau d’un voisinage affine de x,
dans X, et que B=A®_k"; si q'=q/pB, idéal premier minimal de B/pB, on a
(DZ,,,xé,:(B/pB)q,: o/PB,, d’olt (4.7.3.1). La derniére assertion de (i) résulte de ce
que dans ce cas Z" est réduit (4.2.4), donc pB,=qB,.

(i1) Si £’ est une extension de type fini de £, il y a une extension transcendante
pure k, de £ telle que £’ soit une extension finie de k;; comme £, est séparable sur £,
il résulte de (i) appliqué en remplacant £’ et k'’ par £ et k; respectivement, que ’on
peut remplacer X par X®.k;, autrement dit, supposer que £’ est une extension finie
de k. Il y a alors une extension finie quasi-galoisienne £’ de £ contenant £, et la
formule (4.7.3.1) montre qu’il suffit de prouver I’assertion pour £’’. Mais £’ est une
extension séparable d’une extension radicielle finie £, de %, donc, en vertu de (i), on est
ramené dans ce cas & prouver Passertion lorsque k’'=#, est en outre radicielle. On sait
alors que K®.k; est un anneau artinien n’ayant qu’un seul idéal premier minimal
(4.3.2); si K est une cloture algébrique de K, la longueur de K®, 4, divise celle de
I’anneau artinien K®k, en vertu de (4.7.1.1). Mais K®,k, est une K-algébre arti-
nienne n’ayant qu’un seul idéal premier (nécessairement maximal), et son quotient
par cet idéal est une extension finie de K, donc nécessairement égale 2 K; la longueur
de K®,k, est donc égale a son rang sur K, c’est-a-dire & [k, : k], qui est une puissance
de p.

Supposons ensuite que X soit localement de type fini sur £; alors, X'’ est localement
noethérien pour toute extension £’’ de £’. Prenant pour £”’ une extension algébriquement
close de k', on est ramené, en vertu de (4.7.3.1), a prouver l’assertion lorsque £’ est
algébriquement clos. Comme £’ est alors une extension séparable de la cloture algébrique &
de %, il résulte encore de (i) qu’on est ramené au cas od A'=#k. Or, on sait (en
remplagant X par un ouvert affine de type fini sur £) qu’il y a une extension radicielle
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finie £, de £ telle que (X®,k), soit séparable sur £, (4.6.6); donc (X®kk1)md®k17c
est réduit (4.6.4). En vertu de (4.7.3.1), on est donc de nouveau ramené au cas ou £’
est une extension finie radicielle de £, et on conclut comme plus haut.

(iii) Notons que deux extensions £, £’ de k sont contenues dans une méme
extension algébriquement close de £; pour montrer que ’ensemble des nombres long(0,, ),
pour £’ parfaite, ne dépend pas du choix de £’, on peut donc se borner & comparer ces
nombres pour £’ et pour une extension algébriquement close £’ de £’; dans ce cas,
Passertion résulte de (i), puisque k'’ est séparable sur k'. Pour montrer que tous les
nombres long(0,,) sont égaux, on peut donc se borner au cas o k'=£k, cléture
algébrique de k. Or, 'extension radicielle finie £, de £ étant alors déterminée comme
dans (ii), les x, sont tous au-dessus de 'unique point générique de X,=X®k,, etla
relation long(@,, ) =1long(0,) pour tout a résulte encore de (4.7.3.1), vu le choix de £;.

Définition (4.7.4). — Soient k un corps, X un k-préschéma intégre, K le corps des fonctions
rationnelles sur X. On appelle multiplicité radicielle de K (ou de X) sur k la borne supérieure
des longueurs des anneaux artiniens K®,k,, lorsque k, parcourt I'ensemble des extensions radicielles
finies de k. On appelle multiplicité séparable de K (ou de X) sur k le nombre géoméirique des
composantes irréductibles de X si ce nombre est fini, e¢ -+ oo dans le cas contraire. Enfin, on
appelle multiplicité totale de K (ou de X) sur k le produit de la multiplicité radicielle et de la
multiplicité séparable de K sur k.

On notera que si p est I’exposant caractéristique de & et si la multiplicité radicielle
de K sur £ est finie, c’est une puissance ¢=4 de p, comme il résulte de (4.7.3, (ii));
lorsque p#1, f est bien déterminé et est appelé Pexposant d’inséparabilité de K sur k;
lorsque p=1, la multiplicité radicielle est toujours égale a 1.

Dire que la multiplicité radicielle (resp. séparable, resp. totale) de X sur £ est 1
signifie que X est géométriquement réduit (resp. géométriquement irréductible, resp.
géométriquement intégre) sur £.

Lorsque X est localement de type fini, la multiplicité radicielle de X sur £ est
encore la longueur commune des anneaux locaux A; aux idéaux premiers minimaux
de Panneau total des fractions A de K®, k', pour toute extension parfaite £’ de £;
la multiplicité séparable de X sur £ est le nombre d’idéaux premiers minimaux de
A=K®,Q pour toute extension algébriquement close Q de %, et enfin la multiplicité
totale est la somme des longueurs des anneaux locaux A; de A=K®,Q en ses idéaux
premiers minimaux ; ces nombres sont tous trois finis dans ce cas.

Définition (4.7.5). — Soient k un corps, X un k-préschéma localement de type fini sur k,
F un Ox-Module cohérent, x un point de X tel que F, soit un O,-module de longueur finie. On
appelle longueur géométrique de F en x (relative a k), ou multiplicité radicielle de x pour
F le produit Wy (F) = (long@x(ﬁ’x))pi(k(x) |k), o w;(k(x)|k) désigne la multiplicité radicielle
de k(x) sur k.

Lorsque X est intégre, et x le point générique de X, on a long(0@,) =1, donc la
multiplicité radicielle de x pour @y n’est autre que la multiplicité radicielle de X sur £,
définie dans (4.7.4).
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Proposition (4.7.6). — Soit o>F'>F >F''—o0 une suite exacte de Ox-Modules
cohérents. St en un point xeX la longueur géométrique N\, (F) de F en ce point est définie, il en

est de méme des longueurs géométriques N, (F') et N (F'"), de F' et F'' au point x, et réciproquement ;
en outre, on a

(4.7.6.1) M(F) =2(F) +2,(F)

La proposition résulte aussitot de la définition, car long(#,) est finie si et seulement
si long(#),) et long(#') sont finies, et I'on a long(#,) =long(#,) + long(%#,).

(4-7.7) Sous les hypothéses de (4.7.5), les seuls points xeX tels que &, soit
un @,-module de longueur finie non nulle sont (en vertu de (8.1.2)) les points maximaux
de Supp(#), comme il résulte de Bourbaki, Alg. comm., chap. IV, § 2, n° 5, cor. 2 de la
prop. 7, la question étant locale sur X. On sait qu’il existe un sous-préschéma fermé Y
ayant Supp (&) pour espace sous-jacent, et un Oy-Module cohérent ¢ tel que F=j (9),
J :Y—=>X étant P'injection canonique. Si x est point maximal de Y, on voit que les
longueurs géométriques de & et de & en x sont égales, O , et Oy , ayant méme corps rési-
duels. On en déduit la caractérisation suivante de la longueur géométrique :

Proposition (4.7.8). — Sous les hypothéses de (4.7 .5), soit x un point maximal de Supp(F).
Soit k' une extension parfaite de k; posons X'=XOk', F'=F ®k'; alors la longueur géomé-
trique \,(F) de F en x est égale & la longueur du O, -module F, en tout point maximal x' de
Supp(F') au-dessus de x. En outre, il existe une extension radicielle finie ky de k telle que, en
posant Xy =X@k,, F1=F Qky, \(F) soit égale a la longueur du O, -module (F,)
tout point maximal x, de Supp(F,) au-dessus de x.

La remarque de (4.7.7) montre qu’on peut se borner au cas ou x est point
maximal de X. En outre, la question est locale sur X et 'on peut donc supposer
X =Spec(A) affine noethérien, F =i\7[, ou M est un A-module de type fini; soient
B=A®,k', p (resp. q) 'idéal premier minimal de A (resp. B) correspondant a x (resp. x').
On a alors, en appliquant la formule (4.7.2.1)

long, () =longy (#,) .longg (By/pB,).

2 N

Mais comme k(x) =A,/pA,, le méme raisonnement que dans (4.7.3) montre que
lonng(Bq/qu) est égal 4 la longueur de Panneau local (B/pB),, ou q'=q/pB.
L’anneau (B/pB), est un anneau local de (A/p)®,k" pour un idéal premier minimal
de cet anneau, donc aussi un anneau local de ’anneau total des fractions de k(x)®,k’,
et la longueur d’un tel anneau est par définition p,(k(x)|£), d’ot la premiére assertion.
La seconde se démontre de méme, en remplagant £’ par k; et utilisant (4.7.3, (iii)).

On dit encore, dans le cas ol ¥ est point maximal de Supp(#), que la longueur
géométrique de F en x est la multiplicité radicielle du cycle premier maximal (x_} associé a F.

Corollaire (4.7.9). — Sous les hypothéses de (4.7.5), soient k' une extension de F,
X' =X, F'=F Ok'; soient Z une composante irréductible de Supp (F), et Z' une composante
irréductible de Supp(F') qui domine Z (4.2.7). Alors les multiplicités radicielles de Z. par rapport
a F et de L' par rapport a F' sont les mémes.
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Il suffit de considérer une extension parfaite £’ de £’ et en posant X' =X®, k",
F"'=F ®,k", un point maximal x"* de Supp(#"’) qui est au-dessus du point générique
de Z’; alors il résulte de (4.7.8) que long(Z,/) est égal aux multiplicités de Z et de Z'.

Proposition (4.7.10). — Soient k un corps, X un k-préschéma localement de type fini sur k,
F un Ox-Module cohérent, x un point de X, z; les points génériques des composantes irréductibles
de Supp(F) qui contiennent x. Pour que F soit géométriquement réduit au point x (4.6.22),
il faut et il suffit que x n’appartienne & aucun cycle premier associé immergé de F et que, pour tout i,
la longueur géoméirique 1, (F) de F au point z; soit égale @ 1.

Montrons d’abord que les conditions de I'énoncé sont suffisantes. En effet, si £’
est une extension finie de £, x” un point de X'=X®, k" au-dessus de x, et F' =F Q, k',
%' n’appartient a aucun cycle premier associé immergé de &' en vertu de (4.2.7); en
outre, en vertu de (4.7.8), la longueur géométrique de F' est égale a 1 en tout point
générique z; d’'une composante irréductible de Supp(#”) contenant x’, un tel point étant
au-dessus d’un des z; en vertu de (2.3.4); a fortiori on a long(%#,)=1, ce qui prouve
que F' est réduit au point x'. ]

Inversement, il résulte d’abord de (4.2.7) que si, pour une extension finie £’ de £,
' est réduit en tous les points #' de X’ au-dessus de x, alors x n’appartient & aucun
cycle premier associé immergé de #. En outre, en prenant pour £’ le corps £, de I’énoncé
de (4.7.8) (ou x est remplacé par un des g;), I’hypothése que & est géométriquement
réduit au point x entraine que A, (F)=1.

Proposition (4.7.11). — Soient k un corps, X un préschéma localement de type fini sur k,
F un Ox-Module cohérent, k' une extension de k, X' =X®k', F'=F ®,k', x un point de X,
x un point de X' au-dessus de x. Pour que F soit géométriquement réduit (resp. géométriquement
ponctuellement intégre) au point x, il faut et il suffit que F' soit géométriquement réduit (resp.
géométriquement ponctuellement intégre) au point x'.

Les composantes irréductibles de Supp(#’) contenant x' dominent chacune une
composante irréductible de Supp(&#) contenant x, et inversement chacune de ces
derniéres est dominée par une composante irréductible de Supp(#’) contenant x’
((4.2.7, (1)) et (2.8.4)). L’assertion concernant la propriété de séparabilité résulte donc
de (4.2.7, (ii)), (4.7.9) et (4.7.10). Soient Y le sous-préschéma fermé de X défini
par I’ldéal # annulateur de &, de sorte que Y'=Y®, k" est le sous-préschéma fermé
de X’ défini par ’Idéal #’'= #®.k annulateur de F'; dire que F (resp. &F') est
géométriquement ponctuellement intégre au point x (resp. x’) revient a dire que F
(resp. Z') est géométriquement réduit au point x (resp. x’) et que Y (resp. Y’') est
géométriquement ponctuellement intégre au point x (resp. x’). En vertu de I’assertion
de I’énoncé concernant la séparabilité, I’hypothése que # est géométriquement ponctuel-
lement intégre au point x, ou I’hypothése que F’ est géométriquement ponctuellement
intégre au point x’, entrainent toutes deux qu’il existe dans Y un voisinage de x qui
est séparable, et la conclusion résulte de (4.6.10).

Définition (4.7.12). — Sotent k un corps, X un k-préschéma localement de type fini
sur k, F un Ox-Module cohérent, x un point maximal du support de F. On appelle multiplicité
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totale de x (ou du cycle premier {;}) pour F (relative a k) le produit de la multiplicité radicielle de
x pour F par la multiplicité séparable de k(x) sur k.

Il revient au méme de dire que la multiplicité totale de x pour & est le produit
de la longueur longe (#,) par la multiplicité¢ totale de k(x) sur £ (4.7.4). Avec les
notations de (4.7.11), la multiplicité totale de ¥ pour & est égale a la somme des multi-
plicités totales pour &’ des points maximaux x; de Supp(#’) qui sont au-dessus de x;
en outre, il existe une extension finie k' de £, telle que la multiplicité totale de x pour F#
soit dgale ¢ X long(ﬂ';é).

Proposition (4.7.13). — Les hypothéses et les notations étant celles de (4.7.10), pour
que F soit géométriquement ponctuellement intégre au point x, il suffit que x n’appartienne qu’d
un seul cycle premier associé (nécessairement non immergé) de F et que la multiplicité totale
pour F du point générique z de ce cycle soit égale a 1. v

En effet, si £’ est une extension finie de £, " un point de X'=X® £ au-dessus
de x et F'=FQ®,k', x' ne peut appartenir qu’a un seul cycle premier associé a &,
puisqu’il n’y a qu’un seul point maximal de Supp(#’) au-dessus de z par hypothése;
en outre, & est géométriquement réduit d’aprés (4.7.10), d’olt la conclusion.

4.8. Corps de définition.

(4.8.1) Etant donné un préschéma X, nous désignerons, dans ce numéro, par G(X)
Pensemble des sous-préschémas de X, et comme d’ordinaire par P(X) I’ensemble des
parties de I’espace sous-jacent a X; pour tout Ox-Module quasi-cohérent &, nous dési-
gnerons par ®(F) I’ensemble des sous-Ox-Modules quasi-cohérents de Z.

(4-8.2) Soient £ un corps, X, Y deux k-préschémas, #, ¥ deux Ox-Modules
quasi-cohérents, K, K’ deux extensions de £ telles que K’'CK. On a alors, correspondant
au morphisme Spec(K) — Spec(K’), des applications canoniques

(4.8.2.1) (F®,K) - d(F®,K)

(4.8.2.2) Hom(#®,K’, 49, K') -~ Hom(#®, K, 9®,K)
(4.8.2.3) (X)) = 6(X)

(4.8.2.4) Homy, (X, Yx) = Homg (X, Y
(4.8.2.5) PXgy) > B(Xg)

Si px : Xk — Xg) est la projection canonique, I'application (4.8.2.5) est
M~>pz (M), et de méme (4.8.2.3) est Z~>px (Z)=Z®x K (I, 4.4.1). L’applica-
tion (4.8.2.1) est S~ py () =‘#®@x(K,)0X<K); (4.8.2.2) est u~>px(u) etenfin (4.8.2.4)
est I'application f~fg,.

Si I'on désigne par eg i, une quelconque de ces applications canoniques, il est
clair que si K”, K’, K sont trois extensions de % telles que K"’ CK’CK, on a

(4.8.2.6) SK,K”ZSK,K'OEK’,K"'
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Proposition (4.8.3). — Les applications canoniques (4.8.2.1) @ (4.8.2.5) sont injectives.

On sait en effet que py est fidélement plat et quasi-compact; le fait que (4.8.2.5) soit
injectif résulte donc de ce que py est surjectif. L’injectivité de (4.8.2.1) résulte de (2.2.2),
celle de (4.8.2.2) de (2.2.7), celle de (4.8.2.3) de (2.2.15) et enfin celle de (4.8.2.4)
de (2.2.16).

Définition (4.8.4). — Les notations étant celles de (4.8.2), on dit qu’un sous-@x(K)-Module

quasi-cohérent de FQ,K (resp. un homomorphisme F ®,K—->%®, K, resp. un sous-préschéma
de X, resp. un K-morphisme Xy—Y ), resp. un sous-ensemble de X)) est défini sur K’
s’il appartient a I'image de Iapplication (4.8.2.1) (resp. (4.8.2.2), resp. (4.8.2.3), resp.
(4.8.2.4), resp. (4.8.2.5)). On dit alors que K' est un corps de définition de I’objet considéré.

I est clair que K lui-méme est corps de définition d’un élément de I’'un quelconque
des cing ensembles d’arrivée des applications (4.8.2.1) & (4.8.2.5). On notera toutefois
que pour un K-préschéma Z, dire par exemple qu’un @;-Module quasi-cohérent #
est « défini sur un sous-corps K’ de K » n’a de sens que si Z a été donné sous la forme X,
pour un préschéma X sur un sous-corps £ de K, et si 2 est un sous-0;-Module d’un
0,-Module qui a été donné sous la forme F®,K, ol & est un Ox-Module quasi-cohérent;
on a des remarques analogues pour les autres notions. Il résulte de (4.8.2.6) que si un
élément de I'un des ensembles d’arrivée des applications de (4.8.2) est défini sur K, il est
aussi défini sur tout corps K’ tel que K’CK” CK. Enfin, avec les notations de (4.8.2.6),
si K; est une extension de K, pour qu’un élément de ensemble d’arrivée de e g soit
défini sur K, il faut et il suffit que son image par ey soit définie sur K’, en vertu de
la relation eg g =eg goeg k-

Proposition (4.8.5). — Avec les notations de (4.8.2), soit (X,) un recouvrement ouvert
de X. Pour qu’un élément # e®(F ®,K) (resp. ueHom(F®, K, ¥®,K), resp. ZeS(X,),
resp. MeP(X)) soit défini sur K', il faut et il suffit que pour tout «, #|(X,) g (resp.
] (X mys Z0 (X Mo (X)) k) soit défini sur K'.

Cela résulte aussitét de 'injectivité des applications (4.8.2.1), (4.8.2.2), (4.8.2.3)
et (4.8.2.5) : par exemple, si pour tout a, il y a un sous-Oy (K,)-Module quasi-cohérent S,
de (F|X,)®, K’ tel que #|(X,)x =#,Ox K, pour deux indices «, 8 quelconques,
on aura #|(X,nXp)g = (F,|(X,0Xp) g O K= (#4| (X,nXp) k) ®x K, donc
nécessairement #, | (X,nX) gy =H#p| (X,nXg) k) quels que soient a et B et il y a
par suite un sous-@x(x,)-Module quasi-cohérent #’ de F®, K’ tel que #'|(X,)g)=H
pour tout «, donc # =#'Qr K. On raisonne de méme dans les autres cas.

Lemme (4.8.6). — Soient k un corps, K une extension de k, A une k-algébre, M un A-module,
N un sous-Agy-module de My, K’ une sous-extension de K. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

a) N est de la forme N'® K, oit N’ est un sous-Ag-module de My, .

b) §i X =Spec(A), le O -Module quasi-cohérent (N)~ sur Xxy=Spec(Ay,) est défini
sur K'.

c) N est de la forme N'® K, ot N’ o. un sous-K'-espace vectoriel de M.
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L’équivalence de a) et 4) résulte trivialement de (I, 1.6.5); il est clair d’autre
part que a) entraine ¢). Inversement, si ¢) est vérifiée, on sait que 'on peut écrire
(a identification canonique prés) N'=Nn My,. Comme N et My, sont par hypothése
des Agy-modules, il en est de méme de N'.

Corollaire (4.8.7). — Sous les hypothéses de (4..8.6), il existe un plus petit sous-corps K’
de K contenant k tel que les conditions équivalentes de (4.8.6) soient vérifides.

I suffit de le voir pour la condition ¢), ou cela résulte de Bourbaki, Alg., chap II,
3¢ éd., § 8, n° 6, prop. 6.

Lemme (4.8.8). — Les notations étant celles de (4.8.2) :

(1) Soit u : FO,K - GO, K un 0X(K)-komomorphisme, et soit HC(F®,K)®(%®,K)
son graphe. Pour que u soit défini sur K', 1l faut et il suffit que 3¢ le soit.

(ii) Soit Z un sous-préschéma fermé de X k)> et soit F PIdéal quasi-cohérent de Ox o
définissant Z.. Pour que Z soit défini sur K', il faut et il suffit que ¢ le sot.

(iii) Soit f un K-morphisme : Xk~ Y et soit Z le sous-préschéma de Xig) Xk Y(k)»
graphe de f (L, 5.3.11); pour que f soit défini sur K', il faut et il suffit que Z le soit.

L’assertion (ii) résulte aussitét de (I, 4.4.5). La nécessité dans ’assertion (iii)
est évidente ; supposons réciproquement que I’on ait Z = Zx,y, ot Z’ est un sous-préschéma
de (XX,Y)x); st p':Z'—>Xg, est la restriction a Z’ de la premicere projection, on
sait que py) est un isomorphisme de préschémas, donc il en est de méme de p’
(2.7.1, (viii)); mais cela signifie (I, 5.9.11) que Z’ est le graphe d’un K’-morphisme
S Xgy=>Ygy, et on a alors f=fg (I,5.3.12).

Enfin, pour prouver (i), on peut, en vertu de (4.8.5), supposer que X = Spec(A)
est affine, & = ﬁ, @ :ﬁ, ou M et N sont des A-modules, et u = ()™, ol v : Mg)—>N,
est un Ag,-homomorphisme. Supposons que le graphe de v soit de la forme P, oit P
est un sous-Ag,-module de Mg ®Ngy; si p' : P'>My, est la restriction a P’ de
la premiére projection, on sait que p'®1x est un isomorphisme de Ay-modules, donc,
par fidéle platitude (0;, 6.4.1), p” est un isomorphisme de Ax,-modules, ce qui prouve
que P’ est le graphe d’un Ag,-homomorphisme o' : Mg,—>Ny, et Pon a évidemment
V=0v'®Ig.

Proposition (4.8.9). — Soient k un corps, K une extension de k, X un k-préschéma,
F un Oy-Module quasi-cohérent. Soit # un sous-Ox -Module quasi-cohérent de F ©, K. Alors 1l
existe un plus petit corps de définition de .

Lorsque X est affine, I’assertion n’est autre que (4.8.7). Dans le cas général,
considérons un recouvrement (X,) de X par des ouverts affines; en vertu de ce qui
précede, il existe pour tout « un plus petit sous-corps K, de K contenant £ et tel que
H| (X4)x soit défini sur K; . En vertu de (4.8.5), le sous-corps de K engendré par les K,
est le plus petit corps de définition de .

Corollaire (4.8.10). — Les notations étant celles de (4.8.9), soit G un second Ox-Module
quasi-cohérent, et soit u : F O, K—->%®,K un (DX(K)-homomor[)/zisme 5 alors il existe un plus petit
corps de définition de u.
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En effet, il résulte de (4.8.8) qu’un tel corps est aussi un plus petit corps de
définition du graphe de u, et 'existence de ce dernier résulte de (4.8.9).

Corollaire (4.8.x1). — Soient k un corps, X un k-préschéma, K une extension de k, Z un
sous-préschéma fermé de Xg,; alors 1l existe un plus petit corps de définition de Z.

En effet, si_# est ’Idéal quasi-cohérent de Ox,, définissant Z, il résulte de (4.8.8)
que cela équivaut a l'existence d’un plus petit corps de définition de £, qui résulte
de (4.8.9).

Corollaire (4.8.12). — Soient k un corps, X, Y deux k-préschémas, Y étant supposé séparé,
K une extension de k, f : Xg—~>Yx un K-morphisme. I existe alors un plus petit corps de
définition de f .

En effet, I’existence d’un tel corps, en vertu de (4.8.8), équivaut a celle d’un plus
petit corps de définition du graphe Z de f; mais comme Z est un sous-préschéma fermé
de (X%,Y)xy (I, 5-4.3), Pexistence d’un plus petit corps de définition de Z résulte
de (4.8.11).

Proposition (4.8.1x3). — Sous les hypothéses de (4.8.11) (resp. (4.8.9), (4.8.10),
(4.8.12)) supposons en outre que X soit de type fini sur k (vesp. que X soit de type fini sur k et F
cohérent, resp. que X soit de type fini sur k et F et G cohérents, resp. que X et Y soient de type fini
sur k). Alors le plus petit corps de définition de Z (vesp. de I, de u, de f ) est une extension de type
fini de k.

On peut se borner a traiter le cas de (4.8.9), et supposer X affine puisque X est
réunion finie d’ouverts affines de type fini sur £. Avec les notations de (4.8.6), tout
revient 2 montrer que si A est une algebre de type fini sur £ et M un A-module de type
fini, il y a une sous-extension K’ de K vérifiant les conditions @), 4) ou ¢) et qui soit
de type fini sur £ (toute sous-extension d’une extension de type fini étant de type fini).
Or, soit (m;);<;<, un systéeme de générateurs du A-module M; comme A est noethérien,
il en est de méme de Ay, donc N est un Agy-module de type fini, admettant un
systéme fini de générateurs n; (1<j<r) tels que n= E (m®1)b;, ol byeAy; chaque b
s’écrit d’ailleurs bii=§aﬁh®cﬁh, ou g;eA et ¢;eK; il est clair que I'extension K’
de k£ engendrée par les ¢;; répond a la question.

Proposition (4.8.14). — Sotent k un corps, X un k-préschéma de type fini, K une extension
de k contenant une extension parfaite de k. Alors le plus petit corps de définition du sous-préschéma
Jermé (Xig)ra de Xgy est une extension finie radicielle de k.

Si p est Pexposant caractéristique de &, I’hypothése entraine que &' =#k?" "~ est
contenu dans K; on sait que (X)) €5t géométriquement réduit sur £ (4.6.1), donc
(X)) rea®x K est réduit, et par suite égal a (Xg)),q (I 5.1.8); en d’autres termes, £’ est
un corps de définition de (X)),q- Comme £’ est une extension algébrique de £, la
conclusion résulte de (4.8.13).

Remarques (4.8.15). — (i) La conclusion de (4.8. 14) ne subsiste plus nécessairement
si on ne suppose pas que K contient une extension parfaite de k. Par exemple, soient &,
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un corps de caractéristique p>o0, £ le corps des fractions rationnelles £,(s, ¢) & 2 indéter-
minées, L le corps k(s'7, #?) et X =Spec(L). Soient d’autre part z une troisiéme
indéterminée et soit K le corps £(u, s"? 4 ut'?); on vérifie aisément que k est algébri-
quement fermé daps K et que L®,K a un nilradical non nul, donc X, n’est pas
réduit; mais comme (X)),q n’est pas défini sur £, et que K ne contient aucune sous-
extension de degré fini sur £ autre que £, le plus petit corps de définition de (X))
ne peut étre fini sur £.

red

(ii) Etant donné un élément de l'un des ensembles d’arrivée des applica-
tions (4.8.2), et une extension K; de K, il est équivalent de dire que ’objet considéré
admet un plus petit corps de définition ou que son image par g g admet un plus petit
sous-corps de définition (les deux sous-corps étant nécessairement les mémes), comme
on P’a vu dans (4.8.4).

4.9. Corps de définition d’une partie d’un préschéma.

Proposition (4.9.1). — Soient k un corps, X un k-préschéma, K une extension de k, T une
partie fermée de X, K’ une sous-extension de K. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) T est définie sur K'.

b) La partie ouverte ﬁ:X(K)~T de Xk, est définie sur K'.

b’) Le sous-préschéma de X, induit sur ouvert U est défini sur K.

) 1l existe un sous-préschéma fermé Z de X k) @yant T pour espace sous-jacent, et défini
sur K'.

Si g:Xg—=>Xg) est la projection canonique, dire que T est définie sur K’
signifie qu’il existe une partie fermée T’ de Xy, telle que T=g}T"); comme
g (Xgy—T)=Xgy—g '(T') pour toute partie T’ de Xx,, a), b) et b’) sont équi-
valentes. Si Z, ayant T pour espace sous-jacent, est défini sur K’, on a Z=7Z'® K,
ou Z’ est un sous-préschéma fermé de X ., et si T’ est le sous-espace sous-jacent a Z’,
on sait que T=gYT") (I, 4.4.1), donc T est définie sur K’. Inversement, pour voir
que a) entraine ¢), il suffit de considérer un sous-préschéma fermé Z’ de X g, ayant
pour espace sous-jacent T’ (I, 5.2.1) et de prendre Z=Z7Z'®;K".

Corollaire (4.9.2). — Avec les notations de (4.9.1), supposons que K’ soit un corps de
définition de T ; toute extension K’ CK' de k, telle que K’ soit extension radicielle de K", est aussi
un corps de définition de T.

11 suffit d’observer que la projection canonique g : X)—>Xg est un morphisme
entier, surjectif et radiciel, donc un homéomorphisme (2.4.5).

Remarque (4.9.3). — Il résulte de (4.9.2) qu’une partie fermée T de Xx) n’admet
pas nécessairement de plus petit corps de définition. Par exemple, si K=k(t), ou ¢ est
une indéterminée et £ un corps parfait de caractéristique p>o, une partie fermée F
de X, ne peut avoir de plus petit corps de définition que si elle est déja définie sur £ :
en effet, pour tout sous-corps K’ de K contenant £ et & k,ona K'?+ K’, K'?contient ket K’
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est une extension radicielle de K7, donc si K’ est corps de définition de F, il en est de
méme de K'?. Toutefois :

Proposition (4.9.4). — Avec les notations de (4.9.1), supposons que K soit une extension
séparable de K'; pour que K' soit un corps de définition de T, il faut et il suffit que K’ soit un corps
de définition du sous-préschéma réduit de Xy, ayant T pour espace sous-jacent.

La condition est évidemment suffisante en vertu de (4.9.1); pour voir qu’elle
est nécessaire, notons que si T =g~ *(T’), o T’ est une partie fermée de Xk €t si Z/
est le sous-préschéma réduit de Xy, ayant T’ pour espace sous-jacent, alors
Z =7'®y K =Spec(K) X Z' est réduit en vertu du critére (4.6.1, ¢)) et de I’hypothése
sur K et a pour espace sous-jacent T.

Corollaire (4.9.5). — Supposons vérifide Pune des hypothéses suivantes :

a) k est de caractéristique o.

b) K est une extension algébrique de k et X est de type fini sur k.

Alors toute partie fermée T de X ) posséde un plus petit corps de définition, qui est une
extension séparable de k (et finie sur k dans ’hypothése b)).

Dans I’hypothése a), K est séparable sur chacun de ses sous-corps, et il résulte
donc de (4.9.4) que les corps de définition de T sont les mémes que ceux du sous-
préschéma réduit de Xg) ayant T pour espace sous-jacent. Le corollaire résulte alors
de (4.8.11). Dans I’hypothése ) on sait que K est une extension radicielle d’une
extension séparable K, de £. Alors, pour toute sous-extension K’ de K, K’ est radicielle
sur K'nK,, donc, en vertu de (4.9.2), K’ est un corps de définition de T si et seulement
si K’'nK, Pest. Cela nous ramene au cas ou K'=K,, donc au cas oi K’ est une extension
algébrique séparable de k, et on achéve le raisonnement comme dans le cas a).

Proposition (4.9.6). — Soient k un corps, X un k-préschéma, K une extension de k, U une
partie a la fois ouverte et fermée de X, V son complémentaire. Soit K’ une sous-extension de K;
alors les conditions suivantes sont équivalentes :

a) K’ est un corps de définition de la partie U de X

a’) K’ est un corps de définition du sous-préschéma fermé de Xy, indust sur Pouvert U.

b) K’ est un corps de définition de la partie V de Xk

b’) K’ est un corps de définition du sous-préschéma fermé de Xy, induit sur ouvert V.

Il est clair que @’) entraine a), et a) entraine 4’) en vertu de (4.9.1). Comme U
et V jouent des réles symétriques, 6’) entraine ) et b) entraine a’), ce qui achéve la
démonstration.

Corollaire (4.9.7). — Sous les hypothéses de (4.9.6), il existe un plus petit corps de défi-
nition X' pour la partie U de Xkys et K' est aussi le plus petit corps de définition de la partie \Y%
de X, et des sous-préschémas fermés de X, induits sur les ouverts U et V. i en outre X est de
type fini sur k, K’ est une extensior finie séparable de k.

Compte tenu de (4.9.6) et (4.8.11), il n’y a & démontrer que la derniére assertion.
En vertu de (4.8.15, (ii)), on peut se borner au cas oit K est algébriquement clos. Soit
alors £ la cloture algébrique de £ contenue dans K, et désignons par W, les composantes
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connexes de X (1<i<m); si p: X=X est la projection canonique, on sait que
les p~'(W,) sont les composantes connexes de Xy, (4.4.6), donc U est une réunion

d’un certain nombre de ces composantes, et est par suite défini sur k; la conclusion
résulte par suite de (4.9.5,5)).

§ 5. DIMENSION, PROFONDEUR, REGULARITE
DANS LES PRESCHEMAS LOCALEMENT NOETHERIENS

Ce paragraphe se borne a reprendre, dans le langage géométrique, et avec divers
compléments de nature technique, les notions et résultats d’Algebre commutative exposés
dans le chapitre 0, §§ 16 et 17.

5.1. Dimension des préschémas.

(5.x.1) Soient A un anneau, J un idéal de A. Rappelons (0, 16.1) que les défi-
nitions de la théorie de la dimension d’un anneau (0, 16.1.1) et celles de la théorie

de la dimension combinatoire des espaces topologiques (0, 14.1.2) donnent les relations
suivantes :

(5.1.1.1) dim(Spec(A)) =dim(A)
(5.1.1.2) dim(V(3)) =dim(A/3J)
(5.1.1.3) codim(V (3), Spec(A)) =ht(J)

(5-1.1.4) Spec(A) est un espace caténaire <>A est un anneau caténaire.

(5-1.1.5) Spec(A) est équidimensionnel <A est équidimensionnel <> les idéaux
premiers minimaux p, de A sont tels que les dimensions des anneaux A/p, soient toutes
égales.

(5.x.1.6) Spec(A) est équicodimensionnel <A est équicodimensionnel < tous
les idéaux maximaux de A ont méme hauteur.

On rappelle qu’un anneau noethérien A est dit biéquidimensionnel si Spec(A) est
biéquidimensionnel, c’est-a-dire si Spec(A) est noethérien et A est équidimensionnel,
équicodimensionnel, caténaire et de dimension finie.

Proposition (5.1.2). — Soient X un préschéma, Y une partie fermée irréductible de X,
y le point générique de Y. On a

(5.1.2.1) codim(Y, X) =dim(0 ,)
En effet (I, 2.4.2) les parties fermées irréductibles de X contenant y sont canoni-
quement en correspondance biunivoque avecles parties fermées irréductibles de Spec (0 ,),

donc sont en correspondance biunivoque avec les idéaux premiers de Oy ,, et (5.1.2.1)
résulte des définitions.

En particulier, on retrouve ainsi le fait que les points génériques des composantes
irréductibles de X sont les seuls points xeX tels que dim(@,) =0 (I, 1.1.14).
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Corollaire (5.x.3). — Pour toute partie fermée Y d’un préschéma X, on a

(5.1.3.1) codim(Y, X) =;Ielg dim(0 ).
En outre, si X est localement noethérien, on a, pour tout xeY
(5.1.3.2) codim,(Y, X)= inf__dim(0 ).
veY,ze{y} ’

La relation (5.1.3.2) résulte en effet de (5.1.3.1) et de (0, 14.2.6).
Ce corollaire permet de définir, pour une partie quelconqgue Y d’un préschéma X,
la codimension codim(Y, X) de Y dans X comme égale au second membre de (5.1.3.1).
Proposition (5.1.4). — Pour tout préschéma X, on a
(5.1.4.1) dim(X) = sup (dim(0@,)).

zeX
St toute partie fermée irréductible de X contient un point fermé, on a ausst

(5.1.4.2) dim(X) = sup (dim(0,))

zEF
ou ¥ est Pensemble des points fermés de X.

11 suffit de remarquer (en vertu de (I, 2.4.2)) que les chaines de parties fermées
irréductibles de X correspondent biunivoquement aux chaines de parties fermées irré-
ductibles d’un schéma local de X; lorsque toute partie fermée irréductible de X contient
un point fermé, on peut évidemment se borner aux schémas locaux aux points fermés de X.

On notera que toute partie fermée irréductible de X contient un point fermé
lorsque X est quasi-compact (0;, 2.1.3); nous verrons un peu plus loin (5.1.11) qu’il
en est de méme lorsque X est localement noethérien.

Corollaire (5.1.5). — Pour qu’un préschéma X soit caténaire, il faut et il suffit que, pour
tout x€X, Panneau local O, soit caténaire. Si de plus toute partie fermée irréductible de X contient
un point fermé, il suffit, pour que X soit caténaire, que O, soit caténaire pour tout point fermé x de X.

Le raisonnement est le méme que dans (5.1.4), puisqu’il s’agit de comparer des
chalnes de parties fermées irréductibles ayant mémes extrémités.

(5.1.6) Nous allons maintenant examiner les propriétés plus spéciales liées a des
hypothéses noethériennes.

Rappelons (0, 16.2.3) qu’un anneau local noethérien A= o est de dimension finie,
égale au nombre minimum de générateurs d’un idéal de définition de A; pour tout idéal
premier p de A, la hauteur de p, égale a dim(A,), est donc aussi finie. Ces propriétés,
jointes a (5.1.2), (5.1.3) et (5.1.4), montrent que :

Proposition (5.1.7). — Pour toute partie fermée non vide Y d’un préschéma localement
noethérien X, codim(Y, X) est finie. Si X est noethérien et affine et Y une partie fermée irréductible
de X, codim(Y, X) est égal au nombre minimum des sections s, de Oy au-dessus de X telles que Y
soit une composante irréductible de Pensemble des xeX tels que s;(x) =0 pour tout 1.

Corollaire (5.1.8). — Soient X un préschéma localement noethérien, £ un Ox-Module
inversible, f une section de & au-dessus de X. Alors toute composante irréductible de I’ensemble Z
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des xeX tels que f(x)=o0 est de codimension <1 dans X; elle est de codimension 1 si
Z ne contient aucune composante irréductible de X.

On peut se borner au cas ot # =0x. Si y est un point générique d’une compo-
sante irréductible Y de Z, I'idéal (f,) de Ox , doit étre tel que O ,/( f,) n’ait qu’un
seul idéal premier, ce qui signifie que f, engendre un idéal de définition de ’anneau
local noethérien Oy ,; on a donc codim(Y, X)<1 (5.1.7); si Z ne contient
aucune composante irréductible de X, on ne peut avoir codim(Y, X)=o0 en vertu
de (0, 14.2.1).

Proposition (5.x.9). — Soient X un préschéma localement noethérien, Y une partie fermée
de X. St x€Y est tel que Ox , soit un anneau caténaire, on a

(5.1.9.1) codim,(Y, X)=dim(0x’$)——codim({x—_}, Y)
— dim(0y,,)—dim(0y,,)

Soient Y, (1<i<n) les composantes irréductibles de Y contenant x (qui sont en
nombre fini puisque Y est localement noethérien), et soit y; le point générique de Y;.
Si I'on pose A=0x ,, et si p; est 'idéal premier de A correspondant a Y;nSpec(A),
les parties fermées irréductibles de Y contenant x correspondent biunivoquement aux
idéaux premiers de A contenant un des p;, donc dim(0y ,)~=sup dim(A/p;); d’autre

part, on a O , =A,, et Phypothése sur A entraine dim(A)=dim(A/p;)+ dim(A,)
(0, 16.1.4); la conclusion résulte donc de la relation codim,(Y, X)=iri1f(dim(0x,yi))
((5.1.2) et (0, 14.2.6)).

Proposition (5.1.10). — (i) Dans tout préschéma X, toute partie localement constructible
non vide E contient un point x tel que {x} soit une partie localement fermée de X (ou, ce qui revient
au méme, tel que x soit isolé dans :{7}).

(ii) Sotent X un préschéma localement noethérien, x un point de X tel que {x} soit localement
Sfermé dans X; alors on a dim({x—})s 1; tout point y=+x de {—x}: est par suite fermé dans X.

(i) Le résultat est un cas particulier du lemme suivant :

Lemme (5.1x.10.1). — Soit X un espace topologique ayant la propriété suivante : pour
toute partie localement fermée Z+Q de X, il existe une partie Z' de Z, localement fermée dans X
(ou dans Z, ce qui revient au méme) et un point xeZ’, fermé dans Z'. Alors toute partie
localement fermée Z+O de X contient un point x isolé dans {x—}

En effet, soit Z'CZ une partie localement fermée de Z contenant un point x tel
que x soit fermé dans Z'. Il y a un voisinage ouvert U de x dans X tel que Z'nU soit
fermé dans U, donc x est aussi fermé dans U; cela signifie que Un{x}={x}, autrement
dit que x est isolé dans {7}

Le lemme s’applique a tout espace sous-jacent a un préschéma X, car Z est alors
aussi espace sous-jacent a un préschéma (I, 5.2.1) et il suffit de prendre pour Z’ un

ouvert affine dans Z, qui est un espace de Kolmogoroff quasi-compact, donc contient
un point fermé (0;, 2.1.3).
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(i1) Soit Z le sous-préschéma réduit de X ayant {7} pour espace sous-jacent;
I’hypothése entraine que {x} est ouvert dans Z ; donc, pour tout zeZ, le point générique x
de Spec(0 ,) est isolé dans Spec(0y, ,); mais 'anneau A=0@, , est un anneau local
noethérien intégre, et 'hypothése entraine qu’il existe un feA tel que A; soit un
corps ; on sait (0, 16.3.3) que cela entraine dim(A)<1. Comme dim(@,,)<1 pour
tout z€Z, on a bien dim(Z)<1.

Corollaire (5.x.x1). — St X est un préschéma localement noethérien, toute partie fermée
non vide de X contient un point fermé.

En effet, toute partie fermée de X est constructible (0, 9.1.1 et 9.1.5) et il
suffit d’appliquer (5.1.10).

(5.1.12) Soient X un préschéma, # un Ox-Module quasi-cohérent de type fini,
S =Supp(#) son support, qui est fermé dans X (0;, 5.2.2). Si, pour tout xeX,
on considére Supp(#,) comme une partie fermée du schéma local Spec((,), on a,
par définition (0, 16.1.7) dim(&,)=dim(Supp(#,)); mais on a

Supp(#,) =S nSpec (¥, ,) = Spec (¥, ,)

ou, dans le dernier terme, S désigne un sous-préschéma fermé quelconque de X ayant S
pour espace sous-jacent. Si 'on remarque que les composantes irréductibles de Spec(0s ,)
sont les intersections de Spec(0x ,) et des composantes irréductibles de S contenant x,
et correspondent biunivoquement a ces derniéres, on voit que

(5.1.12.1) dim(#,) =dim(0s ,)

en vertu de (5.1.1.1); il résulte aussi de (5.1.2) que 'on a
(5.1.12.2) dim(&,) = codim({x}, S)

si X est localement noethérien.

On dit que F est équidimensionnel au point xeX si F, est un Oy ,-module équi-
dimensionnel, c’est-a-dire (0, 16.1.7) si Supp(#,) est équidimensionnel en tant que
partie fermée de Spec (0 ,) ; il revient au méme de dire que 'anneau 0 , est équidimensionnel.

On appelle dimension de & et 'on note dim (%) la dimension du support Supp(F);
il résulte de (5.1.4) et (5.1.12.1) que 'on a
(5.1.12.3) dim(F) =sup dim(F,).
s€X
Si X =S8pec(A) est un schéma affine et si F = ﬁ, ou M est un A-module de type
fini, on a dim(#)=dim(M) en vertu de (0, 16.1.7) et (5.1.4).
Proposition (5.1.13).

Sotent X un préschéma, F un Ox-Module quasi-cohérent de type
Sini, x un point de X, x' une générisation de x dans X; on a alors

(5.1.13.1) dim(#,)<dim(#,)
Cela résulte aussitét de (5.1.12.1) et des définitions.
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5.2. Dimension d’un préschéma algébrique.

Proposition (5.2.x). — Soient k un corps, X un préschéma irréductible localement de type
Jfind sur k, & son point générique. Alors X est biéquidimensionnel et Pon a dim(X)=deg.tr,k(&).

Tout anneau local @, est anneau local d’une £-algébre de type fini, donc quotient
d’un anneau local régulier (0, 17.8.9), et I'on sait (0, 16.5.12) que ces anneaux sont
caténaires; par suite X est un espace caténaire (5.1.5), et comme X est irréductible,
il suffit (5.1.1) de montrer que pour fout point fermé x€X, on a

(5.2.1.1) dim(0,) =deg.tr; k().

On peut évidemment supposer X réduit et affine, donc intégre d’anneau A, algebre
de type fini sur £. Soit n=deg.tr,k(8), Ek(§)=K étant le corps des fractions de A.
On sait (Bourbaki, Alg. comm., chap. V, § 3, n° 1, th. 1) qu’il existe une sous-k-algebre
B=k[t, ..., t,] de A, ol les £ sont algébriquement indépendants sur £, telle que A soit
une B-algebre finie. Soit m=1j,, qui est par hypothése un idéal maximal de A; n=Bnm
est donc un idéal maximal de B (Bourbaki, 4lg. comm., chap. V, § 2, n° 1, prop. 1), et A,,
est un anneau local de la B, -algébre finie S™A, ou S=B-—n; comme B, est intégra-
lement clos et S™'A intégre, on a dim(A,)=dim(B,) (0, 16.1.6). On peut donc se
borner au cas oo A=k[t, ..., t]; on sait alors que &' =Ek(x) est une extension finie
de £ (I, 6.4.2); soit A'=Fk'[ty, ..., ¢,]; compte tenu de (I, 2.4.6 et 3.3.14), il existe un
idéal maximal m’ de A’ au-dessus de m et tel que £’ soit le corps résiduel de Aj..
Comme A’ est intégre et est une A-algébre finie, le méme raisonnement que ci-dessus
montre que dim(A;,)=dim(A,,), si bien qu’on est ramené au cas oo A/m=#k. Or
dans ce cas m est engendré par des polyndémes #—a; (ol gck, 1<i<n, les g
étant les images canoniques des % dans A/m). Remplagant # par #,—a;, on voit finale-

n

ment qu’on est ramené au cas ot m= 2 Af,. Lecomplété de Panneau local A,, est alors
=1

Panneau de séries formelles £[[t, ..., %]]; on sait qu’il a méme dimension que A,
(0, 16.2.4), et d’autre part, la dimension de £[[¢, ..., #]] est égale a n (0, 17.1.4);
d’ott la conclusion. '

Corollaire (5.2.2). — Pour un préschéma X localement de type fini sur un corps k, dim(X)
coincide avec le nombre défini dans (4.1.1).

En effet, si X, sont les sous-préschémas réduits ayant pour espaces sous-jacents
les composantes irréductibles de X, on a dim(X)=sup(dim(X,)) (0, 14.1.2.1) et il
suffit d’appliquer (5.2.1) aux X,. *

Corollaire (5.2.3). — Sotent X un préschéma localement de type fini sur un corps k, x un
point de X. On a
(5.2.3.1) dim,(X)=dim(0,) + deg. tr, k(x).

On sait qu’il existe un voisinage ouvert U de x dans X tel que dim,(X)=dim(U)
(0, 14.1.4.1), et on peut supposer que les composantes irréductibles de U soient les
X,nU, ou les X, sont les composantes irréductibles de X contenant x; comme UnX;
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est dense dans X, il résulte de (4.1.1.3) que dim(X;)=dim(UnX,), donc on a
dim,(X)=sup(dim(X;)). En outre, les idéaux premiers minimaux de @, correspondent

aux points génériques des X;, donc (0, 16.1.1.1), on a dim(0Ox ,)=sup(dim(Ox ,)).
On est donc ramené au cas ou X est irréductible ; comme X est biéquidimensionnei par
(5.2.1), on a dim(X):dim(@)—kcodim({_x}, X) (0,14.3.5.1), et lon sait que
dim({x})=deg.tr,k(x) par (5.2.1) et codim({x}, X)=dim(0,) par (5.1.2).

Corollaire (5.2.4). — Sotent X un préschéma localement de type fini sur un corps k, £ un
Ox-Module inversible, f une section de £ au-dessus de X, telle que Pensemble Y des xeX tels
que f(x)=o0 soit rare dans X. Alors on a dim(Y)<dim(X)—1; les deux membres de cette
inégalité sont égaux st 'Y rencontre toute composante irréductible de dimension maxima de X.

Si (X,) est la famille des composantes irréductibles de X, on a

dim(Y) = sup (dim(YnX,))

et on est donc ramené au cas o X est irréductible (YnX, étant rare dans X,

puisque tout X, a un intérieur non vide dans X). On peut se borner au cas ot Y=+0;

alors, pour tout point maximal x de Y, on a (puisque X est biéquidimensionnel)

dim({x_}) =dim(X)—codim({_x_}, X), et puisque Y est rare dans X, on a
codim({_x}, X)=1

par (5.1.8); d’ou le corollaire.

Remarques (5.2.5). — (i) Contrairement & ce qui a lieu pour les k-préschémas
algébriques, un préschéma localement noethérien X n’est pas nécessairement caténaire
(cf. (5.6.11)); il I'est cependant si tous ses anneaux locaux @, sont des quotients
d’anneaux réguliers (0, 16.5.12) et en particulier si X est régulier (I, 4.1.4). Toutefois,
méme un schéma (intégre) X =Spec(A), ol A est un anneau régulier, n’est pas néces-
sairement biéquidimensionnel, autrement dit (0, 14.3.3) les codimensions dans X des
divers points fermés de X ne sont pas nécessairement les mémes. Par exemple, soient B
un anneau de valuation discréte, m =Br sonidéal maximal, £=B/m son corps résiduel,
K le corps des fractions de Bj; soit A I’anneau de polynémes B[T]. Il y a dans A des
idéaux maximaux de hauteur 2, par exemple (n)+ (T); mais il y a aussi des idéaux
maximaux de hauteur 1, par exemple I’idéal principal (xT—1) : en effet, un idéal premier
principal #o0 est de hauteur 1 (5.1.8); d’autre part A/(zT—1) est isomorphe a
I’anneau de fractions B_ (0;, 1.2.3), qui n’est autre ici que K, ce qui prouve que I'idéal
(rT—1) est maximal et de hauteur 1.

(ii) Lorsque X est un préschéma localement de type fini sur un corps, on a vu
(4.1.1.3) que dim(U)=dim(X) pour tout ouvert partout dense U dans X. Ce résultat
ne s’étend pas aux préschémas noethériens réguliers, méme s’ils sont biéquidimensionnels.
Par exemple, soient B un anneau de valuation discréte, m son idéal maximal;
X =Spec(A) a deux points, I’idéal (o) et m, ce dernier étant le seul point fermé; on a
dim(X) =1, mais ensemble ouvert U={(0)} est de dimension o (cf. § 10).
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5.3. Dimension du support d’un Module et polynéme de Hilbert.

Ce numéro utilise les résultats du chapitre III; il ne sera pas utilisé dans la suite
de ce chapitre.

Proposition (5.3.1). — Sotent A un anneau local artinien, X un schéma projectif sur
Spec(A), Z un Ox-Module inversible trés ample relativement & A, F un Ox-Module cohérent +o;
on pose F(n)=F ®@X$®” pour neZ. Alors le degré du polyndme de Hilbert P(n) = y,(F (n))
de F par rapport ¢ A (IIL, 2.5.3) est égal & la dimension de Supp(F).

Raisonnons par récurrence sur d=dim(Supp(&#)). On sait qu’il existe un sous-
préschéma fermé Y de X dont Supp(&) est Iespace sous-jacent, et un Oy-Module
cohérent & tel que F=j (%), ou j:Y—>X est I'injection canonique (Err, 30).
Il est immédiat que les polynémes de Hilbert de & et de ¥ sont les mémes, donc on
peut se borner au cas ot X =Supp(Z#). Supposons d’abord d=o0; tous les points
de X étant fermés, X est un schéma artinien (I, 6.2.2), donc % (n)=% pour tout
entier n, et 'on a par suite (III, 2.5.3)

2a(F (n)) =long, (T'(X, #))

pour 7 assez grand, et le degré du polynéme de Hilbert est donc o. Supposons mainte-
nant d>o, et posons Z=Ass(#), qui est un ensemble fini (3.1.6); il existe un entier
m>o0 et une section feI'(X, #®™) tels que X soit un voisinage de Z (I, 4.5.4). La
multiplication par f est un homomorphisme

w1 F—>F(m)
qui est injectif (3.1.8); on a donc une suite exacte
(5.3.1.1) o».ﬁ'ff)?(m)»g»o

ol % est cohérent. En vertu du lemme de Nakayama, les points xeSupp(¥) sont exacte-
ment ceux pour lesquels f(x)=o0. Nous allons en déduire que l'on a

(5.3.1.2) dim(Supp(¥)) =d—1.

Cela résultera du lemme suivant :

Lemme (5.3.1.3). — Soient A un anneau local artinien, X un schéma projectif sur Spec(A),
&L un Ox-Module inversible ample relativement & A ; alors, pour toute section g de £ au-dessus
de X, Pensemble X, des xeX tels que g(x) =o0 rencontre toute composante irréductible de X de
dimension *o.

En effet (I, 5.5.7), ’ensemble X est un ouvert affine de X, et s’il contient une
composante irréductible X’ de X, le sous-préschéma fermé réduit de X ayant X' pour
espace sous-jacent est a la fois projectif et affine sur A, donc fini sur A (III, 4.4.2), et
par suite un schéma artinien, donc de dimension o.

Ce lemme étant établi, notons que puisque Z contient les points maximaux de X,
X, est dense, donc Supp(¥) est rare dans X, et la relation (5.3.1.2) résulte du lemme
et de (5.2.4).
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Cela étant, de la suite exacte (5.8.1.1), on déduit, pour tout n, la suite exacte
0—>F (n)>F (n+m)—>%(n)—>o
et pour n assez grand, on a donc aussi la suite exacte (ITI, 2.2.3)
o—->I'X, #(n)->I'(X, F(n+m))>I'(X, 4(n))—o0
d’ou, compte tenu de (III, 2.5.3), pour n assez grand,
1a(Z(n)) =y (F (n+m)) — x 1 (F (n)).

Comme en vertu de (5.3.1.2) et de I’hypothése de récurrence, le degré du poly-
néme y,(%(n)) est d—1, la relation précédente entraine que le degré de y,(F (n))
est d, C.Q.F.D.

5.4. Dimension de I'image d’un morphisme.

Proposition (5.4.1). — Sotent X, Y deux préschémas localement noethériens, f:X—>Y
un morphisme.

(i) i f est quasifini, on a dim(X)<dim(f(X))<dim(Y).

(i1) St f est surjectif et ouvert (resp. surjectif et fermé), on a dim(X)>dim(Y).

(i) On peut remplacer f par f,,4 (ILI, 6.2.4), donc supposer X et Y réduits; si Z
est le sous-préschéma fermé réduit de Y ayant pour espace sous-jacent f(X), on a
alors f=jog, ou j:Z—Y estl'injection canonique et g : X—Z est un morphisme
quasi-fini (I, 5.2.2 et II, 6.2.4). On peut donc se borner au cas ou f(X) est dense
dans Y. Pour tout xeX, @, est alors un 0;,-module quasi-fini (IL, 6.2.2), et par suite
My, 0, est un idéal de définition de 0, (0;, 7.4.4); mais on sait (0, 16.3.10) que
si A—B est un homomorphisme local d’anneaux locaux noethériens, tel que, si m est
'idéal maximal de A, mB soit un idéal de définition de B, alors on a dim(B)<dim(A);
cela achéve de démontrer (i) en vertu de (5.1.4).

(ii) La définition de la dimension (0, 14.1.2) montre qu’il suffit de prouver que

pour toute suite (;),<;<, d €éléments distincts de Y telle que y,,e{-yiH} pour o<i<n—I

il existe une suite (1,)<;<, de points de X telle que xe{x,,} pour o<i<n—1 et
Sf(%) =y, pour tout i. Supposons d’abord f surjectif et ouvert et démontrons I’existence
de x; par récurrence sur ¢; 'existence de x,eX tel que f(x,) =y, résulte de ce que f
est surjectif. Si les x; ont été déterminés pour i<m de fagon a satisfaire a f(x;) =y,
pour i<m et xiem pour :<m, on note que puisque f est ouvert et y,., une
générisation de y,,, il existe x,,_.;€f"'(¥,4,) qui est une générisation de x,, (1.10.3) et
la récurrence peut se poursuivre.

Supposons maintenant f surjectif et fermé et démontrons I’existence de x; par
récurrence descendante sur i, P’existence de x, tel que f(x,) =y, résultant encore de ce
que f est surjectif. Si les x; ont été déterminés de facon a satisfaire aux conditions voulues

pour i>m, on note que f({x,,,}) est 'adhérence de {f(x,,1)}={Jni1} puisque f
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est fermé (Bourbaki, Top. gén., chap. Ier, ge éd., § 5, n° 4, prop. g); il existe donc
%,€{%, ..} tel que f(x,)=y, et la récurrence descendante se poursuit encore.

Corollaire (5.4.2). — St X, Y sont deux préschémas localement noethériens, f:X—>Y
un morphisme fini (donc fermé), on a dim(X)=dim(f(X)). St en outre f est surjectif, on a
dim(X) =dim(Y).

Remarques (5.4.3). — (i) On a vu dans (4.1.2) que si X et Y sont des préschémas
localement de type fini sur un corps £ et f un £-morphisme, I'inégalité dim(Y)<dim(X)
est déja vérifiée lorsque f est quasi-compact et dominant. Au contraire, on peut avoir
dim(Y)>dim(X) méme lorsque f est de type fini, bijectif et une immersion locale, si I'on
suppose seulement X et Y localement noethériens. Par exemple soient A un anneau
de valuation discréte, K son corps des fractions, £ son corps résiduel; si Y =Spec(A),
et si a est le point générique de Y et 4 son point fermé, on a donc k(a) =K, k(b)) =*.
Soit alors X le préschéma somme de Spec(K) et de Spec(k), f:X—Y le morphisme
qui coincide dans Spec(K) et Spec(k) avec les morphismes canoniques respectifs
(I, 2.4.5); il est clair que f est une immersion locale bijective, {a} étant ouvert dans Y;
d’autre part, fest de type fini, car K=A[n"'], ol = est une uniformisante de A, donc K
est une A-algeébre de type fini. Cependant on a dim(X)=o0 et dim(Y)=1.

(ii) Si A et B sont deux anneaux noethériens tels que ACB et que B soit une
A-algébre finie, le corollaire (5. 4.2) montre a nouveau que dim(B) =dim(A) (0, 16.1.5).
Supposons en outre que A soit un anneau /ocal noethérien; alors B est un anneau noethé-
rien semi-local (Bourbaki, Alg. comm., chap. IV, § 2, n® 5, cor. 3 de la prop. 9); si
1, (1<i<r) sont les idéaux maximaux de B, on a donc

(5.4-3.1) dim(A) = sup dim(B,).

On observera que, dans ces conditions, on n’a pas nécessairement dim(B,,) = dim(A)

pour fout 7 : il suffit pour le voir de remplacer B par la composée directe de B et du corps
résiduel £ de A. Mais on a méme des exemples ot A et B sont en outre des anneaux
intégres de dimension 2 et ou certains des B, ont une dimension <dim(A) (5.6.11).

Nous verrons toutefois plus loin ((5.6.4) et (5.6.10)) que ce dernier phénomeéne ne
peut se présenter lorsque ’on suppose que A est un quotient d’anneau local régulier.

5.5 Formule des dimensions pour un morphisme de type fini,

(5.5-1) Rappelons (0, 16.3.9) que si A, B sont deux anneaux locaux noethériens,
k le corps résiduel de A, ¢ : A—>B un homomorphisme local, on a

(5.5.1.1) dim(B) <dim(A) 4 dim(B®, k).
On en déduit :

Proposition (5.5.2). — Soient X, Y deux préschémas localement noethériens, f:X—>Y
un morphisme, x un point de X, y=f(x). Alors on a

(5.5.2.1) dim(0,) <dim(0,) —l—dim((%@@yk(_y)).
94



§ 5 ETUDE LOCALE DES SCHEMAS ET DES MORPHISMES DE SCHEMAS 95

En particulier, si x est point maximal de la fibre f~'(y), on a
(5.5.2.2) dim(0;) <dim(0,)

puisque @m®@yk( ) =0,/my0, est 'anneau local de x dans le préschéma f~(y), et est
donc de dimension o par hypothése.

Nous allons obtenir une formule plus précise que (5.5.2.1) lorsque ’on suppose
que f est un morphisme de type fini.

Proposition (5.5.3). — Soient A un anneau noethérien, T une indéterminée, p un idéal
premier de A; alors p'=pA[T] est premier dans B=A[T] et p'n A =yp. Il existe une infinité
d’idéaux premiers de B distincts de p’, dont Iintersection avec A est p; ces idéaux sont deux & deux
sans relation d’inclusion. En outre, si q est un tel idéal, on a

(5.5.3.1) dim(B,) = dim(B,,) + 1 =dim(A,) + 1.

Dans les premiéres assertions, on se raméne aussitdt, en remplacant A par A/p
et observant que A[T]/pA[T]=(A/p)[T], au cas p=o; elles résultent alors du fait
que les idéaux premiers de B=A[T] dont l'intersection avec A se réduit A o sont
exactement ceux qui ne rencontrent pas la partie multiplicative S=A—{o} de
I’anneau intégre A; or on sait qu’il y a une bijection croissante de I’ensemble de ces idéaux
sur I’ensemble des idéaux premiers de S~!A[T]=K[T], ou K est le corps des fractions
de A (Bourbaki, 4lg. comm., chap. II, § 2, n° 5, prop. 11). En outre, on a, d’aprés (5.5.1.2),
dim(B,) <dim(A,) + dim(B,/pB,), et si k£ est le corps des fractions de A/p, B,/pB,
s’identifie canoniquement a (k[T]),, donc est un anneau de valuation discréte, donc
de dimension 1. Enfin, si p=p,2p,2...0p, est une chaine d’idéaux premiers de A
de longueur maxima, les idéaux p;B (0<j<m) sont premiers dans B, deux a deux distincts
etcontenusdans q; donc dim(B,)>m +1 =dim(A,) +1 etparsuite dim(B,) =dim(A,)+ 1.
Cette relation s’écrit encore ht(q)=ht(p)+1; comme q=*p’, on a d’ailleurs
ht(q)>ht(p’) + 1>ht(p) + 1 par définition de la hauteur d’un idéal premier; cela achéve
de prouver (5.5.3.1).

Corollaire (5.5.4). — Pour tout anneau noethérien A, on a
(5.-5.4.1) dim(A[Ty, ..., T,]) =dim(A) 47

(T; indéterminées).

On notera par contre qu’il y a des exemples d’anneaux locaux non noethériens A
tels que dim(A)=1 et dim(A[T])=3 [30].

Corollaire (5.5.5). — Pour tout préschéma localement noethérien X, la dimension de
X[T, ..., T,]=X®,Z[T,, ..., T,] (T, indéterminées) est dim(X) 4 r.

Cela résulte de (5.5.4) et de (0, 14.1.7%).

Corollaire (5.5.6). — Sous les hypothéses de (5.5.3), soit g un idéal premier de B= A[T]
tel que qnA=p; si k et k' sont les corps résiduels de A, et B, respectivement, on a

(5.5.6.1) dim(A,) + 1 =dim(B,) + deg. tr,t’

95



96 A. GROTHENDIECK Chap. IV

A Si q=pB, ona, d’aprés (5.5.3.1), dim(B;) =dim(A,), et dans ce cas k' =£k(T),
donc la formule (5.5.6.1) est bien vérifiée. Dans le cas contraire, dim(B,) =dim(A,) + 1,
et comme ¢ correspond a un idéal premier q'# o0 de k[T], £" est une extension algébrique
de %, donc on a encore la formule (5.5.6.1).

Lemme (5.5.7). — Sotent A un anneau local intégre noethérien, m son idéal maximal,
k son corps résiduel.

(1) Pour tout anneau intégre B contenant A, tel que B=A[x] (pour un xeB) et tout
tdéal premier q de B tel que qnA=m, on a

(5-5.7.1) dim(A) +deg.tr,B>dim(B,) 4 deg. tr;£’

en désignant par k' le corps résiduel de By et par deg.tr,B le degré de transcendance du corps des
Sractions de B sur celur de A.

(ii) Supposons que pour tout idéal maximal n de A[T] tel que nnA=m, lanneau (A[T]),
soit caténaire ; alors les deux membres de (5.5.7.1) sont égaux.

(1) Si x est transcendant sur le corps des fractions de A, on a deg.tr,B=1 et les
deux membres de (5.5.7) sont égaux en vertu de (5.5.6). Dans le cas contraire, on a
B=A[T]/p, ou p est un idéal premier +o de A[T], tel que pnA=o0 puisque B
contient A; on a donc ht(p) =1 en vertu de (5.5.3). L’idéal q de B est de la forme n/p,
ou ndp estunidéal premierde A[T] telque nnA=m, etlona B,= (A[T]),/p(A[T]),;
la formule (0, 16.1.4.1), appliquée & X ==Spec((A[T]),) et 2 Y==Spec(B,), donne

(5-5-7-2) dim((A[T]),) >ht(p(A[T]),) + dim(B,) = 1 4- dim(B,)

car ht(p(A[T]),) =ht(p)=1 en vertu de la correspondance biunivoque entre idéaux
premiers de A[T] contenus dans n et idéaux premiers de (A[T]),. Enfin, la formule
(5.5.6.1) donne

(5-5.-7-3) dim((A[T]),) =dim(A) + 1 —deg. tr £’

puisque les corps résiduels de B, et de (A[T]), sont les mémes; par ailleurs, on a alors
deg.tr,B=o0, ce qui achéve de prouver (5.5.7.1).

(i1) Si (A[T],) est caténaire, les deux membres de(5 . 5.7.2) sont égaux (0, 16.1.4),
donc aussi les deux membres de (5.5.7.1).

Théoréme (5.5.8) (formule des dimensions). — Soient A un anneau local noethérien
intégre, B un anneau intégre contenant A et qui est une A-algébre de type fini, q un idéal premier
de B tel que qn A soit I'idéal maximal m de A, k et k' les corps résiduels de A et B, respectivement.
On a alors Uinégalité

(5.5.8.1) dim(A) +deg.tr, B>dim(B,) + deg. tr &’

En outre les deux membres sont égaux si, pour toute sous-A-algébre A’ de type fini de B[T]
et tout idéal maximal m’' de A’ tel que m'anA=m, A, est caténaire.

Soit B=A[xy,...,%,] etraisonnons parrécurrencesurn. Posons C=A[x,, ..., x,_,]
et t=qnGC; C, est un anneau local intégre noethérien, et si on pose S=C—r, B'=S"!B,
q'=S"1'q, on a B,=B;, B'=C,[x,] et ¢’nC,=1C,; en outre les corps des fractions
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de B’ et C, sont ceux de B et C respectivement. Si £, est le corps résiduel de C,, on a donc,
d’apreés (5.5.7.1)
(5.5.8.2) dim(C,) + deg.troB>dim(B,) 4- deg.tr, £'.

D’autre part I’hypothése de récurrence donne
(5.5.8.3) dim(A) 4 deg.tr, C>dim(C,) 4 deg. tr &,

d’ott (5.5.8.1) en ajoutant (5.5.8.2) et (5.5.8.3) membre 3 membre. Pour démontrer
la seconde assertion, notons d’abord que toute sous-A-algébre de type fini de G[T]
est aussi une sous-A-algebre de type fini de B[T]; par récurrence sur 7, on peut donc
supposer que les deux membres de (5.5.8.3) sont égaux. D’autre part, pour voir que
les deux membres de (5.5.8.2) sont égaux, il suffit, en vertu de (5.5.7), de vérifier
que si 1t est un idéal maximal de C,[T] tel que nnC,=1C,, alors (C,[T]), est caténaire;
mais on a C,[T]=S"'C[T] ou S’=C—r; lidéal n est donc de la forme S,
ou n’ est un idéal premier de G[T] tel que n'nC=t, d’ou (C,[T]),=(C[T])w;
si m’ est un idéal maximal de G[T] contenant n’, (C[T]),. est donc un anneau local
de I'anneau (G[T]),, et comme par hypothése ce dernier est caténaire, il en est de
méme de (C[T]), (0;16.1.4).

5.6, Formule des dimensions et anneaux universellement caténaires.,

Proposition (5.6.x). — Soit A un anneau noethérien. Les propriétés suivantes sont équiva-
lentes : ‘

a) Tout anneau de polyndmes A[Ty, ..., 'T,] est caténaire.

b) Toute algébre de type fini sur A est caténaire.

c) A est caténaire, et pour toute A-algébre intégre locale, essentiellement de type fini
(1.9.8) B, on a, en désignant par p P'image réciproque dans A de I’idéal maximal q de B', par A’
Pimage de A, dans B', par k et k' les corps résiduels de A’ et B’ respectivement,

(5.6.1.1) dim(A’) +deg.tr,,(B') =dim(B’) 4 deg. tr,k'.

Le fait que &) entraine ¢) résulte de (5.5.8); en effet, B’ est une A’-algébre locale
essentiellement de type fini (1.3.10), donc de la forme B/, ot B est une sous-A’-algébre
de type fini de B’, q"" un idéal premier de B"’ au-dessus de I'idéal maximal p’ de A’;
en outre les corps des fractions de B’ et B’ sont les mémes, donc deg.tr,.(B') =deg.tr,.(B").
Pour démontrer (5.6.1.1), il suffit de montrer que (sous I’hypothése 4)) toute sous-
A’-algebre A, de type fini de B’[T] est caténaire; en effet les deux membres de (5.5.8.1),
ou on remplace A, B et q par A’, B et q”, seront alors égaux, d’ou I’égalité (5.6.1.1).
Or I’hypothése 4) entraine que toute A-algebre essentiellement de type fini est caténaire
(0, 16.1.4), et A, est une telle A-algebre (1.3.9).

Il est trivial que &) entraine a); inversement, a) entraine &), toute A-algébre de
type fini étant quotient d’une algebre de polynémes (0, 16.1.4).

Reste a prouver que ¢) entraine ). Comme tout quotient par un idéal premier
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d’une A-algébre de type fini est une A-algébre intégre de type fini, il s’agit de voir que,
si B est une A-algébre intégre de type fini, q et q' deux idéaux premiers de B tels que
q'Cq, on a (0,16.1.4.2) ‘

(5.6.1.2) dim(B,/q'B,) 4- dim(B,,) = dim(B,).

Soient p, p’ les images réciproques de q, g’ respectivement dans A, n le noyau
de ’homomorphisme A,—B,.

L’image A’ de A, dans B, étant isomorphe a A, /n, la formule (5.6.1.1) appliquée
a A’ et 2 B'=B,, sécrit
(5.6.1.3) dim(A,/n) 4 deg. trAp/n(Bq) =dim(B,) 4 deg.tryy,k(q).

D’autre part, le noyau de A,—B;, est nA,, donc, en appliquant la formule

(5.6.1.1) ol 'on remplace A’ par A, /nA, et B’ par B,, on a

(Vi)
(5.6.x.4) dim(A,/nA,)+ deg.trAp,,nAp, (By) =dim(Bg) 4 deg. tryk(q’).
Enfin, B/q’ est une A-algébre intégre de type fini, I'image réciproque de q/q’

dans A est p, et le noyau de ’homomorphisme A,—B,/q’'B, est p’A,, donc, en appli-
quant (5.6.1.1) ol 'on remplace A’ par A,/p’A, et B’ par B,/q'B,, on a

(5.6.x.5) dim(A,/p’'A,) + deg. trAp,p.Ap(Bq/q’Bq) =dim(B,/q'B,) + deg. try, k(q).
Ajoutons maintenant (5.6.1.4) et (5.6.1.5) membre & membre, et notons que
k(p’) (resp. k(q’)) est le corps des fractions de A,/p’A, (resp. B,/q'B,); par ailleurs

Ay /nA, et A /n ont méme corps des fractions, et By, et B, ont méme corps des fractions;
enfin, puisque A est supposé caténaire, on a (0, 16.1.4.2)

dim(A,/p’A,) + dim (A, /nA, ) = dim(A,/n)

Tenant compte de ces remarques et de (5.6.1.3), il vient la relation (5.6.1.2).

C.Q.F.D.
Définition (5.6.2). — On dit qu'un anneau noethérien A est universellement caténaire s’il
vérifie les conditions équivalentes a), b), c) de (5.6.1).
Remarques (5.6.3). — (1) Si A est universellement caténaire, il en est de méme

de S™'A pour toute partie multiplicative S de A, comme il résulte aussitot de (5.6.1, a))
et du fait que tout anneau de fractions d’'un anneau caténaire est caténaire. Inversement,
si, pour tout idéal premier p de A, ’anneau A, est universellement caténaire, alors A
est universellement caténaire : cela résulte de (5.6.1, ¢)), si 'on remarque qu’en
posant S=A—p, S7'B est une A -algébre de type fini, et B, = (S7'B)g_s,-

(i1) On dit qu’un préschéma localement noethérien X est universellement caténazre si,
pour tout x€X, I’anneau 0, est universellement caténaire. Il résulte de (i) que pour que A
soit un anneau universellement caténaire, il faut et il suffit que le schéma Spec(A) le soit.

(iii) Le critére (5.6.1, ¢)) ne fait intervenir que les images de A dans des A-algébres
intégres de type fini, donc des anneaux quotients intégres de A. On en conclut que si
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p; (1<i<n) sont les idéaux premiers minimaux de A, il revient au méme de dire que A
est universellement caténaire ou que chacun des A/p; I'est. Cela montre aussi qu’il
revient au méme de dire qu’un préschéma localement noethérien X est universellement
caténaire, ou que X, Dest.

(iv) Le critére (5.6.1, 4)) et la remarque (i) montrent que, si A est un anneau
universellement caténaire, il en est de méme de toute A-algébre essentiellement de type
fini (1.9.8).

Proposition (5.6.4). — Tout anneau quotient d’un anneau régulier est universellement caténaire.

Tout revient a voir qu’un anneau régulier A est universellement caténaire (5.6.3,
(iv)); or, on sait que A[T;, ..., T,] estrégulier (0, 17.3.7), donc caténaire (0, 16.5.12),
et on conclut par (5.6.1, a)).

En particulier, il résulte du théoréme de Cohen (0, 19.8.8) que tout anneau local
noethérien complet est universellement caténaire. De méme, toute algébre de type fini
sur un corps étant quotient d’un anneau régulier, tout préschéma localement de type fini
sur un corps est universellement caténaire.

Nous verrons plus loin (6.3.7) que dans (5.6.4), on peut remplacer « anneau
régulier » par « anneau de Cohen-Macaulay ».

Proposition (5.6.5). — Sotent Y un préschéma irréductible localement noethérien, X un
préschéma irréductible, f: X—Y un morphisme dominant localement de type fini. Soit € (resp. n) le
point générique de X (resp. Y), et soit e=dim(f~'(n)) =deg.tr,,k(E)) (« dimension de la
fibre générique », cf. (0, 2.1.8) et (4.1.1)). Pour tout xcX, on a alors, en posant y = f(x),

(5.6.5.1) ¢+ dim(0,) >deg. try,k(x) 4 dim(0,)
(5.6.5.2) dim(0,) <dim(0,) + dim(@z®0yk(y)) —3(x)

en posant §(x) =dim,(f~*(y))—e.
En outre, s1'Y est universellement caténaire, les deux membresde (5.6.5.1) (resp. (5.6.5.2))
sont égaux. St de plus x est fermé dans f~(y), on a

(5.6.5.3) dim(0,) =dim(0,) 4-e.

On peut évidemment se borner au cas ou X et Y sont affines (donc f de type fini)
et réduits (1.5.4), donc intégres. Comme f est dominant, 0, s’identifie alors & un sous-
anneau de @,, et les corps des fractions respectifs de @, et de 0, a k(n) et k(§) (I, 8.2.7);
en outre, 0, est un anneau local d’une @,-algébre intégre de type fini B en un idéal
premier q (I, 3.6.5); en appliquant (5.5.8.1) 2 A=0,, B et g, on obtient (5.6.5.1).
En outre, 0z®@yk( ) =0,/m,0, n’est autre que I'anneau local de la fibre f~!(y) au
point ¥ (I, 3.6.1); comme f~'(y) est un préschéma de type fini sur k( ), il résulte de
(5.2.3) que 'on a

dim(0£®@yk(y)) =dim,(f~(y)) —deg. tryg k(%) ;

I'inégalité (5.6.5.2) n’est donc qu’une autre forme de (5.6.5.1).
Le fait que les deux membres de (5.6.5.1) sont égaux lorsque Y est universellement
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caténaire n’est autre que I'égalité (5.6.1.1), appliquée & A=0, et B'=0,. Pour
démontrer que 'on a de plus (5.6.5.3) lorsque x est fermé dans f~(y), il suffit de
remarquer que, de fagon générale, deg.try,k(x) est la dimension de @n ),
comme il résulte de (5.2.1) appliqué au sous-préschéma fermé réduit de f~'(y) ayant
ce sous-espace comme espace sous-jacent.

Nous démontrerons plus loin (18.1.1) que, sous les conditions de (5.6.5), on a
toujours 3(x)>o0, et (5.6.5.2) précise donc dans ce cas (5.5.2.1).

Corollaire (5.6.6). — Sous les hypothéses générales de (5.6.5), on a

(5.6.6.1) dim(X) <dim(Y) +e.

St Pon suppose en outre Y universellement caténaire, alors, pour que les deux membres
de (5.6.6.1) sotent égaux, il faut et il suffit que Pon ait
(5.6.6.2) dim(Y) = sup dim(0,).

: yE[(X)

En particulier, les deux membres de (5.6.6.1) sont égaux lorsque Y est localement de type
fint sur un corps. :

L’inégalité (5.6.6.1) résulte en effet de (5.6.5.1) appliqué en un point fermé x
de X, compte tenu de (5.1.4.2) et de (5.1.11). D’autre part, toute fibre non vide f~*(y)
contient un point x fermé dans cette fibre (5.1.11), et si 'on suppose Y universellement
caténaire, on a donc en ce point la relation (5.6.5.3). En prenant les bornes supérieures
des deux membres de (5.6.5.3) lorsque x parcourt X, et en notant que tout point x
fermé dans X est a fortiori fermé dans f~'(f(x)), la seconde assertion du corollaire
résulte de (5.1.4.1) et (5.1.4.2).

Pour prouver la derniére assertion, notons qu’il y a un voisinage ouvert affine U
du point générique de X tel que f| U soit de type fini, donc f(U) est une partie construc-
tible de Y, dense dans Y (1.8.5), et par suite contient une partie ouverte non vide (donc
partout dense) de Y (O, 9.2.2). L’hypothése que Y est localement de type fini sur
un corps assure alors, d’une part que Y est universellement caténaire (5.6.4), et d’autre
part que les deux membres de (5.6.6.2) sont égaux (5.2.2 et 4.1.1.3).

On notera que la condition (5.6.6.2) est trivialement vérifiée lorsque f est surjectif.

Corollaire (5.6.7%7). — Soient Y un préschéma localement noethérien, f : X —Y un morphisme
localement de type fini, n un entier. Si, pour tout yeY, dim(f~'(p))<n, alors on a

(5.6.7.1) dim(X) <dim(Y) + 7.

En vertu de (0, 14.1.%7) et de (1.5.4), on peut se borner au cas o X et Y sont
affines, donc f de type fini, X et Y réduits; soient X; (1<¢<m) les sous-préschémas
fermés (intégres) de X ayant pour espaces sous-jacents les composantes irréductibles de X ;
on a dim(X)=sup(dim(X;)). Si Z; est le sous-préschéma fermé réduit de Y ayant

pour espace sous-jacent f(X;), Z; est intégre (0, 2.1.5); la restriction X;—Y de f se

. 9i Ji N oo . . .
factorise en X;—Z;>Y, ou j; est I'injection canonique (I, 5.2.2), et g; est dominant

100



§ 5 ETUDE LOCALE DES SCHEMAS ET DES MORPHISMES DE SCHEMAS 101

et de type fini (1.5.4). On a dim(Z;)<dim(Y) pour tout i; d’autre part, si z; est le
point générique de Z;, on a dim(gi'(z;))<n pour tout ¢ par hypothése; on voit ainsi
que pour prouver (5.6.7.1), il suffit de démontrer que dim(X;)<dim(Z)+n pour
tout 7, ce qui résulte de (5.6.6.1).

Corollaire (5.6.8). — Soient Y un préschéma localement noethérien, X un préschéma
irréductible, f: X—Y un morphisme localement de type fini, n un entier >o0. On suppose que Y est
universellement caténaire, et que pour tout yeY, onait dim(f~'(p))>n (resp. dim(f~*(y))=n).
Alors on a

(5.6.8.1) dim(X)>dim(Y)+n
(resp.
(5.6.8.2) dim(X)=dim(Y)+n).

Comme n>o0, I’hypothése entraine que f est surjectif, donc Y irréductible; en outre,
si 7 est le point génériquede Y,ona dim(f~*(%))>n (resp. dim(f~*(n))=n). La conclu-
sion résulte donc de (5.6.6).

Remarques (5.6.9). — (i) Méme si Y est régulier, X irréductible, f: X —>Y domi-
nant et de type fini, les deux membres de (5.6.6.1) ne sont pas nécessairement égaux,
comme le montre ’exemple ot Y =Spec(A) ol A est un anneau de valuation discréte,
X =8pec(K) ou K est le corps des fractions de A, f étant le morphisme canonique.

(i1) L’exemple (5.4.3, (i)) montre que dans (5.6.6) et (5.6.8), on ne peut sup-
primer I’hypothése que X est irréductible, les autres hypothéses. étant vérifiées. Nous
verrons toutefois (10.6.1) que moyennant des hypotheses supplémentaires sur Y, vérifiées
par exemple lorsque Y est un préschéma localement de type fini sur un corps, ou sur un
anneau de Dedekind ayant une infinité d’idéaux premiers, de tels phénomeénes ne peuvent
se présenter.

Proposition (5.6.310). — Soient A un anneau local noethérien intégre universellement
caténaire, B un anneau intégre contenant A et qui est une A-algébre finie. Alors, pour tout idéal
maximal n de B, on a dim(B,)=dim(A).

En effet, on a deg.tr,B=o0 et le corps résiduel £’ de B, est une extension algébrique
du corps des fractions de A. La conclusion résulte de la formule (5.6.1.1), tout idéal
maximal de B étant au-dessus de celui de A.

Exemple (5.6.xx). — Soit A un anneau local noethérien intégre et intégralement
clos; alors, on a vu (0, 16.1.6) que la conclusion de (5.6.10) est valable pour toute
A-algébre finie intégre B contenant A. Par contre, nous allons construire un exemple
d’anneau local noethérien intégre caténaire A pour lequel la conclusion de (5.6.10)
sera en défaut. Nous utiliserons la construction de (5.2.5, (i)). Soient £, un corps, .k une
extension transcendante pure £y(S;);cy de degré de transcendance infini, V I’anneau
de valuation discréte £[S]g), anneau local de 'anneau de polynoémes £[S] en I’idéal
premier (S); enfin soit E I’anneau de polynémes V[T]; on a vu que dans E I'idéal
maximal m=(S)+(T) est de hauteur 2 et I'idéal maximal m’=(ST—1) de hauteur 1;
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les corps résiduels correspondants sont k(m)=#k et k(m’)=£(S), corps des fractions
de V; en vertu du choix de £, ces corps sont isomorphes. Désignons par ¢ et ¢’ les homo-
morphismes canoniques de E sur E/m=Ek(m) et E/m’=Ek(m’) respectivement; soit
d’autre part ¢ un isomorphisme de k(m) sur k(m’), et considérons le sous-anneau C
de E formé des xcE tels que ¢'(x)=oc(e(x)) (cette construction est un cas particulier
des « procédés de recollement » qui seront étudiés systématiquement au chap. V).
Il est immédiat que n=mm’'=ninm’ est un idéal maximal de C, C/mm’ s’identifiant
au sous-corps de (E/m)Xx(E/m’) formé des couples (z, 6(z)). Ona E=C+ CG(ST—1),
autrement dit E est une C-algebre finie et est évidemment la cloture intégrale de C;
nous allons voir en outre que C est noethérien : cela résultera du lemme suivant :

Lemme (5.6.1x.1). — Sotent R un anneau, S un sous-anneau, K= Anng(R/S) le
conducteur de S dans R (plus grand idéal de S qui est aussi un idéal de R).

(i) Pour tout idéal JCK de R, il existe une application strictement croissante de I’ensemble
des idéaux L de S tels que R.Q=3 sur Uensemble des sous-(S|R)-modules de J|KS.

(ii) St S/K et R sont noethériens et si R est un S-module de type fini, alors toute suite crois-
sante d’idéaux de S contenus dans K est stationnaire.

(i) On a en effet, KF=K(R.L)=KLCL (L étant un idéal de S), d’ou la
conclusion.

(ii) Soit (8
idéaux R.L, de R est stationnaire puisque R est noethérien; on peut donc supposer
que tous les idéaux R.8, sont égaux a2 un méme idéal J§ de R. Comme R est noethérien,
J/KJ est un R-module de type fini, donc aussi un S-module de type fini, et par suite
un (S/K)-module de type fini. Mais comme S/{ est noethérien, J/K3J est un (S/K)-module
noethérien, et la conclusion résulte de (i).

.) une suite croissante d’idéaux de S contenus dans K. La suite des

Nous allons appliquer ce lemme en prenant R=E, S=C; il est clair que n est
le conducteur de G dans E; en outre, pour tout idéal a de C, a/(nna) est isomorphe
a (a-+n)/n, donc un sous-C-module de C/n, qui est un C-module simple; il suffit donc
de démontrer que tout idéal ann de C est de type fini, et cela résulte de (5.6.11.1).

Il résulte de (0, 16.1.5) que P'on a dim(C)=dim(E)=2. Prenons A =0C,;
si U=C--n, Panneau de fractions B=U"'E est donc la cl6ture intégrale de A, et
c’est un A-module de type fini; d’ailleurs, comme m et m’ sont les seuls idéaux premiers
de E contenant n, B est un anneau semi-local dont les anneaux locaux en les deux idéaux
maximaux sont isomorphes & E, et E,. respectivement, donc sont respectivement de
dimension 2 et 1. Cela montre que dim(B)=2, donc aussi dim(A)=2 (0, 16.1.5).
Comme A est un anneau local integre, il est nécessairement caténaire (tout idéal
premier distinct de o et de I'idéal maximal étant nécessairement de hauteur 1); mais
il ne vérifie pas la conclusion de (5.6.10), et a fortiori n’est pas universellement caténaire.

Notons encore que n est un idéal de hauteur 2 dans C, et que pour tout idéal
premier p de hauteur 1 dans C, il existe un seul idéal premier p’ de E au-dessus de p,
nécessairement de hauteur 1, et tel que C,=E,. En effet, il y a au moins un idéal
premier p’ de E au-dessus de p et il résulte du théoréeme de Cohen-Seidenberg qu’un
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tel idéal est nécessairement de hauteur 1; en outre, comme E est une C-algébre finie
et que pdn, G, est intégralement clos (Bourbaki, Alg. comm., chap. V, § 1, n° 5, cor. 5
de la prop. 16), donc E,=C,, ce qui prouve nos assertions.

Il serait intéressant de savoir si tout anneau local intégre noethérien vérifiant
la conclusion de (5.6.10) est universellement caténaire; c’est ce qu’a affirmé Nagata [33],
mais sa démonstration ne parait pas compléte.

5.7. Profondeur et propriété (S,).

Définition (5.7.1). — Sotent X un préschéma localement noethérien, F un Ox-Module
cohérent. On appelle profondeur (resp. coprofondeur) de F en un point xeX le nombre prof(F,)
(resp. coprof(#,)) (0, 16.4.5 et 16.4.9). On appelle coprofondeur de F le nombre
(7.5 1.1) coprof(# )= sup coprof(%,).

zeX

On dit que & est un Ox-Module de Cohen-Macaulay au point x si F, est un O -module
de Cohen-Macaulay, c’est-a-dire (0, 16.5.1) st coprof (F,)=o0. On dit que F est un Ox-Module
de Cohen-Macaulay s’il Uest en tout point, autrement dit si coprof(F)=o. Un point xeX tel
que O, soit un anneau de Cohen-Macaulay est encore appelé point de Cohen-Macaulay de X.

On appelle coprofondeur de X et on note coprof(X) le nombre coprof(@y). On dit
que X est un préschéma de Cohen-Macaulay si Ox est un Ox-Module de Cohen-Macaulay,
autrement dit si coprof(X)=o0. Tout préschéma localement noethérien de dimension o
est évidemment un préschéma de Cohen-Macaulay. Dire que Spec(A) est un schéma
de Cohen-Macaulay signifie que A est un anneau de Cohen-Macaulay (0, 16.5.13).

Définition (5.7.2). Sotent X un préschéma localement noethérien, F un Ox-Module
cohérent, k un entier positif ou négatif. On dit que F posséde la propriété (S,) si, pour tout xeX, on a

(5.7.2.1) prof(&,) > inf(k, dim(&,))

On dit que F posséde la propriété (S,) en un point x€X si, pour toute générisation x' de x
dans X, on a

(5.7.2.2) prof(Z,,)>inf(k, dim(Z,)).

On dit que X vérifie la propriété (S,) (resp. vérifie la propriété (S,) en un point x)
si Oy vérifie la propriété (S,) (resp. vérifie la propriété (S;) au point x).

Pour que & vérifie la propriété (S,), il faut et il suffit évidemment qu’il la
vérifie en tout point de X. Si U est un ouvert de X et si & vérifie (S,), il en est de
méme de Z | U; réciproquement, si (U,) est un recouvrement ouvert de X et si #|U,
vérifie (S;) pour tout a, F vérifie (S;).

Remarques (5.7.3). — (i) Rappelons que 'on a toujours prof(#,)<dim(&))
(0,16.4.5.1) si F,+0. Dire que & posséde la propriété (S;) signifie donc que I'on a
prof(#,) 2k sauf aux points xeX tels que dim(%,)<k et qu’en ces derniers points
on a dim(#,) =prof(#,), c’est-a-dire (0, 16.5.1) que F est un Ox-Module de Cohen-
Macaulay en ces points; on notera qu’aux points ou dim(%,) =4k, on a prof(F,) =k,
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donc & est encore un Ox-Module de Cohen-Macaulay en ces points. Dire que & posséde
la propriété (S,) pour tout k signifie donc que F est un Ox-Module de Cohen-Macaulay.
Il est clair que pour £'>#£, la propriété (S,) implique (S,); pour k<o, fout Ox-Module
cohérent a la propriété (S,).

(ii) Pour vérifier la condition (5.7.2. I), on peut se borner au cas ot xeSupp(F);
dans le cas contraire on a en effet dim(%,)=—ow (0, 14.1.2).

(iii) Si X =Spec(A), ol A est un anneau noethérien, et F = M, ot M est un
A-module de type fini, on dit que M posséde la propriété (S,) si & posséde cette propriété.
Pour un préschéma localement noethérien quelconque X, dire que & posséde la
propriété (S;) en un point xeX signifie donc que si on pose Y= Spec(0,), le Oy-Module ﬁx
posséde la propriété (S,); on notera que la condition (5.7.2.1) en général n’entraine
pas (5.7.2.2) pour toute générisation x' de x, vu qu'on n’a aucune relation
d’inégalité entre prof(#,) et prof(#,) (0, 16.4.6).

(iv) Il résulte aussit6t de la définition que si & vérifie (S,) en un point #, il vérifie
aussi (S;) en tout point x' générisation de x.

(v) La propriété (S,) est surtout importante pour k=1 et k=2; elle a été
introduite pour k=2 par Serre, pour exprimer son critére de normalité (cf. (5.8.5)).

(vi) Soient X un préschéma localement noethérien, Y un sous-préschéma fermé
de X, j:Y—X [Jlinjection canonique, ¥ un Oy-Module cohérent. Il est clair que
pour tout x€Y, on a dim(9,)=dim((; (9)),) et prof(¥%,)=prof((; (¥)),), d’ou
coprof(%,) = coprof((j, (%)),). Pour que & vérifie (5;), il faut et il suffit que j (%)
vérifie (S,).

Proposition (5.7.4). — Sotent X un préschéma localement noethérien, F un Ox-Module
cohérent. Posons S=Supp(F), et pour tout n>o, désignons par Z, Uensemble des zeX tels
que coprof(F )>n, de sorte que Z,CS.

(1) Pour que F vérifie la propriété (S,), il faut et il suffit que, pour tout n=o, on ait

(5-7-4.1) codim(Z,, S)>n+k.

(i1) Supposons en outre que les Z, soient fermés dans X. Alors, pour que F vérifie la
propriété (S,) en un point xS, il faut et il suffit que, pour tout n>o, on ait
(5.7-4.2) codim,(Z,, S)>n+k.

(i) On a en effet, par définition (5.1.3), codim(Z,, S) =zi€nzf; (dim(0g,,)) et I'iné-
galité (5.7.4.1) signifie donc (5.1.12.2) que, pour tout zeX, et tout n>o, la relation
dim(&,) —prof(#,)zn+1

entraine la relation

dim(F,)>n+k+1

Mais si I'on pose a =dim(&,), b = prof(#,), ona b<a, etdire que pour tout n>o,
la relation b<a—n—1 implique k<a—n—1 équivaut a dire que b>inf(k, a), d’ou
la proposition.
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(ii) Le raisonnement est le méme que dans (i), & cela prés qu’il faut se limiter
aux zeX qui sont des générisations de x, et tenir compte de (5.1.3.2).

Proposition (5.7.5). — Sotent X un préschéma localement noethérien, F un Ox-Module
cohérent. Pour que F vérifie (S,) (k>1), il faut et il suffit que pour tout entier r tel que o<r<k,
tout ouvert U de X et toute suite (F |U)-réguliere (f;)y<i<, de sections de Oy au-dessus de U,
(F|U)/ (iZ‘.l Si(F|U)) soit sans cycle premier associé immergé.

Démontrons d’abord la proposition pour k=1; elle s’énonce alors encore
en disant que pour que F vérifie (S,), il faut et il suffit que F soit sans cycle premier associé
immergé. En effet, dire que & vérifie (S,) signifie qu’aux points xeSupp(&) tels que
dim(#,)>o0, ona prof(#,)>1 (puisque aux autres points de Supp(#)ona dim(%#,) =o,
donc prof(#,) =o0); mais dire que prof(#,)>1 signifie que m, n’est pas associé a F,
(0, 16.4.6, (i)), ou encore que x n’est pas associé a & (g.1.1); d’autre part, si S est
un sous-préschéma de X ayant pour espace sous-jacent Supp(Z), on a (5.1.12.1)
dim(#,) =dim(0; ,); dire que dim(&,)>o0 signifie donc que x n’est pas point maximal
de Supp(#) (5.1.2), d’oit la conclusion.

En second lieu, montrons que, pour £ quelconque >1, la condition de I’énoncé est
nécessaire. On peut se borner a considérer le cas ot U =X, et notre assertion sera prouvée
(par récurrence sur £ et en vertu de la premiére partie du raisonnement) si nous montrons
que lorsque & vérifie (S;) (k>1) et que f est une section & -réguliére de Oy au-dessus de X,
alors & [fF vérifie (S,_,) (i.e. vérifie (5.7.2.1) ol £ estremplacé park—1). Or, pour tout
xeX, f, est un élément F -régulier; s’il est inversible,ona &, /f.% =o etlaconclusion est
triviale. Si au contraire f,em,, on sait que lon a prof(#,/f.%,) =prof(%F, —1
(0, 16.4.6, (i), et dim(F,/f,Z,) =dim(F,)—1 (0, 16.3.4), et notre assertion en résulte.

Prouvons enfin que pour £>1, la condition de I’énoncé est suffisante. Nous allons
procéder par récurrence sur £; soit ¥ un point de X, et supposons d’abord que dim (%)) >£.
L’hypotheése de récurrence entraine que & vérifie (S,_,), donc prof(#,)>k—1; compte
tenu de (0, 15.2.4), il y a donc un voisinage ouvert U de x et une suite (& | U)-réguliére
(fi)1i<i<k—1 de sections de Oy au-dessus de U, telles que (f;),em, pour 1<i<k—1.

k—1
L’hypothese entraine que g:(ﬂ'|U)/(zlf'(3‘—|U)) est sans cycle premier associé

immergé; mais on a dim(¥%,)=dim(#,)—(k—1)>1 (0, 16.3.4), donc x n’est pas
associé & ¢; on adonc prof(%,)>1 (0, 16.4.6), et comme prof(¥4,) = prof(#,) — (k—1)
(0, 16.4.6), on a prof(F,) >k. Supposons ensecond lieu que dim(Z#,) =r<k; comme F
vérifie (S,_,), on a prof(&#,)>inf(k—1,r)=r, et cela achéve la démonstration.
Corollaire (5.7%.6). — Supposons que F vérifie (S;) (k=1); st (f;) (1<i<r) est une

sutte F-réguliére de sections de Oy au-dessus de X et si r<k, F|( & f,F) vérfie (S,_,).
Cela résulte immédiatement de (5.7.5).
Corollaire (5.7.7). — Pour que F vérifie (S,), il faut et il suffit que F soit sans cycle
premier associé immergé et que pour tout ouvert U de X et toute section (F | U)-réguliére f de Ox

au-dessus de U, (F|U)|f(F|U) soit sans cycle premier associé immergé.

e
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Remarques (5.7.8). — Soit X un préschéma localement noethérien de dimension 1;
il revient alors au méme de dire que X est un préschéma de Cohen-Macaulay, ou qu’il
vérifie (S,), ou qu’il vérifie une des propriétés (S,) pour n>1, en vertu des défini-
tions (5.7.1) et (5.7.2). En vertu de (5.7.5), il revient donc encore au méme, pour les
préschémas de dimension 1, de dire que X est un préschéma de Cohen-Macaulay ou
qu’il n’a pas de cycle premier associé immergé. Par exemple, un préschéma localement
noethérien réduit de dimension 1 est un préschéma de Cohen-Macaulay.

Proposition (5.7.9). — Sotent A, B deux anneaux noethériens, p : A—~B un homomor-
phisme d’anneaux, M un B-module tel que M, soit un A-module de type fini. Soit p un idéal
premier de Aj; les idéaux premiers de B au-dessus de p et appartenant & Supp(M) sont en nombre
Sini, et st (0;)y<i<n €5t la famille de ces idéaux, on a

(5.7.9.1) dimAp(Mp) =sup dimqu(Mqi)
(5.7.9.2) propr(Mp) =iri1f prOqu,;(M%)'

Si b est 'annulateur de M, B/b s’identifie & un sous-A-module de End, (M),
donc est de type fini puisque A est noethérien; il n’y a donc qu’un nombre fini d’idéaux
premiers de B au-dessus de p et contenant b, et ce sont précisément ceux qui appar-
tiennent a Supp(M). Remplagant B par B/b, ce qui ne change pas les seconds membres
de (5.7.9.1) et (5.7.9.2) (par (0, 16.1.9) et (0, 16.4.8)), on peut donc supposer
que B est une A-algébre finie. Posons S=A—p, et B'=S"'B; B’ est un anneau
semi-local noethérien dont les idéaux maximaux sont S~'g; (1<i<n) et comme M,
est un A -module de type fini, on a dimAp(Mp) =dimg (M,) (0, 16.1.9). Cela
étant, la relation (5.7.9.1) devient un cas particulier de (0, 16.1.7.4). Pour
démontrer la relation (5.7.9.2), on se raméne aussitbt comme dans (0, 16.4.8)
au cas ou propr(Mp)zo, et le méme raisonnement que dans (0, 16.4.8) montre
que M, contient un sous-B’-module de longueur finie, et par suite aussi un sous-B’-module
simple; mais un tel sous-module est nécessairement isomorphe au corps résiduel de I'un
des B, donc il y a au moins un indice ¢ tel que prOqui(M%) =o0 (0, 16.4.6), ce qui
termine la démonstration.

Corollaire (5.7.10). — Supposons vérifices les hypothéses de (5.7.9), et supposons en
outre que A soit un anneau local ; alors, pour que M soit un A-module de Cohen-Macaulay, il faut
et il suffit que, pour tous les idéaux premiers q; de B au-dessus de U'idéal maximal de A, M, soit
un Bo-module de Cohen-Macaulay, et de plus que tous les nombres dimBq.(Mqi) sotent égaux.

Il ‘résulte en effet de (5.7.9.1) et de (5.7.9.2) que ces conditions équivalent
a la relation dim,(M) = prof,(M).

Corollaire (5.7.11). — Supposons vérifiées les hypothéses de (5.7.9).

(i) St My, vérifie la propriété (S,), il en est de méme de M.

(i) Supposons que pour tout couple d’idéaux premiers q, o' de B tels que o~ '(q) =p"(q’),
on ait dimBq(Mq) =dimBq,(Mq,). Alors, st M vérifie la propriété (S,), il en est de méme de M.
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Cela résulte aussitét des relations (5.7.9.1) et (5.7.9.2) et de la définition de
la propriété (S,).

(5.7.12) Conformément aux définitions de (5.7.1), étant donnés un anneau
noethérien guelconque A et un A-module M de type fini, on définit coprof,(M) comme
égala coprof(M) = sup (coprof, (M;)), ot X ==Spec(A); nous verrons plusloin (6.11.5)

zeX

que cette définition coincide avec celle de (0, 16.4.9) lorsque A est un anneau noethérien
local.

Corollaire (5.7.13). — Sotent A, B deux anneaux noethériens, o : A—~B un homomor-
phisme d’anneaux, M un B-module tel que My, soit un A-module de type fini. Alors on a
(5.7.13.1) coprof, (M) > coprofy(M).

Cela résulte de la définition précédente et des relations (5.7.9.1) et (5.7.9.2).

5.8. Préschémas réguliers et propriété (R,). Critére de normalité de Serre.

(5.8.1) Rappelons (0, 4.1.4) qu’un espace annelé (X, Ox) est dit régulier en un
point xeX, si @, est un anneau régulier. Quand il s’agira de préschémas, nous n’utili-
serons cette terminologie dans ce chapitre que lorsque X est localement noethérien.

Définition (5.8.2). — On dit qu’un préschéma localement noethérien X est régulier en
codimension <#, ou posséde la propriété (R,) si ensemble des points o X n’est pas régulier
est de codimension >k (autrement dit (5.1.3), si, pour tout xeX, la relation dim(0,)<k
entraine que O, est régulier).

Dire que X est régulier signifie que X posséde la propriété (R,) pour tout k.

Si X =Spec(A), ou A est un anneau noethérien, on dira que A posséde la pro-
priété (R,) si X possede cette propriété; dire que X est régulier signifie que I’anneau A
est régulier (0, 17.3.6). Pour un préschéma localement noethérien quelconque X, on
dira que X posséde la propricté (R,) en un point xeX si Panneau local @, possede la
propriété (R,); cela veut donc dire que pour toute générisation x* de x dans X, la relation
dim(0,) <k entraine que @, est un anneau local régulier. Dire que X est régulier en
un point x équivaut a dire que X vérifie la propriété (R,) pour fout n>o0 au point x,
en vertu de (0, 17.3.6).

Proposition (5.8.9). — Si k est un corps, X un préschéma localement de type fini sur £k,
alors, pour tout xeX, il existe un voisinage ouvert de x dans X isomorphe & un sous-schéma d’un
k-schéma régulier.

En effet, il y a un voisinage ouvert affine U de x isomorphe & un &-schéma de la
forme Spec(A), out A est une k-algébre de type fini; A est par suite isomorphe a un
quotient d’une algébre de polynémes £[T,, ..., T,], et on sait que cette derniére est
un anneau régulier (0, 17.3.7).

(5.8.4) En vertu de (5.8.2), dire que X posséde la propriété (R,) signifie que
pour tout point maximal ¥ de X, ’anneau @, est un corps (0, 17.1.4), autrement dit
que X est réduit en ce point. Comme Pensemble U des xeX ou X est réduit est ouvert (le
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nilradical de X étant un Oy-Module cohérent (I, 6.1.1 et O;, 5.2.2)), il revient au
méme de dire que X possede la propriété (R,) ou que l'ensemble U est partout
dense. Par suite :

Proposition (5.8.5). — Pour qu’un préschéma localement noethérien X soit réduit, il faut
et il suffit qu’il vérifie les proprictés (S,) et (R).

Compte tenu de (5.7.5), cela résulte de la remarque précédente et de (3.2.1).

Théoréme (5.8.6) (critere de Serre). — Soit X un préschéma localement noethérien.
Pour que X soit normal, il faut et il suffit que X vérifie les propriétés (S,) et (R,), autrement dit,
que pour tout xeX, on ait les propriétés suivantes :

(1) St dim(0,)<1, O, est régulier (c’est-a-dire est un corps ou un anneau de valuation
discréte (0, 17.1.4)).

(i1) $¢ dim(0@,)=>2, alors prof(0,)>2.

Les conditions sont nécessaires. En effet, dire que X est normal signifie que pour
tout xeX, 0, est un anneau local noethérien intégralement clos. Si dim(@,)=o0 (resp.
dim(@,)=1), on en conclut que @, est un corps puisque 0, est intégre (resp. que 0@, est
un anneau de valuation discréte, en vertu de (IL, 7.1.6)). D’autre part, pour tout
élément f,+o0 de 0,, on sait (Bourbaki, Alg. comm., chap. VII, § 1, n° 4, prop. 8) que
les idéaux premiers associés a 0,/f,0, sont non immergés, donc @, vérifie (S,) (5.7.7).

Les conditions sont suffisantes. En effet, il résulte d’abord de (5.8.5) que X est
réduit. La question étant locale, on peut en outre supposer que X = Spec(A), ol A est
un anneau noethérien réduit (I, 5.1.4); si R est anneau total des fractions de A, R est
composé direct d’'un nombre fini de corps, et (compte tenu de (II, 6.5.6)), il suffira
de prouver que A est intégralement fermé dans R. Soit donc h=f[g un élément de R entier
sur A, g et f étant des éléments de A tels que g soit non diviseur de 0. On a une relation
de la forme

(5.8.6.1) f"—i—_;laif”_"gi:o avec geA pour 1<i<n.

Soit p un idéal premier de A tel que dim(A,)=1; si f, et g, sont les images de f
et g dans A,, il résulte de (5.8.6.1) que f,/g, (qui appartient & anneau total des
fractions de A,, puisque g, est non diviseur de o dans A, par platitude (0;, 5.3.1)) est
entier sur A, ; mais comme A, est régulier, donc intégralement clos, on a f,/g,€A,. En
d’autres termes, on a (fA),C(gA),. Mais I’hypothése (S,) entraine (5.7.7), puisque g
est non diviseur de o dans A, que A/gA n’a que des idéaux premiers associés non immergés
p; (1<i<n); or, gA est lintersection d’idéaux primaires ¢; correspondant aux p;,
et d’aprés ce qu’on vient de voir, les q; sont les images réciproques dans A, par les
homomorphismes A—A, , desidéaux (gA), (Bourbaki, Alg. comm., chap. IV, § 2, n° 3,
prop. 5). Mais en vertu du Hauptidealsatz (0, 16.3.2) ona dim(A,)=1 pour 1<i<n,
donc (fA), C(gA),, pour tout i d’aprés ce qui précéde; comme fA est contenu dans
Pintersection des images réciproques des (fA), (1<i<n), on a fACgA, c’est-a-dire
flgeA. C.Q.F.D.
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5.9. Modules Z-purs et Z-clos.

Une partie des notions et résultats de cette section et de la suivante sont des cas
particuliers de notions et résultats développés au chapitre III dans la théorie de la
cohomologie locale. Pour la commodité du lecteur, nous en donnons ici un exposé
indépendant.

(5.9.1) Soient X un préschéma localement noethérien, Z une partie de X stable
par spécialisation : cela signifie que pour toute partie finie M de Z, I’adhérence de M
est contenue dans Z, et par suite Z est réunion d’une famille filtrante croissante (Z,)
de parties fermées de X; inversement, il est clair qu’une telle réunion est stable par
spécialisation.

Posons U,=X-—Z,, de sorte que X—7Z est intersection de la famille filtrante
décroissante d’ouverts U, ; soit ¢z, : U,—~X Iinjection canonique et pour U,2 U, soit
i3 - Ug—U, linjection canonique, de sorte que 'on a i3 =1,07,5. Soit F un Ox-Module
(non nécessairement quasi-cohérent); on a donc (i) (F | Ug)=(7,), ((¢,s) (F | Up));
de ’homomorphisme canonique (0;, 4.4.3.2)

F | Uy = (125) (F | Uy)
on déduit donc, par application du foncteur (i,),, un homomorphisme
Ppa * (1), (F | Uq) = (1) (F | Up)
et on vérifie aussitét que 'on a p ,=p,g0pp, pour U,DUD U, ; autrement dit, les

Ox-Modules (z,) (#|U,) forment un systéme inductif pour les homomorphismes pg,.
On pose

(5.-9.1.1) Hxp(F)=1im (i,)

o

LF1U).

Ce Ox-Module ne dépend pas de la famille croissante (Z,) de fermés dont Z est la
réunion : en effet, soit V un ouvert noethérien de X; on sait (G, II, g3.10.1) que dans
la catégorie des @Oy-Modules, le foncteur ¥-~>T'(V, ¥) commute aux limites inductives ;
on a donc en vertu de (5.9.1.1)

(5.9.1.2) T(V, #,(F))=lim T(VaU,, #).

Soit alors (Z}) une seconde famille filtrante croissante de fermés de X, de réunion Z;
VnZ, est donc réunion des VnZ,nZ); mais VnZ, est localement fermé dans X,
donc toute partie fermée irréductible de VnZ, admet un point générique; comme
les VnZ,nZ sont fermés dans VnZ_ et forment (pour « fixe) une famille filtrante
croissante, il existe un indice A tel que VnZ nZ;=VnZ, (0y,9.2.4), autrement
dit VnZ,cVnZ,. Ceci prouve que les familles filtrantes décroissantes VaU,, VAU
(oo Uj;=X-—7Z)) sont cofinales I'une de l’autre, d’oll notre assertion, en vertu

de (5.9.1.2).
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On notera que I’ensemble Z n’est pas nécessairement constructible : on a un
exemple de ce fait en prenant X ==Spec(A), ol A est un anneau intégre noethérien
ayant une infinité d’idéaux maximaux, et Z le complémentaire du point générique
de X.

Si Z est fermé et si ¢ : X—Z—>X est I'injection canonique, on a
(5-9.1.3) Hxu(F)=1(F|X—Z)

et en particulier, pour Z=0, #3,(F)=F.

Proposition (5.9.2). — (1) Le foncteur F~>Hy,(F) est exact & gauche.

(i) Si F est quasi-cohérent, il en est de méme de HRy(F).

L’assertion (i) résulte de la définition (5.9.1.1), du fait que (i), est un foncteur
exact a gauche et de ce que la limite inductive préserve I’exactitude dans la catégorie des
Ox-Modules. L’assertion (ii) résulte de (I, 9.2.2) et du fait qu’une limite inductive
de Oy-Modules quasi-cohérents est quasi-cohérente (I, 1.3.9).

Remarque (5.9.3). — Si F est une Ox-Algebre, il en est de méme de H#%,;(F)
(0;, 4.2.4); en particulier 5#%,(0x) est une Ox-Algebre quasi-cohérente, et pour tout
Ox-Module F, H%,(F) est un #%,(0x)-Module, qui est quasi-cohérent si & est
quasi-cohérent (I, 9.6.1). Plus particuliérement, supposons que X =Spec(A), ou A
est intégre et noethérien; alors #%,(0x) est la Ox-Algebre rﬁ, ou
(5.9.3.1) B=_ N A,

PEX-Z

Cela résulte en effet de (5.9.1.2) et de (I, 8.2.1.1).
Proposition (5.9.4). — Soient X un préschéma localement noethérien, Z une partie de X
stable par spécialisation, X' un préschéma localement noethérien, f:X'—X un morphisme plat.

Alors Z'=_f~*(Z) est stable par spécialisation et pour tout Oy-Module quasi-cohérent F, on a
un isomorphisme canonique

(5-9.4.1) f*('}fg(/z(g’—)):%g(/z(f*(?))

En effet, avec les notations de (5.9.1), Z.,=f"*(Z,) est fermé dans X' et Z’
est réunion des Z,; en outre, (z,)x) est linjection canonique i, :U,—>X’, si
U, =X'"—Z.=f"*U,. Comme f est plat, on sait (2.3.1) que ’homomorphisme
canonique f*((z,),(F |U,)) = (&), (f (#)|U,) est bijectif; comme, pour a<B, le
diagramme

f ) (F|U) = (@), (f(F)]U)

(1) (F|Ug)) = (i),(f(F)|Up)
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est commutatif, on a donc, en passant & la limite, un isomorphisme canonique
1£>n( FE) (F U #% (f(F)). Mais comme le foncteur f* commute aux limites

inductives (0, 4.8.2), cela donne par définition I'isomorphisme (5.9.1.1) cherché.

Corollaire (5.9.5). — Sous les hypothéses de (5.9.4), si K%, (F) est cohérent, 1l en est
de méme de H%.5(f (F)). La réciproque est vraie lorsque f est un morphisme fidélement plat et
quasi-compact.

La premiére assertion résulte de (5.9.4.1) et de (0, 5.8.11); la seconde équivaut
a dire que si H#% 5 (f (F)) est de type fini, il en est de méme de #%;,(F); cela résulte
de (5.9.4.1) et de (2.5.2).

Corollaire (5.9.6). — Soient X un préschéma localement noethérien, Z. une partie de X
stable par spécialisation, F un Ox-Module quasi-cohérent. Pour tout x€X, posons X,= Spec(0,),
Z,=7ZnX,; on a un isomorphisme canonique fonctoriel

(5-9.6.1) (3 F))o S Ay (F )

Il suffit d’appliquer (5.9.4) au morphisme canonique X,—X, qui est plat, et
de tenir compte de (I, 1.6.5).

(5.9.7) Avec les notations de (5.9.1), on a pour tout o un homomorphisme
canonique fonctoriel & —(i,)"(#|U,) (0, 4.4.3.2), et ces homomorphismes forment
un systéme inductif; par passage a la limite inductive, on en déduit donc un homo-
morphisme canonique fonctoriel

(5-9.7.1) Px/z :}'—>%‘}’(/Z(U@')

Proposition (5.9.8). — Soient X un préschéma localement noethérien, Z une partie de X
stable par spécialisation, F un Ox-Module. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

a) L’homomorphisme oy (5.9.7.1) est injectif (resp. bijectif ).
b) Pour tout ouvert noethérien V de X, I’homomorphisme
(exp)v : T(V, #) — 11_n>1 r'veaug,, #)
est injectif (resp. bijectif).
a’) Pour toute partie fermée TCZ de X, I’homomorphisme canonique (0, 4.4.3.2)

F—i (F|X—-T)
(ot ©:X—T—>X est Pinjection canonique) est injectif (resp. bijectif).

b’} Pour toute partie fermée T CZ de X et tout ouvert noethérien V de X, I’ homomorphisme
de restriction

T'(V, #) - T'(Va(X—T), F)

est injectif (resp. bijectif ).
Compte tenu de (5.9.1.2), I’équivalence de a) et b) (resp. a’) et b)) résulte de
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la définition du foncteur I' et du fait qu’il est exact & gauche. Comme ’homomorphisme
(px)v est le composé

(5.9.8.1) 'V, #) > T'(Va(X—T), &) ——>l'i>n NVaU,, %)

pour toute partie fermée TCZ, si (pyy)y est injectif, il en est de méme de
NV, &%) >T(Va(X—-T), #); d’autre part, le fait que 5’) implique b) résulte de la
définition d’une limite inductive. Il reste & montrer que 'si pxj est bijectif, il en est de
mémede I'(V, #) > T'(Va(X—T), #), et pour cela il suffit,en vertu de (5.9.8.1), de
voir que si U’CU sont deux ouverts contenus dans V et contenant VaZ, I’homomor-
phisme de restriction I'(U, &) — I'(U’, &) est injectif; mais cela résulte de ce que py,
est injectif, en remplagant dans ce qui précéde V par U et Vn(X—T) par U".

Définition (5.9.9). — Sous les hypothéses de (5.9.8), on dit que F est Z-pur (resp.
Z-clos) st I’homomorphisme oy, est injectif (vesp. bijectif ).

Si X =Spec(A) est affine, F =ﬁ, ot M est un A-module, on dira que M est
Z-pur (resp. Z-clos) lorsque & est Z-pur (resp. Z-clos).

On dit que F est Z-pur (resp. Z-clos) en un point x€X si (avec les notations
de (5.9.6)) &Z, est Z-pur (resp. Z,~clos); il revient au méme, en vertu de (5.9.6), de
dire que ’homomorphisme canonique %,—(#%;(F)), est injectif (resp. bijectif ).

On notera que pour tout xeX—7Z, F est Z-clos au point %, en vertu de (5.9.8).

Corollaire (5.9.10). — (i) Soit (V,) un recouvrement ouvert de X. Pour que F soit Z-pur
(resp. Z-clos), il faut et il suffit que pour tout N, F |V, soit (ZaV,)-pur (resp. (Zn'V,)-clos).

(i1) Soit Z' une partie de Z stable par spécialisation. St F est L-pur (resp. Z-clos), il est
Z'-pur (resp. Z'-~clos).

Cela résulte aussitét de (5.9.8, 5°)).

Proposition (5.9.11). — Sous les hypothéses de (5.9.8), les Ox-Modules Ker(px;)
et Coker(py ;) ont leur support contenu dans Z, et le Ox-Module 3, (F) est Z-clos. En outre,

st u:F—>F' est un homomorphisme de Ox-Modules tel que F' soit Z-clos, u se factorise d’une

seule maniére en F i{—/i%)%/z(f ) s F. Si en outre les supports de Ker(u) et de Coker(u) sont

contenus dans Z, v est un isomorphisme.
La premiere assertion signifie que, pour tout xeX—Z, on a

Ker (PX/Z)x = COker(pX/Z):c =0,

i.e. que (pxy), est bijectif, ou encore que F est Z-pur en x, comme il a été signalé plus
haut (5.9.9).
Pour montrer que #%,(F) est Z-clos, il s’agit de voir que pour un ouvert noethé-
rien V de X, 1_12 D(VaUg, #3,(F)) est égale a T'(V, #3,(F)); mais par définition
8
D(VaUg, #3,(F)) =li_r)n F'VaU,nUg, #). Or, la famille double (U,nUg) est
filtrante décroissante, et notre assertion résulte de (5.9.1) et du théoréme de la double

limite inductive.
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Passons a la seconde partie de la proposition. L’existence et 'unicité de v résultent

de ce que pour tout «, (z,) (u) est 'unique homomorphisme rendant commutatif le
diagramme

F—

(0),(F [ U,)

(t) (F']U,)

-
(La)s(ur)
de ce qu’il y a un unique homomorphisme w rendant commutatifs tous les diagrammes

(i) (F|U) 2 i)y (7

U,)

Bl F) ——— Al F)

et enfin de ce que F' et H#3,(F') s'identifient canoniquement par hypothese.

Reste a voir que si les supports de Ker(x) et de Coker(x) sont contenus dans Z,
v est un isomorphisme. Il suffit de voir que pour tout ouvert noethérien V, ’homo-
morphisme correspondant I'(V, #%,(F)) - I'(V, #’) est alors un isomorphisme. Or,
si une section tel'(V, #%,(F)) a pour image o dans I'(V, #’), notons que pour un
indice «, on a tel'(VaU,, #), et en vertu de ’hypothése sur «, on a #,=o0 pour
tout yeVn(X—2Z); il y a par suite un ouvert contenant Vn(X—7Z) tel que la
restriction de f a cet ouvert soit nulle, donc par définition ¢ est I’élément o de
I'(V, #3,(F)). Prouvons maintenant que toute section s'eI'(V, #’) est I'image d’une
section de H#yy,(#) au-dessus de V. Par hypothese, pour tout xeVn (X —Z) il existe
une section s de & au-dessus d’un voisinage ouvert W® de x dans X, dont I'image
par u est s'|W®; /| W® est donc aussi I'image par v de la section (¥ de #%;(F),
image canonique de s®. En outre, comme on a vu que v est injectif, les restrictions
de @ et t*) &4 W@WAW®) sont identiques pour deux points quelconques x, x’ de
V(X —Z); les { sont par suite restrictions d’une méme section ¢ de H#%,(F) au-dessus
d’un voisinage ouvert U de (X—Z)aV. Mais comme #%,(F) est Z-clos, ¢ se prolonge
d’une seule mani¢re en une section de H#%;(F) au-dessus de V, dont I'image par v
a méme restriction que s' & U, et coincide donc avec s’ pour la méme raison.

On dit que H#3,(F) est la Z-cloture de F.
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Remarques (5.9.12). — (i) Soit €(X) la catégorie des Ox-Modules, et soit C4(X)
la sous-catégorie de €(X) formée des @Ox-Modules de support contenu dans Z; cette
sous-catégorie est localisante au sens de Gabriel, et le foncteur #%, n’est autre que
le foncteur localisation de Gabriel (cf. [27]; cela fournirait une autre démonstration
de (5.9.11)). Lorsque Z est fermé, le foncteur " : €¢(X) - €(X—7Z) (o0 i: X—Z—>X
est injection canonique) définit une équivalence de catégories €(X)/Cy(X)~ C(X—7Z).

(ii) II résulte de (5.9.11) que la condition H#R,(F)=o0 est éguivalente 2
Supp(#)CZ. Elle entraine en effet cette derniére puisque le noyau de px; est alors
égal a #. Inversement, si Supp(F)CZ, il suffit d’appliquer la seconde partie
de (5.9.11) a l'unique homomorphisme u :% —o0 pour en conclure que I’homo-
morphisme correspondant v : #%,(#)—>0 est un isomorphisme.

(iii) Les développements précédents gardent un sens pour tout espace annelé
localement noethérien dont toute partie fermée irréductible admet exactement un point
générique. En particulier ils s’appliquent, sur un préschéma localement noethérien, a
des faisceaux de groupes abéliens quelconques (considérés comme Modules sur le faisceau
simple associé au préfaisceau constant Z). On a encore pour tout xeX Iisomorphisme

canonique (5.9.6.1), dans lequel Z . désigne le faisceau induit sur le sous-espace X, de X
par le faisceau & ; la démonstration directe résulte aussitét de la définition (5.9.1.2)
et du théor¢me de la double limite inductive.

5.10. Propriété (S,) et Z-cléture.

(5.10.1) Soient X un préschéma localement noethérien, % un 0x-Module cohé-
rent; pour toute partie T de X, nous poserons

(5.10.1.1) profp (%) =ileﬁ'1“ prof (#,)

Proposition (5.10.2). — Sotent X un préschéma localement noethérien, Z une partie de X
stable par spécialisation, F un Ox-Module quasi-cohérent. Les conditions sutvantes sont équivalentes :

a) F est Z-pur.

b) Ass(F) ne rencontre pas Z.

St en outre F est cohérent, ces conditions sont aussi équivalentes d la suivante :

c) profy(F)>1.

Dire que & est Z-pur signifie que pour tout ouvert noethérien V de X, et tout
ouvert UdX —7Z, ’homomorphisme de restriction I'(V, #) - I'(VAaU, &) est injectif
(5.9.8); mais d’aprés (3.1.8) cela équivaut & VnAss(F)CU, d’ou I’équivalence de a)
et b). En outre, dire que x€Ass(#) signifie qu’aucun élément de m, n’est & -régulier
(3.1.2), donc, lorsque & est cohérent, cela s’écrit encore prof(#,) =o0; on en déduit
aussitét dans ce cas ’équivalence de &) et ¢).

Corollaire (5.10.3). — Soit 0—>F' >F >F "' —0 une suite exacte de Ox-Modules
quasi-cohérents. St F est Z-pur, il en est de méme de F'; inversement, si F' et F'' sont L-purs,
il en est de méme de F.
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Cela résulte de la forme (5.10.2, b)) de la condition pour qu’un @x-Module quasi-
cohérent soit Z-pur, et de (3.1.7).

Corollaire (5.10.4). — Supposons F cohérent. Pour que F soit Z-pur en un point xeX,

~

il faut et il suffit que profzz(ﬂ' ) =1 (avec les notations de (5.9 6)).

Cela résulte aussitot de (5.10.2) et (5.9.6).

Théoréme (5.10.5). — Sotent X un préschéma localement noethérien, Z. une partie de X
stable par spécialisation, F un Ox-Module cohérent. Pour que F soit Z-clos, il faut et il suffit que
Pon ait profy(F)>2.

En vertu de (5.10.2), on peut se borner au cas ot & est Z-pur et profy(F)>1.
De plus, dire que prof;(#)>2 équivaut a dire que pour toute partie fermée Z, de Z,
prof; (#)>2; et de méme, il résulte de (5.9.8) que dire que F est Z-clos équivaut a
dire que & est Z -clos pour tout a. On peut donc déja se borner au cas ou Z est fermé.
La question étant locale, il suffit, pour tout xe€Z, de prouver le théoréme pour & |U, *
U étant un voisinage ouvert affine de x, et I’on peut donc se borner au cas ot X=U
est affine. On sait alors que Ass(#) est fini (3.1.6), et comme Ass(F)CX—Z, ily
a une section f de Oy au-dessus de X telle que Ass(F)CX,CX—7 (II, 4.5.4); on
en déduit que f est F-réguliere (3.1.9) et que pour tout yeZ, on a f,em,, donc
prof(#,) =1+ prof(#,/ f,#,) (0,16.4.6). La condition prof;(#)>2 équivaut donc
a profy(F[f#)>1, ou encore (5.10.2) au fait que F [fF est Z-pur, et il suffit de voir
que cette derniére propriété équivaut au fait que F est Z-clos.

Considérons la suite exacte 0—>F >F —>F [f¥ -0 (’homothétie de rapport
[ F L F étant par hypothése injective); si on pose W=X—Z, on a le diagramme
commutatif
0o — (X, F) 1 I'X, ) —> I'(X, FIfF) — o

o — I(W,#) — (W, #) — T(W, #|fF)

ou les deux lignes sont exactes (X étant affine). Si I’homomorphisme de restriction
I'X, #) > T'(W, &) est bijectif, on déduit de ce diagramme que

'X, #|f#) > T'(W, F|fF)

est injectif, et cela montre (5.9.8) que si & est Z-clos, & |f% est Z-pur. Inversement,
supposons que & [f# soit Z-pur, et soit s une section de & au-dessus de W; comme
X,cW, il existe un entier n>o0 tel que f"(s|X,) se prolonge en une section ¢ de F
au-dessus de X (I, 1.4.1); d’ailleurs, les restrictions de ¢ et de f"s a X, étant les mémes,
il en résulte que la restriction de £ &8 W est égale a f™s en vertu de la relation Ass(#)CX,
(5.10.2); comme fest Z-régulier, il suffira de voir que ¢ est de la forme /™', ou #'eI'(X, F)
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pour montrer que ’homomorphisme I'(X, #) - I'(W, #) est surjectif, donc bijectif.
Or, dire que t=j"t' signifie que ’image de¢ dans I'(X, # [f"Z) est nulle. Mais comme
SF |fETLF  est isomorphe 4 F[fF, donc Z-pur par hypothése, on déduit de (5.10.3),
par récurrence sur n, que F[f"F est Z-pur. Mais par définition 'image de ¢|W =f"s
dans T'(W, #/f"#) est nulle, d’ou la conclusion.

Corollaire (5.10.6). — Soit F un Ox-Module cohérent. Pour que F soit Z-clos en un
point x, il faut et il suffit que profzx(§ 2) =2,

Cela résulte de (5.9.6) et (5.10.5).

Théoréme (5.10.7%7) (Hartshorne). — Soient X un préschéma localement noethérien, Y une
partie fermée de X. Supposons que pour tout yeY, on ait prof(@x ,)>2; alors pour toute composante
connexe C de X, C—(CnY) est connexe. ‘

On peut se borner au cas ol X est connexe; il résulte alors de (5.10.5) que ’homo-

" morphisme canonique Ox—i (0x|X—Y) (ot 7:X—Y—>X est I'injection canonique)
est bijectif. Par suite I’homomorphisme de restriction I'(X, 0x) - I'(X—Y, O) est aussi
bijectif. Il suffit maintenant d’appliquer le lemme (III, 7.8.6.1).

Corollaire (5.10.8). — Soient X un préschéma localement noethérien, d un entier tel que
pour tout xeX, la relation dim(0,)>d entrafne prof(0,)>2. Supposons X connexe; alors,
st X', X" sont deux composantes irréductibles distinctes de X, il existe une suite (X)o<i<n de
composantes irréductibles de X telle que Xo=X', X,=X", et que, pour 1<i<n, on ait
codim(X;_;nX;, X)<d—1 (on dit alors que X est connexe en codimension <d—1).

Si Y est une partie fermée de X telle que codim(Y, X)>d, on a dim(0x ,)>d
pour tout yeY (5.1.3), donc prof(0x ,)>2 pour tout yeY, et il résulte de (5.10.7)
que X—Y est connexe. D’autre part, pour que codim(Y, X)>d, il faut et il suffit
que pour tout yeY, il existe un voisinage ouvert V de y dans X tel que codim(YnV, V)>d
(0, 14.2.3). Notons enfin que si § désigne ’ensemble des parties fermées Y de X de
codimension >d, la réunion de deux ensembles de & appartient a § (0, 14.2.5), et
tout ensemble fermé contenu dans un ensemble de § appartient a §, propriétés qu’on
exprime encore en disant que § est un antifiltre de parties fermées de X. Le corollaire
résulte alors du lemme topologique suivant :

Lemme (5.10.8.1). Sotent X un espace topologique connexe localement noethérien,
& un antifiltre de parties fermées de X. On suppose que si Y est une partie fermée de X telle que
pour tout yeY, il y ait un voisinage ouvert V de y dans X et un Y, €§ tels que VoY =VnY,,
alors Ye$. Les conditions suivantes sont alors équivalentes :

a) Pour tout Ye§, X—Y est connexe.

b) St X’ et X'’ sont deux composantes irréductibles distinctes de X, il existe une suite
(Xio<isn de composantes irréductibles de X telle que Xo=X', X, =X"" et que, pour 1<i<n,
on ait X, nX,¢F.

Supposons &) vérifiée et prouvons que U=X—Y est connexe pour tout YEeg.
Si U’ et U” sont deux composantes irréductibles distinctes de U, il existe deux compo-
santes irréductibles X', X" de X telles que X'nU=U’, X"nU=U" (0, 2.1.6);
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formons pour ces deux composantes une suite (X;) ayant la propriété énoncée dans b)
et posons U;=X;nU pour 1<i<n; alors U; est une composante irréductible de U
(0, 2.1.6) etde plus U;nU,;_,+0 pour 1<i<n, sinon on aurait X;nX;_,CY, donc
X;nX;_,€¥, contrairement a la définition des X;. Cela entraine que U est connexe.

Montrons maintenant que a) entraine &). Désignons par Y la réunion de la
famille (X,nX,), ou (X,, X;) parcourt Pensemble des couples de composantes
irréductibles distinctes de X telles que X, nX;eF. Pour tout point yeY, il y a un
voisinage ouvert V de y dans X ne rencontrant qu’un nombre fini de composantes
irréductibles de X; cela montre d’une part que Y est fermé et d’autre part que VnY
est intersection de V et d’un ensemble de §&; en vertu de I’hypothese faite sur §, on a
Ye®, donc U=X-—Y est connexe; en outre Y est rare dans X. Soient alors X', X"’
deux composantes irréductibles distinctes de X, U’, U” leurs traces respectives sur U;
ce sont des composantes irréductibles distinctes de U (0;, 2.1.6). Or la réunion des
composantes irréductibles W de U telles qu’il existe une suite (U,),<;<, de composantes
irréductibles de U pour laquelle Uy,=U’, U,_,+U; et U,_nU;+0 pour 1<i<n
et U,=W est un ensemble ouvert et fermé dans U, puisque U est localement noethérien
et par suite ses composantes irréductibles forment une famille localement finie d’ensembles
fermés. Il y a donc une telle suite (U;) pour laquelle U,=U"; soit X, (o<i<n) la
composante irréductible de X telle que X;nU=U,; (0;,2.1.6); comme U,_,+1U,,
on a X, ,;#X; pour 1<i<n; si 'on avait X, nX,;e® pour un ¢ tel que 1<i<n,
on en déduirait X;_;nX;CY par définition de Y, d’'ot U;_;nU;=4, contrairement
a Phypotheése. Ceci acheve la démonstration du lemme.

On notera que I’hypothese faite sur X dans (5.10.8) est vérifiée lorsque X est
un préschéma de Cohen-Macaulay et d>2.

Corollaire (5.10.9). — St un anneau local noethérien A vérifie (S,) et est caténaire, il est
équidimensionnel.

L’hypothése de (5.10.8) est alors vérifiée par X =Spec(A), avec d=2. Pour
montrer que toutes les composantes irréductibles de X ont méme dimension, il suffit
alors, en vertu de (5.10.8), de montrer que deux telles composantes X', X'’ ont
méme dimension lorsque l'on suppose en outre que codim(X'nX"”, X)=1. Il y
a alors une composante irréductible Z de X'nX’" telle que codim(Z, X)=1, donc
codim(Z, X')=1, puisque codim(Z, X)>codim(Z, X')>1; de méme codim(Z, X" )=1,
et comme X est caténaire, cela entraine dim(X') =dim(X"").

Proposition (5.10.10). — Soient X un préschéma localement noethérien, Z une partie
de X stable par spécialisation, F un Ox-Module cohérent et supposons que le Ox-Module A%y, (F)
soit cohérent. Alors :

() Ona profy(#%y(#))>e.

(i1) Pour tout point xeAss(F)n(X—2Z), on a codim(an}, {7})22.

~

(iii) L’ensemble U des xeX tels que profy (¥,)>2 (notations de (5.9.6)) est ouvert
dans X; on a X—UCZ, et U est le plus grand ouvert de X tel que F|U soit (ZnU)-clos.
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Posons pour abréger F'=#3,(F). On sait (5.9.11) que F' est Z-clos et
P’assertion (1) résulte donc de (5.10.5) appliqué a F'. Soit xeAss(F)n (X—Z); comme
les restrictions de & et ' a X—7Z sont canoniquement isomorphes (5.9.11), on a
xeAss(#'). Considérons un point yeZn(x—}; I'idéal premier p de @, correspondant
a x est associé au O,module &#,, donc on a, en vertu de (i) et de (0, 16.4.6.2),
2 < prof(#,) <dim(0,/p) = codim({ y}, {x}), d’ot (ii). Enfin, pour prouver (iii), notons
que U est ’ensemble des xeX tels que %x soit Z-clos (5.10.5), ou encore, en vertu
de (5.9.6), ’ensemble des points ot I’homomorphisme canonique %,—%, est bijectif;
c’est donc le complémentaire de la réunion des supports de Ker(px;) et Coker(pxy),
et ces derniers sont des Ox-Modules cohérents en vertu de I’hypothése (0, 5.3.4) donc
ont un support fermé (0, 5.2.2); cela montre que U est ouvert, et U est évidemment le
plus grand ouvert tel que & |U soit (ZnU)-clos; enfin 'inclusion X—UCZ résulte
de (5.9.11).

Nous verrons plus loin (5.11.1) que dans les cas les plus importants 1’assertion (ii)
entraine réciproquement que H#y,(#) est cohérent.

(5.10.11) Soient X un préschéma localement noethérien, Z une partie de X
stable par spécialisation; on a vu que &f/=#%,(0) est une Og-Algebre quasi-
cohérente (5.9.3); le X-schéma X'=Spec(#%;(0x)) (I, 1.3.1) est appelé la Z-cloture
de X. En outre pour tout Oyx-Module &, #%,(F) est un &/-Module, qui est quasi-
cohérent si & est un Ox-Module quasi-cohérent; dans ce dernier cas, il y a donc un

unique Oy.-Module & tel que I’on ait, en désignant par g : X'—>X le morphisme struc-
tural (II, 1.4.3)

(5.-10.11.7) H3a(F)=8(F").

Proposition (5.10.12). — Les notations étant celles de (5.10.11) :
(1) Soit x un point de X. Pour que le morphisme

X' ><X)(:o: g Xz (= SPCC(Qx,z))

déduit de g par localisation soit un isomorphisme, il faut et il suffit que Ox soit Z-clos au point x
(ce qui a lieu pour tout xeX—7Z).

(ii) Posons Z'=g Y (Z), et supposons X' localement noethérien. Alors F' est Z'~clos;
st de plus F' est un Ox-Module cohérent, on a profy, (F')>2.

(iil) Supposons que 3, (Ox) et HRy(F) soient cohérents. Alors le morphisme g : X' —X
est fint; Pensemble U des xeX tels que Pon ait profzz(@;)>2 et profzz(g% 2)=>2 est ouvert
dans X et tel que X—UCZ; en outre U est le plus grand ensemble ouvert de X tel que la restric-
tion g *(U)—>U de g soit un isomorphisme et que la restriction F|U—>F'|g t(U) du
g-morphisme canonique F —F' soit un isomorphisme.

L’assertion (i) résulte des définitions, et (iii) est une conséquence immédiate
de (5.10.10, (iii)). Pour prouver (ii), considérons un ouvert V de X contenant Z—X,
et son image réciproque V'=g ' (V); si i: V=X et ¢ : V'->X’ sont les injections
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canoniques, ’homomorphisme canonique py; : F' =i (F'|V’) est tel que g, (pxz)
soit ’homomorphisme canonique py; : #%;(F) - i (#R(F)|V) (I, 1.4.2), compte
tenu de (5.10.11.1). Comme #%,(F) est Z-clos (5.9.11), pxj; est un isomorphisme,
donc il en est de méme de py. ;. Comme X’'—Z’ est intersection de la famille filtrante
des V,=g*(V,), ou V, parcourt la famille filtrante des ouverts contenant X—Z,
on en déduit que F’ est Z’'-clos lorsque X’ est localement noethérien, en vertu de (5.9.1).

(5.10.13) Nous allons maintenant appliquer les résultats qui précédent au cas
ol Z est un des ensembles Z"(X) (ou simplement Z™), défini comme I’ensemble des
xeX tels que dim(@,)>n; il est clair que Z™ est stable par spécialisation; pour qu’une
partie fermée T de X soit contenue dans Z™, il faut et il suffit que codim(T, X)>n.
Nous nous intéresserons ici au cas n=2.

Proposition (5.10.14). — Soient X un préschéma localement noethérien, F un Ox-Module
cohérent de support égal a X.

(i) Pour que F vérifie (S,), il faut et il suffit qu’il soit ZW-pur.

(i) Pour que F vérifie (S,), il faut et il suffit qu’il soit Z®-clos et Z™M-pur, ou encore
quil soit Z®-clos et wait pas de cycle premier associé de codimension 1.

(i) Dire que & posséde la propriété (S,) signifie que # n’a pas de cycle premier
associé immergé (5.7.5), ou encore que pour tout xeAss(F), ona dim(F,)=o0 (3.1.4)
autrement dit (5.1.12.1) dim(0,)=o0; mais cela équivaut a dire que Ass(#) ne rencontre
pas ZY, et la conclusion résulte de (5.10.2).

(i) Dire que & est Z®-clos signifie que prof,u)(F)>2, ou encore que, pour tout
xeX, larelation dim(&,)>2 entraine prof(#,)>2; cela montre que la propriété (S,)
entraine que & est Z?-clos; elle entraine en outre que & vérifie (S,), donc n’a pas de cycle
premier associé immergé (5.7.5), et comme Supp(F )= X, celasignifie encore que tous les
cycles premiers associés & & sont de codimension o. Inversement, supposons que & soit
ZP-clos et n’ait pas de cycle premier associé de codimension 1; pour voir que & vérifie
(S,), il reste & montrer que si xeX est tel que dim(%#,)=1 (ou, ce qui revient au méme,
dim(0,)=1), alors on a prof(#,)=1; mais par hypothése la relation dim(@,)=1
entraine x¢ Ass(#), et cette derniére relation équivaut a prof(F,)+o0, c’est-a-dire
ici & prof(#,)=1. Si F est ZY-pur, donc vérifie (S,), on a remarqué plus haut qu’en
vertu de la relation Supp(#)=X, tous les cycles premiers associés & & sont de codi-
mension o, donc ce qui précede s’applique.

On notera qu’il peut se faire que F soit Z®-clos et ne vérifie pas (S,) : Clest le
cas par exemple lorsque X est de dimension 1 (car alors Z® =0, et tout Ox-Module
est Z®-clos) et a des cycles premiers associés immergés.

Rappelons qu’au chapitre III, dans ’étude de la cohomologie locale, on donne une
caractérisation cohomologique de la propriété (S,) pour tout n>1, généralisant (5.10.14).

Corollaire (5.10.15). — Soient X un préschéma localement noethérien, F un Ox-Module
cohérent de support X. On suppose que F n’a pas de cycles premiers associés de codimension 1 et
que F'= A3y (F) soit cohérent. Alors :

(1) F' vérifie la propriété (S,).
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(ii) L’ensemble U des xeX tels que F vérifie (S,) au point x (5.7.2) est ouvert dans X
¢t on a codim(X—U, X)>2.

(i) On sait (5.9.11) que F’ est Z®-clos, et en outre Supp(F')=X, car les
points maximaux de X appartiennent 3 X—Z® et en ces points F.=%,+ 0, donc le
support de F’ est dense dans X, et comme F' est cohérent, Supp(Z”) est fermé, donc
égal a X. Il reste a voir que &' n’a pas de cycles premiers associés de codimen-
sion 1. Mais si xeAss(#’) et dim(#,) =dim(0,)=1, on a xeX—Z® donc,
puisque F=%_, on aurait xeAss(%), contrairement a I’hypothése, ce qui achéve
de prouver (i). ‘

(ii) On a ZW(X,)=Z"(X)nX,, avec les notations de (5.9.6), compte tenu
de (I, 2.4.2); d’autre part, ’hypothése que & n’a pas de cycles premiers associés de
codimension 1 entraine la méme hypothése pour fz; pour que .97'; vérifie (S,), il faut
et il suffit donc, en vertu de (5.10.14), que ,% soit Z®(X,)-clos; ’assertion (ii) résulte
donc de (5.10.6) et de (5.10.10, (iii)).

Proposition (5.10.16). — Soient X un préschéma localement noethérien,
X'=Spec(#% (%))

sa ZP-cloture, g :X'—>X le morphisme structural. Supposons que X n’ait pas de cycle premier
associé de codimension 1.

(1) Pour qu’'en un point xeX, X vérifie (S,), tl faut et il suffit que le morphisme X,—X,
déduit de g (notations de (5.10.12)) soit un isomorphisme. Cette condition est toujours vérifie
st codim({?}, X)<1.

(1) Supposons de plus que g soit un morphisme fini (voir dans (5.11.2) des conditions
suffisantes pour qu’il en soit ainsi). Alors Pensemble U des points o X vérifie (S,) est ouvert
et codim(X—U, X)>2; enoutre U est le plus grand ouvert de X tel que la restriction g~*(U)—>U
de g soit un isomorphisme.

(iii) Sous les mémes hypothéses que dans (i), X' satisfait @ (S,) et pour tout x'eX’ tel
que codim({x'}, X')<1, le point x=g(x') est tel que codim({x}, X)=codim({x'}, X").

(iv) Les hypothéses étant celles de (ii), soit F un Ox-Module cohérent de support X, tel
que ARy (F) soit cohérent; alors le Ox-Module F' tel que g(F')=Hyun(F) est
cohérent et vérifie (S,), et son support est une réunion de composantes irréductibles de X'.

Les assertions (i) et (ii) sont insérées pour mémoire, ayant déja été démontrées
en substance : (i) résulte en effet de (5.10.12, (i)) et de (5.10.14), et (ii) est un cas
particulier de (5.10.15, (ii)).

Démontrons (iii); posons x=g(x’); comme g est fini, il en est de méme du mor-
phisme X;—-X , donc dim(Oy ,)<dim(X;)<dim(X,)=dim(0 ,) en vertude (5.4.1).
Supposons d’abord que dim(0x ,)<1 et montrons qu’alors dim(lx ,)<1. Sinon, on
aurait xeZ®, donc en vertu de (5.10.12, (ii)) appliqué a O, on aurait prof(0y, ,)>2,
ce qui est absurde. On a donc xeX—Z®, et par suite Oy , est isomorphe a Oy,
(5.10.12, (i)), d’ott dim(CO. ,)=dim(0x ,). En outre, comme X n’a pas de cycles
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premiers associés de codimension 1, ’hypothése dim(0x ,)=1 entraine x¢ Ass(0x), donc
prof(0x ,)=1, et par suite aussi prbf(@X,’z,) =1. Supposbns maintenant dim (O ) >2,
donc dim(0O ,)>2, cest-a-dire xeZ®; on en déduit que prof(@y. ,)>2 par (5.10.12,
(ii)). Ceci établit les assertions de (iii).

Pour prouver (iv) il suffit de remplacer Oy par & dans le raisonnement précédent,
qui établit que F’ vérifie (S,) et que si dim(F,)<1, F, et F_ sont di-isomorphes;
en particulier si dim(#,)=o0, on a dim(#,)=o0, donc dim(0x,)=o0 puisque F a
pour support X, et enfin dim(C0x. ,)=o0; toute composante irréductible de Supp(F”)

est donc une composante irréductible de X', puisque &' est cohérent, donc Supp(F')
fermé.

Proposition (5.10.17). — Soient A un anneau intdgre noethérien, et désignons par AW
Pintersection des anneaux locaux A, ot p parcourt Pensemble des idéaux premiers de A de hauteur 1.
Supposons que AW soit une A-algeébre finie. Alors :

(i) Lanneau AW vérifie la condition (S,).

(ii) L’ensemble U des peSpec(A) tels que I'homomorphisme canonique A,—(AY),
soit bijectif est égal @ Pensemble des p tels que A, vérifie (Sy); U est ouvert dans X = Spec(A)
et Pon a codim(X—U, X)>2.

(iii) Pour toute partie multiplicative S de A, (ST'A)Y est une (S™1A)-algébre finie.

(iv) Soit B une A-algébre finie, intégre et contenant A. Alors BY est une B-algébre

finie. En outre, pour tout idéal premier q de B, de hauteur 1, I'idéal premier qnA de A est de
hauteur 1.

Si 'on tient compte de la formule (5.9.3.1), on voit que X’'= Spec(A") est la
Z®-cloture de X = Spec(A); comme A n’a pas d’idéaux premiers associés immergés,
les propriétés (i) et (ii) sont des cas particuliers de (5.10.16, (i), (ii) et (iii)). Pour
prouver (iii), il suffit de remarquer que on a (S7'A)Y=S"!A" ce qui est un cas
particulier de (5.9.4) : en effet ST'A est un A-module plat, les idéaux premiers de S™'A
sont les idéaux S™'p, ol peSpec(A) ne rencontre pas S, et on a ht(S™'p) =ht(p).
Comme A" est une A-algébre finie, S7!A® est une S~'A-algébre finie, d’ou (iii).

Pour démontrer (iv), posons Y= Spec(B), etsoit f: Y—X le morphisme structural;
comme il est fini, il résulte de (5.4.1) que pour tout yeY, on a dim(0y,) <dim(Ox ;,);
donc, si T=f"*(Z®(X)), on a TIZ®(Y). Montrons que ¥ =#3,0x(f.(0y) est
cohérent; en effet f (0Oy) :fﬁ, B étant considéré comme A-module; mais comme B
est une A-algébre intégre finie, son corps des fractions est fini sur le corps des fractions
de A, donc B est contenu dans un A-module libre de type fini, et par suite (5.9.2, (i))
% est un sous-Ox-Module quasi-cohérent de (H#ywx)(0x))" pour un n convenable;
ce dernier étant cohérent par hypothése, il en est de méme de %. Or, il résulte de la
définition (5.9.1.2) que ¥ est isomorphe a f (#%,(0y)); cela prouve a fortiori que
Hyp(0y) est un Oy-Module cohérent. II résulte alors de (5.10.10, (ii)), appliqué a Oy
et au point générique de Y, que on a codim(T,Y)>2, clest-d-dire TCZO(Y), et
finalement T =Z®(Y). Cela prouve les deux assertions de (iv).
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5.11. Critéres de cohérence pour les Modules #9,(%).

Proposition (5.1x.1). — Soient X un préschéma localement noethérien, Z une partie de X
stable par spécialisation, F un Ox-Module cohérent. Désignons par (x,) la famille des points
de Ass(F)n(X—7Z) et, pour tout o, sotent Y, le sous-préschéma fermé réduit de X ayant{Ta}
pour espace sous-jacent, Za=Zn{—a. Alors les deux conditions suivantes sont équivalentes :

a) HRy(F) est un Ox-Module cohérent.

b) Pour tout «, HY ;5 (Oy) est un Oy -Module cohérent.

Ces deux conditions entratnent la suivante :

c) Pour tout «, on a codim(Z,, Y,)>2.

De plus, les trois conditions a), b), c) sont équivalentes lorsqu’en outre une des propriétés
suivantes est vérifice :

(1) Tout point de X admet un voisinage ouvert isomorphe & un sous-schéma d’un schéma
régulier (auquel cas on dit aussi que X est localement immersible dans un schéma régulier).

(ii) Pour tout a, Y, est universellement caténaire (5.6.2) et son normalisé (IL, 6.3.8)
Y, est fint sur Y,.

Toutes les propriétés envisagées sont locales sur X, donc on peut se borner au cas
ou X =Spec(A) est affine, A étant un anneau noethérien, et F = M, ou M est un
A-module de type fini. Alors, pour tout «, si A, est l'injection canonique Y,—X,
(hs),(Og) =%, est le Ox-Module correspondant au A-module quotient A/, , et, par
définition de Ass(#), ce A-module est isomorphe & un sous-A-module de M. Comme
H#3(%,) est un sous-Ox-Module quasi-cohérent de #%;(F) (5.9.2), Phypothése que
H3p(F) est cohérent entraine qu’il en est de méme de H#%,(¥%,). D’autre part, il
résulte de la définition (5.9.1.2) que H#%;(%,) est isomorphe & %%a,za(@ya); cela prouve
que a) entraine b). Pour voir que 4) entraine a), il suffit de montrer qu’il y a une filtration
finie (F,)oci<n de F formée de Ox-Modules cohérents, avec F,=F, F, =o, et
telle que R, (F;/F;.,) soit cohérent pour tout i : cela résulte, par récurrence
descendante sur 7, des suites exactes

0>F, > F—>F[Fi .

du fait que %, est un foncteur exact a gauche (5.9.2), et enfin de (0;, 5.3.3) et
(I, 6.1.1). En vertu de (3.2.8), il suffit donc de prouver que H#%;(F) est cohérent
lorsque & est irredondant; autrement dit, Ass(M)={p} est réduit a un seul élément.
Notons maintenant le

Lemme (5.xx.x.1). — Soient A un anneau noethérien, M un A-module de type fini, tel
que Ass(M)={p}. Il existe une filtration finie (M;)o<r<m de M telle que My=M, M, =0
et que M,/M,, soit isomorphe & un sous-module de A|[p.

Notons d’abord que ’homomorphisme canonique M—M, =N est injectif (Bour-
baki, Alg. comm., chap. IV, § 1, n° 2, prop. 6). Posons B=A,, m=pA,, idéal maximal
de B; on a Ass(N)={m} (loc. cit., prop. 5), et comme N est un B-module de type fini,
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il existe un entier 7 tel que MmN =o0; si on pose N;=m'N pour o<j<r, N//N; , est
un (B/m)-module de type fini, donc somme directe d’'un nombre fini de sous-modules
isomorphes a B/m, puisque B/m est un corps; autrement dit, il y a une filtration finie
(Nwosnsm de N telle que N, =o0 et que N,/N;,, soitisomorphe a B/m, i.e. au corps
des fractions de A/p; la filtration des M, =MnN, répond a la question, car M,/M, .,
est isomorphe a un sous-(A/p)-module de type fini de N,/N,,,=B/m; mais on sait
qu'un tel sous-module est isomorphe a un sous-module de A/p.

L’existence de la filtration (M,) montre alors, par le méme raisonnement que
plus haut, que pour prouver (moyennant b)) que #y;(F) est cohérent, on peut se
borner a4 montrer que #%,(%) est cohérent, o & = (A[p)~, p étant un idéal associé
a M. Mais si p=j, avec yeZ, le support de & est un ensemble fermé contenu dans Z,
puisque Z est stable par spécialisation; la définition (5.9.1.2) montre alors que
HR5(P) =o0. Siau contraire p =], pour un a, ona #=(h,) (0y) par définition, et
Pon a vu plus haut que #% (%) est isomorphe & #% ; (0y ), donc est cohérent en vertu
de I'hypothese 5).

On a déa vu (5.10.10, (ii)) que a) entraine ¢). Il reste & prouver que, sous 'une
ou l'autre des hypotheses (i), (ii), ¢) entraine 5). Notons que si X vérifie (i), il en est
de méme de chaque Y,. Il suffit donc (5.9.3.1) de prouver le

Corollaire (5.11.2). — Sotent A un anneau noethérien intégre, vérifiant l'une des deux
hypothéses suivantes :

(1) A est quotient d’un anneau noethérien régulier.

(i) A est universellement caténaire, et sa cloture intégrale A’ est une A-algébre finie.

Alors Panneau AW, intersection des A, ot p parcourt Pensemble des idéaux premiers de A
de hauteur 1, est une A-algébre finie.

(i) Posons X =Spec(A). L’ensemble U des points xeX ou X vérifie (S;) est
ouvert dans X moyennant I’hypothése (i) (6.11.2) (). En outre, si 'on pose Z=X—U,
on a codim(Z, X)>2 : en effet, pour tout xeX tel que dim(A,)<1, ona dim(A,)<1
pour tout x’ générisation de x, et comme A, est intégre, prof(A,)>1, donc X vérifie (S,)
au point x. On a donc ZCZ®, et H#Y,0(0x) =7 (HY0(O)), ou j:U->X est
'injection canonique (5.9.1.2). Mais comme le préschéma U vérifie (S,), il résulte
de (5.10.14) que 37,0 (0;) est isomorphe & @; d’autre part, comme codim(Z, X)>2,
on sait, d’aprés le chapitre III, § 9, que j (@) est un Ox-Module cohérent, ce qui
démontre la proposition dans le cas (i).

(ii) L’anneau A’ est, en vertu de I’hypothése (ii), un anneau noethérien intégre
et intégralement clos, donc (Bourbaki, Alg. comm., chap. VII, § 1, n° 6, th. 4) intersection
de ses anneaux locaux A, ol p’ parcourt Pensemble des idéaux premiers de hauteur 1
de A’. Or, pour un tel idéal premier p’, si I'on pose p=p'nA et S=A—p, A, est
un anneau local en lidéal premier S~'p’ de S'A’, et ST'A’ est par hypothése

(1) Le lecteur pourra vérifier que (5.11.2) n’est pas utilisé dans la démonstration de (6.11.2).
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une Ag-algébre finie; comme S~™'p’ est au-dessus de I'idéal maximal pA, de A,, Cest
un idéal maximal de S~'A’; mais en vertu de ’hypothése (ii) et de (5.6.3, (i), A, est
universellement caténaire. On déduit donc de (5.6.10) que dim(A,) =dim(A,)=1.
Il résulte de la que 'on a AWCA’, et comme A’ est un A-module de type fini par hypo-
thése, il en est de méme de A" puisque A est noethérien; la proposition est donc démon-
trée dans le cas (ii).

Remarque (5.11.3). — Le fait que A® est une A-algébre finie n’est plus nécessai-
rement exact si, dans ’hypotheése (ii) de (5.11.2), on suppose seulement que A est
caténaire. Un exemple est donné par ’anneau local caténaire A construit dans (5.6.11),
dont la cloture intégrale A’ (notée B dans (5.6.11)) est une A-algeébre finie; si AW était
aussi une A-algebre finie, comme il est contenu dans le corps des fractions de A, il serait
contenu dans A’. Mais d’autre part, avec les notations de (5.6.11), tout idéal premier
de hauteur 1 dans A est de la forme pA, ou p est un idéal premier de hauteur 1 dans C,
etl’ona A, =C,; onsait (5.6.11) que C,=E,, ol p’est’'unique idéal premier de E
au-dessus de p, donc A, est intégralement clos et contient par suite A’; par définition,
on a donc A’'CAW™, et Phypothése que A” est une A-algébre finie entrainerait finale-
ment AY=A’. Mais cette conclusion est absurde, car un des deux idéaux premiers
de A’ au-dessus de I'idéal maximal nA de A est de hauteur 1, alors que nA est de
hauteur 2, ce qui contredirait (5.10.17%, (iv)).

Corollaire (5.x1.4). — Soient X un préschéma localement noethérien, Z une partie fermée
de X, U=X—Z,1:U—X UPlinjection canonique, F un Oy-Module cohérent. Pour que i (F) soit
un Ox-Module cohérent, il est nécessaire que pour tout xecAss(F), on ait codim({—x_}n Z, {7}) =>2.
Cette condition est suffisante dans chacun des deux cas suivants :

(1) Le préschéma X est localement immersible dans un schéma régulier.

(1) Le préschéma X est universellement caténaire et universellement japonais (ce qui signifie,
par définition, que tout point x€X admet un voisinage ouvert affine dont I’anneau est
universellement japonais (0, 23.1.1)).

On sait (I, 9.4.7) qu’il existe un sous-Ogx-Module cohérent 4 de i (F) tel que
Z|U=%. On a évidemment Ass(F)CAss(¥)CAss(:(F)), et comme

Ass(i,(F)) = Ass(F)

(3.1.13), on a Ass(¥)=Ass(F); il suffit alors d’appliquer (5.11.1) au Ox-Module
cohérent %, en notant que I (F)=#%,(¥) et que, lorsque X est universellement
caténaire et universellement japonais, I’hypothése (ii) de (5.11.1) est vérifiée par
définition.

Corollaire (5.1x.5). — Sotent X un préschéma localement noethérien, Z. une partie de X
stable par spécialisation, F un Ox-Module cohérent tel que Uon ait Ass(F)CX—Z. Alors la
condition :

a) Hyy(F) est un Ox-Module cohérent
implique la suivante :

d) Pour toute partic T de Z fermée dans X (ou seulement pour une famille filtrante
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croissante de parties fermées T de Z, de réunion Z), i (#|X—T) (o2 i:X—T—>X
est Dinjection canonique) est cohérent.
Lorsque X vérifie Uune des hypothéses (i), (ii) de (5.11.1), a) et d) sont équivalentes.
Notons que I'on a Ass(i (#|X—T))=Ass(#) en vertu de I'hypothése et de
(3.1.13); il résulte donc de (5.10.2) que les applications canoniques

i (F|X—T) - A#3,(F)

sont injectives; le fait que a) implique d) est donc conséquence de cette remarque. Inver-
sement, la condition d) implique, en vertu de (5.11.1) que codim(TnY,, Y,)>2 avec
les notations de (5.11.1); par suite on a codim(ZnY_, Y,)>2 puisque Z est réunion
de ses parties qui sont fermées dans X, et la derniére assertion du corollaire découle
de (5.11.1).

Corollaire (5.x1.6). — Soient A un anneau noethérien, X = Spec(A). Considérons les
propriétés suivantes :

a) Pour tout anneau quotient intégre B de A, I'anneau B® (notation de (5.11.2)) est
une B-algébre finie.

b) Pour tout Ox-Module cohérent F et toute partie Z. de X, stable par spécialisation, et telle
que pour tout xeAss(F)n(X—72Z) on ait codim({;}n Z, {77})22, le Ox-Module 3 ,(F)
est cohérent.

c) Pour toute partie fermée T de X et tout Oy-Module cohérent & (ot U=X-—T) tel
que pour tout xcAss(¥) on ait codim({T}nT, @)22, i(9) (o 1:U—>X est Pinjection
canonique) est un Ox-Module cohérent.

d) Pour tout anneau quotient intégre B de A et tout idéal 3 de hauteur >2 dans B, I’anncau

n B, est une B-algébre finie.
rPs On a alors les implications
a)<>b) =c)<«d)

En outre, les conditions a), b), c) et d) sont vérifides dans chacun des deux cas suivants :

(1) A est quotient d’un anneau régulier.

(i) A est universellement caténaire et universellement japonais.

Soit B=A/q, ou q est un idéal premier de A, de sorte que Y =Spec(B) estla
partie fermée V(q) de X; posons Z=Z%(Y), qui est une partie de X stable par
spécialisation; comme B est intégre, Ass(A/q) est réduit au point générique q de Y.
Si la condition &) est vérifiée, on peut ’appliquer au Ox-Module cohérent F = (A/q)™
et & Z, et en vertu de (5.9.3.1), cela montre que BY est un A-module de type fini, et
a fortiori un B-module de type fini. Inversement, supposons a) vérifiée; alors, si & est un
Ox-Module cohérent tel que pour tout xeAss(F)n (X—2Z) onait codim({—x}n Z, {_x})>2,
on peut appliquer (avec les notations de (5.11.1)) a chacun des schémas affines
Y,=Spec(B,), ol B, est un anneau quotient intégre de A, le résultat de a); comme
par hypothése Z, est contenu dans Z®(Y,), la condition @) (compte tenu de (5.10.2)
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et du fait que Ass(0y ) est réduit au point générique de Y,) entraine que #7y , (0y )
est un Oy -Module cohérent, et b) découle alors de (5.11.1).

Pour voir que ¢) entraine d), on raisonne comme ci-dessus en appliquant ¢) au
casou F =(A/q)”™ et Z=V(3J); inversement, on prouve que d) entraine ¢) en utilisant
encore ’équivalence de a) et b) dans (5.11.1). Il est évident que ¢) est un cas particulier
de b). Enfin, le fait que ¢) (et par suite chacune des autres conditions) est vérifiée lorsque
A vérifie I'une des hypothéses (i), (ii) résulte de (5.11.2), vu la définition des anneaux
universellement caténaires et des anneaux universellement japonais.

Remarques (5.11.7%7). — (i) On ignore si, dans (5.11.5) la condition d) implique @)
sans hypothése supplémentaire sur X; nous verrons plus loin (7.2.4) qu’il en est bien
ainsi lorsque X est un schéma local. De méme, nous prouverons que lorsque A est un
anneau local noethérien les quatre propriétés a), b), ¢), d) de (5.11.6) sont équivalentes
(7.2.4). On ignore si ce résultat s’étend a tous les anneaux noethériens.

(i1) Si A vérifie la propriété a) de (5.11.6), il en est de méme de tout anneau de
Jractions ST'A et de toute A-algébre finie C. En effet tout anneau quotient intégre
de ST'A est de la forme ST'(A/q), ou q est un idéal premier de A ne rencontrant
pas S; et d’autre part, si r est un idéal premier de C, p son image réciproque dans A,
C/r est une (A/p)-algebre finie intégre contenant A/p; nos assertions sont donc des
conséquences de (5.10.17, (iii) et (iv)).

5.12. Relations entre les propriétés d’un anneau local noethérien A et d’un
anneau quotient A/[tA.

On a déja vu dans (3.4) des relations entre les propriétés de A et de A/¢tA concer-
nant les idéaux premiers associés, ainsi que les propriétés d’étre intégre ou réduit. On
donne dans cette section d’autres relations entre les propriétés de ces anneaux, lies aux
notions de dimension et de profondeur.

Proposition (5.12.x). — Sotent A un anneau local noethérien, X =Spec(A), t un
élément de A faisant partie d’un systéme de paramétres (0, 16.3.6), X, le sous-espace fermé V (t)
de X, X, Pouvert complémentaire X—X,. Soit Z une partie de X telle que toute spécialisation
d’un point de Z appartienne a Z. On suppose que X est biéquidimensionnel (ce qui sera le cas
si A est équidimensionnel et quotient d’'un anneau local régulier (0, 16.5.12)). Alors
st Pon pose Zo=72nX,, Z,=72nX,, on a
(5.12.1.1) codim(Z,, X,) <codim(Z, X) <codim(Z,, X,).

La seconde inégalité résulte de la définition (5.1.3); pour démontrer la premiére,
on peut se borner a la démontrer lorsque Z est fermé : en effet, par hypothése Z est réunion
de parties fermées Z,, et si 'on a codim(X,nZ,, X;) <codim(Z,, X) pour tout «, on
aura aussi codim(Z,, X,) = igf (codim(XynZ,, X,)) < igf (codim(Z,, X)) =codim(Z, X).
Supposons donc Z fermé, de sorte que 'on a

codim(Z, X) =dim(X) —dim(Z)
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en vertu de (0, 14.3.5.1). D’autre part, X, est évidemment caténaire, équidimensionnel
et de dimension dim(X)—1 en vertu de (0, 16.3.4); on a donc aussi

codim(Z,, X,) = dim(X,) —dim(Z,) = dim(X) — 1 — dim(Z,)

Maison a dim(Zy) >dim(Z)—1 (0, 16.3.4), ce qui achéve de prouver la premiére
inégalité (5.12.1.1).

Proposition (5.12.2). — Soient A un anneau local noethérien, M un A-module de type
Sfini, t un élément M-régulier appartenant & I'idéal maximal m de A, k un entier >1. On suppose
que A soit un anneau caténaire. Alors, si M[tM est équidimensionnel et satisfait @ (S,), il en est
de méme de M.

Compte tenu de (Erry;, 30) et de (5.7.3, (vi)), on peut se borner au cas ou
Supp(M) =Spec(A) =X. Posons X,=V(t) =Spec(A[tA); comme M/IM vérifie (S,)
par hypotheése, il n’a pas d’idéaux premiers associés immergés (5.7.5). Appliquant (3.4.4)
au point fermé de X (et de tout sous-préschéma fermé de X), on voit que les composantes
irréductibles de Supp(M/tM) sont exactement celles de Y;nX,, ou Y, (1<i<r) sont
les composantes irréductibles de X. Comme ¢ est par hypothése M-régulier, V() ne
contient aucun point maximal de X (3.1.8); chacune des composantes irréductibles
de Y;nX, est donc de codimension 1 dans Y; (5.1.8); comme X est caténaire et que
toutes les composantes irréductibles de Supp(M/tM) ont par hypothése méme dimension,
on en conclut que les Y; ont tous méme dimension, autrement dit X est équidimensionnel,
donc biéquidimensionnel puisque A est local et caténaire. Pour voir que M vérifie (S,),
appliquons le critére (5.7.4) : il faut vérifier (avec les notations de (5.7.4)) que, pour
tout entier n>o0, on a codim(Z,, X)>n+k. Or, ’hypothése sur M/tM et le critére
(5.7.4) montrent que 'on a codim(Z,nX,, X,)>n-+£ pour tout entier n>o0. Mais
toute spécialisation d’un point de Z, appartient encore a Z,, comme nous le verrons
dans (6.11.5) (1); comme X est biéquidimensionnel et que ¢ appartient a un systéme
de parametres pour M (0, 16.4.1), donc aussi pour A (I’annulateur de M étant nilpotent
en vertu de ’hypothése Supp(M) = Spec(A)), la conclusion résulte de (5.12.1).

Remarque (5.12.3). — Si, dans I’énoncé de (5.12.2), on suppose seulement que
M/tM est équidimensionnel, il n’en résulte pas nécessairement que M soit équidimen-
sionnel. Par exemple, soient £ un corps, B I’anneau de polynémes k[T, U, V] a g indéter-
minées, C I’anneau local de B en I’idéal maximal BT + BU + BV de B, et soient p = CU,
q=CV+4+C(T+U); considérons alors ’anneau local A=C/pq (géométriquement,
si X est le sous-préschéma fermé de I’espace affine a g dimensions sur £, formé
d’un plan et d’une droite coupant ce plan en un point x, A est I’anneau local
de X au point x). Soient ¢, u, v les images canoniques de T, U, V dans A; il est immédiat
que ¢ n’est pas diviseur de zéro dans A, et A/tA est isomorphe a Cgy/poq,, ou C, est
Panneau local de By=k[U,V] en lidéal maximal B,U-+B,V, et p,=GC,U,
qo=CoU 4+ G,V (qq étant donc I'idéal maximal de C,). Il est immédiat que Spec(A[tA)

(1) Le lecteur vérifiera que (5.12.2) n’est pas utilisé pour la démonstration de (6.11.5).
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est irréductible et de dimension 1, A[tA ne vérifie pas (S;) et Spec(A) n’est pas
équidimensionnel.

Corollaire (5.12.4). — Sotent A un anneau local noethérien caténaire, t un élément régulier
appartenant & U'idéal maximal de A, k un entier >1. Si A[tA vérifie (S,), il en est de méme de A.

Si k=1, le corollaire résulte de (3.4.4), vu linterprétation de la condition (S,)
(5.7.5). Si k>2, il résulte du critere de Hartshorne (5.10.9) que A/tA est équidi-
mensionnel, et on peut appliquer (5.12.2).

Proposition (5.12.5). — Soient A un anneau local noethérien caténaire, t un élément régulier
de A appartenant a U'idéal maximal de A, k un entier >o0. St Panneau A[tA est réduit, équidi-
mensionnel et vérifie la propriété (R,), Panneau A posséde aussi ces trois propriétés.

On sait déja (3.4.6) que A est réduit, etil résulte de (5.12.2), appliqué pour k=1,
que A est équidimensionnel. Posons X =Spec(A), X,=V(t) =Spec(A/tA), et soit Z
Iensemble des points xeX ou X n’est pas régulier; en vertu de (0, 17.3.2) toute spécia-
lisation d’un point de Z appartient a Z. Il résulte d’autre part de (0, 17.1.8) que pour
tout point xeX; ou X, est régulier, X est aussi régulier, donc I’ensemble Z; des points
ou X, n’est pas régulier contient Z,=7ZnX,; I’hypothése entraine donc que

k<codim(Z;, X,) <codim(Z,, X,).
Mais, puisque A est équidimensionnel et caténaire, on a, d’aprés (5.12.1)
codim(Z,, X,) < codim(Z, X)
ce qui prouve que X vérifie (R,).

Remarque (5.12.6). — Si, dans ’énoncé de (5.12.5), on suppose seulement que A [tA
soit réduit et posséde la propriété (R,), il n’en résulte pas nécessairement que A posséde
la propriété (R,). Par exemple, soient £ un corps, P(U, V) un polynéme irréductible
de £[U, V] tel que la courbe I' définie par I'idéal principal (P) dans le plan affine
Spec(k[U, V]) ait un point singulier correspondant a I'idéal maximal (U) 4 (V) (par
exemple P(U, V) =U(U24-V?) 4 (U2—V?2), qui donne une cubique & point double).
Soient alors B I’anneau de polynémes & 4 indéterminées £[T, U, V, W], C l’anneau
local de B en l'idéal maximal BT +BU 4BV 4+ BW, et soient

p=CW-+CP(U—T,V), q=CU.

Considérons alors ’anneau local A=C/pq (géométriquement, si X est le sous-
préschéma fermé de I’espace affine & 4 dimensions, formé d’un hyperplan H et d’un
« cylindre » L a 2 dimensions ayant pour « base » la courbe I' et dont la « droite
singuliére » Y n’est pas contenue dans ’hyperplan H, alors A est ’anneau local de X au
point x o Y rencontre H). On voit alors aussitét que Spec(A/tA) (ou ¢est I'image cano-
nique de T dans A) a pour seul point singulier x, dont I’anneau local est A/tA lui-méme,
qui est réduit et de dimension 2; au contraire, le point générique y de la «droite singu-
liere » Y (définie par I'image dans A de I'idéal CG(U—T)+ GV 4 CW) est un point
singulier de X, et Ox , est de dimension 1; autrement dit, A/tA est réduit et vérifie (R,),
mais A ne vérifie pas (R,).
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Corollaire (5.12.7). — Sotent A un anneau local noethérien caténaire, t un élément régulier
de A appartenant a Uidéal maximal de A. Si A[tA est intégre et intégralement clos, il en est de méme
de A.

En vertu du critere de Serre (5.8.6) et du fait que anneau A est local, il suffit
de montrer que Spec(A) vérifie (S,) et (R;). Mais ’hypothése sur A/tA entraine que A
vérifie (R;) par (5.12.5), et que A vérifie (S,) par (5.12.4).

Proposition (5.12.8) (lemme de Hironaka). — Soit A un anneau local noethérien réduit,
équidimensionnel et caténaire. Supposons de plus que pour tout idéal premier minimal q; de A,
Panneau B,=A|[q; soit tel que B{Y (notation de (5.10.1%)) soit une Bi-algébre finie (ce qui
aura lieu par exemple lorsque A posseéde I'une des propriétés (i), (ii) de (5.11.6)).
Soit t un élément de A, non diviseur de zéro dans A, et tel que :

(i) Le A-module A [tA n’ait qu’un seul idéal premier associé non immergé p (nécessairement
de hauteur 1 en vertu du Hauptidealsatz (0, 16.3.2), mais on ne suppose pas que ce soit
le seul idéal premier associé a A/[tA).

(i) Lidéal pA, de A, est engendré par t[1.

(ii1) L’anncau A|p est intégralement clos.

Sous ces conditions, I’anneau A est intégre et intégralement clos, et Uon a p =tA.

Si Z=V(tA), I’hypothése (i) entraine que Z est une partie fermée irréductible
de X =Spec(A), dont le point générique z est tel que i,=p. L’hypothése (ii) montre
que I'idéal maximal pA, de I’anneau local noethérien A, est engendré par un seul élément,
donc A, est un anneau de valuation discréte dont t/1 est une uniformisante (Bourbaki, Alg.
comm., chap. VI, § 3, n° 6, prop. 9); A,/[tA, est le corps résiduel de A,, donc un A ,-module
de longueur 1. En vertu de (3.4.2), cela entraine que Z n’est contenu que dans une
seule des composantes irréductibles X; de X; pour toute autre composante irréductible X,
de X, on a par suite dim(X;nZ)<dim(Z). D’autre part, comme ¢ n’est pas diviseur
de zéro dans A, il n’est contenu dans aucun des g;, et 'on a par suite (5.1.8)
codim(X;nZ, X;) =codim(X;nZ, X;) =1, quel que soit j+i. Comme A est sup-
posé biéquidimensionnel, la relation dim(X;nZ)+ dim(X;nZ) entrainerait donc
dim(X;) +dim(X;) (0, 14.3.3.1), ce qui est absurde. On voit donc qu’il n’y a qu’un seul
idéal premier minimal dans A; comme A est par hypothése réduit, cela entraine qu’il est
intégre. Remarquons maintenant que puisque A" est une A-algeébre finie, c’est un anneau
semi-local noethérien, et tout idéal premier non immergé associé & AY/tAY) est donc de
hauteur 1 en vertu du Hauptidealsatz (0, 16.8.2); or, pour un tel idéal r, rnA est de
hauteur 1 en vertu de (5.10.17%, (iv)) et comme il contient ¢tA, ce ne peut étre que p en
vertu de ’hypothése (i). D’autre part, A" est contenu dans la cléture intégrale A’ de A;
si Pon pose S=A—p, la cloture intégrale de A, est S™'A’ (Bourbaki, Alg. comm.,
chap. V, § 1, n° 5, prop. 17), donc S7'A’=A, puisque A, est un anneau de valuation
discréte; il en résulte (loc. cit., § 2, n° 1, lemme 1) qu’il n’existe qu’un seul idéal premier p’
de A’ au-dessus de p, et a fortiori un seul idéal premier p*) de A" au-dessus de p, et
on a A,=A, :A(;(),). Notons maintenant que A vérifie (S,) (5.10.17, (i) et
comme ¢ n’est pas diviseur de zéro dans A", AY[tA" n’a pas d’idéaux premiers associés
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immergés (5.7.7). L’idéal p® est donc le seul idéal premier associé 3 AV/tAV, autrement
dit, tA" est un idéal p®-primaire de A”; cela veut dire encore que tA" est I'image
réciproque dans A de ¢All) =¢A,, et ce dernier est I'idéal maximal de A, d’aprés (ii);
donc tAY=p®" est premier dans AY. D’autre part, A”/p" est fini sur A/p et a méme
corps des fractions (savoir le corps résiduel de Ag(),)=Ap), donc il est identique & A/p
en vertu de ’hypothése (iii). On peut donc écrire AY=A 4+ p) =A +¢tAY, et comme ¢
est contenu dans le radical de Panneau semi-local noethérien A, le lemme de Nakayama
entraine A=A, d’ou p"=p=¢A. Mais comme A est caténaire et A/tA intégre et inté-
gralement clos en vertu de I’hypothese (iii), on conclut de (5.12.7) que A est intégra-
lement clos. C.Q.F.D.

Remarque (5.12.9). — La conclusion de (5.12.8) tombe en défaut si I'on ne suppose
plus A équidimensionnel. Par exemple, soient £ un corps, B I’anneau de polynémes
k[X,Y,Z] a trois indéterminées, G I’anneau B/r;r,, ot 1r;=BZ et r,=BX - BY;
soient m l'idéal maximal BX +BY +BZ, n=m/r;r, son image dans C, A ’anneau
local C,. Enfin, soit #, I'image dans C de I'élément Y+ Z de B, ¢ son image dans
A (Spec(C) est donc formé d’un plan P et d’'une droite D non contenue dans ce plan,
Spec(C/t,C) d’une droite D’ contenue dans P et passant par le point DnP). L’anneau A
est réduit et caténaire (étant quotient d’un anneau régulier) et ses idéaux premiers
minimaux @;, g, sont les images de t;, ¥;. Le A-module A/tA n’a qu’un seul idéal
premier associé non immergé p, image de BY +BZ, pA, est engendré par #/1 et Afp
isomorphe a £[X]; mais A n’est pas intégre.

Corollaire (5.12.10). — Soit A un anneau local intégre noethérien, vérifiant Pune des
hypothéses suivantes :

a) A est quotient d’un anneau régulier.

b) A est universellement caténaire et universellement japonais.

Soit  (%;)1<i<n une suite de n éléments de A; posons J=x;A+...+x,A, et supposons
vérifides les conditions suivantes :

(1) 1l mexiste qu’un seul idéal premier non immergé p associé & A[J et p est de hauteur n.

(ii) L’idéal maximal pA, de A, est engendré par les x;/1 (donc A, est un anneau local
régulier de dimension 7).

(iii) L’anneau A[p est intégralement clos.

Sous ces conditions, pour tout entier i tel que o<i<n, I'anneau quotient A[(x;A+ ...+ xA)
est intégralement clos et de dimension dim(A)-—zi. En particulier, J est premier, égal a p, A est
intégralement clos et (%);<;<, et une suite A-réguliére.

Procédons par récurrence sur n, la proposition étant triviale pour n=o0 et se
réduisant au lemme de Hironaka (5.12.8) pour n=1. On peut donc supposer n>2.
Soit ' =xA+...4+x,_;A, et soit q un idéal premier minimal parmi ceux qui
contiennent J'; on a ht(q)<n—1 (0, 16.3.1); montrons que 'on a qCp. En effet,
si p’ est minimal parmi les idéaux premiers de A contenant q-+x,A, p’/qestdehauteur 1
dans A/q par le Hauptidealsatz (0, 16.3.2), donc p’ est de hauteur <z puisque A est
caténaire (0, 16.1.4); mais comme il contient J. il est nécessairement égal a p, d’ou qCp,
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et q est induit sur A par un idéal premier de A, minimal parmi ceux qui contiennent J'A,,.
Mais en vertu de I'hypothése (ii) et de (0, 17.1.7), J'A, est premier dans A,, donc
q=AnJ'A, est unique idéal premier non immergé associé a A/J’ et il est de hauteur n— 1,
puisque J'A, est de hauteur n—1 et q de hauteur <n—1. En outre qA,=J'A, et
comme A,= (Ap)qu, I'idéal maximal qA, est engendré par J'. On voit donc que la
suite  (%;); <i<n_y Vérifie déja les conditions (i) et (ii) de I’énoncé. Montrons qu’elle
vérifie aussi (iii). Considérons pour cela I’anneau intégre B=A/q, et soit ¢ I'image
canonique de %, dans B. Il est immédiat (cf. (5.6.3, (iv))) que si A vérifie ’hypotheése a)
(resp. b)), il en est de méme de B; comme x,¢q, on a ¢4 0; montrons que B et ¢ vérifient
les hypothéses du lemme de Hironaka. En effet, un idéal premier n de B minimal parmi
ceux contenant ¢ est I'image d’un idéal premier de A minimal parmi ceux contenant
q+x,A, etlonavuque p est cet unique idéal; comme B,=A,/qA, et nB,=pA,/qA,,
le fait que gqA,=3J'A, et que pA, soit engendré par J entraine que nB, est engendré
par ¢ Enfin, B/n=A/p est intégralement clos. L’application de (5.12.8) prouve
donc que B=A/q est intégralement clos et que p=q-+x,A. Utilisons maintenant
Phypothése de récurrence, qui montre que A/(x;A-+...-+xA) est intégralement clos
et de dimension dim(A)—: pour o<i<n—1 et que q=J', dout p=J +1A=3.
On en conclut que A/J=A/p est intégralement clos; comme dim(A,)=n et que
dim(A/p)=dim(A)—dim(A,) puisque A est biéquidimensionnel, cela achéve la
démonstration.

by

5.13. Propriétés de permanence par passage a la limite inductive.

Dans tout ce numéro, (A,, ¢g,) désigne un systéme inductif d’anneaux dont ’ensemble
d’indices est préordonné filtrant; on pose A= h_r)n A, et on désigne par ¢, ’homomor-
phisme canonique A,—A.

Proposition (5.13.1). — (1) Pour tout indice o, soit a, un idéal de A, tel que, pour a<p,
on ait @p,(a,)Cag. Alors les a, forment un systéme inductif pour les restrictions des @g,,
a=1£>n a, S’identifie canoniquement d un idéal de A, Ala a Erg(Aa/aa). St de plus on a
a, = Ppa(ag) pour a<P, alors a,=q;'(a) pour tout «.

(i) Inversement, pour tout idéal a de A, st on pose a,= ¢;*(a) pour tout «, les a, forment
un systéme inductif tel que a= h_r)n 0y-

Il est clair que (ii) est un cas particulier de (i). Dans (i), le fait que a s’identifie

N

canoniquement a un idéal de A et Aja a @(Aa/aa) provient de lexactitute du
foncteur 1_an dans la catégorie des groupes abéliens. En outre, a est réunion de la
famille croissante des ¢,(a,), donc, si x,€A, est tel que ¢, (x,)€aq, il existe B>« tel

que @,(x,)=¢g(ys) pour un ygeaz, donc ¢g(Pe,(%,))=¢s(rs); mais cela entraine
Pexistence d’'un y>8 tel que . 4(Paq(*,))=ya(s), €t par suite ¢ .(x,)ea,, d’oi
x,€a, si lon a a,=¢ .} (a,).

Corollaire (5.13.2). — Si N, est le nilradical de A, le nilradical de A s’identifie a }_iglma,
et A, d li_n;l(Aa)md. En particulier, si les A, sont réduits, il en est de méme de A.
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Il est clair en effet que g, (9N,) N, pour «<B, et que k)n%u est un idéal
nilpotent de A, donc contenu dans le nilradical R de A. Inversement,si xeN, ona x*=o
pour un entier %; on peut écrire x=¢,(%,) pour un indice « et un x,€A,; la relation
¢q(xh) =0 entraine lexistence d’'un B>a tel que ¢g,(xt)=0, ou encore x,=o0 en
posant x;=qg,(x,); par suite x3el; et comme x=q4(x;) cela achéve de prouver
le corollaire, compte tenu de (5.13.1).

Proposition (5.13.3). — (1) Pour tout indice o, soit p, un idéal premier de A, tel que,
pour a<B, on ait @g,(p,)Cpg. Alors p =E§ P, est un idéal premier de A. En particulier,
st les A, sont intégres il en est de méme de A.

(ii) Side pluson a p, =g, (pg) pour «< B, alors A, s’identifie canoniquement & li_r_lg(Au)pa.

(iil) 87 A est un anneau local, p son idéal maximal, et si les homomorphismes o, sont injectifs,
alors, en posant p, =o' (p), on a A=1_i_r_r)1 (Ag)p, et les homomorphismes (A,), —A sont
injectifs.

Les deux assertions de (i) sont en fait équivalentes, puisque A/p=1_i_r{)1(Aa/p¢).
Supposons donc tous les A, intégres, et soient x, y deux éléments de A tels que xy=o.
Il existe donc un indice « tel que x=4¢,(x,), y=4¢,(»,) avec x,,y, dans A, et
©.(%¥4 Y,) =0; mais cela entraine I'existence d’un indice B>« tel que, si 'on pose
Xa = @ao(%a), Jp = Ppals), ON it X y3=0; comme Ag est intégre, ona x3=0 ou y; =0
et comme x=qg(xs) et y=qg(ys), cela achéve de montrer que A est intégre.

Prouvons maintenant (ii). L’hypothese entraine que les A,—p, forment un
systéme inductif de parties multiplicatives des A,, dont A—p est la limite inductive;
par suite les anneaux locaux (A,), forment un systéme inductif (ol les homomorphismes
de transition sont locaux), et les homomorphismes canoniques (A,), —>A, un systéme
inductif d’homomorphismes, dont la limite inductive ¢ : I_i;n( (Ay)p,) A,y -est un homo-

2

morphisme surjectif. Reste a voir que ¢ est injectif. Or, si x,€A, et s,eA,—p, sont
tels que o,(x,)/¢,(s,)=0 dans A,, il existe s’eA—p tel que s'¢,(x,)=0, et, en
remplacant au besoin o par un indice plus grand, on peut supposer que s'=q,(s;)
avec s,eA,—p,, d’out ¢,(s,x,)=0; ilyadoncun B>« tel que ¢g,(s,x,)=0 dans Ag,
ce qui entraine @g,(¥,)/9a,(5,) =0 dans (Aﬂ)vy et prouve donc que 'image canonique
de x,/s, dans %((Aa)pa) est nulle.

Enfin, la premiére assertion de (iii) résulte de (ii) et de ce que A,=A. En outre,
les éléments de A,—p, sont inversibles dans A, donc on a aussi A, =A, et le fait que
(Ay)p, A soit injectif se déduit par platitude de 'hypothése que o, est injectif.

Corollaire (5.13.4). — Supposons que les A, soient tous intégres, et que les ¢g, soient
injectives. Alors, si A, est la cloture intégrale de A, A’=li_r)n A’ est la cloture intégrale de A.
En particulier, si A, est intégralement clos pour tout «, il en est de méme de A. Si les A, sont des
anneaux locaux unibranches (resp. géométriquement unibranches) (0, 28.2.1) et les g, des
homomorphismes locaux injectifs, A est unibranche (vesp. géométriquement unibranche).

Si K, est le corps des fractions de A,, il résulte de (5.13.3, (ii)) appliqué aux

N

p,=0, que K=}i_rr>1 K, est le corps des fractions de A, et A’=li_r)n A’ s’identifie a
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un sous-anneau de K, évidemment entier sur A. Inversement, soit zeK un élément

n
vérifiant une équation de dépendance intégrale 2"+ X ¢;z" =0, ot les ¢;eA. Il existe
: i=1

un indice «, un z,€K, et des ¢,cA, tels que z (resp. les ¢;) soient les images de z,
(resp. des ¢;,), donc on a z,€A;, ce qui prouve que zeA’. Il en résulte aussitdt que si
les A, sont intégralement clos, il en est de méme de A. Si les A, sont locaux et les qg,
des homomorphismes locaux, on sait (0, 10.8.1.3) que A est un anneau local et que
si k, est le corps résiduel de A, /c=£1}>1 k, est celui de A; siles A sont locaux, A’ est
donc local et A est unibranche; si de plus le corps résiduel £, de A est une extension
radicielle de £, pour tout «, £'= lli)n k,, qui est le corps résiduel de A’, est une extension
radicielle de £, et A est donc géométriquement unibranche.

(5.13.5) Nous dirons qu’un anneau A est normal si Spec(A) est un schéma
normal, autrement dit si, pour tout idéal premier p de A, A, est intégre et intégralement clos.
On notera que cela entraine que A est réduit et que p ne peut contenir qu’un seul idéal
premier minimal q de A, autrement dit p n’appartient qu’a une seule composante irré-
ductible de Spec(A); en outre q est I'image réciproque de (o) par I’homomorphisme
canonique A—A,, et A, est donc isomorphe a (A/q),,, ce qui prouve que I’anneau
intégre A/q est intégralement clos comme intersection d’anneaux intégralement clos
(I, 8.2.1.1). Si A est noethérien et normal, A est composé direct d’un nombre fini d’anneaux
intégres et intégralement clos (I, 5.1.4).

Corollaire (5.13.6). — Supposons que les Ay soient normaux et que pour o<, toute
composante irréductible de Spec(Ap) domine une composante irréductible de Spec(A,). Alors
A:Er_r)l A, est normal.

En effet, soit p un idéal premier de A et posons, pour tout «, p,= ¢, '(p). Par
hypothése, pour tout «, p, contient un seul idéal minimal q, de A,, et pour «<p,
®pa (qs) est un idéal minimal de A, contenu dans p,, donc égal a q,. Si I'on pose
B,=A,/q,, les anneaux intégres B, forment donc un systéme inductif pour les homo-
morphismes g, : B,—B,; déduits des ¢,, par passage aux quotients, et qui sont injectifs
par définition; en outre les anneaux B, sont intégralement clos, donc il en est de méme
de leil)n B, (5.13.4). Silon pose p,=p,/q,, onade plus (B,), =(A,), ; comme
lim(B,), =lim(A,)

p, =4, est un anneau local en un idéal premier de B (5. 13.3), C’est

un anneau intégre et intégralement clos, ce qui démontre le corollaire.

Proposition (5.13.7). — Supposons que les A, soient réguliers et que, pour a<B, @g, fasse
de Ag un A -module plat ; supposons en outre que A =1i_rn) A, soit noethérien. Alors A est régulier.

Par définition, il suffit de prouver que pour tout idéal premier p de A, I’anneau
local noethérien A, est régulier; or, si p,=o,'(p), ona p :l_ig Pa et A,=lm((A,),)
par (5.13.3); comme par hypothése les (A,), sont réguliers et que (Aﬁ)va est un
(A,)p,-module plat pour a<p (0, 6.3.2), on voit qu'on est ramené au cas ou les A,
et A sont en outre des anneaux locaux. Pour prouver que A est régulier, il suffit alors
de montrer que si M, N sont deux A-modules de type fini, il existe ¢, tel que, pour 2> i,
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on ait Tor}(M, N)=o0 (0, 17.3.1 et 17.2.6). Mais on a le lemme suivant (oi les A,
sont de nouveau quelconques) :

Lemme (5.13.7.1). — Pour tout A-module M de présentation finie, il existe un indice «
et un A,-module de présentation finie M, tel que M soit isomorphe & M,®, A.

En effet, on peut supposer que M =A"/P, ou P est un sous-A-module de type
fini de A’. Comme A’'= li_rr)l(A;) et que P est de type fini, il existe un « et un sous-
A,-module de type fini P, de Aj, tel que P soit 'image canonique de P,®, A; Pexactitude
a droite du produit tensoriel montre donc que M est isomorphe a (A;/P,)®, A.

Ce lemme étant établi, M et N sont de présentation finie, puisque A est noethérien;
écrivons donc M=M,®, A, N=N,®, A; en vertude 'hypothese, A est un A,-module
plat (0, 6.1.2), donc on a Tor}(M, N) =Tor}«(M,, N,) ®,,A 2 un isomorphisme prés
(III, 6.3.9); comme par hypothése A, est régulier, il existe 7, tel que Torf«(M,, N,) =0
pour i2z. C.Q.F.D.

Corollaire (5.13.8). — Supposons que les A soient noethériens et vérifient la propriété (R,)
pour un entier k>o. Supposons en outre que pour a<P, ¢, fasse de Ay un A,-module plat,
que A=lllr)1 A, soit noethérien et que, pour tout o, “¢, soit un homéomorphisme de Spec(A)
sur Spec(A,). Alors A vérifie (R,).

Soit en effet p un idéal premier de A et, pour tout a, posons p,= ¢, (p), desorte
que p=1'ir>1 p, et Apzli_r>n(Aa)pa (5.13.3). Il résulte de (I, 2.4.2) et de I’hypothése
que le morphisme Spec(A;) — Spec((A,),,) estunhoméomorphisme surjectif pour tout «;
on a donc dim(A,) =dim((A,),,) pour tout «. Supposons alors que dim(A,;)<k; ona
donc dim((A,), )<k, et ’hypothése entraine que (A,), estun anneau régulier; comme
en outre, pour a<f3, (Aa)p‘3 est un (A,), -module plat (0, 6.3.2), on conclut de (5.13.7)
que A, est régulier, ce qui démontre le corollaire.

§ 6. MORPHISMES PLATS DE PRESCHEMAS
LOCALEMENT NOETHERIENS

Soient X, Y deux préschémas localement noethériens, f: X—Y un morphisme.
Pour tout yeY, la fibre f~'(p) =X XySpec(k(y)) est aussi un préschéma localement
noethérien, car il suffit de le voir lorsque Y =Spec(A) et X =Spec(B) sont des spectres
d’anneaux noethériens, et alors B®, k(y) est anneau de fractions de I’anneau quotient
B/j,B, donc est noethérien. Nous nous proposons en premier lieu dans ce paragraphe
de mettre en relation les propriétés de X, de Y et des fibres f~'(») (ou y parcourt Y),
sous ’hypothése que le morphisme f est plaf. Les questions traitées se rameéneront a
’étude des relations entre les anneaux locaux noethériens 0, 0, et 0z®@yk( %), ’homo-
morphisme @, —0@, étant local et faisant de 0, un 0,-module plat. Dans les n° 6.11
a 6.13 (assez séparés du reste du paragraphe, de par leur nature « absolue » plutét
que « relative »), nous appliquons certains des résultats précédents pour trouver des
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criteres permettant d’affirmer que le lieu singulier (ou certains ensembles analogues)
de certains préschémas sont des ensembles fermés; ces critéres joueront un rdle

important au §

6. 1. Platitude

Proposition
de A, k=A/m

tout idéal premier

7-
et dimension.

(6.x.x). — Soient A, B deux anneaux locaux noethériens, m l’idéal maximal
son corps résiduel, ¢ : A—B un homomorphisme local. On suppose que pour
p de A, distinct de m, et pour tout élément minimal q de I’ensemble des idéaux

premiers de B contenant pB, ¢~'(q) soit distinct de m (autrement dit, qu’aucune composante
irréductible de Spec(B/pB) ne soit contenue dans 'image réciproque du point fermé m
de Spec(A) dans Spec(B)). Alors on a

(6.1.x.1)

dim(B) = dim(A) + dim(B®, ).

Raisonnons par récurrence sur n=dim(A); Dassertion est triviale pour z=o,

mB étant alors
peut donc supp
soit p; =9~ "(q;)
premier p#m
de B contenant
distinct de la ré

Alg. comm., chap+

ni des p;. Posons

par construction

;

ontenu dans le nilradical de B puisque m est le nilradical de A. On
ser n>o. Soient q; (1<i<m) les idéaux premiers minimaux de B, et
; pour tout 7, on a p;+ m; sinon il existerait (puisque n>0) un idéal
contenu dans p; et comme q; est minimal parmi les idéaux premiers
pB, on aboutirait & une contradiction avec ’hypothése. Par suite m est
union des p; et des idéaux minimaux p; (1<j<r) de A (Bourbaki,
II, § 1, n° 1, prop. 2) et il existe un aem n’appartenant a aucun des p;
A’'=A/aA,B'=B/aB; ona (0, 16.3.4)
dim(A’) =dim(A)—1, dim(B’)=dim(B)—1

de a, et d’autre part B'®, k=B®,k=B/mB, donc

dim(B’'®, k) =dim(B®, k)

et il suffit par suite de démontrer (6.1.1.1) pour A’ et B’; or, en vertu de la corres-
pondance biunivoque entre idéaux de A (resp. B) contenant a et idéaux de A’ (resp. B’),
les hypothéses de 1’énoncé sont aussi valables pour A’ et B’; on peut donc appliquer

I’hypothése de

Corollaire (
de A, ¢:A—B

écurrence, ce qui achéve la démonstration.

6.1.2). — Sotent A, B deux anneaux locaux noethériens, k le corps résiduel
un homomorphisme local, M=+0 un A-module de type fini, N0 un

B-module de type fini. St N est un A-module plat (resp. st B est un A-module plat), on a

(6.x.2.1)

(resp. (6.1.1.1)

I1 suffit de

de N, on peut

dimp(M®, N) = dim, (M) 4 dimp g, ,(N®, £)
).

prouver l’assertion concernant N; d’autre part, si b est I’annulateur
remplacer B par B/b, et par suite supposer que Supp(N)=Spec(B);

Ihypothése signifie alors que le morphisme f : Spec(B) — Spec(A) correspondant 2 ¢

est quasi-plat (2.

.3); on en conclut (2.3.4) que pour tout idéal premier p+m de A,
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136 A. GROTHENDIECK Chap. IV

toute composante irréductible de f~'(V(p)) domine V(p), et par suite la condition
de (6.1.1) est satisfaite, d’out la conclusion.

Corollaire (6.1.3). — Soient A, B deux anneaux locaux noethériens, m I’idéal maximal
de A, k son corps résiduel, ¢ : A—B un homomorphisme local. Supposons que dim(B®,k)=o0
(c’est-a-dire (0, 16.2.1) que mB soit un idéal de définition de B). Alorsona dim(B)<dim(A).
87 en outre il existe un B-module de type fini N qui soit un A-module plat et ait un support égal
a Spec(B) (ce qui a lieu en particulier si B est un A-module plat), on a dim(B) =dim(A).

La premiére assertion résulte de (5.5.1) et la seconde de (6.1.2).

Corollaire (6.x.4). — Sotent X, Y deux préschémas localement noethériens, f:X—>Y
un morphisme surjectif. Pour toute partie fermée Z de Y, on a alors

(6.1.4.1) codim(f~Y(Z), X) <codim(Z, Y)

En outre, si f est quasi-plat (2.3.3) les deux membres de (6.1.4.1) sont égaux.

En effet, si y est un point maximal de Z et x un point maximal de la fibre f~*(y),
on a dim(0x,) <dim(0y,) en vertu de (5.5.2); linégalité (6.1.4.1) résulte alors
de (5.1.2.1) et de (5.1.3.1) et du fait que f est surjectif. Si en outre f est quasi-plat,
on sait (2.3.4) que toute composante irréductible de f~*(Z) domine une composante
irréductible de Z; les points maximaux de f~!(Z) sont donc les points maximaux des
fibres f~!(y), ou y parcourt ensemble des points maximaux de Z (0;, 2.1.8), et en
chacun de ces points maximaux x on a dim(@w@)@yk(x)) =o0; comme en outre @, est
un Oy-module plat, on a dim(0;) =dim(0,;) en vertu de (6.1.1), d’ou Dégalité
dans (6.1.4.1), compte tenu de ce que f est surjectif.

La proposition (6.1.1) admet la réciproque partielle suivante :

Proposition (6.x.5). — Soient A, B deux anneaux locaux noethériens, k le corps résiduel
de A, ¢ : A—>B un homomorphisme local, M un B-module de type fini. On suppose que :

19 A est un anneau régulier.

2° M est un B-module de Cohen-Macaulay.

3° On a dimg(M) =dim(A) +dimgg ,(M®,%).

Alors M est un A-module plat.

Procédons par récurrence sur n=dim(A). Si n=o0, A est un corps puisqu’il est
régulier (0, 17.1.4) et I’assertion est triviale. Supposons n>o0; soit m I'idéal maximal
de A, et soit xem un élément n’appartenant pas a m2; on sait alors (0, 17.1.8) que
A’'=A/xA est régulier et dim(A’) =dim(A)—1. Posons

B’=B/xB, M'=M/xM=M®, A’;
on a donc
B'®,k=B®,kf, M'®,.k=M®,k
et en vertu de (5.5.1.2) on a
dimg (M’) <dim(A’) +dimg. g ,,(M'®,k);
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§6 ETUDE LOCALE DES SCHEMAS ET DES MORPHISMES DE SCHEMAS 137

on conclut donc de (0, 16.3.4) que I'on a
dimy(M)<dimp (M') 4 1< (dim(A’) + dimg g ,(M®,£)) + 1 = dim(A) + dimg g ,(M®, k).

Comme par hypothése les membres extrémes de ces inégalités sont égaux, on a
nécessairement : (i) dimg (M’') =dimg(M)—1, et comme M est par hypothése un
B-module de Cohen-Macaulay, cela signifie que x est M-régulier (0, 16.1.9 et 16.5.5);
(ii) dimg(M’) =dim(A’) +dimg g ,(M'®,.k); comme M’ est un B’-module de Cohen-
Macaulay en vertu de (i) et de (0, 16.1.9 et 16.5.5) et que A’ est régulier, I’hypothése
de récurrence prouve que M’ est un A’-module plat; on déduit alors de (0, 10.2.7)
que M est un A-module plat, puisque x est M-régulier par (i).

6 .2. Platitude et dimension projective.

Proposition (6.2.x). — (i) Sotent A, B deux anneaux, ¢ : A—>B un homomorphisme
tel que B soit un A-module plat. Alors, pour tout A-module M, on a

(6.2.1.1) dim. projg(M®, B) <dim. proj, (M).

(i1) Supposons en outre que A soit un anneau noethérien, B un A-module fidélement plat
et M un A-module de type fini; alors

(6.2.1.2) dim. projg(M®, B) = dim. proj,(M).

(i) On peut se borner au cas o n=dim.proj,(M) est finie; il existe donc une

résolution gauche
o—»>P P _,—»...-P>M-o

de M par des A-modules projectifs; comme B est un A-module plat, la suite

o-»P®,B->P,_,®B—>...>P®B->M®,B—>0

est exacte; d’autre part les P,®,B sont des B-modules projectifs; d’ou la conclusion.
(ii) Supposons que dim.projz(M®,B)=m, et considérons une suite exacte

o>R-P,_,—»P, _,—...>P)—>M-o

oules P; (o<i<m—1) sont des A-modules projectifs de type fini; comme A est noethérien,
R est aussi un A-module de type fini. Comme B est un A-module plat, on a aussi une

suite exacte
o—>R®,B->P, ®B—...>P® B->M®,B—o0

et I’hypothése sur M®,B entraine que R®,B est un B-module projectif (0, 17.2.1).
Comme B est un A-module fidé¢lement plat, on en conclut que R est un A-module
projectif (Bourbaki, Alg. comm., chap. Ier, § 3, n° 6, prop. 12); donc dim.proj,(M)<m,
ce qui achéve la démonstration.

Corollaire (6.2.2). — Soient f:X—>Y un morphisme plat de préschémas, & un
Oy-Module quasi-cohérent. Si dim.proj(&)<n (0, 17.2.14), on a dim.proj(f (&))<n.
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138 A. GROTHENDIECK Chap. IV

Proposition (6.2.3). — Soient A, B deux anneaux locaux noethériens, k le corps résiduel
de A, ¢ : A>B un homomorphisme local, N un B-module de type fini. On suppose que B et N
sont des A-modules plats. Alors on a

(6.2.3.1) dim. projg(N) = dim. projg g, ;,(N®, k).

Considérons en effet une résolution gauche de N par des B-modules libres de type
fini

...»>L—->L,_,—»...->L;—>N-o

Comme les L; et N sont des A-modules plats (B étant un A-module plat) il résulte
de (2.1.10) que les Z,(L,) sont des A-modules plats, que L ,®,k est une résolution
gauche du (B®,k)-module N®,k et que 'on a Z,(L,®,k)=7Z,L,)®,k pour tout i.
Notons que puisque B est noethérien, les Z;(L,) sont des B-modules de type fini, donc
les Z,(L.®,k) sont des (B®,k)-modules de type fini. Or, dire qu’'un B-module (resp.
un (B®, k)-module) de type fini est plat équivaut a dire qu’il est libre ou encore projectif
(Ogq, 10.1.3). Comme les Z,(L,) sont des A-modules plats, il résulte d’autre part de
(g, 10.2.5) (ot Pon fait C=B) que, pour que Z;(L,) soit un B-module plat, il faut
ct il suffit que Z,(L.®,k) =Z,(L)®,% soit un (B®,k)-module plat. Le plus petit entier n
tel que Z,_,(L,) soit un B-module libre est donc aussi le plus petit entier tel que
Z,_(L.®,k) soit un (B®,k)-module libre, ce qui démontre la proposition (0, 17.2.1).

6. 3. Platitude et profondeur.

Proposition (6.3.1). — Sotent A, B deux anneaux locaux noethériens, k le corps résiduel
de A, ¢ : A—>B un homomorphisme local, M un A-module de type fini, N un B-module de type
fint. Si N est un A-module plat +o, on a

(6.3.1.1) profy(M®, N) = prof, (M) + profg g (N®,£).

On peut se borner au cas ot M=o, sans quoi les deux membres de (6.3.1.1)
sont tous deux égaux a -+ . Nous procéderons par récurrence sur ’entier n égal au
second membre de (6.3.1.1) (qui est fini en vertu des hypothéses, de (0, 16.4.6.2)
et du lemme de Nakayama appliqué & N). Supposons d’abord n=o0; alors, si m et n
désignent les idéaux maximaux de A et B respectivement, m est un idéal premier associé
a M et n/mB un idéal premier de B/mB=B®,k associé a N®,k (0, 16.4.6, (i)).
On conclut alors de (3.3.1) que 1 est un idéal premier de B associé 3 M®,N, donc
(0, 16.4.6, (i)) que profzg(M®,N)=o0. Supposons donc n>o, et distinguons deux cas :

a) Supposons prof,(M)>o0. Soit xem un élément M-régulier, et posons

A'=AJxA, B'=B/xB, M'=M/xM, N’'=N/xN;

on a
B'®, k=BO,k,  N'®,k=N®,k

puisque xem, et
M'®, N'=(M®,N)/x(M®,N);
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en outre, comme N est un A-module plat, ’hypothése que x est M-régulier entraine

que x est aussi (M®, N)-régulier (0;, 6.1.1). On a par suite (0, 16.4.6, (i) et 16.4.8)
prof,. (M') = prof, (M)—1, profy, (M'®,,N') = profy(M®, N)—1

et profy g,k (N'®, k) =profg g (N®,£).

L’égalité (6.3.1.1) est donc conséquence de la méme relation pour A’, B, M’
et N’; mais comme N est un A-module plat, N'=N®, A’ est un A’-module plat (0;,6.2.1);

on peut par suite appliquer ’hypothése de récurrence, ce qui démontre (6.8.1.1) dans
ce cas.

b) Supposons profyg ,(N®,k)>0. Considérons un élément yem qui soit
(N®, k)-régulier; il résulte de (0, 10.2.4) que y est alors N-régulier et que
N'=N/»N
est un A-module plat, puisque N est supposé étre un A-module plat. Appliquant (0;, 6.1.2)

a la suite exacte de A-modules
0>N5N->N' >0

on en conclut des isomorphismes
(M®,N)/»(M®,N)SZM®, N’ et N'®, kS (N®, k) [y(N®, k)
et en outre que y est (M®,N)-régulier. On a par suite
profg ®A,,(N'@Ak) = profy ®A,,(N®Alc)— I

et profg(M®, N') = profzg(M®, N)—1;
Phypotheése de récurrence montre que la relation (6.3.1.1) est valable pour A, B, M
et N, et d’apres ce qui précéde, on en déduit (6.3.1.1) pour A, B, M et N.

Corollaire (6.3.2). — Sous les hypothéses de (6.3.1), supposons en outre M=o et
Nso0; alors on a
(6.3.2.1) coprofy (M®, N) = coprof, (M) +- coprofy o ,(N®, k).

Cela résulte aussitét de (6.3.1.1) et (6.1.2) et de la définition de la copro-
fondeur (0, 16.4.9).

Corollaire (6.3.3). — Sous les hypothéses de (6.3 . 1), supposons en outre M0 et N=+o;
pour que M®, N soit un B-module de Cohen- Macaulay, il faut et il suffit que M soit un A-module
de Cohen-Macaulay et que N®,k soit un (B®,k)-module de Cohen-Macaulay.

Cela résulte du corollaire (6.3.2) et de la définition des modules de Cohen-
Macaulay par le fait que leur coprofondeur est nulle (0, 16.5.1), tenant compte de
ce que la condition N0 est équivalente a N®,k+ 0 en vertu du lemme de Nakayama.

Corollaire (6.3.4). — Sous les hypothéses de (6.3.1), supposons en outre que N®,k
soit un B-module de longueur finie; alors on a

(6.3.4.1) profg(M®, N) = prof, (M).
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St de plus M+o0 et N+o, on a
(6.3.4.2) coprofg(M®, N) = coprof, (M).

Il revient en effet au méme de dire que N®,% est un B-module de longueur
finie ou un (B®,k)-module de longueur finie, et 'on sait (0, 16.2.3) que les modules
de longueur finie + o sont de dimension o et de profondeur o.

Le corollaire (6.3.4) sera applicable en particulier lorsque B®,k est un anneau
de longueur finie, c’est-a-dire lorsque mB est un idéal de définition de ’anneau B.

Corollaire (6.3.5). — Sotent X, Y deux préschémas localement noethériens, f:X—>Y
un morphisme plat.

(i) Sz, en un point xeX, on a coprof(0,)<n, alors, en posant y=f(x), on a
coprof(0,)<n et coprof(@w®0yk( 9))<n; en particulier, st O est un anneau de Cohen-Macaulay,
i en est de méme de Oy et de (D$®@yh( 7).

(i1) Supposons inversement que @x®@yk( y) soit un anneau de Cohen-Macaulay. Alors, si
coprof(0,)<n (resp. si Oy est un anneau de Cohen-Macaulay), on a coprof(0;)<n (resp. U,
est un anneau de Cohen-Macaulay).

Il suffit d’appliquer (6.3.2) pour M=A=0, et N=B=0,

Corollaire (6.3.6). — Soit A un anneau de Cohen-Macaulay. Alors A'=A[T,, ..., T,]
(T; indéterminées) est un anneau de Cohen-Macaulay.

En effet, si 'on pose Y =Spec(A), X=Spec(A’) etsi f:X—->Y estle morphisme
canonique, f est plat (puisque A’ est un A-module libre (2.1.2)) et pour tout yeY,
k() [Ty, ..., T,] est un anneau régulier (0, 17.3.7), donc a fortiori de Cohen-Macaulay ;
il suffit donc d’appliquer (6.3.5).

Corollaire (6.3.7). — Tout quotient d’un anneau de Cohen-Macaulay est universellement
caténaire.

Cela résulte de (6.3.6), de (5.6.1) et de (0, 16.5.12).

Proposition (6.3.8). — Soit A un anneau local noethérien ; supposons qu’il existe un

A-module M de type fini qui soit un A-module de Cohen-Macaulay et dont le support soit égal
a Spec(A). Soit B un anneau quotient de A, et soit f : Spec(B) — Spec(B) le morphisme canonique ;
alors, pour tout xeSpec(B), f~'(x) est un schéma de Cohen-Macaulay.

Comme B est un A-module de type fini, on a B ==B®A1AX (0, 7.3.3), donc f est
la restriction a Spec(ﬁ) du morphisme canonique Spec(A) — Spec(A), et les fibres
de ces deux morphismes en un point de Spec(B) sont donc les mémes. On est par suite
ramené a démontrer la proposition lorsque B=A. Soit donc p=j, un idéal premier

de A; comme par hypothése peSupp(M), on sait (0, 16.5.6 et 16.5.9) qu’il existe

une suite M-réguliére (4),<;<, d’éléments de p telle que N=M/(.thiM) soit un

A-module de Cohen-Macaulay, p un idéal premier associé minimal de N et
dim(N)=dim(M/pM)=dim(A/p). Le méme raisonnement qu’au début montre que

I’on peut remplacer M par N et A par A/ (‘thiA), et par suite supposer que p est un
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idéal premier minimal de A. Posons pour simplifier A’=A, M'=M=M®,A’ (0;,7.3.3);
on sait (0, 16.5.2) que M’ est un A’-module de Cohen-Macaulay, ce qui entraine que
pour tout idéal premier p’ de A’, M}, est un A},-module de Cohen-Macaulay (0, 16.5. 10).
Compte tenu de (I, 3.6.5), on voit que si 'on pose A”"=A'®, A, et M"=M'®,A,,
M’ est un A’’-module de Cohen-Macaulay. Pour tout idéal premier p’’ de A"’ au-dessus
de p, M;’..:MP®APA;’,, est donc un Aj.-module de Cohen-Macaulay (0, 16.5.10);
d’autre part, M, est par hypothése un A -module de Cohen-Macaulay et Aj. est un
A,-module plat puisque A’ est un A-module plat (0;, 7.3.3 et 6.3.2). On conclut de
(6.3.3) que, si & est le corps résiduel de A, i® ApA;,i, est un anneau de Cohen-Macaulay.
Mais puisque A, est de dimension o, les idéaux premiers de A"’ correspondent biunivo-
quement & ceux de k®ApA" (I, 3.5.7), et si g’ est I'idéal premier de k®ApA" corres-
pondant a p”’/, les anneaux locaux (k®ApA”)q,, et k®ApA;’,, sont isomorphes. Par suite
(0, 16.5.13), 'anneau k®ApA” est un anneau de Cohen-Macaulay. C.Q.F.D.

6. 4. Platitude et propriété (S,).

Proposition (6.4.1). — Soient X, Y deux préschémas localement noethériens, f: X Y
un morphisme, & un Oy-Module cohérent, F un Ox-Module cohérent et f-plat.

(1) Soit xeSupp(F) tel que EQyF ait la propriété (S,) au point x; alors & a la
propriété (S,) au point y= f(x).

(i) Supposons que pour tout yef(Supp(F)), F,=F Qo k(y) ait la propriété (S,);
alors, si pour un point ye f(Supp(F)), & ala propriété (S,) au point y, &y F ala propriété (S,)
en tout point de f~'(y).

(i) On sait (Erry;, 30) qu’il existe un sous-préschéma fermé X’ de X ayant pour
espace sous-jacent Supp(#) et un Ox-Module cohérent F" tels que F =j (F'), ouj
est I'injection canonique X’—X; on peut remplacer X par X’ et & par &', autrement
dit supposer que Supp(Z)=X. Soit alors y’ une générisation de y dans Y; on sait (2.3.4)
qu’il y a une générisation x’ de x dans X telle que » = f(x’); on peut en outre supposer
que x’ est point générique d’une composante irréductible de f~!(3’); on a par suite
dim(?z,@)@y,k(y')) =o0. En vertu de (6.1.2), on a donc, en posant ¥ = &QyF,

dim(%,) =dim(&,)
et en vertu de (6.3.1)
prof(¥,,) = prof(&,)

compte tenu de ce que la profondeur est toujours au plus égale a la dimension. Par
hypothése, on a
prof(%,) >inf(k, dim(%,))

donc prof(&,,) >inf(k, dim(&,))
ce qui démontre la premiere assertion.
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(ii) Comme pour toute générisation x’ de xef~'(y), ' =f(x') est une générisa-
tion de y, on peut se borner a vérifier que si xeSupp(¥9) et f(x)=y, on a
prof(¥,) >inf(k, dim(%,)); il résulte de (6.1.2) et (6.3.1) que l'on a

dim(¥,) = dim(&}) + dim(#, z®@yk( )
prof(%,) = prof( é”y) -+ prof(ffx®@yk(y)).

Par hypothése, on a
prof(&y) >inf(k, dim(&y))

Prof(#, 8o k(3)) > inf(k, dim(F, 8¢ k(3)))

d’ou, en ajoutant membre 4 membre
b bl

prof(¥,,) >inf(k, dim(8,)) + inf(k, dim(F,®q k(7)) >

>inf(k, dim(&) + dim(.ﬁz'z®@vk(y))) =inf(k, dim(%,))
ce qui prouve (ii).

Corollaire (6.4.2). — Soient X, Y deux préschémas localement noethériens, f:X—>Y
un morphisme plat, & un Oy-Module cohérent. Supposons que pour tout yeY, le préschéma f~*()
posséde la propriété (S,). Alors, pour que f (&) vérifie (S,) en un point x, il faut et il suffit que &
posséde la propriété (S,) au point f(x).

Remarque (6.4.3). — Soient A, B deux anneaux locaux noethériens, k£ le corps
résiduel de A, ¢ : A>B un homomorphisme local, M un B-module de type fini qui
soit un A-module plat, et supposons en outre que le A-module A et le (B®, £)-module
M®,k posseédent la propriété (S,); peut-on alors conclure que le B-module M posséde
la propriété (S,)? Nous I'ignorons méme lorsque n=1, M=B et B=A, autrement dit
nous ignorons si en général le complété d’'un anneau local noethérien vérifiant (S,) vérifie
lui aussi (S,), méme pour n=1. Posant Y =Spec(A), X =_Spec(B) et F ='K/I, il
suffirait, en vertu de (6.4.1, (ii)), de montrer que pour tout yeY, &, posstde la
propriété (S,) (et non seulement lorsque y est le point fermé de Y); il suffirait aussi de
montrer que ’ensemble U des xeX telsque & $®@f(x)k( f(x)) vérifie (S;) est ouvert dans X
(puisqu’il contient le point fermé de X par hypothese). Nous démontrerons plus
loin (12.1.4) que U est ouvert quand B est un anneau local d’une A-algébre de type
fini et M=B. D’autre part, pour B=A et M =B, nous avons vu dans (6. 3.8) que les
préschémas f~!(y) sont des préschémas de Cohen-Macaulay (autrement dit vérifient (S,)
pour fout n) lorsque 'on suppose que A est quotient d’un anneau local de Cohen-
Macaulay. On en conclut que lorsque A est un quotient d’un anneau local de Cohen-
Macaulay (ou plus généralement d’un anneau local vérifiant les hypotheses de (6.3.8)),

pour que A vérifie (S,), il faut et il suffit que son complété A vérifie (S,)- Il resterait a voir si cette
propriété subsiste sans restriction sur A.
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6 .5. Platitude et propriété (R,).

Proposition (6.5.x). — Sotent A, B deux anneaux locaux noethériens, k le corps résiduel
de A, ¢ : A—>B un homomorphisme local, pour lequel B est un A-module plat. Alors :

(1) St B est régulier, A est régulier.

(i1) St A et B®,k sont réguliers, B est régulier.

Cette proposition est donnée pour mémoire, ayant déja été démontrée dans
(0,17.3.3).

Corollaire (6.5.2). — Sotent X, Y deux préschémas localement noethériens f:X—>Y
un morphisme plat.

(1) 8% X est régulier en un point x, Y est régulier au point f(x).

(i) Si pour un yef(X), Y est régulier au point y et si () est un préschéma régulier
en un point x, alors X est régulier au point x.

Proposition (6.5.3). — Soient X, Y deux préschémas localement noethériens, f:X—>Y
un morphisme plat.

(1) St X posseéde la propriété (R,) en un point x (resp. st X posséde la propriété (R,)), Y pos-
séde la propriété (R,) au point f(x) (resp. Y posséde la propriété (R,) en tous les points de f(X)).

(i) Supposons que pour tout yef(X), le préschéma f~'(y) posséde la propriété (R,);
alors, si pour un point yef(X), Y possede la propriété (Ry) au point y, X posséde la propriété (R,)
en tout point de f~(y).

(i) Posons y=f(x) et soit y’ une générisation de y; comme dans la démonstration
de (6.4.1), il y a un point générique »’ d’'une composante irréductible de f~(y’) qui
est une générisation de x; donc on a dim(@x@@y,k( ")) =0 et en vertu de ’hypothése
et de (6.1.2), dim(@,)=dim(0,). L’hypothese entraine, soit que dim(0,)>k, auquel
cas dim(0,)>k, soit que 0 est un anneau régulier, et alors 0, est un anneau régulier
en vertu de (6.5.1).

(ii) Comme, pour toute générisation x’ de xef (), y'=f(x') est une générisation
de y, on peut se borner a vérifier que si dim(@,)<k, alors 0, est un anneau régulier.
Or, on a, en vertu de (6.1.2)

dim(0,) = dim(0,) +dim(0,® k(7))

donc si dim(0,)<k, on a a fortiori dim(0,)<k et dim(0x®0yk( 7)) <k et I'hypothése
entraine que 0, et (9z®@yk( ) sont des anneaux réguliers. On conclut alors de (6.5.1)
que O, est un anneau régulier.

Corollaire (6.5.4). — Sotent X, Y deux préschémas localement noethériens, f:X—>Y
un morphisme plat.

(1) St X est normal en un point x, Y est normal au point f(x).

(i) Sz, pour tout yef(X), f~1(p) est un préschéma normal et si Y est normal en un point
yef(X), alors X est un préschéma normal en tout point de f~1(y).

Cela résulte aussitt du critére de normalité de Serre (5.8.6) et de (6.4.1) appliqué
pour k=2 et (6.5.3) appliqué pour k=1.
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Remarques (6.5.5). — (i) Soient A, B deux anneaux locaux noethériens, ¢ : A—B
un homomorphisme local tel que B soit un A-module plat. Soit k le corps résiduel de A,
et supposons que les deux anneaux A et B®,k vérifient la propriété (R,) (5.8.2);
alors il ne s’ensuit pas nécessairement que B vérifie (R;), méme dans le cas particulierou i=o0
ou i=1 et ot B est le complété A de A. Nagata a en effet donné un exemple ou A est

normal (donc vérifie (R,)) mais out A n’est méme pas réduit (donc ne vérifie pas (Ry)) [30].
On ne peut appliquer a ce cas la proposition (6.5.3) parce que les fibres f~!(y) ne
vérifient pas nécessairement la propriété (R;) aux points distincts du point fermé de
Y=_Spec(A). Nous montrerons toutefois plus loin (7.8.3, (v)) que de tels phénoménes
ne se présentent pas pour les anneaux locaux noethériens que I’on rencontre le plus
souvent dans les applications.

(it) La propriété pour un préschéma d’étre intégre ne se comporte pas du tout
comme les propriétés que nous venons d’examiner dans ce numéro et les précédents : il peut
se faire que f:X-—Y soit un morphisme plat de type fini, que toutes les fibres f ()
soient réguliéres (et méme géométriquement réguliéres (6.7.6)) et que Y soit intégre sans
que X soit méme localement intégre. Par exemple, soit £ un corps algébriquement clos de
caractéristique o, et soit A ’anneau intégre £[U, V]/(UV —-(U +V)?) (dont le spectre est
donc une « cubique a point double »); A n’est pas intégralement clos, et si #, » sont les
images canoniques de U, V dans A, la cloture intégrale de A est ’anneau C=A[¢],
avec t=(u—v)/(u—+0), quivérifie’équation >=1 +u -+, d’oul’on tire u = % (B4+2—1),
v=§(~t3+t2+t) et par suite C=k[t], isomorphe a I’anneau de polynémes a une
indéterminée sur £. Si m=Au-+ Ay, idéal maximal de A (correspondant au « point
double » de la cubique), il y a deux idéaux maximaux n,, 1, de C, engendrés respecti-
vement par {—1 et ¢4 1. Soit alors B le sous-anneau du produit Cx C formé des
couples de polynémes (f, g) tels que f(1)=g(—1) et f(—1)=g(1) (Spec(B) est le
schéma obtenu en « recollant » deux exemplaires de Spec(C), le point n; (resp. 1)
de 'un des deux exemplaires étant « recollé » au point 1, (resp. n,) de autre; cf. chap. V,
ol cette opération sera discutée de fagon générale). Il y a donc deux idéaux maxi-
maux Y;, I, de B au-dessus de I'idéal maximal m de A. En outre, comme le processus
de « recollement » permute a la localisation et a la complétion, on vérifie aisément

que les homomorphismes canoniques Amﬁﬁr. et Am—>f3,, sont bijectifs, et par suite
(Bourbaki, Alg. comm., chap. III, § 3, n° 5, prop. 10) B, et B, sont des A -modules
plats, ayant d’ailleurs méme corps résiduel que A,,. Pour tout autre idéal maximal p
de A, il est immédiat qu’il y a deux idéaux maximaux ¢,, g, de B au-dessus de p, et que
les homomorphismes A,—B, et A,—B, sont bijectifs. On voit ainsi que le morphisme
Spec(B) — Spec(A) est plat et fini, et que toutes ses fibres sont géométriquement régu-
lieres (il est méme étale, comme nous le verrons plus tard (17.6.3)); cependant il est
immeédiat que B n’est pas intégre.
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6.6. Propriétés de transitivité.

Proposition (6.6.x). — Pour un préschéma localement noethérien Z, désignons par P(Z)
lune quelconque des propriétés suivantes :

a) Z est un préschéma de Cohen-Macaulay.

b) Z vérifie (S,).

c) Z est régulier.

d) Z vérifie (R)).

e) Z est normal.

£) Z est réduit.

Soient alors X, Y, Z trois préschémas localement noethériens, f:X—>Y, g:Y—>Z deux
morphismes.

(1) Supposons que f et g soient plats et que pour tout yef(X) (resp. tout zeg(Y)), le
préschéma f~1(p) (resp. g (z)) vérifie P. Alors h=gof est plat et pour tout zeh(X),
h=Y(z) vérifie P.

(i1) Supposons vérifices les conditions suivantes : f est fidelement plat, h=gof est plat,
pour tout yeY, le préschéma f~*(y) vérifie P, et pour tout zeh(X) le préschéma h='(z)
vérifie P. Alors g est plat, et pour tout zeg(Y), g~ (z) vérifie P.

(i) On sait déja (2.1.6) que & est plat; d’autre part, pour tout zeZ,
[o=f®1,, 1 kY (z) - g7 *(2) estplat (2.1.4), et pour tout yeg~'(z), f,”*(») estisomorphe
a f~Y(») par transitivité des fibres (I, 3.6.4). La conclusion résulte alors respectivement
de (6.3.5, (ii)), (6.4.2), (6.5.2, (ii)), (6.5.3, (ii)), (6.5.4, (ii)) et (3.3.5, (ii)).

(i1) On sait déja que g est plat (2.2.13); en outre, pour tout zeZ, f, est fidélement
plat (2.2.13). La conclusion résulte alors respectivement de (6.3.5, (i)), (6.4.2),
(6.5.2, (i), (6.5.3, (1)), (6.5.4, (ii)) et (2.1.13).

Remarque (6.6.2). — Supposons £ plat, f fidélement plat, et supposons que pour
tout zeZ, h~'(z) soit de coprofondeur <n (5.7.1); alors il résulte du raisonnement
de (6.6.1, (ii)) et de (6.3.2) que g~ '(z) est de coprofondeur <n pour tout zeg(Y) et
que pour tout yeY, f~1() est de coprofondeur <n.

6.7. Application aux changements de base dans les préschémas algébriques.

Proposition (6.7.x). — Soient k un corps, X un k-préschéma localement noethérien, F un
Ox-Module cohérent. Soit k' unme extension de k; posons X'=XQ k', F'=FQk" et soit
p : X'>X la projection canonique. On suppose, soit que X est localement de type fini sur k, soit
que k' est une extension de type fini de k, de sorte que dans les deux cas X' est localement noethérien.
Sotent x' un point de X', x=p(x'). Alors :

(i) On a coprof(F,)=coprof(F,); en particulier, pour que F, soit un O,-module
de Cohen-Macaulay, il faut et il suffit que F, soit un O ,-module de Cohen-Macaulay.

(1) Pour que F vérifie la propriété (S,) au point x, il faut et il suffit que F' vérifie (S,)
au point x'.
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On sait que p est fidelement plat (2.2.13); les deux assertions sont donc
conséquences respectives de (6.3.2) et (6.4.2), pourvu que l'on prouve que
£~ '(¥) =Spec(k(x)®,k’) est un préschéma de Cohen-Macaulay; comme I'un des deux
corps k(x), k' est une extension de type fini de £ par hypothése on est ramené a
prouver le

Lemme (6.7.x.x). — Sotent K, L deux extensions d’un corps k, dont Pune est de type
Sfini (de sorte que anneau K®, L est noethérien). Alors K®,L est un anneau de Cohen-Macaulay.

Supposons par exemple que L soit une extension de type fini de £, de sorte que L
est extension finie d’une extension pure £(t) de £ (t étant un systétme (f);<;<n d’indé-
terminées). Si on pose A=K®.k(t), B=K®,L, B est un A-module plat (0;,6.2.1)
et de type fini; le morphisme #4 : Spec(B) — Spec(A) est donc fini, et comme tout
préschéma artinien est de Cohen-Macaulay, pour prouver que B est un anneau
de Cohen-Macaulay, il suffit de prouver que A est un anneau de Cohen-Macaulay
(6.3.5). Or, si S est ensemble des éléments +o de £[t], on a A=S"'A’, ou
A'=K®k[t]=K][t]; en vertu de (0, 16.5.13), il suffit de prouver que A’ est un
anneau de Cohen-Macaulay; mais cela résulte de ce que A’ est régulier (0, 17.3.7).

Corollaire (6.7.2). — Pour que 0, soit un anneau de Cohen-Macaulay (resp. pour que X
vérifie (S,) au point x), il faut et il suffit que O, soit un anneau de Cohen-Macaulay (resp. que X'
vérifie (S,) au point x').

Corollaire (6.7.3). — Soient X, Y deux k-préschémas localement noethériens, lun au
moins étant localement de type fini sur k. Soit F (resp. 9) un Ox-Module cohérent (resp. un
Oy-Module cohérent). St F et G vérifient la propriété (S,), il en est de méme de F&,%.

L’hypothése entraine que X X, Y est localement noethérien; notons p : XX, Y —>X
et ¢:XX, Y=Y les projections canoniques, qui sont des morphismes plats. Supposons
par exemple que X soit localement de type fini sur k; on peut écrire F®,F=p"(F)®,%
et puisque & est plat relativement au morphisme structural X->Spec(k), p'(F) est
g-plat (2.1.4). Appliquons le critére (6.4.1, (ii)) au morphisme g¢; il suffit de voir
que pour tout yeY, p'(F)®o k() a la propriété (S,); mais p'(F)®o, k(y) = FO,k(y),
et comme X est localement de type fini sur £, la conclusion résulte de (6.7.1, (ii)).

Proposition (6.7.4). Pour un préschéma localement noethérien Z, et un point zeZ,
soit P(Z, z) Pune des propriétés suivantes :

a) Z est régulier au point z.

b) Z vérifie (R,) au point z.

c) Z est normal au point z.

d) Z est réduit au point z.

Cela étant, sous les hypothéses et avec les notations de (6.7.1), si P(X', x') est vrate, il en
est de méme de P(X, x). La réciproque est vraie si k' est une extension séparable de k.

Le cas ou P est la propriété d) n’a été mis que pour mémoire, ayant déja été traité
(2.1.13 et 4.6.1). Le méme raisonnement qu’au début de (6.7.1) montre que la
premiére assertion résulte respectivement de (6.5.2, (i)), (6.5.3, (i)) et (6.5.4, (i));
de méme, la seconde assertion résultera de (6.5.2, (ii)), (6.5.3, (ii)) et (6.5.4, (ii))
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pourvu que l'on prouve que p~'(x) est un préschéma régulier; autrement dit, on est
ramené a prouver le

Lemme (6.7.4.1). — Soient K, L deux extensions d’un corps k, dont P'une est de type
fini. St L est une extension séparable de k, 'anneau K®,L est régulier.

Distinguons deux cas :

A) L est une extension de type fini de k. Alors, avec les notations de (6.7.1.1),
on peut supposer que L est une extension finie séparable de k(t). Pour tout seSpec(A),
k(5)®y L est alors composé direct d’un nombre fini de corps, extensions finies séparables
de k(s), donc un anneau régulier; il résulte alors de (6.5.2, (ii)) qu’il suffit de prouver
que 'anneau A est régulier; comme A=S"'A’, il suffit de prouver que A’ est régulier
(0, 17.3.6), mais on a vu qu’il en était bien ainsi dans la démonstration de (6.7.1.1).

B) Soit (L,) la famille filtrante des sous-extensions de L qui sont de type fini
sur £; en vertu de A), chacun des anneaux C,=K®, L, est régulier; d’autre part,
pour L,CL,, L, est un L,-module plat, donc C, est un C,-module plat (0, 6.2.1).
Comme C=K®,‘L=li_r)n(K®kL,\) est noethérien, on peut appliquer (5.13.7), et G
est donc régulier.

Remarques (6.7.5). — (i) Dans la démonstration du fait que P(X, x) entraine
P(X', x'), on ne peut se dispenser de I’hypothése que £’ est une extension séparable
de k. On P’a déja vu (4.6.1) lorsque P est la propriété d); mais méme lorsque X est
géométriquement intégre (4.6.2), il peut se faire que X soit régulier sans que X' soit
normal. ,

Prenons par exemple pour X une courbe algébrique normale sur £ (I, 7.4.2);
les anneaux locaux de X étant intégralement clos et de dimension 1 sont des anneaux
de valuation discrete, donc réguliers (ILI, 7.1.6), et X est donc un k-schéma régulier
(et a fortiori vérifie (R,) pour tout n>o0). Dire que X est géométriquement intégre
signifie alors que le corps K des fonctions rationnelles sur X est une extension séparable
et primaire de k£ (4.6.3). Or, prenons pour £ un corps non parfait de caracté-
ristique p>2, et soit ack un élément n’appartenant pas a £P. Soit B P’anneau de
polynémes k[S, T] en deux indéterminées S, T; le polynéme P(S, T)=T?—S?+a
est irréductible dans B, car on vérifie aussitét que SP—a n’est pas un carré dans
Panneau £[S]; donc X =Spec(A), ot A=B/PB, est une courbe affine irréductible
sur k. Pour voir que le schéma X est régulier, il suffit de montrer qu’il est normal
(IL 7.4.5); or A=Ek[S][f], ou ¢ est une racine du polynéme P considéré comme
polynéme en T sur £[S], de sorte que le corps K=R(X) des fonctions rationnelles
sur X est le corps des fractions £(S)[T]/(P) de A, extension quadratique de £(S),
donc séparable sur k(S), et a fortiori sur k. Comme 2 est inversible dans £, on vérifie
aussitot que A est la fermeture intégrale de £[S] dans K, donc est intégralement clos, ce
qui montre que X est régulier. Par ailleurs, si un élément f4tg de K (avec f, g dans £(S))
est algébrique sur £, il en est de méme de sa norme et de sa trace sur £(S), et comme £(S)
est une extension pure de £, on en conclut aisément que 'on doit avoir fek et g=o,
autrement dit £ est algébriquement fermé dans K, et a fortiori K est une extension primaire
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de k£ (4.3.1). Cependant, si k'=k(a'?), X’'=X®, k' n’est pas normal, car dans £'[S]
on peut écrire SP—a= (S—a'#)?, et X’ est donc isomorphe a Spec(A’), oo A’ =£'[S][#],
¢’ étant racine du polynéme T?—S?. Or, A’ n’est pas intégralement clos, car I’élément
t"=t'[|S du corps des fractions K'=4£'(S)[#'] de A’ vérifie I’équation de dépendance
intégrale ¢’?—SP~?=0 sur A’ et n’appartient pas & A’. Dans la théorie classique, cela
s’exprime en disant que le « genre » sur £’ du corps des fonctions rationnelles K’ de X’
est strictement inférieur 2 celui de K sur £.

(i) Comme on I’a rappelé dans (i), il résulte de (4.6.1) que lorsque X est un
préschéma algébrique sur £ qui n’est pas géométriquement réduit, il y a des extensions
radicielles finies £’ de £ telles que X’'=X®, £’ soit non réduit. Il est intéressant de donner
un exemple de ce fait ot X est un schéma régulier sur k, tel que k soit algébriquement fermé
dans le corps K des fonctions rationnelles de X. Soient £ un corps de caractéristique p>>o,
dans lequel il existe deux éléments a, b formant une famille p-libre sur £”. Désignant encore
par B I’anneau £[S, T, considérons cette fois le polynome P(S, T) =T?—aS?—b; comme
aSP+b n’est pas une puissance p-éme dans £(S), P est irréductible comme polynéme
de £(S)[T], et le schéma X,= Spec(B/PB) est donc une courbe affine intégre sur k, dont
le corps des fonctions rationnelles est K =£(S)[f], ou ¢ est une racine de P; montrons
que k est algébriquement fermé dans K. Supposons en effet que K contienne un élément 2
algébrique sur k£ et non dans £; on aurait alors aussi 2¢4(S), donc [£(S)[z] : £(S)]>1;
comme [K :£(S)] =p, onaurait K=£%(S)[z], et comme K est radiciel sur £(S), on aurait
2Pek(S), donc ¢ = zPek puisque z est algébrique sur £; mais on aurait = aS?- bek?(S?)(c)
donc a et b appartiendraient & £”(¢c), ce qui est absurde. Soit alors X la normalisée de la
courbe X, dans K, qui est donc une courbe normale (et par suite réguliére) sur k.
Si k' =k(a', b'P), il est clair que aSP+b est une puissance p-éme dans £’(S), donc
K®.k' nest pas réduit, ni a fortiori le schéma X®&. k'

Définition (6.7.6). — Soient k un corps, X un k-préschéma localement noethérien. On dit
que X est géométriquement régulier en un point x (resp. posséde la propriété (R,) géomé-
trique en un point x, resp. est géométriquement normal en un point x) si, pour toute
extension finie k' de k, X' =X =X® k" est régulier (resp. posséde la propriété (R,), resp. est
normal) en tout point x' domt la projection dans X est x. On dit que X est géométriquement
régulier (vesp. posséde la propriété (R,) géométrique (ou encore est géométriquement régulier en
codimension <n), resp. est géométriquement normal) st X est géométriquement régulier (resp. posséde
la propriété (R,) géométrique, resp. est géométriquement normal) en tout point.

On dit qu’une algébre A sur £ est un anneau géométriquement régulier (resp. géomé-
triquement normal, resp. géométriquement réduit, resp. possédant la propriété (R,) géométrique)
si Spec(A) a la méme propriété.

Si X =Spec(K), ou K est une extension de £, il revient au méme de dire que X
est géoméiriquement régulier, ou géométriquement normal, ou géométriquement réduit, ou que K
est une extension séparable de k : cela résulte de (4.6.1) et du fait que si K est une extension
séparable de £ et &’ une extension finie de £, K®,k" est composé direct d’'un nombre
fini de corps (Bourbaki, Alg., chap. VIII, § 7, n° 3, cor. 1 du th. 1).

148



§ 6 ETUDE LOCALE DES SCHEMAS ET DES MORPHISMES DE SCHEMAS 149

Proposition (6.7.7). — Soient k un corps, X un k-préschéma localement noethérien, x un
point de X; désignons par Q(k') la relation « k' est une extension de k, et P(X,,, x') est vraie
pour tout point x' de X, dont x est la projection dans X », okt P(Z, z) est une des propriétés a),
b), c) de Pénoncé (6.7.4). Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

a) Q(k') est vraie pour toute extension finie k' de k.

b) Q(k’) est vraie pour toute extension finie radicielle k' de k.

c) Q(K') est vraie pour toute extension de type fini k' de k.

Supposons en outre que X soit localement de type fini sur k ; alors les trois propriétés précédentes
sont aussi équivalentes aux suivantes :

d) Q(k’) est vraie pour toute extension k' de k.

e) Q(k') est vraie pour une extension parfaite k' de k.

£) Q(K') est vraie pour toute extension k' =kP ", o p est exposant caractéristique de k,
et s>o0.

Pour prouver I’équivalence de a), b) et ¢), il suffit évidemment d’établir que 5)
entraine ¢). Soit donc K une extension de type fini de £, qui est par suite le corps des
fractions d’une k-algébre de type fini A; posons Y =Spec(A). On sait (4.6.6) qu’il
existe une extension finie et radicielle £’ de £ telle que Y'=(Y®,k’),, soit séparable
sur £’; si o' est le point générique de Y’, K'=EK(n’) est une extension séparable de £’
par (4.6.1). Cela étant, P(X,, ') est vraie par hypothése pour tout point x' de Xy,
au-dessus de x, donc il résulte de (6.7.4) que P(X,, »”') est vraie pour tout point x'’
de Xy au-dessus de x, puisque Xy= (Xy)) k), que x” est au-dessus d’un point x’
de X, lui-méme au-dessus de x, et que K’ est séparable sur £#'. Mais on a aussi
Xky=(Xg)x) et pour tout x,eXy, au-dessus de x, il existe x"'€Xy, au-dessus
de x,; il résulte donc de (6.7.4) que P(X), %,) est vraie.

Supposons maintenant X localement de type fini sur %, de sorte que pour toute
extension K de £, Xy, est localement noethérien. Comme une extension radicielle
de £ est isomorphe a une sous-extension d’une extension parfaite quelconque de £, il
résulte aussitot de (6.7.4) que ¢) implique f) ; de méme, toute extension finie radicielle
de k est contenue dans une extension P~ "CkP~ ", donc f) entraine b); d) entraine
trivialement ¢), et enfin ¢) entraine d). En effet, si K est une extension quelcongue de £, il
existe une extension K’ de £ contenant (a des £-isomorphismes prés) £’ et K; comme K’
est extension séparable de k', on déduit de (6.7.4) que Q(%') est vraie, puis que Q(K)
est vraie, en raisonnant comme dans la premiére partie de la démonstration. Il suffit donc
de prouver que b) entraine ¢). Nous prendrons k'=kP~ " dans ¢).

La question étant locale sur X, on peut en outre se borner au cas ou X est
affine et de type fini sur £, en remplagant X par un voisinage de x; soit donc X = Spec(B),
ou B est une k-algébre de type fini; en outre, par définition de la propriété P dans
les cas considérés, on peut aussi remplacer X par le schéma local de X au point x,
donc supposer que B est un anneau local noethérien. Posons B'=B®,k’; £’ est limite
inductive de ses sous-extensions fintes k; et si 'on pose By =B®,k;, le morphisme
/5 : Spec(B’) — Spec(Bj) est un homéomorphisme de Spec(B’) sur Spec(B;) pour tout A;
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en effet f, est bijectif en vertu de (I, 3.5.2, 3.5.7 et §.5.8); d’autre part, il est fermé par
(I, 6.1.10). On peut maintenant appliquer (5.13.6) qui prouve (en vertu de I’hypo-
thése 5)) que b) entraine ¢) lorsque P(Z, z) est la propriété (R,) au point z. Le cas ou
P(Z, z) estla propriété d’étre régulier (i.e. de posséder la propriété (R,) pour tout =) en
résulte trivialement. Enfin, compte tenu du critére de normalité de Serre (5.8.6),
b) entraine encore ¢) lorsque P(Z, z) est la propriété d’étre normal au point z, car cela
équivaut a dire que Z possede au point z les propriétés (S;) et (R,) : on applique alors
ce qui précéde pour n=1, et (6.7.2, (ii)) pour n=z2.

Corollaire (6.7.8). — Soit k un corps; pour un k-préschéma localement noethérien X et
un point xe€X, on désigne par P(X, x) une des propriétés suivantes :

(i) coprof(0,) <n.

(i1) @, est un anneau de Cohen-Macaulay.

(i) X vérifie la propriété (S,) au point x.

(iv) X est géométriquement régulier au point x.

(v) X possede la propriété (R,) géométrique au point x.

(vi) X est géométriquement normal au point x.

(vii) X est géométriquement réduit (i.e. séparable) au point x.

Soit k' une extension de k; on suppose, soit que k' est de type fini, soit que X est localement
de type fini sur k, de sorte que X'=X®, k' est localement noethérien. Soit x' un point de X' dont x
est la projection dans X. Alors, pour que P(X, x) soit vraie, il faut et il suffit que P(X', x") le soit.

Cela a déja été vu pour la propriété (vii) (4.6.11), et pour les propriétés (i),
(ii) et (iii) (6.7.1). Pour (iv), (v) et (vi), cela résulte de (6.7.7) : en effet, le fait que
la condition est nécessaire résulte de 1’équivalence des criteres a) et ¢), et de I’équi-
valence de ¢) et d) lorsque X est localement de type fini sur £ Pour voir que la
condition est suffisante, soit £’ une extension finie radicielle de £; on peut toujours
considérer £’ et £’ comme sous-extensions d’une extension K de £; posons X"'=X®, k",
X,=X®,K, et notons que puisque £’ est une extension radicielle de £, il n’y a qu’un
seul point x”" de X'* au-dessus de x (I, 3.5.7 et 3.5.8). Soit alors x, un point quelconque
de X, au-dessus de x’; si P(X', #') est vraie, il en est de méme de P(X, x,) en vertu
de (6.7.7, ¢) et d)) (car si k' est une extension de £ de type fini, on peut supposer qu’il
en est de méme de K, et si X est localement de type fini sur £, X’ est localement de type
fini sur £'). On déduit alors de (6.7.4) que la propriété Q(£'’) est vraie (avec les notations
de (6.7.7)), donc P(X, x) est vraie par (6.7.7, 8)).

6.8. Morphismes réguliers, normaux, réduits, lisses.

Définition (6.8.x). — Soient X, Y deux préschémas, f:X—>Y un morphisme tel que
la fibre f~(y) soit un préschéma localement noethérien pour tout yeY, x un point de X. On dit
respectivement que f est un morphisme : '

(i) de coprofondeur <n au point x;

(ii) de Cohen-Macaulay au point x ;
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(i) (S,) au point x;

(iv) régulier au point x;

(v) (R,) au point x;

(vi) normal au point x;

(vii) rédutt au point x ;
st f est plat au point x, et sien outre la propriété correspondante P( f ~( f(x)), x) (notation de (6.7.8))
est vraie.

On dit que f est lisse au point x 5’1l est localement de présentation finie dans un voisinage de x
dans X, et s’il est régulier au point x. On dit respectivement que f est un morphisme : de coprofondeur
<n, de Cohen-Macaulay, (S,), régulier, (R,), normal, réduit, lisse, s’il a la propriété corres-
pondante en tout point de X.

Proposition (6.8.2). — Sotent X, Y deux préschémas localement noethériens f:X—>Y
un morphisme, x un point de X. Désignons par M(f, x) une des propriétés (i) a (vii) de la
définition (6.8.1), ou la propriété pour f d’étre lisse au point x. Soient Y' un préschéma localement
noethérien, g : Y'Y un morphisme, X'=XXyY', f'=fy) : X'=Y'. On suppose que f ou g
est localement de type fini. Alors, pour tout x'eX’' au-dessus de x, la propriété M(f, x) entraine
M(f', x').

Posons y=f(x), y'=f'(x'); par transitivit¢é des fibres (I,3.6.4), on a
S =F())®uyk(y'); comme ou bien f~!(y) estlocalement de type fini sur k(y),
ou bien k(') est de type fini sur k() (I, 6.4.11), il résulte de (6.7.8) que les
propriétés P(f~1(y),x) et P(f'~*(y),x’) sont équivalentes; en outre, si f est plat
au point #, f’ est plat au point x’ (2.1.4), ce qui prouve la proposition, compte tenu
de (1.4.8, (iii)).

Proposition (6.8.3). — Pour un morphisme f de préschémas localement noethériens, soit M( f)
LPune des propriétés suivantes : étre de Cohen-Macaulay, (S,), régulier, (R,), normal, réduit.

(i) Soient X, Y, Z trois préschémas localement noethériens, f:X—>Y, g:Y—>Z deux
morphismes. Si M(f) et M(g) sont vraies, M(gof) est vraie.

(ii) Inversement, si f est surjectif et st M(f) et M(gof) sont vraies, alors M(g) est vraie.

(iii) Sotent X, Y, Y’ trois préschémas localement noethériens, f:X—>Y, h:Y' —>Y
deux morphismes ; on pose X'=XXyY', f'=fy) : X'=>Y'. Onsuppose que f ou k est localement
de type fini. Alors, st M(f) est vraie, il en est de méme de M(f'); la réciproque est vraie lorsque h
est fidelement plat.

Les conclusions de (i) et (iii) sont encore vraies lorsque M est la propriété d’étre lisse et que
(dans (ii1)) k est quasi-compact.

(1) On sait déja que si f et g sont plats, il en est de méme de u=gof, et que si f
et gof sont plats et f surjectif, g est plat (2.1.6 et 2.2.13). D’autre part, pour tout zeZ,
le morphisme f,=f®1,, :u4"(z) > g '(2) est plat (resp. fid¢lement plat si f L'est) et
pour tout yeg~'(z), f7'(») est isomorphe & f~1(y) (I, 3.6.4). Si M(f) et M(g) sont
vraies, M(gof) est donc vraie pour les cas o M est la propriété d’étre de Cohen-
Macaulay ou (S,), en vertu de (6.6.1). D’autre part soit £’ une extension finie de k(z);
posons Y,=g 1 (2)®, k', X;=u""(2)®y, k', et f,=f,®1, : X;—>Y,; le morphisme f,
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est plat (resp. fide¢lement plat) et pour tout y'eY., la fibre f.~!(y’) est isomorphe &
S7H9)®yyk(y'), en désignant par y I'image de y' dans g~ *(z) (I, 3.6.4). Lorsque M
est la propriété d’étre régulier, (R,), normal ou réduit, ’hypothése que M(f) et M(g)
sont vraies entraine que Y, et chacune des fibres f.~!(y') possédent pour y'eY, la
propriété correspondante parmi les propriétés ¢), d), ¢), f) de (6.6.1); on déduit donc
de (6.6.1, (i)) que X] possede la méme propriété, donc M(gof) est vraie.

(ii) Inversement, ’hypothése que M(gof) et M( f) sont vraies et que f est surjectif
entraine que Y, a la propriété correspondante en vertu de (6.6.1, (ii)), f, étant surjectif
pour tout z; donc M(g) est vraie.

(iii) La premiére assertion découle aussitét de (6.8.2). D’autre part, si & est fide-
lement plat et f' plat, f est plat (2.4.1); comme, avec les notations de (6.8.2), les
propriétés P(f~ (), x) et P(f'~()'), x") sont équivalentes (6.7.8), on voit que M(f)
et M(f’) sont alors équivalentes.

Enfin, la derni¢re assertion de la proposition résulte de (1.4.3, (iii)) et de
(2.7.1, (iv)).

Remarques (6.8.4). — (i) Si f est fideélement plat, g platetsi gof est de coprofondeur
<n, alors g est de coprofondeur <z, comme il résulte de (6.6.2).

(ii) Lorsque, dans (6.8.1), on prend pour Y le spectre d’un corps £, les notions (iv),
(v) et (vi) se réduisent a celles définies dans (6.7.5). Il est clair que ces derniéres sont
relatives au corps de base £. La définition (6.8.1) conduit alors a dire qu’un préschéma X
est « régulier (resp. (R,), resp. normal) sur k » au lieu de dire qu’il est « géométriquement
régulier (resp. (R,), resp. normal) relativement a £ »; on évitera de confondre cette
notion avec la propriété d’étre régulier (resp. (R,), resp. normal) qui est indépendante
de £. On peut faire a4 ce propos les mémes remarques que dans (4.5.12).

Proposition (6.8.5). — Soient k un corps, X, Y deux k-préschémas localement noethériens,
dont Pun est localement de type fini sur k. Pour un k-préschéma Z, désignons par P(Z) Pune des
propriétés c) af) de (6.6.1); la propriété « P(Z) géométrique» est alors définie dans (6.7.6) (resp.
(4.6.1)) lorsque P(Z) est Pune des propriétés c), d), e) (resp. f)) de (6.6.1). Alors :

(1) 8t X possede la propriété P, et Y la propriété P géométrique, X X, Y posséde la
propriété P.

(i) S7 X et Y possédent la propriété P géoméirique, il en est de méme de X x,Y.

Soient en effet f: X X, Y—>X, g : X—Spec(k) les morphismes structuraux, qui sont
fidelement plats (2.2.13). L’hypothése que Y posséde la propriété P géométrique entraine
en vertu de (6.8.2) que M(f) est vraie, M étant la propriété de (6.8.3) qui correspond
a P; sous ’hypotheése (ii), M(g) est aussi vraie, donc I’assertion (ii) résulte de (6.8.3, (i)).
Quant a ’assertion (i), elle résulte directement de (6.6.1, (i)).

Théoréme (6.8.6). — Soient X, Y deux préschémas localement noethériens, f:X—>Y
un morphisme localement de type fini, x un point de X, y=f(x). Les propriétés suivantes sont
équivalentes :

a) f est lisse au point x.

b) f est régulier au point x.
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c) O, est une O,-algébre formellement lisse (0, 19.3.1) pour les topologies préadiques
sur O, et O,.

c’) O, est une O-algebre formellement lisse (0, 19.3.1) pour les topologies discrétes
sur 0, et O,.

" L’équivalence de a) et &) résulte des définitions (6.8.1) et du fait que pour les
préschémas localement noethériens, les morphismes localement de type fini sont localement
de présentation finie (1.4.2).

En second lieu, pour que @, soit une Oy-algébre formellement lisse pour les topo-
logies préadiques, il faut et il suffit que 0, soit un 0y-module plat et que @z®@yk( 5)
soit une k(y)-algébre formellement lisse pour sa topologie préadique (0, 19.7.1); mais
pour que 02®@yk( ) soit une k( y)-algébre formellement lisse pour sa topologie préadique,
il faut et il suffit qu’elle soit une k(y)-algebre géométriquement réguliere (0, 19.6.6);
ceci démontre donc I’équivalence de 5) et ¢). Enfin, pour prouver I’équivalence de ¢)
et ¢’), on peut se borner au cas ot Y =Spec(A) et X ==Spec(C) sont affines, A étant
noethérien et C une A-algébre de type fini, que 'on peut donc écrire sous la forme
A[Ty, ..., T,]/3. Comme ici J/3J* est un C-module de présentation finie, ’équivalence
de ¢) et ¢’) résulte de (0, 22.6.4) appliqué a A, B=A[T,, ..., T,] et C=B/S.

Corollaire (6.8.7). — Soient X, Y deux préschémas localement noethériens, f:X—>Y
un morphisme localement de type fini. Alors ensemble des points xeX ou f est lisse (ou régulier)
est ouvert dans X.

Il résulte en effet de (0, 22.6.5) que ’ensemble des x¥eX vérifiant la condition ¢’)
de (6.8.6) est ouvert dans X, et on conclut par (6.8.6).

Remarque (6.8.8). — Dans (17.5.1), nous montrerons que ’équivalence de ) et ¢’)
dans (6.8.6), ainsi que le corollaire (6.8.7), restent valables sans hypothése noethérienne
sur X et Y, pourvu que l’on se borne aux morphismes localement de présentation finie.

6.9. Le théoréme de platitude générique.

Théoréme (6.9.x1). — Soient Y un préschéma localement noethérien et intégre, u : XY
un morphisme de type fini, F un Ox-Module cohérent. 1l existe alors un ouvert non vide U de Y
tel que F|u'(U) soit plat sur U.

On peut évidemment se borner au cas ot Y ==Spec(A) est affine; alors X est
réunion finie d’ouverts affines X; de type fini sur Y; si, pour chaque ¢, il y a un ouvert
non vide U; dans Y tel que F|(X;nu"'(U;)) soit plat sur U, il est clair qu’en prenant
pour U Plintersection des U;, on répondra a la question; on peut donc supposer que
X =Spec(B), ou B est une A-alge¢bre de type fini. On a alors # =M, ot M est un
B-module de type fini; le théoréme résultera par suite du

Lemme (6.9.2). — Soient A un anneau intégre noethérien, B une A-algébre de type fini,
M un B-module de type fini. Alors il existe f+0 dans A tel que M, soit un Aprmodule libre.

Désignons par K le corps des fractions de A; alors B®,K est une algébre de type
fini sur K et M®,K un (B®,K)-module de type fini. Nous raisonnerons par récurrence
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sur la dimension n du support de M®,K, qui est —oo ou finie et >o0. Supposons
d’abord n=-—o0, C’est-a-dire M®,K=o0; si (m;),;<;<, estun systtme de générateurs
du B-module M, il existe donc un f# 0 dans A telque fm;=o0 pour 1<i<r; donc M;=o
et le lemme est vrai dans ce cas. Supposons maintenant z>o. On sait qu’il existe une
suite de composition M =M;2M,>...O0M,=0 du B-module M telle que chacun des
quotients N;=M,/M,, soit isomorphe & un B-module de la forme B/p,;, o p; est
un idéal premier de B (Bourbaki, Alg. comm., chap. IV, § 1, n° 4, th. 1). Si le théoréme
est vrai pour chacun des N;, il y a pour chaque 7 un f;+o0 dans A tel que (N;);, soit
libre sur Ay ; posant f=f f,...fq_, il en résulte que (N;); est un A;-module libre pour
1<i<g—1. Mais (N;);=(M,);/(M;,,); (01, 1.3.2) et comme une extension de modules
libres est libre, on en déduit alors que M; est un Ai-module libre. Remplagant B par B/p
(p idéal premier de B), qui est encore de type fini sur A, on voit qu’on peut se borner
au cas ou M=DB et B est intégre. On sait alors (Bourbaki, Alg. comm., chap. V, § 3,
no 1, cor. 1 du th. 1) qu’il existe un élément g+o dans A et des éléments ¢ (1<i<m)
de B, algébriquement indépendants sur A et tels que B, soit entier sur A4, ..., 1,].
On peut remplacer A par A, B par B, et supposer par suite que B est entier sur
C=Alt, ..., t,], donc un C-module de type fini et sans torsion. On sait en outre (4.1.2)
que la dimension de Spec(B®,K) est égale a m, donc on a m=n.

Cela étant, si % est le rang du C-module sans torsion B, il existe une suite exacte
de C-modules

0—->Ct>B->M'—0

od M’ est un C-module de torsion de type fini; le support de M’ ne contient donc pas le
point générique de Spec(C) (I, 7.4.6) et par suite le support de M’®,K ne contient pas
le point générique de Spec(C®,K) (I, 9.1.13.1); on en conclut (4.1.2.1) que sa
dimension est <z. En vertu de I’hypothése de récurrence, il existe un f#o0 dans A tel
que M; soit un A-module libre; par ailleurs C} est un Aj-module libre; donc il en est de
méme de B,, qui en vertu de (0;, 1.3.2) est une extension de modules libres. C.Q .F.D.

Corollaire (6.9.3). — Sotent S un préschéma noethérien, u : X—S un morphisme de
Ype fini, F un Ox-Module cohérent. 1l y a alors une partition (S;);<;<n, deS en un nombre fini
d’ensembles localement fermés dans S, telle que, si on désigne encore par S; le sous-préschéma réduit
de S ayant pour espace sous-jacent S;, et si on pose X;=XXgS;, le Ox-Module F;=F®, 0
soit plat sur S;.

Procédons par récurrence noethérienne (0;, 2.2.2) sur ’ensemble des parties
fermées T de S telles que le sous-préschéma réduit de S ayant T pour espace sous-jacent
vérifie la conclusion de (6.9.3). On peut donc se borner a démontrer le corollaire pour S
en supposant qu’il soit vrai pour tout sous-préschéma fermé réduit de S ayant pour espace
sous-jacent une partie fermée =+S. Comme le morphisme S_,—S est de type fini
et surjectif, on peut remplacer S par S, donc supposer S réduit et non vide. Comme S
est noethérien, I'intérieur T d’une composante irréductible de S est non vide, et le pré-
schéma induit sur T est intégre; il y a donc en vertu de (6.9.1) un ouvert non vide UCT
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tel que Z|u'(U) soit plat sur U. Si Y est alors le sous-préschéma réduit de S ayant
pour espace sous-jacent S— U, il y a par hypothése une partition (Y;) de Y en ensembles
localement fermés dans Y (donc dans S) tels que F#;=F®, 0Oy soit plat sur Y; pour
tout 7; il est clair que les Y; et U forment une partition répondant a la question.

6.10. Dimension et profondeur d’un Module normalement plat le long d’un
sous-préschéma fermé.

(6.10.1) Soient X un préschéma localement noethérien, ,# un Idéal quasi-cohérent
de Oy, Y le sous-préschéma fermé de X défini par #, j : Y >X Dinjection canonique. Pour
tout entier k>0, le Ox-Module fF*% | #**'F estannulépar ¢, donc de la forme j (%),
oy, = (J*F| F*1F) =" (F*F) est un Oy-Module cohérent. Par abus de langage,
nous noterons gry(#) le Oy-Module gradué égal a la somme directe

& G,=j'(®,FF| S F);

en particulier,ona gry(F)=%,=F O, Oy= 7*(F). Nous dirons (avec Hironaka) que #
est normalement plat le long de Y si griy(F) est un Oy-Module plat. 11 revient au méme ((2.1.12)
et (0, 6.1.2)) de dire que chacun des Oy-Modules ¥,=j;"( #*F) est localement libre.

Proposition (6.10.2). — Soient X un préschéma localement noethérien, Y un sous-préschéma
Jermé intégre de X. Pour tout Ox-Module cohérent F , il existe un ouvert U de X tel que YU +0
et que F | U soit normalement plat le long de Yn'U.

Soit en effet # I’'ldéal cohérent de Oy définissant Y; la Oy-Algébre % =gry(0x)
est quasi-cohérente et de type fini car elle est engendrée par gri(0x), image réciproque
de #/#% comme gry(#) est un %-module quasi-cohérent engendré par gri(F),
c’est un #-Module de type fini. Si Pon pose Z=Spec(#), le morphisme structural
u : Z—Y est alors de type fini, et si # estle 0;-Module cohérent tel que z (#) = gry(F),
il suffit d’appliquer a u et & 5 le théoréme de platitude générique (6.9.1) pour prouver
la proposition.

Proposition (6.310.3). — Les notations étant celles de (6.10.1), supposons que F soit
normalement plat le long de Y. Alors :

(1) YNnSupp(F) est une partie & la fois ouverte et fermée de Y (autrement dit, une
réunion de composantes connexes de Y).

(1) St _# est localement nilpotent, Supp(F) est une partie ouverte et fermée de X, et pour
tout xeSupp(F), on a

(6.10.3.1) dim(#,) =dim(0y ,)
(6.10.3.2) prof(#,) = prof(¥y ,)
(6.10.3.3) coprof(#,) = coprof(¥y ).

(1) Avec les notations de (6.10.1), on a YnSupp(#)=Supp(¥%, I, 9.1.13),
et comme par hypothése %, est un Oy-Module localement libre de type fini, son support
est a la fois ouvert et fermé dans Y.
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(ii) L’hypothése que _# est localement nilpotent entraine que les espaces sous-
jacents 2 X et 2 Y sont les mémes, d’ou les deux premiéres assertions de (ii), compte
tenu de (5.1.12.1); il reste & prouver (6.10.3.2), car on en déduira aussitét (6.10.3.3)
par différence. Soit (f;);<;<, une suite finie d’éléments de I'idéal maximal de 0y , dont
les images dans Oy ,=0x ,/ ¢, forment une suite Oy -réguliére maximale; hypothése
sur & et ¢ entraine que le 0y ;-module grj (F,) est libre de type fini, donc la suite (f;)
est grﬂz(.?r z)-réguliére; on en déduit que cette suite est aussi F,-réguliére (0, 15.1.19).
Soit d’autre part n le plus grand entier tel que F"= ¢'F +o0. L’hypothése entraine
aussi que gr&x(fx/gzg')) est libre de type fini, donc la suite (f;) est aussi (&F,/FM)-
réguliére (loc. cit.). Appliquant le lemme (3.4.1.4), on en conclut par récurrence sur i,
une suite exacte

V4 14
0 FOI( 2 fF) > FJ( I fiF.).

Mais Phypothése entraine que F est un @y ,-module libre de type fini et +o,
donc FM/ (é:l fiFM) est is;)morphe 4 un module de la forme (0y ./ (E_pll [0y ,))™ avec
m>o0; comme prof(@YJ/('E 1f‘.(DY’m)) =0 (0,16.4.6) on a aussi, p:r la caractérisation
(0, 16.4.6, (i)) des modules de profondeur nulle, prof(#®) (.'§1 fiFM)=o0, puis
prof(#,/ (é]l f;#.)) =o0; les (f;), appartenant a I'idéal maximal de Oy , et formant une
suite Z -réguliére, cela montre que 'on a prof(F,)=p (0, 16.4.6, (ii)).

Corollaire (6.10.4). — Soit Usn(ﬂ' ) (resp. Ucn(gz" )) Pensemble des xe€X tels que F

vérifie (S,) au point x (resp. tels que coprof(F,)<n). St F est normalement plat le long de Y,
si Supp(F) =X et si ¢ estlocalement nilpotent, ona Uy (F) = Usn(0Y) et Uy (F) = UC”((UY).

Proposition (6.10.5). — Les notations étant celles de (6.10.1), supposons que Y soit connexe et non vide, et que F soit
normalement plat le long de Y. Pour tout entier n=>o0, on pose
(6.10.5.1) r(n) = rgoy(grg(f))

(le ©y-Module localement libre grg(.? ) étant nécessairement de rang constant). Alors :

(1) 1l existe un polyndme P& Q[T] tel que P(n) =r(n) pour tout n assez grand.

(ii) On a YNSupp(F) =0 (autrement dit F|JF =o0), ou YNSupp(F)=Y (autrement dit Y CSupp(F)).
Dans le second cas, notons d— 1 le degré de P; pour tout point maximal y de Y, on a

(6.10.5.2) dim(#,) =d

et en particulier

(6.10.5.3) codim(Y, Supp(#)) =d.

(iii) Supposons Y €Supp(F). Pour tout x€Y, on a
(6.10.5.4) dim(#;) =dim(9; ) +d.

De fagon plus précise, il existe dans J, des éléments f; (1<i<d) faisant partie d’un systéme de paraméires pour &,
d

(0, 16.3.6) et tels que, dans Spec(®y, ), on ait V(3,) =V( X f;9 ,)NSupp(#F).
i=1
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Comme Y est supposé connexe, la premiére assertion de (ii) découle de (6.10.3, (i)). Sil’ona Y N Supp(#) =,
P’assertion (i) est triviale avec P =o0. Supposons que Supp(#)DY, et soit y un point maximal de Y; comme on a
alors Y = Supp(#/3#), #,/3,#, est un Oy ,-module de longueur finie (3.1.4); posant s(n) =long(gr§y(37y)),
on sait qu’il y a un polynéme R € Q[T] tel que s(n) = R(n) pour n assez grand, savoir le polynéme H(n 4+ 1) — H(n),
ot H est le polynéme de Hilbert-Samuel de #, pour la filtration J,-préadique (0, 16.2.1). Comme les
Oy, y-modules grgy(y y) sont libres par hypothése, on a r(n) = s(n)/m, en désignant par mla longueur du 0y y-module

Oy, y=0%, yl3,; on satisfait donc a (i) en prenant P =iR. On sait en outre (0, 16.2.3) que deg(H) =dim(#,),
d’ol la relation (6.10.5.2); la relation (6.10.5.3) s’en déduit a I’aide de (5.1.12.2).

Reste a prouver (iii) pour un point quelconque x€Y. Posons A=0, ,,3I=J,, de sorte que Oy ,=A[3,
et M=#,; soit S= gr:es (A), qui est une (A[3J)-algebre graduée de type fini, & degrés positifs, telle que S, =A/3J,
et engendrée par ses éléments homogénes de degré 1; soit enfin N = gr%(M), qui est un S-module gradué de type
fini, chaque composante homogéne N,, étant par hypothése un (A/3J)-module libre de longueur r(n). Soient m
’idéal maximal de A, k=A/m son corps résiduel; B=S®,k est une k-algébre graduée de type fini, & degrés
positifs, engendrée par ses éléments homogénes de degré 1 et telle que B, =%, desorte que ¢ =B+ ="@1 B,, est un
idéal maximal dans B; E =N®, k est un B-module gradué de type fini tel que rgy(E,) =r(n). Appliquons/(o, 16.2.7)
al’anneau gradué B=S®,k etau B-module gradué E=N®,k, etsoit f;€3™ (1<i<d) un élément dont #; est

d
I'image dans By,. Pour n>sup (n;), considérons le sous-A-module T £;3""™M de M; comme le composant
1 d =1
homogéne de degré n du sous-module 2% #,E de E est égal 4 E,, dés que n est assez grand, on voit que, pour n assez
grand, on a i=1 i
IM= 2 3" M 4+ m3I"M

=1

et comme J"M est un A-module de type fini, cela entraine, par le lemme de Nakayama,

d d
M= 3 £;3" "Mc T ;M.

i=1 1=1

Si a est I’annulateur de M, on a donc (0;, 1.7.5) dans Spec(A)

d
V( Z f;A)AV(a) V()N V(a) =V(I)NV(a) = V(I)
i=1

puisque par hypothése YN Spec(A) =V (3JI) N Supp(M) = V(3). Comme d’autre part les f; appartiennent 4 S, on a
d

V(3)eV( X f;A), ce qui prouve la derniére relation de (iii). Il reste 2 montrer que les f; font partie d’un systéme
1=1
de parameétres pour M. Remplagant A par A/a et les f; par leurs images dans A/a, on peut se borner au casou a=o0;

d
on vient de voir que 1’on a dim(A/3) =dim(A/( X f;A)) et il reste donc a prouver (0, 16.3.7) que ’on a
i=1

dim(A) > dim(A/3) -+ d.

Or, soit p un idéal premier de A contenant J et tel que dim(A/3J) =dim(A/p), de sorte que p est minimal
parmi les idéaux premiers contenant 3. On a donc p=j, ol y€ Spec(A) est un point maximal de Y. Mais en vertu
de (6.10.5.2) et de ’hypothése Spec(A) = Supp(M), on a dim(Ap) =d; I'inégalité dim(A/p) + dim(Ap) <dim(A)
(0, 16.1.4) achéve la démonstration. :

Proposition (6.10.8). — Soient X un préschéma localement noethérien, F un Oy-Module cohérent, Y un sous-préschéma
Sermé irréductible de X, de point générique y € Supp(F). Il existe alors un voisinage ouvert non vide U de y dans X tel que,

our tout xeUNY, on ait

(6.10.6.1) dim(#,) =dim(#,) +dim(%y, ;)
(6.10.6.2) prof(#;) = prof(#,) + prof(¢y ;)
(6.10.6.3) coprof(#,) = coprof(#,) + coprof(9y, ;).
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Soit Y=Y 3, qui est un sous-préschéma fermé intégre de Y ayant méme espace sous-jacent, et défini par
un Idéal localement nilpotent %" de Oy (I, 6.1.6). Il en résulte que gry-(9y) est un Oy-Module cohérent, et comme Y’
est intégre, il y a un voisinage ouvert V de y dans Y’ tel que gr‘;,(OY) |V soit localement libre (0;, 5.2.7); autrement

dit, quitte & remplacer X par un voisinage de », on peut supposer que Oy est normalement plat le long de Y’; on
déduit donc de (6.10.3) que 'on a

dim(@Y’ z) =dim(%y 2), prof(Oy, ;) = prof(@Y:, @)

pour tout x€Y; cela permet de se borner au cas ou le sous-préschéma fermé Y est intégre.

Cela étant, en vertu de (6.10.2), on peut, en remplagant X par un voisinage ouvert de y, supposer que &
est normalement plat le long de Y. Comme y€ Supp(#), larelation (6.10.6.1) résulte de (6.10.5.2) et (6.10.5.4).
Posons maintenant p = prof(#,); remplagant au besoin X par un voisinage ouvert de y, on peut supposer qu’il
existe p sections f; (1<i<p) de O au-dessus de X, formant une suite F-réguliére, tels que les (f;), appartiennent

p
a lidéal maximal m, de Oy, , et que prof(#,/( ‘21 (fi)y#y) =0 (0, 16.4.6). Si J est 'Idéal de O qui définit Y,
1=
on a J,=m, et, en remplagant encore au besoin X par un voisinage de y, on peut supposer que f;€I'(X, J)
P
pour 1<i<p. Enoutre,sil’on pose §=%/( X f;#), ’hypothése prof(g,) = o entraine que g, contient un sous-
i=1
module isomorphe & Oy, ,/m, (0, 16.4.6); le méme raisonnement (compte tenu de (0, 5.3.8 et 5.2.7)) montre
qu’on peut supposer qu’il existe un sous-Ox-Module G’ de G isomorphe & O4|F de sorte que Gz=0, , pour tout x€ Y.
Posons §”’=g[g’; remplagant X par un voisinage ouvert de y, on peut, en vertu de (6.10.2), supposer que
et G sont normalement plats le long de Y. Soit alors x un point quelconque de Y, et posons ¢ = prof(®,, ,) = prof(§;);
soit (gj);gj<q une suite maximale §;-réguliére d’éléments de I’idéal maximal m, de @y ,. Chacun des composants
homogénes de gréz(g’z’) est un Oy ,-module plat de type fini par hypothése, donc est un Oy ,-module libre, et il
en est par suite de méme de gr'gz((},;'); comme la suite (gj) est Oy ,-réguliére, elle est par suite graz(gé')-réguliérc,
d’ou I'on conclut qu’elle est G/-réguliére (0, 15.1.19). Appliquant le lemme (0, 15.1.18) a la suite exacte

0—>G;—>G,—>G; —>0

par récurrence sur j, on en conclut une suite exacte

q 1
0—>G;/( X £i57) — G/( X £iS.)-
j=1 j=1
q
Mais par hypothése prof(9z/( 2 giGs)) =0 (0, 16.4.6); par la caractérisation (0, 16.4.6) des modules de
i=1 g 2 g

profondeur nulle, on en conclut que prof(G,/( X giG,)) =0 =rprof (F,/( X f;F,+ 2 gF,)); la suite (gj)

i=1 i=1 j=1
étant G -réguliére et G7-réguliére, est aussi G,-réguliére; enfin, la suite ((f;),) est F -réguliére par hypothése et
est formée d’éléments de I’idéal maximal m,; on en déduit (0, 16.4.6) que prof(#,) =p+¢, ce qui achéve la
démonstration.

6.11. Critéres pour que les ensembles Us (#) ou Ug(#) soient ouverts.

Lemme (6.xx.x). — Sotent X un préschéma localement noethérien, F un Ox-Module
cohérent ; alors la fonction x~>dim.proj(F,) est semi-continue supérieurement dans X.

On peut se borner au cas ot X ==_Spec(A) est le spectre d’un anneau noethérien
et F= ﬁ, od M est un A-module de type fini. Supposons que pour un x€X, on ait

dim.proj(M,) =2<+w (si z=4co il n’y a rien 2 démontrer); il existe une résolution
de M

L,_,»L,_ ,»...-L,>M-o
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ou les L; sont des A-modules libres de type fini (A étant noethérien), d’ott une suite exacte

o-R-L, ;—»L, y—»...»L,—>M-o
ot R est un A-module de type fini; on en déduit une suite exacte

o—->R,—~(L,_,),—>...=>(Ly),~>M,—o0

ou les (L;), sont des A,modules libres de type fini; comme par hypothése
dim.proj(M,) =n, cela entraine que R, est un A,-module projectif de type fini
(M, VI, 2.1) et par suite un A,-module /ibre de type fini (0, 10.1.3). On en conclut
qu’il existe un voisinage ouvert U de x dans X tel que, pour tout x’eU, R, soit un
A, -module libre (0;, 5.2.7), donc M,, admet une résolution projective de longueur n,
autrement dit dim.proj(M,)<n, ce qui prouve le lemme.

Proposition (6.1x.2). — Soit X un préschéma localement noethérien et localement immersible
dans un schéma régulier (5.11.1); soit F un Ox-Module cohérent. Alors :

(i) (M. Auslander) La fonction x~>coprof(F,) est semi-continue supérieurement dans X
(autrement dit, pour tout entier 7, 'ensemble U (#) des xeX tels que coprof(#,)<n
est ouvert).

(ii) Pour tout entier n, Pensemble Ug (F) des xeX tels que F posséde la propriété (S,)
au point x est ouvert.

(1) La quest{on étant locale sur X, on peut, en vertu de ’hypothése, se borner
au cas ou X est un sous-schéma fermé d’un schéma affine régulier Y. Si j: X—>Y est
Pinjection canonique, et %=j(#), on sait qu'on a alors, pour tout =xeX,
dim(#,) =dim(¥%,) et prof(#,) =prof(¥,), donc coprof(#,) = coprof(¥,), et comme
coprof(%,) =0 pour yeY—X, on est ramené a prouver la propriété pour ¥; autrement
dit, on peut se borner au cas ot X est un schéma affine régulier. On sait alors (0, 17.3.4)
que lon a

prof(#,) =dim (0 ,)—dim.proj(&#,).

D’autre part, si S est 'unique sous-préschéma fermé de X ayant pour espace
sous-jacent Supp(#), ona dim(%F,) = codim({_x}, S) (5.1.12.1), et, en vertu de (5.1.9)
dim(#,) =dim(0x ,) —codim,(S, X)

puisque Oy, est un anneau régulier, et a fortior: biéquidimensionnel (0, 16.5.12). On
peut donc écrire

(6.1x.2.1) coprof(#,) = dim. proj(#,) —codim,(S, X)

et la proposition résulte alors de (6.11.1) et de (0, 14.2.6).

(ii) Comme les Ug (#) sont ouverts pour tout n par (i), les Z,=X—U; (¥)
sont fermés dans X; en outre il est clair que Z, CZ,, et comme dim(#,) est finie
pour tout xeX et coprof(#,)<dim(%,), lintersection des Z, est vide; comme on peut
se borner au cas ou X est affine, donc quasi-compact, on peut supposer qu’il existe un m
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tel que Z,=0. Or, il résulte de (5.7.4) quelarelation xeUg (F) équivaut al’ensemble
des relations

(6.11.2.2) codim,(Z,, S)>n+k

pour tout n>0; mais pour n>m cette relation est automatiquement vérifiée, donc on
n’a en fait & considérer les relations (6.11.2.2) que pour o<n<m. Or (0, 14.2.6)
Pensemble V,, , des x vérifiant (6.11.2.2) est ouvert, et Ug (&), intersection des V,,

pour o<n<m, est aussi ouvert. C.Q .F.D.
Rappelons que ’hypothése que X est localement immersible dans un schéma régulier
est toujours remplie lorsque X est un préschéma localement de type fini sur un corps k

(5-8.3).
Corollaire (6.x1.3). — Sous les hypothéses de (6.11.2), Pensemble CM(F) des points

xeX tels que F, soit un module de Cohen-Macaulay est ouvert dans X.

En effet, c’est I’ensemble Ug (F).

Remarques (6.11.4). — (i) Le raisonnement de (6.11.2, (ii)) prouve que (sans
hypothese sur X) lorsque Ug (F) est ouvert pour #out entier n, alors Usn(é’f ) est ouvert
pour tout entier z.

(i) On a CM(&)= OUSn(f ). Si tout point xeX admet un voisinage ouvert V
qui soit de dimension finie, la suite des intersections VnUg (F) est stationnaire puisqu’il
existe un m tel que dim(#,;)<m pour tout xeV; par suite, si les Ug (F) sont ouverts
pour tout entier n, CM(&) est alors ouvert dans X.

(iii) On écrira Uy (X), Ug (X), CM(X) au lieu de Ug (0x), Ug (x), CM ().

Proposition (6.x1.5). — Soient A un anneau local noethérien, M un A-module de type
fint. Pour tout idéal premier p de A, on a

(6.11.5.1) copron(Mp)scoproQ(M).

On peut se borner au cas ot M, + 0. Comme A est un A-module fidélement plat
(0, 7.3.5), il existe un idéal premier q de A au-dessus de p (04, 6.5.1); comme
Mq= (M®AA) ®2Aq= M®AAq et que Aq est un A-module plat, donc un A-module plat
(0g, 6.2.1), il résulte de (6.3.2), appliqué a ’homomorphisme local Ap—>1§q, a M,
et Mq=Mp®ApAq, que l'on a copropr(Mp)<coprof3q(1\7['q). D’autre part, X =Spec(A)
est isomorphe 4 un sous-schéma d’un schéma régulier en vertu du théoréme de Cohen
(0,19.8.8, (i)). On dAéduit doncde (6.11.2) quel’ona coprofgq(l\?Iq) <coprofy(M); enfin,
on sait que coprofy(M) = coprof, (M) (0, 16.4.10), ce qui achéve de démontrer (6.11.5).

Cette proposition justifie la définition de la coprofondeur d’un A-module lorsque A
n’est pas un anneau local, donnée dans (5.7.12).

Proposition (6.1x.6). — Soient X un préschéma localement noethérien, F un Ox-Module
cohérent, n un entier >o. Supposons que pour tout sous-préschéma fermé intégre Y de X, il existe
une partie ouverte non vide W de Y telle que le sous-préschéma de Y induit sur Pouvert W vérifie (S,).
Alors Uensemble Usn(ﬂ' ) est ouvert dans X.
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La question étant locale sur X, on peut se borner au cas ot X est noethérien.
Nous allons raisonner par récurrence sur n : pour n=1, ’ensemble Ug () est ouvert
dans X, car ’ensemble des xeX ol F ne vérifie pas (S;) est I'ensemble des x tels que Z,
admette des idéaux premiers associés immergés (5.7.5); si (Z;) est la famille finie des
cycles premiers associés 2 & qui sont immergés, on a par suite Ug (&) =X—L’JZ,-,
d’olt notre assertion puisque les Z; sont fermés. Nous supposerons donc désormais
que 7n>1. En second lieu, on peut se borner au cas ot Supp(#)=X, carilyaun
sous-préschéma fermé T de X ayant Supp(&) pour espace sous-jacent, et un Op-Module
cohérent ¥ tels que F =j (9), j:T—X étant linjection canonique (Err;;, 30);
comme il revient au méme de prouver que # ou ¥ vérifie (S,) en un point xeSupp(F),
on peut se borner a considérer le cas o T =2X. Notons enfin que par définition (5.7.2),
U (#) est stable par générisation. Nous allons utiliser le lemme suivant :

Lemme (6.11.6.1). — Soient X un espace noethérien dans lequel toute partie fermée irré-
ductible admet un point générique, E une partie de X. Pour que E soit ouverte dans X, il faut et il
suffit que E soit stable par générisation, et que, pour toute partie ouverte V de X et toute partie irré-
ductible Y fermée dans V, telles que V—YCE et que le point générique de Y appartienne a E,
EnY contienne une partie ouverte non vide de Y.

On observera que ce critére entraine celui de (0, 9.2.6) lorsque toute partie
fermée irréductible de X admet un point générique. Il n’y a évidemment & démontrer
que la suffisance des conditions énoncées.

Considérons Pintérieur U de E; Pensemble fermé X-—U est réunion de ses
composantes irréductibles, qui sont en nombre fini et fermées dans X. Si on avait E+ U,
I’hypothése que E est stable par générisation entrainerait que le point générique z d’une
des composantes irréductibles de X —TU appartiendrait & E. Or, z n’appartient qu’a
une seule des composantes irréductibles de X —U; si T est la réunion des autres compo-
santes irréductibles de X—U, V=X—T est ouvert dans X, réunion de U et de
Pensemble Y={_z—}nV fermé dans V et irréductible. Par hypothése EnY contient
une partie W ouverte dans Y; on en conclut que UuW est ouvert dans V, donc dans X,
ce qui est absurde puisque U est supposé étre l'intérieur de E.

En vertu de ce lemme, on peut supposer qu’il existe dans X un sous-préschéma
intégre Y de point générique y tel que F vérifie (S,) au point y et en tous les points
de X—Y, et tout se borne & vérifier qu’il existe dans X un voisinage ouvert de y tel
que & vérifie (S,) dans ce voisinage. Distinguons alors deux cas :

1° y est point maximal de X; comme il existe un voisinage ouvert de y ne
rencontrant aucune composante irréductible de X autre que m, on peut supposer
que X est irréductible, donc a méme espace sous-jacent que Y, de sorte que Y est défini
par le Nilradical de 0, qui est nilpotent. D’autre part, on peut, en remplagant X par
un voisinage ouvert de y, supposer que % est normalement plat le long de Y (6.9.1);
il résulte alors de (6.10.4) que Usn(.ﬁz )=Ug (), et comme ce dernier est par hypothése
un voisinage de » dans X, cela prouve la proposition dans ce cas.

161
21



162 A. GROTHENDIECK Chap. IV

2° y n’est pas un point maximal de X, autrement dit (puisque Supp(F)=X),
dim(#,)> 1, donc aussi prof(#,)>1 puisque & vérifie par hypothése (S,) (et a fortiori (S,))
au point y. Remplacant au besoin X par un voisinage ouvert de y, on peut donc supposer
qu’il existe une section f de Oy au-dessus de X, F-réguli¢re et telle que f,em,, ou
encore f(y)=o0 (0, 15.2.4); on a donc encore f(x)=o0 pour tout x€Y (0, 5.5.2).
On sait que F|[fF vérifie (S,_,) au point y (5.7.6). Appliquant ’hypothése de
récurrence, et remplacant au besoin X par un voisinage ouvert de y, on peut donc
supposer que Z [fF vérifie (S,_,) en tout point de X. Mais pour tout x€Y, la relation
f(x)=o0 entrainequel’ona prof(#,/f,.%#,) =prof(#,)—1 et dim(&,/f,F,)=dim(F,)—1
(0, 16.3.4 et 16.4.6); la relation

prOf(fz/fzyx) > inf(n —1I, dlm(ya:/j;cg‘—:c)

est donc équivalente a
prof(&#,) 2 inf(n, dim(£))).

Comme on a supposé que & vérifie (S,) en tout point de X—Y, cela termine la
démonstration.

Corollaire (6.xx.7). — Les notations étant celles de (6.11.6) :

(1) L’ensemble Ug (F) est ouvert dans X.

(i) Pour que ensemble Ug (F) soit ouvert, il suffit que tout point maximal x de Supp (F),
appartenant @ Ug (F), soit intérieur a Ug (F).

L’assertion (i) a été prouvée dans le cours de la démonstration de (6.11.6);
d’autre part, pour n=2 le cas 2° de la démonstration de (6.11.6) est valable sans aucune
hypothése sur X, puisque (avec les mémes notations) Ug (F) et Ug (F[fF) sont ouverts
dans X. Quant au cas 1° de cette démonstration, ’hypothése assure précisément qu’il
est inutile de le considérer.

Proposition (6.11.8). — Soit X un préschéma localement noethérien vérifiant la propriété suivante :

(CMU) Tout sous-préschéma fermé intégre Y de X contient un ouvert non vide W tel que le préschéma induit par Y sur W
soit un préschéma de Cohen-Macaulay.

Alors, pour tout Oy-Module cohérent &, la fonction x~>coprof(#,) est localement constructible et semi-continue
supérieurement ; les ensembles Ucn(}' ) et Us”(ﬁ' ) sont ouverts dans X.

En effet, soit Y un sous-préschéma fermé intégre de X, de point générique y; en vertu de (6.10.6), il y a
dans Y un voisinage ouvert V de y tel que, pour tout x€ VNY, on ait

(6.11.8.1) coprof (#) = coprof (#,) + coprof(9y, o).

Mais par hypothése il existe un ouvert non vide W de Y tel que, pour x€ VAW on ait coprof(9y ,) =o,
donc coprof (#,) est constante dans un voisinage de y dans Y, ce qui prouve que la fonction x—~>coprof(#,) est
localement constructible (0., 9.3.2); en outre il résulte alors de (6.11.5) et de (0, 9.3.4) que cette fonction
est semi-continue supérieurement. La derniére assertion résulte de (6.11.4, (i)), ou encore de (6.11.6).

Remarques (6.11.9). — (i) Si X vérifie’hypothése (CMU) de (6. 11.8), alors, pour tout morphisme u : X’ —>X
localement de type fini, X’ vérifie aussi (CMU). Soient en effet Y un sous-préschéma fermé intégre de X’, " son point
générique, y =u(y'), et soit Y le sous-préschéma intégre de X ayant pour espace sous-jacent {y}; alors ulY’

. v, N - . .
se factorise en Y'—>Y—>X, ol j est I’injection canonique (I, 5.2.2), et v est localement de type fini (I, 6.6.6).
En se restreignant a des voisinages ouverts affines de y et 3" respectivement, on peut donc se borner au cas
ou X =Spec(A), ou A est un anneau intégre de Cohen-Macaulay, et X’=Spec(A’), ou A’ est un anneau
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intégre contenant A et qui est une A-algébre de type fini. Remplagant au besoin A par un anneau de fractions Ay
(avec f=£0), on peut en outre supposer que A’ contient un anneau de polynémes A[T, ..., T,]=A", et estune
A”-algebre finie (Bourbaki, Alg. comm., chap. V, § 3, n° 1, cor. 1 du th. 1). Mais A” est un anneau de Cohen-
Macaulay (6.3.6); donc on peut se borner au cas ou de plus A’ est une A-algébre finie. Il y a alors gz=o0
dans A tel que A; soit un Ag-module libre de type fini (Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § 5, n° 1, cor. de la prop. 2),
donc on peut encore supposer de plus que A’ soit un A-module libre. Mais alors A’ est un A-module de Cohen-
Macaulay (0, 16.5.1), et comme A’ est un A-module de type fini, A’ est aussi un A’-module de Cohen-Macaulay
(0, 16.5.3), donc un anneau de Cohen-Macaulay.

(ii) Supposons qu’il existe un Oy-Module cohérent # tel que Supp(#)=X et que # soit un ©;-Module
de Cohen-Macaulay. Alors X vérifie la condition (CMU) : en effet, avec les notations de la démonstration de (6.11.8),
la relation (6.11.8.1) montre que 'on a coprof(®y ;) =0 dans un voisinage (par rapport 3 Y) du point
générique y de Y.

On ignore s’il existe des préschémas localement noethériens de dimension >2 qui ne vérifient pas (CMU)
(si dim(X) =1, il est immédiat que tout point maximal de X .4 admet un voisinage ouvert intégre de dimension 1,
donc de Cohen-Macaulay).

6.12. Critéres de Nagata pour que Reg(X) soit ouvert.

(6.12.1) Etant donné un préschéma localement noethérien X, on appelle leu
singulier de X et on note Sing(X) I’ensemble des points xeX tels que X ne soit pas
régulier au point x (autrement dit, tels que I’anneau local @, ne soit pas régulier); le
complémentaire X —Sing(X), ensemble des xeX ou X est régulier, se note Reg(X).
Nous nous proposons dans ce numéro de donner des conditions moyennant lesquelles
Sing(X) est fermé (i.e. Reg(X) ouvert).

Proposition (6.12.2). — Soit X un préschéma localement noethérien. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

a) Reg(X) est ouvert dans X.

b) Pour tout xeReg(X), 1l existe une partie ouverte non vide dam{?} contenue dans Reg(X).

En outre, ces conditions sont entrainées par la suivante :

c) Pour tout xeReg(X), sion désigne par Y le sous-préschéma fermé réduit de X ayant m
pour espace sous-jacent, Reg(Y) est un voisinage de x dans Y.

L’équivalence de a) et b) résulte de ce que Reg(X) est stable par générisation
(0, 17.3.2) et de (O, 9.2.6). Pour prouver que ¢) entraine 5), on peut se borner au
cas ot X ==Spec(A) est un voisinage ouvert affine de x; si (4),<;<, est un systéme
régulier de paramétres (0, 17.1.6) de l’anneau local régulier A,, on peut supposer

(en remplagant au besoin X par un voisinage ouvert de x) que f,=(s;), pour tout ¢,

ou s5;€A etoilafamille (s;);<;<, €st A-réguliere (0, 15.2.4). On aalors Y==Spec(A/p),
ol p==j,; comme les {, engendrent I'idéal maximal m=pA, de A,, on peut encore
supposer (en remplagant X par un voisinage plus petit de x) que les s5; engendrent p.
Pour tout yeY, les (s;), engendrent donc p,; comme ils forment une suite A -réguliere,
ils font partie d’un syst¢éme de paramétres de A, (0, 16.4.1); donc on déduit de (0, 17.1.7)
que si (A/p),=A,/p, est régulier, il en est de méme de A,, d’out la conclusion.

Corollaire (6.x2.3). — Soit X un préschéma localement noethérien. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

a) Pour tout sous-préschéma Y de X, Reg(Y) est ouvert dans Y.
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b) Pour tout sous-préschéma fermé intégre Y de X, Reg(Y) contient une partie ouverte
non vide de Y.

Il est clair que a) entraine &), car si Y est intégre et » est son point générique,
Oy , est un corps, donc yeReg(Y). Inversement, pour voir que 4) entraine «), consi-
dérons un sous-préschéma fermé intégre Z de Y de point générique z; si Y’ est le sous-
préschéma intégre de X ayant pour espace sous-jacent ’adhérence Y’ ={_z} de z
dans X, Z est ouvert dans Y’ et le sous-préschéma Z de Y’, étant réduit, est induit par Y’
sur 'ouvert Z de I’espace sous-jacent 2 Y'. Or I’hypothése entraine que Reg(Y’) est
un voisinage de z dans Y’, donc Reg(Z) est un voisinage de z dans Z; il suffit alors
d’appliquer (6.12.2) en y remplagant X par Y et Y par Z.

Théoréme (6.x2.4) (Nagata). — Soient A un anneau noethérien, X = Spec(A). Les
conditions suivantes sont équivalentes :

a) Pour tout préschéma X' localement de type fint sur X, Reg(X') est ouvert dans X'.

b) Pour toute A-algébre A’ finie et intégre, il existe une partic ouverte non vide de
X'==Spec(A’) contenue dans Reg(X').

c) Pour tout idéal premier p de A et toute extension finie radicielle K' du corps des fractions K
de A[p, il existe une sous-A-algébre A' de K', finie sur A, ayant K’ pour corps des fractions, et
telle qu’il existe dans X'=Spec(A’) un ensemble ouvert non vide contenu dans Reg(X').

11 est clair que @) implique 4). Pour voir que 4) entraine ¢}, il suffit de remarquer
qu’on peut prendre pour générateurs de Pextension K’ de K des éléments entiers sur A/p
(et a fortior: sur A), et comme ces éléments sont en nombre fini, ils engendrent une
A-algebre finie A’ dont K’ est le corps des fractions; on peut alors appliquer ) a A’.
Reste donc a prouver que ¢) entraine a). La question étant locale sur X', on peut
d’abord supposer que X’'=Spec(A’), ol A’ est une A-alge¢bre de type fini; compte
tenu de (6.12.2), il suffit de prouver que pour tout sous-préschéma fermé intégre Y’
de X’, Reg(Y’) contient une partie ouverte non vide de Y’. Autrement dit, on peut se
borner a prouver que si A’ est une A-algebre intégre de type fini et X'=Spec(A’),
Reg(X’) contient une partie ouverte non vide de X'. Soit K’ le corps des fractions de A’;
si p est 'image canonique dans X du point générique de X’, K’ est une extension du
corps des fractions K de A/p, et A/p s’identifie a2 un sous-anneau de A’, A’ étant une
(A/p)-algebre de type fini. On peut évidemment se borner dans la suite de la démons-
tration au cas p=o. Distinguons maintenant deux cas :

I) K’ est une extension séparable de K. — On est alors ramené a prouver le
Lemme (6.12.4.1). — Sotent A un anneau intégre noethérien, A' une A-algébre intégre

de type fini, contenant A et telle que le corps des fractions K' de A’ soit une extension séparable du
corps des fractions K de A. Si Spec(A) contient un ouvert non vide formé de points réguliers, il
en est de méme de Spec(A’).

Remplagant A par un anneau de fractions A; de sorte que D(f)CReg(Spec(A)),
on peut déja supposer anneau A régulier. Par hypothése il existe dans K’ un systéme
(t)1<i<n d’éléments algébriquement indépendants sur K et tels que K’ soit une
extension algébrique séparable finie de K(#, ..., 1,); en considérant un systeéme fini
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de générateurs ¢ (1<j<m) de K’ sur K(4,...,%,), que 'on peut supposer entiers
sur A;=Al[t, ..., 1], on voit que Aj=A[¢, ..., %] est fini sur A, et a pour corps
de fractions K’. Si on pose X’'=Spec(A’), X]=Spec(A;), il résulte de ce que les corps
de fonctions rationnelles R(X’) et R(X]) sont tous deux isomorphes 2 K’ et de ce que X'
et X sont des A-préschémas de type fini, qu’il existe un ouvert U’CX’ et un ouvert
UicX] qui sont A-isomorphes (I, 6.5.5). On est donc ramené a prouver que Reg(X;)
contient un ouvert non vide, autrement dit on peut supposer que A’ est une A;-algebre
finie. Or on sait (0, 17.8.7) que A; est un anneau régulier, et I’on peut donc se borner au
cas ou A’ est une A-algebre finie et K’ une extension séparable et finie de K. Si £ est le point
générique de X, A;=K’ est alors un module libre sur A;=K, donc (Bourbaki, A/g.
comm., chap. 11, § 5, n° 1, cor. de la prop. 2) on peut, en remplagant au besoin A par un A,
supposer que A’ est un A-module libre de type fini. Soit alors (%,);<,<, une base de
ce A-module, et posons

d=det(Try ,(x%,%,)) = det(Trg x(x%,x,)) €A.

Comme K’ est séparable sur K, on sait (Bourbaki, 4lg., chap. IX; § 2, prop. 5)
que d#o0; remplacant au besoin A par I'anneau de fractions A;, on peut supposer d
inversible dans A. Mais alors, pour tout zeSpec(A), si 'on désigne par %, (1<A<r7)
Pimage canonique de x, dans A’(z) =A'®,k(z), on a det(Try u(*, %)) =4d, image
canonique de d dans k(z)=A,/m,, et comme d est inversible (donc #0) dans k(z), on
sait (loc. ¢cit.) que A’(z) est une k(z)-algeébre séparable, donc composée directe de corps
extensions finies et séparables de k(z). Une telle algébre étant un anneau régulier, on voit
que le morphisme g :X'—>X est plat et que ses fibres g~'(z) sont réguliéres pour tout
zeX; on conclut alors de (6.5.2, (ii)) que X' est régulier, ce qui termine dans ce cas
la démonstration.

II) Cas général. — Comme A’ est un A-module sans torsion, A’®,K s’identifie a un
sous-anneau de K’, donc X''=Spec(A’®,K) est un K-préschéma integre, dont K’ est le
corps des fonctions rationnelles. On sait (4.6.6) qu’il existe une extension radicielle finie
K;de K telle que si X;"=Spec(A'®,K;)=X"®xK,, (X{');q s0it un K;-préschéma géomé-
triqguement réduit de type fini; en outre, le morphisme Spec(K;) — Spec(K) étant radiciel,
fini et surjectif, est un homéomorphisme universel (2.4.5), donc X;’ est homéomorphe
a X", et par suite (X['),q est intégre; en outre, son corps de fonctions rationnelles K{
est une extension radicielle finie de K’ et une extension séparable de type fini de K, (4.6.1).
En vertu de ’hypothése ¢) de I’énoncé, il y a une sous-A-algebre finie A, de K,, ayant K,
pour corps des fractions et telle que si 'on pose X;=Spec(A;), Reg(X;) contienne un
ouvert non vide de X;. Soit A] 'image de I’homomorphisme canonique A'®,A,—->K/
et soit X;=Spec(A;); A; est un anneau intégre qui est une A’-algébre finie et dont le
corps des fractions est K; par construction; en outre, comme I’homomorphisme composé
A'>A'®, A —~A{—~K] est identique & A’'—»K’'—K{, donc injectif, I’homomorphisme
A’—A; est injectif; le morphisme g :X[;—X' est donc fini et surjectif (IL 6.1.10).
Cela étant, I’hypothése sur A, et la partie I) de la démonstration entrainent que Reg(X;/)
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contient un ouvert non vide V{; comme g est fermé (II, 6.1.10), on peut supposer
que Vi=g"'(V’), ot V' est un ouvert affine de X’; remplagant A’ par I’anneau de V'
et A; par celui de Vi, on peut donc supposer que X, est régulier. En outre, le méme
raisonnement que dans I) appliqué au point générique &' de X' permet (en remplagant
au besoin X’ par un voisinage de £’) de supposer que A; est un A’-module /ibre, et par suite
que le morphisme g est plat. Mais il résulte alors de (6. 5.2, (i)) que X' estrégulier. C.Q .F.D.

Corollaire (6.12.5) (Zariski). — Soit k un corps; pour tout k-préschéma X localement
de type fini sur k, Pensemble des xeX on X est régulier (resp. géométriquement régulier sur k)
est ouvert dans X.

L’assertion du corollaire relative a la propriété d’étre régulier résulte de
(6.12.4) en prenant A=#k. L’assertion relative a la propriété d’étre géométriquement
régulier résulte déja de (6.8.7); on peut aussi la déduire de (6.12.4) de la fagon
suivante : posons A'=#kP~ " (p exposant caractéristique de k); comme le morphisme
Spec(k’) — Spec(k) est radiciel, entier et surjectif, c’est un homéomorphisme uni-
versel (2.4.5), donc le morphisme projection X®,k'—>X est un homéomorphisme.
La projection dans X de Reg(X®,k") est ensemble des points de X ou X est géomé-
triquement régulier sur £, en vertu de (6.7.7, ¢)); donc cet ensemble est ouvert d’apres
ce qui précede.

Corollaire (6.12.6). — Soit A un anneau ayant Pune des propriétés suivantes :

(i) A est un anneau de Dedekind et son corps des fractions K est de caractéristique o.

(ii) A est un anneau semi-local noethérien de dimension < 1.

Alors, pour tout préschéma X localement de type fini sur A, Reg(X) est ouvert dans X.

Vérifions dans les deux cas la condition ¢) de (6.12.4). Dans les deux cas, un idéal
premier p de A est maximal ou minimal; si p est maximal, une (A/p)-algébre finie et
intégre est un corps et la condition ¢) de (6.12.4) est trivialement vérifiée. Supposons
donc p non maximal, et distinguons les deux cas de 1’énoncé.

(i) Si K est de caractéristique o, il n’y a pas d’autre extension radicielle de K
que K lui-méme; comme un anneau de Dedekind est régulier (0, 17.1.4), la condition ¢)
de (6.12.4) est trivialement vérifiée.

(ii) On peut alors supposer A intégre (6.12.2), soit K son corps des fractions; si K’ est
une extension radicielle finie de K, A’ une sous-A-algébre de K’ engendrée par un
systéme fini de générateurs de K’ sur K, entiers sur A, A’ est un anneau semi-local intégre
de dimension 1 (0, 16.1.5), et par suite, dans X’=Spec(A’), ’ensemble réduit au
point générique est ouvert et évidemment contenu dans Reg(X’), ce qui prouve la
condition ¢) de (6.12.4) dans ce cas.

Ce corollaire s’applique notamment lorsque A =2Z.

Théoréme (6.12.47) (Nagata). — Soient A un anneau local noethérien complet,
X =Spec(A). Alors Reg(X) est ouvert dans X.

Compte tenu de (6.12.2), on est ramené au cas ou de plus A est intégre, et a
prouver que dans ce cas Reg(X) contient une partie ouverte non vide de X. Distinguons
deux cas :
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I) Le corps des fractions K de A est de caractéristique o. — On sait alors (0, 19.8.8)
qu’il existe un anneau de valuation discréte complet C et un sous-anneau B de A tel
que A soit une B-algebre finie et que B soit isomorphe & un anneau de séries formelles
C[[T;, ..., T,]]. Comme C est régulier (II, 7.1.6), il en est de méme de B (0, 17.3.8);
en outre, le corps des fractions L de B étant de caractéristique o, K est une extension
séparable finie de L, donc on peut appliquer (6.12.4.1) a B, et cela prouve alors la
proposition.

II) Le corps des fractions K de A est de caractéristique p>o. — Alors A contient le
corps premier F,, et le théoréme a été prouvé dans ce cas (0, 22.7.6).

Corollaire (6.12.8). — Soit A un anneau local noethérien complet. Alors, pour tout
préschéma X localement de type fini sur A, Reg(X) est ouvert dans X.

Vérifions la condition ¢) de (6.12.4). Si p est premier dans A, A/p est encore un
anneau local noethérien complet; si K’ est une extension finie du corps des fractions K
de A/p, K’ est corps des fractions d’une sous-A-algébre finie A’ de K’, engendrée par
un systéme de générateurs de K’ sur K, entiers sur A. On sait alors que A’ est un anneau
semi-local complet (Bourbaki, Alg. comm., chap. IV, § 2, n° 5, cor. g de la prop. g), donc
produit d’anneaux locaux complets, et comme A’ est intégre, c’est un anneau local
complet; en vertu de (6.12.7), si X’'=Spec(A’), Reg(X') est ouvert et non vide,
d’ou la conclusion.

Proposition (6.12.9). — Soit X un préschéma localement noethérien tel que Reg(X) soit
ouvert ; alors, pour tout n>o, ensemble URn(X) des points xeX ot X vérifie (R,) est ouvert.

En effet (5.8.2), URn(X) est réunion de Reg(X) et de I’ensemble des xeSing(X)
tels que les points génériques z; des composantes irréductibles de Sing(X) contenant x
vérifient la relation dim(0 ,)>n-+1 (puisque 'on a z;¢Reg(X)); autrement dit, ces
points xeSing(X) sont ceux pour lesquels on a codim,(Sing(X), X)>n+1 (5.1.2);
comme la fonction x~>codim,(Sing(X), X) est semi-continue inférieurement (0, 14..2.6),
Pensemble de ces points est ouvert dans Sing(X), ce qui achéve la démonstration.

Notons aussi le résultat élémentaire suivant :

Proposition (6.12.10). — Soit X un préschéma localement noethérien. L’ensemble Uy (X)
est ouvert dans X. Pour que Uy (X) soit ouvert dans X, il faut et il suffit que tout point maximal xeX
tel que xeUg (X) (ce qui signifie que X est réduit en x) soit intérieur a Ug (X).

Par définition (5.8.2), Ui (X) est Pensemble X — 9 X, ou X’ parcourt ’ensemble
des composantes irréductibles de X telles que X ne soit pas réduit en leur point générique;
comme l’ensemble des composantes irréductibles de X est localement fini, Ug (X) est
ouvert. En ce qui concerne Uy (X), la condition de I’énoncé étant trivialement nécessaire,
prouvons qu’elle est suffisante. Soient X' les composantes irréductibles de X telles qu’en
leur point générique x; le préschéma X soit réduit; par hypothése il existe un ouvert
UCUg (X) contenant tous les xz. Désignons alors par Z, les composantes irréduc-
tibles de ’ensemble fermé Z =X-—U dont le point générique z, est tel que dim(0x ’x) <1

et que Oy z soit non régulier. Aucun point appartenant & 'un des Z, ne peut appartenir
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a U (X); mais inversement, si x€Z n’appartient & aucun des Z,, alors, pour toute
générisation x’ de x, ou bien x’ appartient & U, ou bien on a dim(0x ,.)>2, ou bien
on a dim(0x ,)=1, et comme x’ n’appartient & aucun des Z,, :{7 } est nécessairement
une composante irréductible de Z, de codimension 1 dans X, distincte des Z,, donc 0Oy ,
est régulier par définition. On en conclut que Uy (X) =X—LAJZA; comme ’ensemble

des Z, est localement fini dans Z, 9 Z, est fermé, ce qui achéve de prouver que Up (X)
est ouvert dans X.

6.13. Critéres pour que Nor(X) soit ouvert.

(6.13.1) Etant donné un préschéma localement noethérien X, nous noterons
Nor(X) Tensemble des xeX o0 X est normal; cet ensemble contient Reg(X) et est
contenu dans I’ensemble (ouvert) des points x tels que O , soit intégre (i.e. 'ensemble
des points ¥ ot X est réduit, et qui n’appartiennent qu’a une seule composante irré-
ductible de X).

Proposition (6.13.2). — Soient X un préschéma localement noethérien réduit, X' son
normalisé (IL, 6.3.8). Si le morphisme canonique f:X'—>X est fini, Nor(X) est ouvert dans X.

En effet, on a X’'=Spec(f (0x)) et f(0Ox) est une Ox-Algébre cohérente par
hypothése (II, 6.1.3). Dire que X est normal en un point x signifie que I’homomorphisme
canonique @,—(f (0x)), est bijectif (I, 6.3.4); mais I’ensemble de ces points est ouvert
puisque Ox et f (Ox.) sont cohérents (0, 5.2.7).

Corollaire (6.13.3). — St A est un anneau intégre noethérien japonais, Nor(Spec(A))
est ouvert dans Spec(A).

Proposition (6.13.4). — Soit X un préschéma localement noethérien. Pour que Nor(X)
sott ouvert, il faut et il suffit que tout point maximal x de X tel que xeNor(X) (ce qui signifie
que X est réduit au point x) soit intérieur @ Nor(X).

Il n’y a a prouver que la suffisance de la condition. En vertu de la remarque faite
dans (6.13.1), on peut se borner (en remplacant X par un ouvert de X dans lequel X
est réduit) au cas ou X est réduit, i.e. supposer que les points maximaux de X appar-
tiennent a Ug (X) et a Uy (X); comme Nor(X)=Ug (X)nUg (X) en vertu du critére
de Serre (5.8.6), on déduit donc de (6.11.7) et (6.12.10) que ces deux ensembles sont
ouverts; par suite Nor(X) est ouvert dans X.

Corollaire (6.13.5). — St X est tel que Reg(X) soit ouvert dans X, alors Nor(X) est
ouvert dans X.

En effet, tout point maximal x oi X est réduit (donc Oy , un corps) appartient
a Reg(X), donc est intérieur a Reg(X) par hypothese, et a fortior: est intérieur a Nor(X).

Proposition (6.13.6) (Nagata). — Soient A un anneau intégre noethérien, K son corps
des fractions, K’ une extension finie de K, A’ la fermeture intégrale de A dans K'. Pour que A’
soit une A-algébre finie, 1l faut et il suffit que les deux conditions suivantes soient satisfaites :

() I existe f+o0 dans A tel que la fermeture intégrale A{ de I’anneau de fractions A,
dans K’ soit une Apalgébre finie.
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(ii) Pour tout idéal premier peSpec(A), la fermeture intégrale A, de Ianneau local A,
dans K’ est une A-algebre finie.

Les conditions sont nécessaires, car pour toute partie multiplicative S de A,
ST'A’ est la fermeture intégrale de ST'A dans K’ et est par hypothése un S~*A-module
de type fini. Pour voir que les conditions sont suffisantes, considérons la famille filtrante
croissante (B,) des sous-A-algebres de K’ qui sont des A-algébres finies et ont K’
pour corps des fractions. Posons Y =Spec(A), X, ==Spec(B,), désignons par u, le
morphisme X,—Y etsoient S, =X,—Nor(X,), T,=u,(S,). On peut se borner aux B,
qui contiennent un ensemble fini dont I'image dans A/ est un systéme de générateurs du
Armodule Af; cela entraine, en vertu de 'hypothése (i), que (B,),=A/ pour tout 2,
ou encore que u; '(D(f)) est contenu dans Nor(X,). En vertu de (6.13.2), S, est donc
Jfermé dans X, et comme u, est un morphisme fini, T, est fermé dans Y. Mais pour tout
peSpec(A), il existe en vertu de (ii) un A tel que (B,),=A, et par suite tous les points
de X, au-dessus de p appartiennent a Nor(X,); en d’autres termes on a QT;\z@;

comme Y est noethérien et les T, fermés, il existe un A, tel que T, =0; donc B, est
intégralement clos, et comme son corps des fractions est K’, on a B, =A’. C.Q.F.D.

Proposition (6.13.7). — Soient A un anneau noethérien, X = Spec(A). Les conditions suivantes sont équivalent

a) Pour tout préschéma X’ localement de type fini sur X, Nor(X') est ouvert dans X’.

b) Pour toute A-algébre finie et intégre A’, Nor(Spec(A’)) est ouvert dans Spec(A’).

c) Pour tout idéal premier p de A et toute extension finie radicielle K’ du corps des fractions K de Alp, il existe une
sous-A-algebre A’ de X', finie sur A, ayant K’ pour corps des fractions et telle que Nor(Spec(A’)) soit ouvert dans Spec(A”).

Le fait que a) implique ) et que b) implique ¢) se prouve comme dans (6.12.4). Pour montrer que c¢)
entraine a), compte tenu de (6.13.2), on se raméne comme dans (6.12.4) A prouver que si A’ est une A-algébre
intégre et de type fini, le point générique de Spec(A’) est intérieur & .Nor(Spec(A’)). On distingue alors deux cas
comme dans (6.12.4) en prouvant d’abord le

Lemme (6.18.7.1). — Soient A un anneau intégre noethérien, A’ une A-algébre intégre de type fini, contenant A et telle
que le corps des fractions K’ de A’ soit une extension séparable du corps des fractions K de A. Si Nor(Spec(A)) est ouvert
dans Spec(A), Nor(Spec(A’)) est ouvert dans Spec(A’).

1l s’agit de prouver (compte tenu de (6.13.2)) que le point générique de Spec(A’) est intérieur a
Nor(Spec(A’)). La démonstration suit la méme marche que celle de (6.12.4.1), dont nous conservons les notations.
On remarque d’abord que I’on peut supposer que A est intégralement clos, et alors on sait que A; =A[t,, ..., t,]
est intégralement clos (Bourbaki, Alg. comm., chap. V, § 1, n° 3, cor. 2 de la prop. 13); on se raméne ensuite au cas
ou A’ est un A-module libre de type fini; le raisonnement de (6.12.4.1) prouve alors (en remplagant au besoin A
par un anneau Ajavec f3 0) que les fibres g7(z) du morphisme g : X’ —X sont réguliéres et a fortiori normales.
En outre g est plat et X est normal, donc (6.5.4, (ii)) X’ est normal.

Ce lemme étant démontré, on passe au cas général comme dans (6.12.4; II)), dont nous conservons encore
les notations; appliquant I’hypothése ¢), on voit cette fois que Nor(Xj]) est ouvert et on se rameéne ainsi au cas
ol Xj est normal et g:X’—X’ plat et surjectif; on conclut cette fois que X’ est normal a I’aide de (6.5.4, (i)).

6.14. Changement de base et cléture intégrale.

Proposition (6.14.1). — Soient Y, Y' deux préschémas localement noethériens, g : Y'Y
un morphisme normal (6.8.1). Alors, pour tout Y-préschéma normal X, le préschéma X'=X xyY’
est normal.

On notera que dans cet énoncé on ne suppose pas X localement noethérien.

Lemme (6.14.3.1). — Soit R un anneau composé direct d’un nombre fini de corps.
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(i) Pour qu'un sous-anneau A de R ayant R pour anneau total des fractions soit normal,
il faut et il suffit qu’il soit intégralement fermé dans R.

(i1) Soit (A,) une famille de sous-anneaux normaux de R; si A=QA;\ admet R pour
anneau total des fractions, A est normal.

(i) Comme A est un sous-anneau de R, A, est un sous-anneau de R, pour tout
idéal premier p de A, et R, est un anneau de fractions de A,; en outre R, est néces-
sairement composé direct d’un nombre fini de corps, donc tout élément non diviseur
de o dans R, est inversible; cela prouve que R, est 'anneau total des fractions de A,.
Si A est intégralement fermé dans R, A, est donc intégralement fermé dans R,; mais
si R, est composé direct de 2 corps au moins, la fermeture intégrale de A, dans R,, est
composée directe de 2 anneaux au moins non réduits a o, ce qui est absurde puisque A,
est un anneau local; donc R, est nécessairement un corps et A, est intégre et intégra-
lement clos, ce qui par définition signifie que A est normal. Inversement, si A est normal,
R,, anneau total des fractions d’un anneau intégre A,, est un corps et A, est intégralement
fermé dans R,; si xeR est un élément entier sur A, son image dans chaque R, est
entiére sur A,, donc appartient a A,; on en conclut que xeA (Bourbaki, Alg. comm.,
chap. II, § g, n° 3, cor. 1 du th. 1), et par suite A est intégralement fermé dans R.

(ii) Comme ACA,CR pour tout A, R est aussi ’anneau total des fractions de
chaque A,. Vu la caractérisation des anneaux normaux ayant R pour anneau total
des fractions, donnée dans (i), ’assertion (ii) résulte de Bourbaki, Alg. comm., chap. V,
§ 1, n° 3, prop. I12.

Ce lemme étant démontré, la démonstration de (6.14.1) procéde en plusieurs
étapes.

I) Réduction au cas on Y =Spec(A), Y'=Spec(A’), X =Spec(B), A, A’ ¢étant des
anneaux locaux noethériens, A intégre, B la cloture intégrale de A. — 1l s’agit de prouver que
pour tout x'eX’, Panneau local O , est intégre et intégralement clos; soient x, y, »’
les images canoniques de %’ dans X, Y, Y’ respectivement; si 'on pose A=0y,
A'=0y ., B=0x ,, les anneaux Oy , pour x, y, y' fixés, sont les anneaux locaux aux
idéaux premiers de ’anneau B'=B®,A’ (I, 3.6.5), et il s’agit donc de prouver que B’
est un anneau normal. Notons d’autre part que Spec(A’) — Spec(A) est un morphisme
normal par définition (6.8.1 et I, 3.6.5); on est donc ramené au cas o Y et Y’ sont
des schémas locaux, X le spectre d’un anneau local intégre et intégralement clos B.
Désignons par (B,) la famille des cldtures intégrales des sous-A-algebres de type fini de B;
il est clair que B est réunion de la famille filtrante croissante des B,. Comme le foncteur
@)1 commute au produit tensoriel, B’ est donc isomorphe a EI_)HB;, ou l'on a posé

B,=B,®,A’. Pour prouver que B’ est normal, il suffira, en vertu de (5.13.6), de
montrer que les anneaux B sont normaux et que, pour «<f, toute composante
irréductible de Spec(B;) domine une composante irréductible de Spec(B,). Mais cette
derniere propriété résulte de I’hypothése que A’ est un A-module plat et de (2.3.7,
(i1)), puisque B, et B, sont intégres et que B,CBg.

On peut donc se borner a démontrer que B’=B®,A’ est normal lorsque B est
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la cléture intégrale d’une A-algébre intégre de type fini C; dans ce cas, si ’on pose
C'=C®,A’, le morphisme Spec(C’) - Spec(C) est normal (6.8.2); comme B'=B®,C’,
on voit qu’on peut remplacer A et A’ par C et C’ respectivement, donc supposer que A
est intégre et que B est la cldture intégrale de A. Enfin, le procédé du début permet de se
borner au cas out A est local (tenant compte de ce que, si B est la cléture intégrale de A,
B, est la cloture intégrale de A, pour tout idéal premier p de A).

II) Réduction au cas o A est un anneau local intégre de dimension 1, B un anneau de
valuation discréte, cloture intégrale de A et le morphisme Spec(B) — Spec(A) radiciel. —
Soit K le corps des fractions de A. On sait (0, 23.2.7) que B est intersection d’une
famille (V,) d’anneaux de valuation discrete telle que, pour tout xeK, on ait xeV,
sauf pour un nombre fini d’indices . On a donc une suite exacte de A-modules

0——>B—->K—>(—}|:) (K/V,).

Posons K'=K®,A’, V;=V,®,A’; par platitude, on déduit de la suite exacte
précédente une nouvelle suite exacte

0—+B'-»K'—-® (K} /V3)

et par suite B'= QV;L. En outre Spec(K) estla fibre du morphisme Spec(A’) — Spec(A)
au point générique de Spec(A), donc K’ est un anneau noethérien normal, et par suite
composé direct d’'un nombre fini d’anneaux intégres et intégralement clos; le composé
direct L’ des corps des fractions de ces derniers est ’anneau total des fractions de A’,
donc aussi celui de B’. On peut donc appliquer le lemme (6.14.1.1), et si ’on prouve
que chacun des V; est un anneau normal, il en sera de méme de B'.

On sait d’autre part (0, 23.2.7) qu’on peut prendre les V, tels qu’il y ait une
sous-A-algébre finie C de K telle que V, soit la cléture intégrale de G, , ol p, est un
idéal premier de hauteur 1 dans C. Si 'on pose C;A=Cp7\®AA’, le morphisme
Spec(Gy,) — Spcc(Cpl) est normal (6.8.2) et I'on a V'A=VA®CMC;A; on peut donc
remplacer B par V, et A par C, , donc supposer que A est local, integre et de dimension 1,
B sa cloture intégrale et un anneau de valuation discréte. Il y a une sous-A-algebre finie A,
de B telle que le morphisme Spec(B) —> Spec(A,) soit radiciel (0, 23.2.5), ce qui entraine
en particulier que A, est aussi un anneau local (évidemment de dimension 1); en outre
on peut supposer que B et A; ont méme corps résiduel (loc. cit.). On peut donc par la
méme méthode remplacer A par A,. Appliquant si nécessaire le procédé du début de I),
on peut enfin supposer que A’ est lui aussi un anneau local et que ’homomorphisme
A—A’ est local.

II1) Fin de la démonstration. — Nous établirons d’abord le lemme suivant :

Lemme (6.14.1.2). — Soient A un anneau local noethérien intégre de dimension 1, A' un
anneau local noethérien, A—A’' un homomorphisme local tel que le morphisme correspondant

Spec(A’) — Spec(A) soit normal. Soient K le corps des fractions de A, m 'idéal maximal de A,
k=A/m son corps résiduel.
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(1) Si qj (1<y<r) sont les idéaux minimaux de A’, K'=K®,A’ est composé direct
d’anneaux intégres et intégralement clos KD A'[q; (1<j<7), K] ayant pour corps des fractions
le corps des fractions Li de A’[q; (1<j<1), de sorte que I’anneau total des fractions L' de A’
S’identifie au composé direct des L; et A’ @ un sous-anneau de K'.

(ii) Lidéal p'=mA’ de A’ est premier; Panneau A, est de dimension 1 et s identifie
a un sous-anneau du produit des corps L. pour les indices j tels que q;Cp’.

(iii) Si A désigne le sous-anneau de L', produit de Ay, et des L] tels que q;¢p’, ona

(6.14.1.3) A’=K’n;‘:;,.

L’assertion (i) a déja été vue au cours de la démonstration de II) et est
indépendante de I’hypothése dimensionnelle sur A. L’hypothése que le morphisme
Spec(A’) >Spec(A) est normal entraine que A’'®,k=A’/mA’ est un anneau normal
local et noethérien, donc intégre, ce qui montre déja que p’'=mA’ est premier. On a,
d’aprés (6.1.2), dim(Ay)=dim(A)4dim(A;, /mAy). Mais Al /mA, =AL[p’'A, est
le corps résiduel de A}, donc dim(A;) =1. Le fait que A}, est contenu dans le composé
direct des L; tels que q;Cp’ résulte de ce que les idéaux q; A, pour ces indices j sont
les idéaux premiers minimaux de Aj.

Reste a prouver (6.14.1.3). On a évidemment A’CK’nA,. Inversement, soit y’ un
élément de cette intersection; soit ¢ un « paramétre » pour A, donc tel que Aa soit m-pri-
maire, et soit ¢’ 'image de a dans A’; tout élément de K peut s’écrire x/a” pour x€A et un
n>o0 puisque Aa contient une puissance de m; donc on peut écrire )’ =x'/a’" avec x'€A’.
Notons maintenant que p’ est le seu/ idéal premier associé a A’/a’"A’ = (A[a"A)®, A’ :
comme A’ est un A-module plat, cela résulte de (3.3.1), m étant le seul idéal premier
associé a Aja"A et £k®,A’ étant intégre. Par suite, a’" A’ est 'image réciproque dans A’
de a"A},; comme par hypothése y'eA,, limage de x’ dans A, appartient & ™A}, ;
d’ou x'ea’”A’ et y’eA’, ce qui achéve la démonstration.

Ce lemme étant établi, dans le cas ol nous sommes ramenés a la fin de II),
B’ est radiciel sur A’ (I, 3.5.7) et par suite est aussi un anneau local; en outre B’ est
entier sur A’, donc, si q" est 'unique idéal premier de B’ au-dessus de p’, ¢'B,, est le seul
idéal maximal de B, (Bourbaki, 4lg. comm., chap. V, § 2, n® 1, prop. 1), donc
B;, =B, =B®,A,. Nous allons d’abord démontrer que B, est un anneau noethérien
et normal. Or, comme B contient A et est contenu dans K et que A}, est un A-module
plat, B}, contient A, et est contenu dans K., donc dansle produit L, des L tels que q;Cp’.
Pour tout indice j tel que q}Cyp’, soit a} le produit des L; tels que A+j, de sorte que

’

a;nA’=qj; comme tout élément de A’—p’ est régulier dans L;, on a aussi

a;nAy = q;A,.
. , ’ ’ ’ . A . . ’ ’,
Soit ;=B naj, de sorte que By /r; est isomorphe a la projection de B, dans Lj;
donc B/t contient 'anneau local intégre de dimension 1, AL [q;A,, et est contenu

dans son corps des fractions L;; il est par suite noethérien en vertu du théoréme de
Krull-Akizuki (Bourbaki, Alg. comm., chap. VII, § 2, n° 5, prop. 5).
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Comme lintersection des t; est réduite 2 o, on en déduit que Bj, lui-méme est
noethérien, en raison du lemme classique suivant :

Lemme (6.14.1.4). — Soient R un anneau, a et b deux idéaux de R; st R/a et R/b
sont noethériens, il en est de méme de R[(anD).

En effet, soit ¢ un idéal de R tel que anbCc; on a donc anbCancCc; or
¢/(anc) est un R-module isomorphe 2 (a4-¢)/a, donc & un idéal de R/aq, et par suite
est de type fini; d’autre part (anc)/(anb) est un sous-R-module de a/(anb), et
ce dernier est isomorphe a (a-b)/b, donc est de type fini comme idéal de R/b;
donc (anc)/(anb) est aussi un R-module de type fini, et il en est finalement de
méme de c¢/(anb).

Notons d’autre part que Spec(A) se compose du point fermé m et du point géné-
rique (0), de corps résiduels £ et K respectivement; comme dans le cas ol nous nous
sommes placés, le corps des fractions de B et son corps résiduel sont respectivement
isomorphes a K et £, les fibres du morphisme u : Spec(B,,) — Spec(B) au point fermé
et au point générique de Spec(B) sont respectivement isomorphes aux fibres du morphisme
Spec(A,) — Spec(A) au point fermé et au point générique de Spec(A) (I, 3.6.4), donc
sont géométriquement normales par hypothése; comme d’autre part le morphisme u est plat,
on en conclut qu’il est normal (6.8.1). Mais comme B et B, sont noethériens et que B est
normal, on déduit de (6.5.4) que B, est normal.

Cela étant, B est réunion de la famille filtrante croissante de ses sous-A-algébres
finies A_; par platitude, B’ est réunion de la famille filtrante croissante des A, =A ®,A’;
si 'on pose p,=q'nA;, B est aussi réunion de la famille filtrante croissante des (A;),.
(5-13.3). Désignons par L le composé direct des corps L tels que q;¢p’; alors pour
tout «, (Aj}),, est contenu dans K, et 'anneau Bj,=L"XB; est donc réunion des
anneaux L” X (A}), = (Ay),, . Mais chacun des A, est local, noethérien, intégre et de
dimension 1, et le morphisme Spec(A) — Spec(A,) est normal (6.8.2), donc on peut
lui appliquer le lemme(6.14.1.2) et I'on a

’ ’ A
Aoc = K N (Aa)p’l
pour tout «; prenant la limite inductive de chacun des deux membres, il vient
B'—K'nBj.
Mais B,,, composé direct des anneaux normaux L'’ et B;,, est normal, et comme

il en est de méme de K’, le lemme (6.14.1.1) montre que B’ est normal. C.Q .F.D.
Corollaire (6.14.2). — Soient k un corps, X un k-préschéma normal (non nécessairement
localement noethérien). Alors, pour toute extension séparable k' de k, X;,=X®k" est
normal.
On sait en effet (6.7.6) que le morphisme Spec(k’) — Spec(k) est alors normal.
Corollaire (6.14.3). — Sotent k un corps, X, Y deux k-préschémas intégres et normaux,
dont les corps de fonctions rationnelles K =R(X), L=R(Y) sont des extensions séparables de k.
Alors le préschéma X X, Y est normal.
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La question étant locale sur X et Y, on peutsupposer que X = Spec(A), Y = Spec(B),
ou A et B sont deux anneaux intégres et intégralement clos, de corps des fractions K
et L respectivement; supposons d’abord que A soit une £-algébre de type fini, donc K
une extension de type fini de £. Par platitude, A®, B est une sous-k-algébre de K®,L;
or K®,L est un anneau noethérien normal (en vertu de (6.7.4.1) ou (6.14.2)),
donc composé direct d’anneaux intégres C; en nombre fini, de sorte que si E; est le
corps des fractions de C;, le composé direct E des E; est I’anneau total des fractions
de K®,L; c’est d’ailleurs aussi I’anneau total des fractions de A®,B, puisque K®, L
est unanneaude fractionsde A®,B. Cela étant, on peutécrire A®,B=(A®,L)n (K®,B),
et il résulte de (6.14.2) que A®,L et K®B sont normaux, donc A®,B est normal
en vertu de (6.14.1.1).

Considérons maintenant le cas général; A est alors réunion de la famille filtrante
croissante de ses sous-k-algébres de type fini A,, donc A®,B est limite inductive des
anneaux normaux A, ®,B. Pour prouver que A®,B est normal, il suffit donc (5.13.6)
de prouver que toute composante irréductible de Spec(A;®;B) domine une composante
irréductible de Spec(A,®,B) pour A,CA;, ce qui résulte aussitét de ce que B est
un k-module plat, de (2.3.7, (ii)) et du fait que A, et A, sont des anneaux intégres.

Proposition (6.14.4). — Soient A un anneau noethérien, A’ une A-algébre noethérienne
telle que le morphisme Spec(A’) — Spec(A) soit normal. Soient B une A-algébre, C la fermeture
intégrale de A dans B; on pose B'=B®,A’, C'=CQ,A’, C' s’identifiant a un sous-anneau
de B'; alors C' est la fermeture intégrale de A’ dans B'.

Nous procéderons en plusieurs étapes.

I) Réduction au cas o 'anneau B est réduit. — Posons By=B_,=B/N, ou N est le
nilradical de B, et soit C, la fermeture intégrale de A dans By. On a le lemme suivant :

Lemme (6.14.4.1). — Sotent A un anneau, B une A-algébre, By=B/n le quotient de B
par un milidéal. St C, est la fermeture intégrale de A dans By, 'image réciproque C de G, par
Phomomorphisme canonique ¢ : B—By est la fermeture intégrale de A dans B.

En effet, si xeB est tel que ¢(x) vérifie une équation de dépendance inté-
grale a coefficients dans A, on en déduit que x vérifie une relation de la forme
"+ ax" 14 ... +a,en avec geA, d’ou, en élevant & une puissance assez grande, une
équation de dépendance intégrale pour x, a coefficients dans A.

On a donc la suite exacte de A-modules

0—»C—B—-B,/C,
d’ou, par platitude, la suite exacte
0—~>C'—->B'—>B/C;
ou Pon a posé¢ B;=B,®,A’, Ci=Cy®,A’. Si 'on prouve que C; est la fermeture

intégrale de A’ dans By, le lemme (6.14.4.1) prouvera que C’ est la fermeture intégrale
de A’ dans B'.

II) Réduction au cas ot B est une A-algébre intégre de type fini contenant A. — Soit (B,)
la famille filtrante croissante des sous-A-algebres de type fini de B, et soit C, la fermeture
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intégrale de A dans B,. Il résulte aussitot de la définition de la fermeture intégrale que C
est réunion des C,; si 'on pose B, =B,®,A’, C,=C,®,A’, C, est contenu dans B,
par platitude, et pour la méme raison B’ est réunion de la famille filtrante croissante
des B, et G’ réunion de la famille filtrante croissante des C,. Si ’on prouve que C,
est la fermeture intégrale de A’ dans B, il en résultera aussitét que C’ est la fermeture
intégrale de A’ dans B’. On peut donc se borner au cas ol B est une A-algébre de type
fini, donc noethérienne; soient gq; (1<i<z) ses idéaux premiers minimaux; comme B
est supposé réduit, il s’identifie & un sous-anneau du produit By des B/q;; si C, est la fermeture
intégrale de A dans By, ona C=BnGC,; sil’on pose Bj=B,®,A’, C;=C,®,A’, on a,
par platitude, C'=B'nCj (0;, 6.1.3); il suffit donc de prouver que C; est la fermeture
intégrale de A’ dans B;. Mais G, est composé direct des C;, fermetures intégrales de A
dans les B,=B/q;; par suite G, est composé direct des C; =C,®,A’ et il suffit de montrer
que G est la fermeture intégrale de A’ dans B; =B,®,A’. On est ainsi ramené au cas
ot B est intégre et une A-algebre de type fini; si p est le noyau de ’homomorphisme A—B,
on a aussi B’=B®,,(A’/pA’); comme le morphisme Spec(A’/pA’) — Spec(A/p) est
normal, on peut remplacer A par A/p et A’ par A’/pA’, et supposer par suite
que ACB.

IIT) Cas ot A est un corps, B un corps, extension de type fini de A et tel que A soit algébri-
quement fermé dans B. — On a alors C=A, et A’ est une A-algé¢bre noethérienne géométri-
quement normale, donc composée directe d’anneaux intégres et intégralement clos A;, les
corps des fractions K] des A; étant des extensions séparables de A (4.6.1). La A’-algébre B’
est donc composée directe des B®, A] =B, et I’'on peut donc se borner au cas out A’ est
intégre, son corps des fractions K’ étant une extension séparable de A. Or, comme B
est un A-module plat, B®,A’=DB’ s’identifie a un sous-anneau de B®,K’; comme K’
est extension séparable de A, B®,K’ est réduit (4.3.7), et comme de plus B est une
extension primaire de A, B®,K’ est intégre (4.3.2); il en est par suite de méme de B'.
Soit L’ le corps des fractions de B®,K’ (qui est aussi celui de B’); c’est évidemment un
corps composé B(K') de ses sous-corps B et K’; comme A est algébriquement fermé dans B,
que K’ est une extension séparable de A, et que B et K’ sont linéairement disjoints sur A,
K’ est algébriquement fermé dans B(K’) =L’ (Bourbaki, 4ig., chap. V, § 9, exerc. 2);
a fortiori A’, étant intégralement clos, est intégralement fermé dans L', donc dans B’,
ce qui prouve la proposition dans ce cas.

IV) Cas ot A est intégre, B un corps, extension finie du corps des fractions K de A. —
Alors B'=(A’'®,K)®gB est une B-algebre noethérienne géométriquement normale, et
par suite B’ est composé direct d’anneaux intégres; I’anneau total des fractions L’ de B’
est alors composé direct d’'un nombre fini de corps. Cela étant, comme B est le corps
des fractions de C, B’ est un anneau de fractions de C’ et L’ est donc aussi ’anneau total
des fractions de C’. Or (6.14.1) comme C est un anneau normal et Spec(A’) —> Spec(A)
un morphisme normal d’anneaux noethériens, G’ est un anneau normal; mais il résulte
de (6.14.1.1) que C’ est alors intégralement fermé dans L', et a fortiori dans B’, et par
suite est la fermeture intégrale de A’ dans B’.
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V) Fin de la démonstration. — D’apres II), on peut supposer que B est une A-algébre
intégre de type fini contenant A. Soient K le corps des fractions de A, L celui de B, qui
est une extension de type fini de K. Soit M la fermeture algébrique de K dans L, qui
est une extension algébrique finie de K; soit C, la fermeture intégrale de A dans M,
qui est aussi la fermeture intégrale de A dans L; on a donc C=BnC,; si 'on pose
C,=C®,A’, on a par suite C'=B'nC; par platitude (0;, 6.1.3). Or, il résulte de IV)
que G, est la fermeture intégrale de A’ dans M'=M®,A’; en outre, M’ est un anneau
noethérien et le morphisme Spec(M') — Spec(M) est normal (comme on P’a vu
dans IV)); appliquant ITI) 4 M et M’ au lieu de A et A’ et 2 L au lieu de B, on en déduit
que M’ est intégralement fermé dans L'=L®,A’; donc C; est la fermeture intégrale
de A’ dans L', et C'=CynB’ est la fermeture intégrale de A’ dans B’. C.Q.F.D.

Corollaire (6.14.5). — Sotent A un anneau noethérien, A’ une A-algébre noethérienne
telle que le morphisme Spec(A’) — Spec(A) soit normal. Soient B, C deux A-algébres, ¢ : B—~C
un A-homomorphisme faisant de C une B-algébre, D la fermeture intégrale de B dans C. Si lon
pose B'=B®,A’", C'=C®,A’', D'=D®,A’, D’ est la fermeture intégrale de B’ dans C’.

Soit (B,) la famille filtrante croissante des sous-A-algeébres de type fini de B, et
posons B} =B®,A’, de sorte que B’ est réunion de la famille filtrante croissante des
sous-A'-algébres de type fini B}. Soit D, la fermeture intégrale de B, dans C, et posons
D;=D,®,A’, de sorte que D est réunion des D, et D’ réunion des D;; si nous prouvons
que Dj; est la fermeture intégrale de B dans C’, il en résultera que D’ est la fermeture
intégrale de B’ dans C'. Or B, et B} sont noethériens et le morphisme Spec(B}) — Spec(B,)
est normal (6.8.2); on peut donc appliquer (6.14.4) en remplagant A, A’ et B par B,,
B; et C respectivement, d’ou le corollaire.

On peut par exemple appliquer (6.14.5) lorsque A est un anneau local excellent

et A’ son complété A, puisque dans ce cas Spec(A’) — Spec(A) est un morphisme
régulier (7.8.2).

6.15. Préschémas géométriquement unibranches.

(6.15.1) Nous dirons qu’un préschéma X est unibranche (resp. géométriquement
unibranche) en un point ¥, ou que le point x est untbranche (resp. géométriquement unibranche)
dans X si ’anneau local Oy , est unibranche (resp. géométriquement unibranche) (0, 23.2.1);
nous dirons que X est unibranche (resp. géométriquement unibranche) s’il ’est en tout point. Il
suit de cette définition que, pour que X soit unibranche (resp. géométriquement
unibranche) en un point, il faut et il suffit que X, le soit en ce point.

(6.15.2) Il faut prendre garde qu’avec les définitions de (6.15.1), un anneau
local A peut étre unibranche (resp. géométriquement unibranche) sans que Spec(A)
le soit; en d’autres termes, il peut se faire qu’il y ait des idéaux premiers p de A tels
que A, ne soit pas unibranche; il revient aussi au méme de dire que sur un préschéma

la notion de point géométriquement unibranche n’est pas stable par générisation. Nous
allons le voir sur I'exemple suivant.
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Soient K un corps algébriquement clos de caractéristique o, B ’anneau intégre
K[U, V, W]/(UX(U—-W)—VXU+W)) (U, V, W indéterminées) de sorte que
Y =Spec(B) est un « cone de sommet lorigine, ayant une génératrice double ».
Nous désignerons par u, v, w les images de U, V, W dans B. Soit R le corps des
fractions de B, et considérons dans R Pélément t=uv(u+ w)/u, qui n’appartient pas
a B; montrons que C=B[¢] est la cldture intégrale de B. On a en effet ?=u>—u?
donc ¢ est entier sur B, et v=tu/(u+w); Panneau C,=K][¢, u, w] est intégralement
clos, car il est isomorphe & KI[T, U, W]/(T?*—U?4-W?) et est donc la fermeture
intégrale de Panneau intégralement clos K[U, W] dans Pextension quadratique
K (U, W)(VU24+W?) de son corps des fractions (Bourbaki, Alg. comm., chap. V, § 1,
n° 6, prop. 18). L’anneau de fractions K[t u, w, 1/(u+w)] de C, est donc aussi
intégralement clos. De la méme maniére, on voit que ’anneau C,=K[¢, v, w] est
intégralement clos, car ¢ est racine de I’équation #(¢—0v) —w?(2v0—¢) =0, et par suite
K[t v, w, 1/(t—0)] =K][t, _tu_, w, u—l——w] est intégralement clos. Finalement, compte

u+tw tw

tenu de ce que u et w sont algébriquement indépendants sur K, on prouve aisément
que C=K[¢t, «, v, w]=K[t, u, w, 1/(u+w)]nK[t, v, w, 1/(t—0v)], ce qui achéve de
montrer que C est la cl6ture intégrale de B. Il est immédiat que si m, est 'idéal maximal
de B engendré par u, v, w (« sommet du cone ») il existe un seul idéal maximal 1, de C
au-dessus de m,, savoir I'idéal engendré par ¢, u, v, w. Si 'on pose A=B,, , on en déduit
aisément que A’'=C, est la cloture intégrale de A, qui est donc unibranche, et par
suite aussi géométriquement unibranche puisque son corps résiduel K est algébriquement
clos. Mais dans A l'idéal premier p engendré par u et v est tel que la cloture inté-
grale A [t] de A, ne soit pas un anneau local.

Nous verrons toutefois plus loin (9.7.10) que lorsque X est un préschéma loca-
lement noethérien tel que, si X’ est le normalisé de X, le morphisme canonique X’'—X
soit finz (ce qui sera le cas si X est tel que les anneaux de ses ouverts affines soient
universellement japonais (0, 2g.1.1)), alors I’ensemble des points xeX ou X est géomé-
triquement unibranche est localement constructible.

(6.15.3) Nous dirons pour abréger qu’un morphisme f: X—Y est radiciel en un
point yeY, si f~!(p) est vide ou réduit & un seul point x et si k(x) est une extension radi-
cielle de k( y). Il revient donc au méme de dire que f est radiciel en tous les points de Y
ou que f est radiciel (I, 8.5.8). Si g : f~*(») — Spec(k()) estle morphisme image réci-
proque de f par le changement de base Spec(k(»))—Y, il revient au méme de dire que f
est radiciel au point yeY, ou que g est radiciel.

Lemme (6.15.3.1). — (i) Sotent f: X—>Y, g : Y—>Z deux morphismes. Si f est radiciel
en un point y et g radiciel au point z=g(), alors gof est radiciel au point g( ). La réciproque
est vraie si f est surjectif.

(i) Soient f:X—Y, h:Y' =Y deux morphismes, et soit f'=fy): XXyY' =YY"
Sotent y'€Y' et y="h(y"); alors pour que f soit radiciel au point y, il faut et il suffit que ' soit
radiciel au point y'.

177
23



178 A. GROTHENDIECK Chap. IV

(i) Si f est radiciel au point y et g radiciel au point z, g~'(z) est réduit & y et
f~Hg '(2)) =f"(») vide ouréduit a un seul point x; en outre k(x) est extension radicielle
de k(p) et k(y) extension radicielle de k(z), donc k(x) est extension radicielle de k(z).
Inversement, supposons f surjectif; si gof est radiciel au point z=g(y), £ (2) se réduit
au seul point y, sans quoi f~!(g7!(z)) aurait au moins deux points distincts; en outre,
S~ H»)=S""g () se réduit & un seul point x, et par hypothése on a k(z) Ck(y) Ck(x),
et k(x) est radiciel sur k(z), donc k() est radiciel sur k(z) et k(x) radiciel sur k().

(ii) Soient g :f~*(») — Spec(k(y)), g :f ~*(») — Spec(k(y’)) les morphismes
images réciproques de f et f’ respectivement; comme f'T'(y')=f"())®yy, k(")
(I, 3.6.4), g’ est image réciproque de g et I’assertion se réduit & (2.6.1, (v)).

Soit alors X un préschéma réduit n’ayant qu’un nombre fini de composantes irréduc-
tibles, et soit X’ son normalisé (I, 6.3.8); on sait (loc. cit.) que le morphisme canonique
f:X'—>X est surjectif. La définition (6.15.1) montre alors que pour que X soit géométri-
quement unibranche en un point x, il faut et il suffit que f soit radiciel en ce point; pour
que X soit géométriquement unibranche, il faut et il suffit donc que f soit radiciel.

(6.15.4) Généralisant la définition donnée dans (I, 2.2.9), nous dirons que,
- pour deux préschémas réduits X, Y, un morphisme f: X—>Y est birationnel si la restriction
de f a I’ensemble des points maximaux de X est une bijection de cet ensemble sur
Iensemble des points maximaux de Y, et si, pour tout point maximal y de Y, le
morphisme X XySpec(0,) — Spec(0,) déduit de f est un isomorphisme (autrement dit,
si la fibre f~!(y) est réduite & un seul point x (maximal dans X) et si ’homomorphisme
k(y)—k(x) déduit de f est bijectif); cette notion se réduit a celle de (I, 2.2.9) lorsque X
et Y n’ont qu'un nombre fini de composantes irréductibles.

Lemme (6.15.4.1). — Soit f: X—>Y un morphisme, g:Y'—Y un morphisme plat,
X'=XxyY', f'=fiy): X'=>Y'". 8i fiq est birationnel, il en est de méme de f,.

En effet, si ' est un point maximal de Y’, on sait (2.3.4, (ii)) que y=g(y’) est
un point maximal de Y; il existe un seul point x de X dans f~!(») par hypothése; de
plus x est maximal dans X et tel que k(x) =Fk(y). Il résulte donc de (I, 3.4.9) que
S'7H(»’") est réduit a un seul point #” et que k(x') =Ek(y'). On conclut le raisonnement
en remarquant que d’aprés (2.8.7, (ii)), toute composante irréductible de X’ domine
une composante irréductible de Y'.

Proposition (6.15.5). — Soit f: X—>Y un morphisme tel que f,q soit entier et birationnel
(6.15.4), donc surjectif.

(1) Pour que Y soit géométriquement unibranche en un point p, il faut et il suffit que f soit
radiciel au point y et que X soit géométriquement unibranche en Punique point x de f~(y).

(ii) Pour que Y soit géométriquement unibranche, il faut et il suffit que X soit géométriquement
unibranche et que f soit radiciel.

On peut évidemment se borner au cas o X et Y sont réduits; le fait que f soit
surjectif résulte de ce que f est un morphisme fermé (II, 6.1.10) et que f(X) contient
par hypotheése tous les points maximaux de Y. Cela montre aussitot que (i) entraine (ii).
Utilisant (I, 3.6.5) et (I, 6.1.5), on peut supposer, pour prouver (i), que Y =Spec(¥y ,),
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autrement dit Y =Spec(A), ou A est local. Comme f est affine, on a aussi X = Spec(B).
Si A est géométriquement unibranche, il est intégre, donc il en est de méme de B puisque f
est birationnel; inversement, si f est radiciel au point » et X géométriquement unibranche
au point x, B n’a qu’un seul idéal maximal (puisqu’il est entier sur A et que tout idéal
maximal de B est donc au-dessus de celui de A), autrement dit B est un anneau local,
et dire que X est géométriquement unibranche au point x signifie que B est géométri-
quement unibranche, donc intégre. Comme f est dominant par hypothése et que A est
réduit, on en conclut que ACB (I, 1.2.7), donc A est aussi intégre. Ainsi, pour
prouver (i), on peut se borner au cas ou A et B sont locaux, intégres, A étant contenu
dans B et ayant méme corps des fractions, et par suite (puisque B est entier sur A)
méme cloture intégrale C. Mais alors I’assertion résulte de (6.15.3.1, (i)) appliqué aux
morphismes Spec(C) — Spec(B) et Spec(B) — Spec(A), vu Pinterprétation donnée
dans (6.15.3) de la propriété d’étre géométriquement unibranche en un point.

Proposition (6.15.6). — Soient k un corps, X un k-préschéma. Si X est normal, alors,
pour toute extension k' de k, X'=X® k' est géométriquement unibranche.

On sait que £’ est extension algébrique d’une extension pure £, de %, et si £’ est
la plus grande extension séparable de £, contenue dans £’, £’ est une extension radicielle
de £ et k"' extension séparable de £. On sait (6.14.2) que X' =X®, k" est normal;
comme X®k'=X"®,.k', on voit qu’on peut se borner au cas ou I’extension £’ de k&
est radicielle. En outre (I, 3.6.5), on peut supposer que X = Spec(A), ol A est un anneau
local intégre et intégralement clos (puisque X est normal). Le morphisme projection f: X'—>X
est un homéomorphisme, puisque Spec(k’) — Spec(k) est un homéomorphisme uni-
versel (2.4.5); comme X'=Spec(A’) ot A’'=AQ®.k’, on voit donc que A’ est un
anneau local dont le nilradical ¥’ est I’'unique idéal premier minimal, d’ott X, = Spec(Ay),
ou Aj=A’[Jt' est un anneau local intégre; en outre, si K est le corps des fractions de A,
le corps des fractions K| de Aj est radiciel sur K, puisque le morphisme f est radiciel.
Comme Aj est entier sur A, sa cloture intégrale B est aussi la fermeture intégrale de A
dans K{. Mais comme A est intégralement clos, on sait (Bourbaki, Alg. comm., chap. V,
§ 2, n° g, lemme 3) que B est 'ensemble des xeK;, dont une puissance p™-éme (pour un m
assez grand) appartient & A (p étant I’exposant caractéristique de K); en outre il n’existe
qu’un seul idéal premier de B au-dessus de tout idéal premier de A; en particulier B
est un anneau local et son corps résiduel est une extension radicielle de celui de A, et
a fortiori de celui de Ay, ce qui prouve que Aj est géométriquement unibranche, et par
suite il en est de méme de X'.

Proposition (6.15.7%7). — Sotent k un corps, X un k-préschéma, k' une extension de k,
X'=X®,k'. Soient x' un point de X', x sa projection dans X. Pour que X soit géométriquement
untbranche au point x, il faut et il suffit que X' soit géométriquement unibranche au point x'. Pour
que X soit géométriquement unibranche, il faut et il suffit que X' le soit.

La seconde assertion résulte de la premiére et du fait que la projection f:X'—>X
est un morphisme surjectif. Pour démontrer la premiére assertion, on peut, en vertu
de (I,5.1.8), se borner au cas ou X est réduit, et en vertu de (I, 3.6.5), au cas
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oi X =Spec(A) (avec A=0x,) est un schéma local. Notons que A’'=0x, ., est
par hypothése un A-module fidélement plat, donc contenant A, et par suite ’hypo-
thése que X est géométriquement unibranche au point x, ou I’hypothése que X' est
géométriquement unibranche au point &', entrainent toutes deux que A est un anneau
local intégre (puisque A, étant réduit, est aussi isomorphe & un sous-anneau de Al,).
Soient K le corps des fractions de A, B la cloture intégrale de A, et posons Y= Spec(B);
il revient au méme de dire que X est géométriquement unibranche au point ¥ ou que
le morphisme g:Y-—>X est radiciel au point x (6.15.3). Soit Y'=Y®, k=Y Xy X'
de sorte que l'on a le diagramme commutatif

Yy <& v

T

XX

Notons que f est un morphisme plat; donc (6.15.4.1) le morphisme entier g,; est
birationnel. D’autre part, comme Y est normal, Y’ est géométriquement unibranche
(6.15.6). Pour que X’ soit géométriquement unibranche en x’, il faut et il suffit donc
que g’ soit radiciel au point &’ (6.15.5). Or, x est la projection de x’ dans X et il est
équivalent de dire que g est radiciel au point x ou que g’ est radiciel au point x’
(6.15.3.1); enfin, pour que X soit géométriquement unibranche au point x, il faut et il
suffit que g soit radiciel en ce point, d’out la proposition.

Lemme (6.15.8). — Soient k un corps séparablement clos (autrement dit, tel que la
cloture algébrique de £ soit radicielle sur k), X un k-préschéma localement de type fini sur k,
x un point fermé de X. St X est unibranche au point x, il est géométriquement unibranche en ce point.

En effet, on sait (I, 6.4.2) que k(x) est une extension algébrigue de k; comme le
corps résiduel de la cloture intégrale de (0,),,, (cloture intégrale qui est par hypothese
un anneau local) est une extension algébrique de k(x), c’est une extension radicielle de k
par hypothése, donc aussi de Ek(x).

Corollaire (6.15.9). — Soient k un corps, X un k-préschéma localement de type fini sur k,
k' une extension séparablement close de k (autrement dit, telle que la cloture algébrique de £’
soit radicielle sur £'); alors, pour que X soit géométriquement unibranche, il faut et il suffit
que X'=X®.k" soit unibranche.

Compte tenu de (6.15.7), on est ramené a prouver que si X est unibranche et &
séparablement clos, alors X est géométriquement unibranche. Or, X est géométriquement
unibranche en ses points fermés (6.15.8); nous en conclurons dans (10.4.9) que X
est géométriquement unibranche en tous ses points, en nous appuyant sur le fait (signalé
a la fin de (6.15.2)) que Pensemble des points ou X est géométriquement unibranche
est constructible (bien entendu, le cor. (6.15.9) ne sera pas utilisé jusque-1a).

Ce résultat justifie, en une certaine mesure, la terminologie de « géométriquement
unibranche ».
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Proposition (6.15.10). — Sotent Y, Y' deux préschémas localement noethériens, g : Y'—Y un
morphisme normal (6.8.1), f: X—Y un morphisme ; posons X'=X XY’ et soient p : X' —>X
la projection canonique, x' un point de X'. Alors, si X est réduit (resp. géométriquement unibranche,
resp. intégre et géométriquement unibranche) au point x=p(x'), X' est réduit (resp. géoméiri-
quement unibranche, resp. intégre et géométriquement unibranche) au point x'.

En vertu de (I, 3.6.5), on peut se borner au cas ot Y==Spec(A), Y'=Spec(A’),
X =Spec(B), o A, A’ et B sont des anneaux locaux, les homomorphismes A—A’
et A—B étant locaux, A, A’ des anneaux noethériens, et x étant le point fermé de X;
il s’agit de prouver que si B est réduit (resp. géométriquement unibranche, resp. intégre
et géométriquement unibranche) alors B'=B®, A’ est réduit (resp. Spec(B’) est géomé-
triquement unibranche aux points de p~*(x), resp. Spec(B’) est intégre et géométri-
quement unibranche en ces points). Supposons d’abord seulement B réduit; B est réunion
de la famille croissante de ses sous-A-algébres de type fini B,, et par platitude, B’ est
réunion de la famille filtrante croissante de ses sous-A’-algebres B} =B,®,A’. Or, le
morphisme Spec(B;) — Spec(B,) est normal (6.8.2), et a fortiori réduit; le fait que By
soit réduit est donc conséquence de (3.3.5); on conclut que B’ lui-méme est réduit
par (5.13.2).

Supposons maintenant B géométriquement unibranche; compte tenu de (I, 5.1.8),
on peut en outre supposer B réduit, donc intégre. Soit C sa cléture intégrale, qui est
par hypothése un anneau local; posons Z = Spec(C), C'=C®,A’, Z'=Spec(C') =Z xx X/,
de sorte que l'on a le diagramme commutatif

7 «— 7'
al I

X «— X’

p

En vertu de la premiére partie du raisonnement, X' est réduit; d’autre part, comme
Z'=7xyY', il résulte de (6.14.1) que Z’ est normal (et a fortiori géométriquement
unibranche). Comme f est entier et birationnel, il en est de méme de f' par
(6.15.4.1), puisque p est plat. Enfin, ’hypothése que X est géométriquement
unibranche au point x entraine que f est radiciel en ce point (6.15.5); on conclut
donc de (6.15.3.1) que f' est radiciel en tout point x'ep~'(x), et il résulte alors de
(6.15.5) que X’ est géométriquement unibranche (donc intégre puisqu’il est réduit)
en chacun de ces points.

Remargues (6.15.11). — (i) Dans la démonstration de (6.15.10), on ne peut se
dispenser de faire appel & (6.14.1), méme lorsque X =Y, car on fait intervenir la cl6ture
intégrale de ’anneau B, qui n’est pas nécessairement un anneau noethérien méme si B
Pest.

(ii) L’exemple (6.5.5, (ii)) montre que dans (6.15.10), on ne peut remplacer
« géométriquement unibranche » par « intégre » dans I’énoncé, méme si le corps
résiduel k(x) est algébriquement clos et le morphisme g étale.

181



182 A. GROTHENDIECK Chap. IV

On ne peut pas non plus dans cet énoncé remplacer « géométriquement uni-
branche » par « unibranche ». Soit en effet A I'anneau local intégre complet
R[[U, V]]/(U%24V?2); si u, v sont les images de U, V dans A, I’idéal maximal de A
est Au+Av. On vérifie aisément que la cloture intégrale de A est I’anneau A[¢],
ou t=ufv vérifie la relation 2=—1, si bien que A[t] est isomorphe & ’anneau
local C[[U]]; comme le corps résiduel de G[[U]] est G, on voit que A est unibranche
mais non géométriquement unibranche. Mais A®,C n’est pas un anneau intégre,
étant isomorphe a G[[U, V]]/(U—:V)(U 4-:V).

§ 7. RELATIONS ENTRE UN ANNEAU LOCAL NOETHERIEN
ET SON COMPLETE. ANNEAUX EXCELLENTS

Le présent paragraphe est surtout consacré & l’exposé de certaines propriétés
d’anneaux noethériens, généralement stables par passage a une algeébre de type fini
ou par localisation, qui sont vraies pour les anneaux que I’on rencontre le plus souvent
(algebres de type fini sur Z, ou sur un corps, ou sur un anneau local noethérien complet),
sans I’étre pour tous les anneaux noethériens. Une premicre série de propriétés, lides
a la théorie de la dimension, et notamment a la condition des chaines, fait 1’objet
des n% 1 et 2; toutes les propriétés envisagées sont vraies pour les quotients d’anneaux
noethériens réguliers et leurs démonstrations dans ce cas sont pour la plupart faciles et
bien connues [g0]; aussi pour ces anneaux les développements des §§ 1 et 2 sont sans
intérét.

Il n’en est plus de méme des propriétés étudiées dans les n° g, 4 et 5 (qui ne
dépendent pas des n° 1 et 2); leurs démonstrations, méme dans le cas des localisées
d’algebres de type fini sur un corps ou sur Z (ou elles sont dues pour la plupart & Zariski
et 2 Nagata) sont le plus souvent délicates; des exemples classiques sont par exemple

les équivalences A normal<-A normal, et A réduit<>A réduit. Nous développons une
méthode systématique pour formuler et prouver de telles propriétés, a I’aide des

propriétés des fibres du morphisme canonique Spec(A) — Spec(A), et en utilisant les
notions et résultats exposés au § 6; le succés de cette méthode repose en derniére analyse
sur les excellentes propriétés des anneaux locaux complets et de ceux qui s’en déduisent par
localisation ou passage a une algebre de type fini. A cet égard, le théoréme de Nagata
(6.12.7) disant que, pour un tel anneau, le lieu singulier dans Spec(A) est fermé, joue un
role crucial; il en est de méme (en ce qui concerne les propriétés de permanence) du
critére de régularité (0, 22.3.4), de nature plus technique.

Enfin, dans les n° 6 et 7, nous appliquons les résultats obtenus a I’étude de la
finitude de la cléture intégrale des anneaux intégres noethériens.

Le lecteur notera que les résultats les plus délicats du § 7 ne serviront qu’assez
peu dans la suite du chapitre IV, et méme dans les chapitres ultérieurs.
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7.1. Equidimensionalité formelle et anneaux formellement caténaires.

Défimition (7.x.x). — On dit qu'un anneau local noethérien A est formellement équidi-
mensionnel si son complété A est équidimensionnel (0, 16. 1.4).

Proposition (77.x1.2). — Soient A un anneau local noethérien, p, (1<i<n) ses idéaux
premiers minimaux. Pour que A soit formellement équidimensionnel, il faut et il suffit que les A[p,
le sotent et que A soit équidimensionnel (autrement dit que les A/p; aient méme dimension).

En effet, cela résulte du fait que pour tout idéal premier p’ de A, p’nA contient
Pun des p;, donc p’ contient 'un des piA, et A/pf&:(A/pQ@AA est le complété
de P’anneau local A/p, (0;, 7.3.3), donc a méme dimension. Toute chaine maximale
d’idéaux premiers de A s’identifie donc canoniquement 4 une chaine maximale d’idéaux
premiers de I'un des A/p‘A, et réciproquement, d’ou aussitét la conclusion.

Proposition (7.1.3). — Soient A, A’ deux anneaux locaux noethériens, m I'idéal maximal
de A, ¢ : A—~A’' un homomorphisme local ; on suppose que A’ est un A-module plat, et que A’
soit équidimensionnel et caténaire. Alors :

(1) A est équidimensionnel et caténaire.

(ii) Supposons en outre que mA’ soit un idéal de définition de A’'. Alors, si a est un idéal
de A, pour que A’'[aA’ soit équidimensionnel, il faut et il suffit que AJaA le soit. En particulier,
pour tout idéal premier p de A, A’'[pA’ est équidimensionnel.

Prouvons d’abord la seconde assertion de (ii). Posons X = Spec(A), X' = Spec(A’),
Y =V (p) =Spec(A[p), Y =V (pA’) =Spec(A’[pA’); si f:X'—>X est le morphisme
correspondant & ¢, Y’ est aussi le sous-préschéma fermé f~!(Y) de X'. Comme mA’
est un idéal de définition de A’, on a

(7.1.3.1) dim(X) = dim(X’)

en vertu de (6.1.3); de méme mA’/pA’ est un idéal de définition de A’'/pA’ et Y’ est
plat sur Y (2.1.4), donc (6.1.3)

(7.1.3.2) dim(Y) =dim(Y’).

Soient y le point générique de Y, Y, (1<i<r) les composantes irréductibles de Y’,
y: le point générique de Y, (1<i<r); ona f(y;) =y pour tout ¢ (2.3.4). D’autre part y;
est point maximal de la fibre f~*(y) (0;, 2.1.8), donc @x',y;®wx,yk(.y) = (9x',y;/my0x',y1;
est de dimension o, autrement dit m, 0X',y§ est un idéal de définition de Ox:, > on peut
de nouveau appliquer (6.1.3), qui donne

(7.1.3.3) dim(@x,’yé) =dim(0y, ,)
c’est-a-dire (5.1.2)
(7.1.3.4) codim(Y;, X') =codim(Y, X)

our tout z. Comme A’ est équidimensionnel et caténaire, on a, en vertu de (0, 14.3.
p q ) 14.3.5

(7-1.3.5) dim(X') =dim(Y;) 4+ codim(Y;, X’)
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pour tout i; en vertu de (7.1.3.1), (7.1.3.2) et (7.1.3.4) et de DPinégalité
dim(Y;)<dim(Y’), on en déduit

(7-1.3.6) dim(X) <dim(Y) 4+ codim(Y, X)

donc les deux membres de cette inégalité sont égaux d’aprés (0, 14.2.2.2); en outre
cette égalité entraine

(7.1.3.7) dim(Y}) = dim(Y") = dim(Y)

pour tout 7, ce qui prouve la seconde assertion de (ii).

Démontrons maintenant la premiére assertion de (ii). Soient p, (1<j<n) les
idéaux premiers de A minimaux parmi ceux qui contiennent a, et soient p;, les idéaux
premiers de A’ minimaux parmi ceux contenant p;A’ (1<Ah<m,); on sait alors (2.3.4)
que les pj, (1<j<n, 1<h<m; pour tout j) sont aussi les idéaux premiers de A’ minimaux
parmi ceux qui contiennent aA’. D’apres ce qu’on a vu plus haut, pour tout 7, les dimen-
sions des anneaux A’[p; (1<Ah<m;) sont toutes égales et sont donc égales & dim(A’/p;A’),
elle-méme égale a dim(A/p;) par (7.1.3.2). Dire que A’/aA’ est équidimensionnel
signifie donc que les dimensions des A/p; sont toutes égales, c’est-a-dire que A/a est
équidimensionnel.

Prouvons enfin (i). Soit ' un idéal premier de A’ minimal parmi ceux conte-
nant mA’, et soit A’ =A,; comme A’ est un A’-module plat, c’est aussi un A-module
plat; en outre A" est équidimensionnel et caténaire (0, 16.1.4), et mA’’ est un idéal
de définition de A”’. On peut donc se borner au cas oit mA’ est un idéal de définition
de A’. Si alors p et qCp sont deux idéaux premiers de A, on peut appliquer (ii) a A/q
eta A'/qA’, qui est équidimensionnel et plat sur A/q; si Z=Spec(A/q) et Y =_Spec(A/p),
on a donc dim (Z)=dim (Y)+4 codim(Y, Z) ; en outre on peut appliquer (7.1.3.6),
qui montre que codim(Y, X)=dimX —dimY ; comme X est équicodimensionnel, ces
relations montrent qu’il est biéquidimensionnel en vertu de (0, 14.3.3).

Corollaire (77.x.4). — Soit A un anneau local noethérien formellement équidimensionnel.
Alors :

(1) A est équidimensionnel et caténaire (autrement dit, biéquidimensionnel).

(i) Soit a un idéal de A; pour que Ala soit équidimensionnel, il faut et il suffit que Ala
soit formellement équidimensionnel. En particulier, pour tout idéal premier p de A, Alp est
Sormellement équidimensionnel.

Si m est 'idéal maximal de A, mA est idéal de définition de A. Par hypothése A
est équidimensionnel, et on sait d’autre part qu’il est caténaire (5.6.4); il suffit alors
d’appliquer (7.1.3) a A'=A,

Corollaire (7.1.5). — Soit A un anneau local noethérien tel qu’il existe un A-module de
type fini M qui soit un A-module de Cohen-Macaulay et pour lequel Supp(M) = Spec(A) (ce
qui aura lieu par exemple si A est un anneau de Cohen-Macaulay). Alors A est formellement
équidimensionnel, donc (77.1.4) pour quw’un anneau quotient B de A soit formellement équidimen-
stonnel, il faut et il suffit qu’il soit équidimensionnel.
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En effet, M=M®,A est un A-module de Cohen-Macaulay (0, 16.5.2), de
support égal & Spec(A); par suite (0, 16.5.4), A est équidimensionnel.

Remarque (%7.1.6). — On a vu (6.3.8) que sous les hypothéses de (7.1.5), pour
tout anneau quotient B de A, les fibres du morphisme canonique Spec(B) — Spec(B)
sont des schémas de Cohen-Macaulay; par suite ((6.4.3) et (5.7.5)), pour que B n’ait
pas d’idéaux premiers associés immergés, il faut et il suffit qu'il en soit de méme de B.

Lemme (7.x.%). — Sotent A un anneau local noethérien, p, (1<i<r) ses idéaux premiers
minimaux. Supposons que chacun des anneaux A [p; soit formellement équidimensionnel. Alors, pour
tout idéal premier q de A et tout i tel que p,Cq, UPanneau A [p;A, est formellement
équidimensionnel. '

Comme A /p;A, est Panneau local de A/p; en I'idéal premier q/p,, on peut se
borner au cas ol A est intégre et formellement équidimensionnel. Posons A’=A, et
soit ' un des idéaux premiers de A’ minimaux parmi ceux contenant gA’; si 'on pose
B=A,, B'=A, est un B-module plat (0;, 6.3.2). Posons C=8, ¢’=B’; comme B’
est un B-module plat, on sait que C’ est un C-module plat (Bourbaki, 4lg. comm.,
chap. III, § 5, n° 4, prop. 4). Comme A’ est caténaire (5.6.4) et équidimensionnel par
hypothése, il en est de méme de B'=A(, (0, 16.1.4); enoutre, comme A’ estisomorphe &
un quotient d’anneau régulier en vertu du théoréme de Cohen (0, 19.8.8), il en est de
méme de B’ (0, 17.3.9);on conclutdoncde (7.1.5) que C’ est équidimensionnel. D’autre
part G’ est caténaire {5.6.4), donc C est équidimensionnel en vertu de (7.1.3, (i)).

Théoréme (7.1.8). — Soit A un anneau local noethérien. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

a) Tout anneau quotient intégre de A est formellement équidimensionnel.

b) Les anneaux quotients de A par ses idéaux premiers minimaux sont formellement

équidimensionnels.

c) Tout anneau local B qui est une A-algébre essentiellement de type fini (1.9.8) et qui
est équidimensionnel, est formellement équidimensionnel.

Il est trivial que ¢) entraine a) et que @) entraine 4). D’autre part, comme tout
idéal premier de A contient un idéal premier minimal de A, 5) entraine a) en vertu
de (7.1.4, (ii)). Il reste & voir que @) implique ¢).

I1 suffit de prouver que les quotients de B par ses idéaux premiers minimaux sont
formellement équidimensionnels (7.1.2); comme tout anneau quotient de B est encore
une A-algébre essentiellement de type fini (1.3.9), on peut en premier lieu supposer B
intégre. Si q est 'image réciproque dans A de l'idéal maximal de B, on sait que B est
aussi une A,-algébre essentiellement de type fini (1.3.10), et il résulte de a) et
de (7.1.7) que tout anneau quotient intégre de A, est formellement équidimensionnel;
on peut donc supposer que ’homomorphisme A-—>B est un homomorphisme local.
Le noyau t de cet homomorphisme est alors un idéal premier de A, et en vertu
de a), tout anneau quotient intégre de A/r est formellement équidimensionnel; comme B
est une (A/r)-algebre essentiellement de type fini, on voit qu’on peut aussi supposer
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que A est intégre et est un sous-anneau de B. On sait (1.3.11) que B est quotient d’un
anneau local de la forme C,, ou C=A[T;, ..., T,] est une algebre de polynémes
et p un idéal premier de C au-dessus de I'idéal maximal m de A. En vertu de (7.1.7%),
il suffit de prouver que C, est formellement équidimensionnel, autrement dit on peut
se borner au cas ou B=Ci,.

Posons A’=A, et C'=A’ [Ty, ..., T,]=C®,A’; il yaunidéal premier unique p’
de C’ au-dessus de I'idéal maximal mA’ de A’, donc au-dessus de p; posons B'=Cj,;
’homomorphisme B—B’ est local et fait de B’ un B-module plat. On sait alors que B’
est un B-module plat (Bourbaki, Alg. comm., chap. III, § 5, n° 4, prop. 4); comme B’
est caténaire (5.6.4), il suffira de prouver que B’ est équidimensionnel pour en déduire
que B Pest aussi (7.1.3, (1)), ce qui achévera la démonstration.

Or, A’ est quotient d’un anneau régulier par le théoréme de Cohen (0, 19.8.8),
donc il en est de méme de B’ (0, 17.3.9); en vertu de (7.1.5), pour montrer que B’
est formellement équidimensionnel, il suffit de prouver que B’ est équidimensionnel; et
pour cela, il suffit de montrer que C’ est équidimensionnel, puisque C’ est quotient
d’anneau régulier, donc caténaire (5.6.4). Or les idéaux premiers minimaux de C’
sont les idéaux ¢'C’, ou q' parcourt les idéaux premiers minimaux de A’ (5.5.3), et
on a C/qC'=(A"lq) [Ty, ..., T,]. Comme A’ est équidimensionnel par hypothése
(puisque A est intégre), il en est donc de méme de C’ par (5.5.4). C.Q .F.D.

Définition (7.x.9). — Lorsque les conditions équivalentes de (77.1.8) sont vérifiées, on dit
que A est un anneau formellement caténaire.

Pour un anneau local noethérien, il revient donc au méme de dire qu’il est
formellement équidimensionnel ou formellement caténaire et équidimensionnel, en vertu
de (7.1.2).

Proposition (7.1.10). — Tout anneau local A quotient d’un anneau local de Cohen-Macaulay
est _formellement caténazre.

Cela résulte aussitdt de (7.1.8) et de (7.1.5) appliqué aux anneaux quotients
intégres de A.

Proposition (7.x.11). — (i) Un anneau local noethérien formellement caténaire est univer-
sellement caténaire.

(ii) 87 A est un anneau local noethérien formellement caténaire, tout anneau local B qui est
une A-algébre essentiellement de type fini est formellement caténaire.

L’assertion (ii) résulte aussit6t de la condition ¢) de (7.1.8) et du fait que si un
anneau local C est une B-algébre essentiellement de type fini, C est aussi une A-algébre
essentiellement de type fini (1.3.9). Pour prouver (i), notons d’abord qu’en vertu de
la condition 4) de (7.1.8), un anneau local noethérien formellement caténaire A est
caténaire, puisque les quotients de A par ses idéaux premiers minimaux le sont (7.1.4).
Si maintenant E est une A-algébre de type fini, il résulte de ce qui précede et de (ii)
que tout anneau local de E en un idéal premier est caténaire, donc que E est caténaire.
Donc A est universellement caténaire.
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Remarques (%7.1.12). — (i) On ignore si, réciproquement, un anneau local noethé-
rien universellement caténaire est toujours formellement caténaire.

(i) Un anneau local noethérien A de dimension 1 est nécessairement équidimen-
sionnel, son idéal maximal ne pouvant étre minimal (car dans ce cas A serait de
dimension 0). Comme dim(A)=1, cela montre que A est méme formellement équi-
dimensionnel, et a fortiori formellement caténaire (donc universellement caténaire). Par
contre, ’anneau local de dimension 2 défini dans (5.6.11), qui est caténaire mais non
universellement caténaire, est a fortiori non formellement caténaire.

Corollaire (7.x.13). — Soient Y un préschéma localement noethérien irréductible de
dimension 1, X un préschéma irréductible, f: X —~>Y un morphisme dominant de type fini, &, = les
points génériques de X et Y respectivement. Alors, pour tout yef(X), les dimensions des composantes
irréductibles de f~'(y) sont toutes égales & deg.try,, k(E).

Par hypothése, f~!(x) est irréductible de point générique & et de dimension
deg.try,k(E) (5.2.1). Comme Y est irréductible et de dimension 1, on a dim(0,)=1
pour tout y# v, et 0, est universellement caténaire en vertu de (7.1.12, (ii)). Si yef(X)
et si z est un point générique d’une composante irréductible Z de f~!( ), on a donc,

par (5.6.5)
dim(Z)=1+ dim(f‘l(y)))—dim(@x,z).

Mais on a dim(0 ,)<dim(0,) (0, 16.3.9), et d’autre part, comme z n’est pas le point
générique de X, dim(0x,)>o0; donc dim(0x ,)=1 et dim(Z)=dim(f (y)).

7 .2. Anneaux strictement formellement caténaires.

Notations (7.2.x). — Pour un anneau intégre noethérien A, nous noterons A®
I'intersection des anneaux locaux A,, ol p parcourt ’ensemble des idéaux premiers
de A de hauteur 1 (5.10.17). Si A est un anneau local noethérien intégre, nous noterons A
intersection des A, oui cette fois p parcourt ’ensemble de tous les idéaux premiers de A
distincts de Uidéal maximal.

Nous dirons qu’un anneau local noethérien A est strictement équidimensionnel si, pour
tout idéal premier peAss(A), on a dim(A/p)=dim(A); il revient au méme de dire
que A est équidimensionnel et sans idéaux premiers associés immergés.

Exemple (7.2.1.1). — Soit A un anneau local noethérien de dimension 1. Alors
les conditions suivantes sont équivalentes :

a) A est sans idéaux premiers associés immergés.

@') A est sans idéaux premiers associés immergés.

b) A est strictement équidimensionnel.

b') A est strictement équidimensionnel.

¢) A est un anneau de Cohen-Macaulay.

En effet a) signifie que I'idéal maximal m de A n’est pas associé & A, donc les
idéaux premiers associés & A sont les idéaux minimaux de A, tous distincts de m, et
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pour un tel idéal p, on a nécessairement dim(A/p)=1; donc a) implique 5). Inverse-
ment, b) implique que tout idéal premier peAss(A) est distinct de m, donc minimal,
et par suite ) implique a). On sait déja que a) et ¢) sont équivalentes pour un anneau
local de dimension 1 (5.7.8). Comme il revient au méme de dire que A est un anneau
de Cohen-Macaulay ou que A est un anneau de Cohen-Macaulay (0, 16.5.2), et que
Pon a dim(A)=1, on voit enfin que a') et ') sont équivalentes 3 ).

Proposition (7.2.2). — Soient A un anneau local noethérien intigre; posons A’'=A,
X =3Spec(A), X'=Spec(A’) et désignons par f:X'—>X le morphisme canonique. Soient a
le point fermé de X, j:X—{a}—>X Dlinjection canonique. Soient F un Ox-Module cohérent,
F'=f(F)=F ®o, Ux:; alors les conditions suivantes sont équivalentes :

a) Le Ox-Module j (% |X—{a}) est cohérent.

b) Pour tout x'€Ass(F’), on a dim({x'})>2.

Soit en effet a’ le point fermé de X’, qui est 'unique point de la fibre f~'(a),
et soit j' : X'—{a’}>X' Pinjection canonique. Comme le morphisme f est fidélement
plat et quasi-compact, il est équivalent de dire que j (& |X—{a}) est cohérent ou
que j(F'|X'—{a’}) est cohérent (5.9.5). D’autre part, comme A’ est isomorphe
au quotient d’un anneau local régulier par le théoréme de Cohen (0, 19.8.8), il résulte
de (5.11.4) que la condition 4) de I’énoncé équivaut au fait que j'(F'|X'—{a'})
est cohérent. D’ou la proposition.

Au lieu d’appliquer (5.11.4) en utilisant le th. de Cohen, ce qui (par (5.11.2))
fait implicitement appel aux résultats cohomologiques du chap. III, on peut aussi utiliser
le fait que A’ est universellement caténaire (5.6.4) et universellement japonais en vertu
de (7.6.5) (la démonstration de ce dernier résultat n’utilisant pas (7.2.2)).

Proposition (77.2.3). — Soit A un anneau local noethérien intégre. Les notations étant celles
de (7.2.2), les conditions sutvantes sont équivalentes :

a) AW est une A-algébre finie.

b) Pour toute partie fermée T de X de codimension >2, si lon désigne par i : X—T—-X
Pinjection canonique, i (Ox_r) est un Ox-Module cohérent.

c) Pour tout x'cAss(Ox.) et toute partie Jermée T de X de codimension >2, on a
codim(f~Y(T)n{x'}, {x'}) > 2.

Posons Z=Z7Z%(X) (5.10.13) et Z'=f"(Z), qui sont des parties stables par
spécialisation; les conditions a) et b) équivalent respectivement aux propriétés suivantes :
@) H#3y(Ox) est cohérent; by) H#3p(0x) est cohérent pour toute partie fermée T de X
de codimension >2. Compte tenu de (5.9.5), ces deux derniéres propriétés équivalent
respectivement a : a;) #%.;(0x) est cohérent; by) posant T'=f"Y(T), #3p(Ox) est
cohérent pour toute partie fermée T de X de codimension >2. Or, tout point de Ass(0x.)
se projette dans X sur le point générique de X puisque f est un morphisme plat (3.3.2);
comme par définition ce point n’appartient pas a Z, on voit que Ass(0y.) ne rencontre
pas Z’; I’équivalence de a;) et b;) résulte donc de (5.11.5), puisque A’ est isomorphe
a un quotient d’anneau régulier en vertu du théoréme de Cohen (0, 19.8.8) (ou encore
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parce que A’ est universellement japonais (7.6.5)). Pour cette raison, les conditions ;)
et ¢) sont aussi équivalentes en vertu de (5.11.4).

Proposition (77.2.4). — Soit A un anneau local noethérien et posons X = Spec(A). Les
conditions suivantes sont équivalentes :

a) Pour tout anneau quotient intégre B de A, Ianneau B est une B-algébre finie.

b) Pour tout Ox-Module cohérent F et toute partie Z, stable par spécialisation, et telle que
pour tout xeAss(F)n(X—7Z), on ait codim(@n Z, @)22, le Ox-Module A%y (F) est
cohérent.

c) Pour toute partie fermée T de X et tout Oy-Module cohérent G (on U=X-—T) tel
que, pour tout xcAss(¥), on ait codim({_@nT,{_x})zg i (%) (on i:U—X est Pinjection
canonique) est un Ox-Module cohérent.

d) Pour tout anneau quotient intégre B de A, et tout idéal [ de hauteur >2 dans B,
Pannean N B, est une B-algébre finie.

»DH3I

e) Pour tout anneau quotient intégre B de A et tout anneau local C =B, en un idéal
premier q de B, tel que dim(C)>2, Panneau C! est une C-algébre finie (ou, ce qui revient
au méme, si Y==Spec(C) et si U est le complémentaire dansY du point fermé de C et j : U—Y
Pinjection canonique, j (Oy) est un Oy-Module cohérent).

f) Pour tout anneau quotient intégre B de A, tout anneau local C =3B, en un idéal
premier q de B, tel que dim(C)>2, et pour tout idéal teAss(C), on a dim(é/r)>2.

On sait déja (5.11.6) que a) et b) sont équivalentes, ainsi que ¢) et d), et que a)
entraine d). L’équivalence de a) et d) dans le cas actuel résulte de (7.2.3) appliqué
a un anneau quotient intégre B de A, la condition d) étant une formulation équivalente
de la condition (7.2.3, 8)) en vertu de (5.9.9.1). L’équivalence de ¢) et f) est une
conséquence de (7.2.2) appliqué au Oy-Module cohérent Oy lui-méme. On a déja
remarqué (5.11.7, (ii)) que si A vérifie a), il en est de méme de toute A-algébre finie
et de tout anneau de fractions de A. La condition a) pour A entraine donc (avec les nota-
tions de ¢)) que I’anneau C vérifie a), donc aussi ¢); mais comme C est intégre et
dim(C)>2, on peut appliquer 2 G la condition ¢) en prenant pour T le point fermé
de Y=Spec(C); cela prouve que a) entraine ¢). Reste & prouver que ¢) entraine a);
on peut évidemment se borner au cas o A est intégre et B=A, et il s’agit alors de
montrer que la condition ¢) entraine la condition (7.2.3, ¢)). Avec les notations de

(7.2.3,¢)), considérons donc un point y'ef~(T)n{x'}, et posons y=f(y') et C=0x ,;
comme yeT, on a par hypotheése dim(C)>2, et par suite (avec les notations de ¢)),
J.(Oy) est un Oy-Module cohérent. Or, posons Y'=X’'xxY; le morphisme f:X'—X
étant plat, il en est de méme de g=fy, : Y'=Y. D’ailleurs I’espace sous-jacent a Y’
s'identifie 2 f~(Y) (I, 3.6.5), et comme A est intégre et f plat, Ass(0x.) est contenu
dans la fibre du point générique de X (3.3.2); ce dernier étant contenu dans Y, on a
x'eY’. Soit U'=g"*(U), etsoit;’ I'injection canonique U’—Y’; comme j () est un
Oy-Module cohérent et que g est plat, il résulte de (5.9.4) que ;. (Oy) est un Oy-Module
cohérent. Or on a x'€Ass(@), donc on conclut de (5.10.10) que l'on a, dans Y’,
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codim(mn{x-'},{T’})ZQ. Comme )’ est arbitraire dans f‘l(T)n{T’}, on a bien
codim(f~Y(T)n{x'}, {x'})>2 dans X'. C.Q.F.D.

Théoréme (7.2.5). — Soit A un anneau local noethérien. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

a) Pour tout anneau quotient intégre B de A, le complété B est strictement équidimen-
stonnel (7.2.1).

b) A est formellement caténaire (7.1.9) et les fibres du morphisme canonique
Spec(A) — Spec(A) vérifient (S,) (autrement dit, #’ont pas de cycle premier associé immergé).

c) A est universellement caténaire (5.6.2) et pour tout anneau quotient intégre B de A,
Panneau BY est une B-algébre finie (cf. (7.2.4)).

d) A est universellement caténaire et pour tout anneau quotient intégre B de A et tout anneau
local C=B, en un idéal premier q de B, tel que dim(C)>2, Panneau C\) est une C-algébre finie.

e) A est universellement caténaire et pour tout anneau quotient intégre B de A et tout anneau
local C=B, en un idéal premier q de B, tel que dim(C)>2, Panneau complété C est tel que
Spec(@) n’ait pas de cycle premier associé de dimension 1.

De plus, lorsque ces conditions sont remplies, alors, pour tout anneau quotient B de A qui
est strictement équidimensionnel, le complété B est strictement équidimensionnel.

L’équivalence de ¢), d) et ¢) a été démontrée dans (7.2.4). Pour montrer que a)
et b) sont équivalentes, rappelons (7.1.9) que dire que A est formellement caténaire
signifie que pour tout anneau quotient intégre B de A, B est équidimensionnel. D’autre
part, toute fibre du morphisme Spec(A) — Spec(A) en un point xeSpec(A) est la fibre
du morphisme Spec(B) — Spec(B) au point générique x de Spec(B), ot B=Al/},; dire
que cette fibre est sans cycle premier associé immergé équivaut a dire que B na pas
d’idéaux premiers associés immergés, en vertu de (3.3.3); ceci prouve I’équivalence
de a) et b). Le méme raisonnement montre que si @) est vérifiée, alors, pour tout anneau
quotient B de A qui est sans idéaux premiers associés immergés, le complété B est aussi
sans idéaux premiers associés immergés; d’autre part, ’hypothése que A est formel-
lement caténaire entraine que si B est équidimensionnel, il en est de méme de B
(7.1.8); ceci établit la derniére assertion du théoreéme.

Montrons maintenant que @) implique ¢). La condition a) implique que A est
universellement caténaire (7.1.11); montrons d’autre part que pour tout anneau
quotient intégre B de A, B® est alors une B-algébre finie. Compte tenu de (7.2.3)
appliqué 4 B, il s’agit de montrer que si X = Spec(B), si T est une partie fermée de X,
de codimension >2, X’=Spec(B), et g : X’>X le morphisme canonique, alors on a,
pour tout x’€Ass(0x.), codim(g~*(T) nm, {—97})22. Mais par hypothése X’ n’a pas
de cycle premier associé immergé, donc inf(codim( g“l(T)n{T'}, «'z;’—})) lorsque «’
parcourt Ass(0y,), n’est autre que codim(g~*(T), X’). Or, comme g est un morphisme
fidélement plat, on a (6.1.4)

codim(g~}T), X') = codim(T, X) >2.
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Reste a prouver que ¢) entraine ). Raisonnons par récurrence sur n=dim(A),
le théoréeme étant trivial pour z=o0; on peut en outre se borner au cas ot A=DB est
integre. Procédons en deux étapes, n étant >1.

1) Supposons d’abord que A vérifie (S,). — Posons X = Spec(A), A’=A, X’'= Spec(A’)
et soit # : X’—X le morphisme canonique; il s’agit de montrer que pour tout élément
x'€Ass(0x.), on a dim({:T’}) =n. Soit f+o0 un élément de I'idéal maximal de A, et
posons C=A/fA; on sait (5.7.6) que A/fA vérifie (S;); en outre, comme les idéaux
premiers minimaux de A parmi ceux qui contiennent f sont de hauteur 1 en vertu du
Hauptidealsatz, et que C est caténaire, C=A[fA est strictement équidimensionnel et

dim(C)=n—1. On a C=C®,A'=A"[fA’, et f est A’-régulier par platitude
(0, 6.3.4); si Pon pose Y'=V(fA’)=Spec(C), alors, pour tout point maximal y’
de Y’n{—x’—}, ona y'c€Ass(0y.) en vertu de (3.4.3); d’autre part, on a '+ x’ car u(x’)
est le point générique de X (3.3.2) et Pon a u(y')eV(fA). On en conclut (5.1.8)
que

(7.2.5.1) dim({y'}) =dim({x'}) —1.

Mais ’anneau quotient C=A/fA vérifie aussi ’hypothése ¢) de I’énoncé (5.6.1
et 5.11.7%, (ii)); en vertu de I’hypothése de récurrence, on a dim({7 }) =dim(C)=n—1;
la conclusion dim({?}) =n résulte donc dans ce cas de (7.2.5.1).

I1) Cas général. — Comme par hypothése 'anneau A™ est une A-algebre finie,
il vérifie (S,) en vertu de (5.10.17, (i)); il en est de méme de chacun de ses anneaux
locaux (A"), en un idéal maximal n et de plus, comme A est universellement caténaire,
les anneaux (A"),, (en nombre fini) sont tous de dimension n (5.6.10); en outre, ces anneaux
vérifient I’hypothése ¢) de I’énoncé (5.6.1 et 5.11.7, (ii)). On sait que le complété
de A, égal 3 A®,AY, est composé direct des complétés des anneaux locaux (A®),.
Posons X, = Spec(AY), X{=Spec((A")") =X'xxX,; pour tout x;eAss(ly;,), il résulte
de ce qui précéde et du cas I) que 'on a dim({—x{—}) =n. Soit yy=uyg,: X{>X,; le
morphisme canonique; comme A et A® ont méme corps des fractions, l'image
réciproque du point générique x de X par la projection X;—>X se réduit au point
générique x, de X, 'image réciproque par la projection X{—>X’' de la fibre u™'(x)
est la fibre u;'(x,) et cette projection induit un isomorphisme du préschéma u; (%)
sur u~'(x). Cela étant, les points de Ass(0y.) (resp. Ass(O,)) sont les points génériques
des cycles premiers associés & w~'(x) (resp. u; (%)) (3.3.1). Pour tout x'eAss(Oy),
il y a donc un xjeAss(Ox,) au-dessus de x', et si Z' (resp. Zj) est le sous-préschéma
fermé réduit de X’ (resp. X]) ayant m (resp. {7{}) pour espace sous-jacent, la
projection Z;—Z’' est un morphisme fini et surjectif; on en conclut (5.4.2) que
dim({x'}) = dim({x{}) =». C.Q.F.D.

Définition (7.2.6). — Lorsqu’un anneau local noethérien A vérifie les conditions équivalentes
de (7.2.5), on dit qu’il est strictement formellement caténaire.
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Corollaire (7.2.7). — Soit A un anneau local nocthérien tel qu’il existe un A-module M
de type fini qui soit un A-module de Cohen-Macaulay et pour lequel Supp(M)=Spec(A);

alors A est strictement formellement caténaire.
En effet, A est formellement caténaire (7.1.5 et 7.1.9), et d’autre part les fibres

~

du morphisme canonique Spec(A) — Spec(A) sont des préschémas de Cohen-Macaulay
(6.3.8), donc a fortiori vérifient (S,).

Corollaire (7.2.8). — St A est un anneau local noethérien strictement formellement caténaire,
tout anneau local B qui est une A-algébre essentiellement de type fini est strictement formellement
caténaire.

En effet, B est formellement caténaire (7.1.11) et il résulte de (7.4.4) () que

~

les fibres de Spec(B) — Spec(B) vérifient (S,), d’ou la conclusion.

Corollaire (7.2.9). — Tout anneau local noethérien de dimension 1 est strictement formel-
lement caténaire.

En effet, tout anneau quotient intégre B d’un tel anneau A est de dimension o ou 1,
donc son complété est strictement équidimensionnel (7.2.1.1).

Remarques (7.2.10). — (i) Il résulte de (77.2.7) et (7.2.8) que tout anneau quotient
d’un anneau local de Cohen-Macaulay est strictement formellement caténaire.

Un anneau local noethérien de dimension 2 vérifiant (S,) est strictement formelle-
ment caténaire, puisque c’est un anneau de Cohen-Macaulay. Rappelons par contre
qu’il y a des anneaux locaux noethériens intégres de dimension 2 qui ne sont pas
universellement caténaires, ni a fortior: strictement formellement caténaires (5.6.11).

(ii) On ignore si un anneau formellement caténaire (7.1.9) est strictement formel-
lement caténaire; cela tient & ce qu’on ne sait pas si pour un anneau local noethérien
intégre B, B est sans idéaux premiers associés immergés (6. 4.3). Nous ignorons également
si, dans les conditions équivalentes ¢), d), ¢) de (7.2.5), on peut remplacer I’hypothese
que A est universellement caténaire par I’hypothése que A est caténaire; on peut
montrer qu’il en est ainsi lorsque A est hensélien (18.9.6).

7.3. Fibres formelles des anneaux locaux noethériens.

(77-3-1) Nous allons considérer dans ce numéro et les deux suivants des propriétés
P(Z,k) de la forme suivante :

« Z est un préschéma localement noethérien sur un corps £,

et pour tout ze€Z, on a Q(0,, k) »

od Q(A, k) est une propriété d’un anneau local noethérien A qui est une £-algébre;
on suppose que si £’ est un corps isomorphe a £, et si A’ est un anneau local noethérien
qui est une k’-algébre di-isomorphe a A, les propriétés Q(A, k) et Q(A’, k') sont
équivalentes.

(1) Le cor. (7.2.8) n’est pas utilisé pour démontrer (7.4.4).
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Si X, Y sont deux préschémas localement noethériens, nous dirons qu’un mor-
phisme f:X—>Y est un P-morphisme si :

1° f est plat;

20 pour tout yeY, la propriété P(f'(y), k(»)) est vraie.

Lemme (7.3.2). — Sotent X, Y deux préschémas localement noethériens, f:X—->Y un
morphisme. Les propriétés suivantes sont équivalentes : ‘

a) f est un P-morphisme.

b) Pour tout xeX, si Pon pose y=f(x), alors O, est un O, -module plat et la propriété
Q(@m®@yk(y), k() est vraie.

c) Pour tout xeX, si Uon pose y=f(x), le morphisme Spec(0,) — Spec(0,) corres-
pondant a I’homomorphisme O,—0, est un P-morphisme.

c’) Pour tout point fermé xeX, le morphisme Spec(0,) — Spec(0,) est un P-morphisme.

L’équivalence de a) et b) résulte en effet des définitions; il en est de méme de
I’équivalence de 4) et ¢), compte tenu de (I, 2.4.2); enfin ’équivalence de 4) et ¢’)
résulte de ce que pour tout xeX, {7} contient un point fermé (5.1.11).

Corollaire (77.3.3). — Soient A, B deux anneaux noethériens, ¢ : A—~B wun homomor-
phisme tel que le morphisme correspondant Spec(B) — Spec(A) soit un P-morphisme. Alors,
pour toute partie multiplicative S de A, le morphisme Spec(S~'B) — Spec(S™A) est un
P-morphisme.

Cela résulte aussitot de (7.3.2) et de (I, 1.6.2).

(77-3-4) Nous supposerons toujours dans ce qui suit que la propriété Q est telle
que les trois conditions suivantes soient vérifides :

(Py) (transitivité). — Si f: X—Y est un morphisme régulier (6.8.1) et g: Y—~>Z
un P-morphisme, alors gof est un P-morphisme.

(Py) (descente). — Si f:X—>Y et g:Y—Z sont des morphismes de préschémas
localement noethériens tels que f soit fidélement plat et que gof soit un P-morphisme,
alors g est un P-morphisme.

(Pyp). — Pour tout corps £, la propriété P(Spec(k), k) est vraie.

Remarques (77.3.5). — (i) Les conditions (P;) et (Py;) entrainent que fout morphisme
régulier est un P-morphisme.

(ii) Notons que les hypothéses de (P;) (resp. (P;)) entrainent que A=gof
(resp. g) est plat (2.2.13); les hypotheéses de (P;) ou de (P;) entrainent d’autre
part que pour tout z€Z, f,:h '(z) > g '(z) est plat (2.1.4); comme, pour tout
yeg Yz), fY(») est isomorphe & f~'(y) (I, 3.6.4), cela montre qu’il suffit, pour
vérifier les conditions (P;) et (Py), de le faire seulement lorsque Z est le spectre
d’un corps.

(iii) Dans certains cas, la propriété Q sera telle que la condition suivante soit
vérifiée :

(P). — Si f:X->Y et g:Y—>Z sont deux P-morphismes, alors gof est un
P-morphisme.
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(7-3.6) Nous dirons que la propriété P est géométrique si elle satisfait (en outre
de (P;), (Py) et (Py;)) a la condition :

(Pyy) (extension de type fini du corps de base). — Si P(Z, k) est vraie, alors, pour toute
extension £’ de type fini de £, P(Z®,k', k') est vraie.

Lemme (7.3.7). — Sotent f: X—Y un P-morphisme de préschémas localement noethériens,
g : Y'—>Y un morphisme localement de type fini. Alors, si P vérifie la condition (Pyy), le morphisme
S =fxy : XxXyY'=>Y' est un P-morphisme.

En effet, pour tout y'eY’, sil’on pose y=g(»’), k(»’) est une extension de type
fini de k(p) (I, 6.4.11) et [ 7H)=f"")®uuk(») (I 3.6.4); il suffit donc
d’appliquer (Py).

Exemples (7.3.8). — Les propriétés P(Z, k) suivantes vérifient les conditions (P}),
(Py) et (Pyy) :

(i)  (aussi notée (i,)) Z est de coprofondeur <n.

(i) Z est un préschéma de Cohen-Macaulay.

(iii) (aussi notée (iii,)) Z vérifie (S,).

(iv) Z est régulier.

(v)  (aussi notée (v,)) Z vérifie (R)).

(vi) Z est réduit.

(vil) Z est normal.

Pour les propriétés (ii) a (vii), cela résulte de (6.6.1) qui, en fait, démontre la
condition plus forte (P;). Pour (i), la propriété (P;;) résulte de (6.6.2); la propriété (P;)
résulte, par le méme raisonnement que dans (6.6.1, (i)), de (6.3.2) et du fait qu'un
préschéma régulier est de coprofondeur o.

En outre, il résulte de (6.7.1) que les propriétés (i), (ii) et (iii) sont géométriques;
en vertu de (6.7.8), il en est de méme des suivantes :

(iv') Z est géométriquement régulier.

(v') (aussi notée (v,)) Z posséde la propriété (R,) géométrique.

(vi") Z est géométriquement réduit.

(vii') Z est géométriquement normal.

Remarques (77.3.9). — (i) Chacune des propriétés (iv’), (v,), (vi’), (vii’) entraine
respectivement la propriété correspondante (iv), (v,), (vi), (vii). La propriété (iv)
implique toutes les propriétés de (i) a (vii), et la propriété (iv’) implique toutes les
propriétés énumérées dans (7.3.8). Rappelons aussi que (i) est équivalente a (ii);
la conjonction de (iii;) et de (v,) (resp. de (iii,) et de (v;)) équivaut a (vi) (resp. (vi’))
(5.8.5); enfin la conjonction de (iii,) et (v;) (resp. de (iii,) et (v;)) équivaut a (vii)
(resp. (vii")) (5.8.6).

(ii) Dans tous les exemples de (7.3.8), la propriété Q(0,, k) qui sert & définir P
est telle que, pour toute générisation 2’ de z dans Z, Q(0,, k) entraine Q(0,, k) : en vertu
de (2.3.4), il suffit de le vérifier pour les propriétés (i) a (vii) (et méme (i) a (v) d’apres la
remarque (7.3.9, (i)) : or c’est inclus dans la définition pour (iii) et (v) (5.7.2 et 5.8.2),
cela résulte de (6.3.9) pour (i), et enfin de (0, 16.5.10 et 17.3.2) pour (ii) et (iv).
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(7.3.10) Nous dirons qu’une propriété P(Z, k) est du premier type si la propriété
QO(A, k) qui sert a définir P est une propriété R(A) ne faisant pas intervenir k et est vraie

lorsque A est un corps; nous dirons que P(Z, k) est du second type si la propriété Q(A, k)
est de la forme

« Pour toute extension £’ de type fini de £ et tout point z’ de Spec(A®, k')
au-dessus du point fermé de Spec(A), on a R(0,) »

R(A) étant encore supposée vraie lorsque A est un corps. Il est clair que dans
les exemples de (7.3.8), les propriétés (i) a (vii) sont du premier type, les propriétés (iv’)
a (vii’) du second type.

Cela étant, si 'on reprend les raisonnements de (6.6.1) et (6.8.3), on constate
que lorsque P est du premier ou du second type pour une propriété R(A), les conditions (Py)
et (Py) sont conséquences des conditions suivantes sur R :

(R;) Soient X, Y deux préschémas localement noethériens, f:X—>Y un mor-
phisme régulier; alors, pour tout xeX, la propriété R(0,) implique la propriété R(0,).

(Ry) Soit ¢ : A—->B un homomorphisme local d’anneaux locaux noethériens
faisant de B un A-module plat; alors R(B) implique R(A).

En outre, la propriété (Py;) résulte de ce que R(k) est vraie par hypothése pour
tout corps k; enfin, lorsque P est du second type, la condition (P;y) est conséquence
de la définition de P et de la transitivité des extensions de type fini.

Remarque (77.3.11). — Nous laissons au lecteur le soin de formuler la propriété R
correspondant & chacun des exemples de (7.3.8), et de vérifier les conditions (R;)
et (R};) dans chacun des cas, 4 ’aide des résultats du § 6. En fait, sauf pour I’exemple (i)
de (7.3.8), la propriété R vérifie dans les autres cas la condition suivante :

(Rp) Soient X, Y deux préschémas localement noethériens, f:X—Y un
P-morphisme (pour la propriété P du premier ou du second type définie par R); alors,
pour tout xeX, la propriété R(0;,) implique la propriété R(0,).

Les raisonnements de (6.6.1) et (6.8.3) prouvent que si R vérifie les conditions (Rj)
et (Ry), alors P vérifie les conditions (P;) (7.3.4, (iii)) et (Py).

Proposition (7.3.12). — Soit P une propriéié du premier ou du second type définie a partir
d’une propriété R vérifiant les conditions (R;) et (Ryy) (resp. (Rp) et (Ryy)). St pour tout préschéma
localement noethérien X, Ug(X) désigne ’ensemble des xeX tels que R(0,) soit vraie, alors, pour

Z.
tout morphisme régulier (resp. tout P-morphisme) f:X—>Y de préschémas localement noethériens, on a

(7.3.12.1) Ug(X)=/""(Un(Y)).

C’est une conséquence immeédiate des définitions.

(7.3.13) Etant donné un anneau semi-local noethérien A, nous appellerons fibres
formelles de A les fibres du morphisme canonique f: Spec(A) — Spec(A); pour tout
idéal premier p de A, la fibre formelle en p est donc le schéma Spec(A@ L1E(p)); comme
le complété de anneau local Afp est A/pA=(A/p)®,A, on voit que la fibre formelle

de A en p est aussi la fibre formelle de A[p au point générique (o) de Spec(A[p).
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La propriété P étant définie comme dans (7.4.1), nous dirons que les fibres formelles
de A ont la propriété P, ou que A est un P-anneau, si, pour tout xeSpec(A), P(f~*(x), k(x))
est vraie. Comme f est plat, il revient au méme de dire que f est un P-morphisme.

Proposition (7.3.14). — Sotent A un anneau semi-local noethérien, m; (1<i<r) ses
idéaux maximaux, et posons A, = Ay, ; pour que A soit un P-anneau, il faut et il suffit que chacun
des A; le soit.

En effet, A est composé direct des A,, donc la fibre formelle de A en un point
xeSpec(A) est la somme des fibres formelles en x de ceux des A; tels que xeSpec(A;).

Proposition (7.3.15). — Soit A un anneau semi-local noethérien.

(1) 87 A est un P-anneau, tout anneau quotient de A est un P-anneau.

(i) St de plus P satisfait a la condition (Py) (7.3.6), alors toute A-algébre finie est un
P-anneau.

Pour tout idéal a de A, A®,(A/a) est le complété de A/a, et les fibres formelles
de A/a sont donc les fibres formelles de A aux points de V(a), d’ou (i). D’autre part,
si B est une A-algébre finie, donc un anneau semi-local, on a B=B®,A, et (ii) résulte
donc de (7.3.%).

Proposition (7.3.16). On suppose que la propriété P est du premier (resp. du second)
type, définie & partir d’une propriété R (77.9.10). Lorsque P est du second type, on suppose en outre
que la relation

« pour tonte extension finie k' de k, et tout 2'€Z® k', R(0,) est vraie»

2

entratne P(Z, k) (ce jui est vérifié pour les exemples (iv’) a (vii’) de (7.3.8), en vertu
de (6.7.7) et (4.6.1)).

Soit A un anneau semi-local noethérien. Si la propriété R vérifie les conditions (R;) et (Ryp),
les propriétés suivantes sont équivalentes :

a) A est un P-anneau.

b) Pour tout anneau quotient intégre B de A (resp. toute A-algébre finie intégre B) et tout
idéal premier q de B dont limage réciproque dans B est o, R(ﬁq) est vraie.

St de plus R satisfait @ la condition (R]), les propriétés a) et b) sont aussi équivalentes a :

c) Pour tout anneau quotient B de A (resp. toute A-algébre finie B) si I’on pose Y = Spec(B),

A~

Y'=Spec(B), etsi g :Y' =Y estle morphisme canonique, on a (avec les notations de (77.3.12))
(7.3.16.1) Ua(Y)=¢ '(Ua(Y))-

L’équivalence de a) et b) est immédiate lorsque P est du premier type : en
effet, pour tout idéal premier p de A, on a vu que la fibre formelle de B=A/p au
point générique (o) de Spec(B) n’est autre que la fibre formelle de A au point
peSpec(A) (7.3.13).

Lorsque P est du second type, I’équivalence de a) et &) résulte du lemme plus
général suivant :

Lemme (7.3.16.2). — Soient A, A’ deux anneaux, ¢ :A—>A’ un homomorphisme,
f:Spec(A’) — Spec(A) le morphisme correspondant. Afin que pour tout xeSpec(A), toute
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extension finie k de F(x) et tout point z de f~'(x)®ypmk=72Z, la propriété R(0Oy ,) soit vraie,
il faut et il suffit que la condition suivante soit satisfaite : pour toute A-algébre intégre finie B,
st g :Spec(A'®,B) — Spec(B) est le morphisme déduit de f par extension & B de I’anneau de
base, et si T=g 1(E) est la fibre du point générique & de Spec(B), alors, pour tout teT,
R(Oy,) est vraie.

La condition est trivialement nécessaire puisque si x est le point de Spec(A) au-dessus
duquel est £, k(%) est une extension finie de k(x). Inversement, considérons un point
quelconque xeSpec(A) et soit £ une extension finie de k(x). Si on pose p=i,, k(x) est
le corps des fractions de A/p, et il y a une base de £ sur k(x) formée d’éléments entiers
sur A/p; si B est le sous-anneau de £ engendré par ces éléments, B est une A-algébre
integre finie et £ est le corps k(&) au point générique & de Spec(B); comme x est I'image
de & dans Spec(A), la fibre g '(§) n’est autre que f~'(x)®,,k ce qui achéve de
démontrer le lemme. :

Le fait que a) entraine ¢) est une conséquence immédiate de (7.3.15) et (7.3.12).
D’autre part, si on spécialise ¢) au cas ou B est intégre, et si_y désigne le point générique
de Y=Spec(B), on a Oy, =k(y), donc yeUg(Y), puisque R(k) est vraie pour tout
corps k; en exprimant que tout point »'€g~'(y) appartient & Ug(Y’), on obtient
Pénoncé &), donc ¢) entraine ). C.Q.F.D.

Proposition (7.3.17). — Supposons que la propriété R vérifie les conditions (Rj) et (Ry)
et que P soit la propriété du premier (vesp. du second) type définie a partir de R (7.3.10). Alors,
st A est un P-anneau, les propriétés R(A) et R(A) sont équivalentes.

Cela résulte de (7.3.12.1) appliqué & Y=Spec(A) et X =Spec(A).

Proposition (7.3.18). — Supposons que P soit une propriété du premier (resp. du second)
type définie & partir d’une propriété R vérifiant les conditions (R;) et (Ry) ainsi que la condition
sutvante :

(Rypy) Pour tout anneau local noethérien complet G, si Pon pose Z = Spec(C), I’ensemble
Ugr(Z) (7.3.12) est ouvert dans Z.

Alors, si A est un P-anneau et st Pon pose X =Spec(A), Pensemble Ug(X) est ouvert
dans X.

En effet, si X’=Spec(f&) et si f:X'—>X est le morphisme canonique,
on a Ugp(X)=f"YUgr(X)) (7.3.12). Comme f est fidelement plat et quasi-
compact et que par hypothése Ugp(X’) est ouvert dans X’, la conclusion découle
de (2.3.12).

Remarques (7.3.19). — (i) La propriété R qui sert a définir P vérifie la condi-
tion (R;;) dans tous les exemples énumérés dans (7.3.8). Pour (i), (ii) et (iii), cela
résulte de (6.11.2) et du théoreme de Cohen (0, 19.8.8); lorsque P est une des
propriétés (iv), (iv’), (v), (v’), cela découle de (6.12.7) et (6.12.9), et lorsque P est
I'une des propriétés (vii), (vii’), de (6.12.7) et (6.13.4); enfin, pour (vi) et (vi’)
I'assertion de (7.3.18) est triviale, étant vraie pour tout préschéma localement
noethérien.
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(ii) Nous avons déja signalé (6.4.3) que lorsque P est 'une des propriétés ‘ii)
ou (iii;) de (7.3.8), nous ignorons si tout anneau local noethérien est un P-anneau;
rappelons toutefois que lorsque A est un anneau quotient d’un anneau de Cohen-Macaulay,
les fibres formelles de A sont des schémas de Cohen-Macaulay (6.3.8).

(iii) Le cas le plus intéressant de la notion de P-anneau est celui qui correspond
a la propriété la plus forte (iv’) de (7.3.8), c’est-a-dire les anneaux dont les fibres formelles
sont géométriqguement réguliéres. Les corps, et plus généralement les anneaux locaux noethé-
riens complets, vérifient trivialement cette propriété.

(iv) Soit A un anneau local noethérien de dimension 1; Spec(A) est alors formé
du point fermé a, correspondant a 'idéal maximal m, et des points maximaux b, (1<i<r)
correspondant aux idéaux premiers minimaux de A. On a dim(A)=1 et Pidéal
maximal de A est mA; la fibre formelle de A au point a est donc Spec(k), on k=A/m
est le corps résiduel de A; la fibre formelle en chacun des b; est le spectre d’un anneau
artinien dont les corps résiduels sont les corps résiduels L, de Spec(A) aux points
maximaux b;; au-dessus de b;. Comme un anneau artinien est un anneau de Cohen-
Macaulay, on voit que A est un P-anneau lorsque P est la propriété (ii) de (7.3.8).
En outre, comme un anneau artinien réduit est une somme directe de corps, les
propriétés suivantes sont équivalentes (6.7.7) :

a) les fibres formelles de A sont géométriquement réduites;

b) les fibres formelles de A sont géométriquement normales;

¢) les fibres formelles de A sont géométriquement réguliéres;
en outre, lorsque A est réduit, elles sont aussi équivalentes a :

d) A est réduit et L; est une extension séparable de K; pour tout couple (i, j)
(4.6.1).

En particulier, si A est un anneau de valuation discréte, K son corps des fractions,
et si K est le complété de K pour une valuation correspondant a A (corps des fractions
de A), pour que les fibres formelles de A soient géométriquement réguliéres, il faut et

il suffit que K soit une extension séparable de K. Ce sera toujours le cas lorsque K est de
caractéristique o.

7.4. Permanence des propriétés des fibres formelles.

(7-4-1) Dans toute la suite du numéro, nous supposons que la propriété P est
de la forme définie dans (7.3.1), et vérific les conditions (Py), (Py) et (Pyy) de (7.3.4).
En outre, nous supposons que la propriété Q qui sert a définir P est telle que, pour toute
générisation 7z de z dans Z, Q(0,, k) entraine Q(0,., k).

Lemme (7.4.2). — Soient A, A’ des anneaux locaux noethériens, ¢ : A—~A’ un homo-
morphisme local tel que f="¢ : Spec(A’) — Spec(A) soit un P-morphisme. Alors, st les fibres
Sormelles de A’ sont géométriquement régulieres, A est un P-anneau.
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Considérons I’homomorphisme complété ¢ : A—>A’ et le morphisme correspon-
dant f =%; on a le diagramme commutatif

Spec(A) L Spec(A’)

Spec(A) < Spec(A’)

ol g et g" sont les morphismes canoniques. Comme par hypothese f est un P-morphisme
et g’ un morphisme régulier, il résulte de (P;) que fog'=gof estun P-morphisme. D’autre
part, I’hypothése que f est un P-morphisme implique que f est plat, donc il en est de
méme de f (Bourbaki, Alg. comm., chap. III, § 5, n°® 4, cor. de la prop. 3), qui est
d’ailleurs un homomorphisme local, donc fidélement plat (0;, 6.6.2); il résulte alors
de (P;) que g est un P-morphisme.

Corollaire (7.4.3). (i) Soient A un P-anneau local noethérien, A’ =A son complété.
Supposons que pour tout idéal premier p' de A’, les fibres formelles de A, soient géométriquement
réguliéres ; alors, pour tout idéal premier p de A, A, est un P-anneau.

(i) Supposons que P vérifie la condition (Pyy,) (7.3.6). Sotent A un P-anneau local noethérien,
B une A-algébre locale essentiellement de type fini, et telle que I’homomorphisme A—B soit local.
Posons A’ =A, et soit v Dunique idéal premier de B’ =B®, A’ au-dessus de I'idéal maximal
de B et de 'idéal maximal de A’. Si les fibres formelles de B|, sont géométriquement réguliéres,
alors B est un P-anneau.

(i) Comme par hypothése Spec(A’) — Spec(A) est un P-morphisme, il en est de
méme de Spec(A;) — Spec(A,) en vertu de (7.3.2, b)), pour tout idéal premier p de A
et tout idéal premier p’ de A’ au-dessus de p. Il suffit alors d’appliquer le lemme (7.4.2)
a ce morphisme, en remarquant que le morphisme Spec(A’) — Spec(A) est surjectif.

(i1) En vertu de (7.4.2), il suffit de prouver que le morphisme Spec(B;.) — Spec(B)
est un P-morphisme. Or on a B=C,, ou C est une A-algebre de type fini et n un idéal
premier de C au-dessus de 'idéal maximal de A. Sion pose C'=C®,A’, il résulte des
hypotheses et de (7.3.7) que Spec(C’) — Spec(C) est un P-morphisme; comme B}, est un
anneau local en un idéal premier de G’ au-dessus de n, la conclusion résulte de (7.3.2,5)).

Théoréme (7.4.4). — Les hypothéses sur P étant celles de (7.4.1), soit A un P-anneau
local noethérien. )

(i) Pour tout idéal premier p de A, A, est un P-anneau.

(i1) Supposons en outre que P vérifie la condition (Pry). Alors tout anneau local qui est
une A-algébre essentiellement de type fini est un P-anneau.

(i) Appliquant (7.4.3, (i)), tout revient a voir que pour tout idéal premier p’
de A’=A, A}, a ses fibres formelles géométriquement réguliéres. Or, cela a été démontré

dans (0, 22.3.3 et 22.5.8).
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(ii) Soit B une A-algeébre essentiellement de type fini qui soit un anneau local;
si p est I'idéal premier de A au-dessus duquel est I’idéal maximal de B, B est aussi une
A -algebre essentiellement de type fini (1.3.8); en vertu de (i), on peut donc supposer
que p est 'idéal maximal m de A. On a donc B=C,, ou C est une A-algebre de type
fini, q un idéal premier de C au-dessus de m; soit 1D q un idéal maximal de C (néces-
sairement au-dessus de m); si I'on pose £=A/m, G/mC est une k-algébre de type fini,
donc le corps résiduel £’ de G en I'idéal maximal n est fini sur £ (I, 6.4.2); en vertu
de (i), il suffira de prouver que C, est un P-anneau, puisque C, est un anneau local en
un idéal premier de G,. On est ainsi ramené a démontrer le

Lemme (7.4.4.1). — Sotent A un P-anneau local noethérien, k son corps résiduel, C une
A-algébre de type fini, B un anneau local en un idéal premier n de G, tel que : 1° I’homomorphisme
A—B soit local; 2° le corps résiduel k' de B soit une extension finie de k. Si P satisfait & (Pry),
B est un P-anneau.

Soit (%);<i<m un systéme de générateurs de la A-algébre C; montrons d’abord
que Pon peut raisonner par récurrence sur m. Soit G’ la sous-algébre de C engendrée
par X, ...,%,_;, et soit n'=nnC’. L’homomorphisme A—C, se factorise en
A—C;,—C, etil est clair que A—C;, et C,,—C, sont des homomorphismes locaux;
si £ est le corps résiduel de C;., k—£%’ se factorise de méme en k—£"—£’, donc "
est extension finie de £ et £’ extension finie de £”’. L’hypothése de récurrence entraine
que C,, est un P-anneau; en outre, si S'=C’—n’, C, est un anneau local de S'~'C;
comme C=C'[x,], ona S""'C=C[x,/1] etl’hypothése de récurrence montre encore
que C, est un P-anneau. On est ainsi ramené au cas ou C est une A-algébre engendrée
par un seul élément t.

Appliquons (7.4.3, (ii)); en posant A'=A, B'=B®,A’ est un anneau local
de C®,A’ en un idéal premier au-dessus de n; comme A et A’ ont méme corps
résiduel £, le corps résiduel de C®, A’ en cet idéal premier est égal a £'. D’ailleurs C®, A’
est une A’-algébre engendrée par un seul élément. Il résulte donc de (7.4.3, (ii)) qu’on
peut se borner & démontrer (7.4.4.1) lorsque P est la propriété (iv') de (7.3.8), que A
est complet et C engendrée par un seul élément ¢

Pour montrer que les fibres formelles de B=C, sont alors géométriquement
réguliéres, appliquons le critere (7.8.16, 4)). Soit B, une B-algébre finie intégre, donc
engendrée par un nombre fini d’éléments entiers sur B. En multipliant ces éléments
par un élément de S=C-—mn, on peut supposer qu’ils sont entiers sur C, et on peut donc
écrire B,=S71'C,;, ou C; est une sous-C-algébre de B, engendrée par un nombre fini
d’¢léments entiers sur C, donc une C-algébre finie et intégre. D’autre part, B, est un anneau
semi-local, et tout anneau local B, de B; en un idéal maximal est un anneau local de C,
en un idéal premier, tel que A—B, soit un homomorphisme local; en outre, le corps
résiduel de B, est une extension finie de %', donc de £ On voit donc (compte tenu
de (7.8.14) et de (i)) qu’on est ramené a la question suivante : soit C un anneau
noethérien intégre, contenant un sous-anneau G, qui est une A-algébre engendrée par
un seul élément ¢ et telle que C soit une Gy-algebre finie; si n est un idéal maximal de G
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au-dessus de I’idéal maximal de A, et B=C,, il s’agit de montrer que pour tout idéal
premier q de B, dont 'image réciproque dans B est o, ’'anneau ﬁq est régulier. On peut
d’ailleurs remplacer A par son image dans C, qui est un anneau local complet (comme
quotient de A) et intégre. La conclusion & prouver est alors conséquence du lemme
suivant, plus général en apparence :

Lemme (77.4.4.2). — Sotent A un anneau local noethérien intégre et complet, k son corps
résiduel, G un anneau intégre contenant A, tel qu’il existe t€C pour lequel C soit une A[t]-algébre
Sfinie. Soit v un idéal maximal de C au-dessus de Uidéal maximal m de A; posons B=C,,
X =Spec(B), B'=8, X’:Spec(ﬁ); st U=Reg(X), U'=Reg(X’), et st f:X' >X
est le morphisme canonique, on a alors f~'(U)cU".

L’assertion a démontrer pour obtenir (7.4.4.1) se déduira de ce lemme en
observant que, puisque B est intégre, le point générique de X appartient a U.

On notera que puisque C est une A-algébre de type fini, et n un idéal maximal
de C, le corps résiduel £’ de C, =B (donc aussi de B’) est une extension finte de k (I, 6.4.11
et 6.4.2).

Si 'on pose Y =Spec(C), il résulte de (6.12.8) que Reg(Y) est ouvert dans Y;
comme les anneaux locaux de X sont des anneaux locaux de Y (I,2.4.2), on a
U=XnReg(Y), donc U est ouvert dans X; d’autre part (6.12.%7) U’ est ouvert dans X',
donc S'=X'—TU"’ est fermé; par suite S'nf~1(U) est localement fermé dans X', et tout
revient & prouver que cet ensemble est vide. On sait (5.1.10) que dans le cas contraire,
il existerait dans S’nf~!(U) un idéal premier p’ tel que dim(B’/p’)<1. Remarquons
d’abord que p’ ne peut étre I'idéal maximal mB’ de B’, ot m est I'idéal maximal de B.
En effet, cela signifierait que B=B,, serait régulier, donc aussi B'=B (0,17.1.5),
et on aurait par suite mB’eU’ contrairement a I’hypothése. On doit donc avoir
dim(B'/p’)=1. Posons p=Bnp’; par hypothése B, est régulier, mais B,, ne l'est pas;
comme B}, est un B,-module plat, il résulte de (6.5.2) que la fibre Z de f au point p
n’est pas réguliére au point p’. Montrons qu’on peut se ramener au cas ot p=o0. En effet,
dans le cas général, si 'on pose q=pnC,r=pnA, C/q est une (A/r)[¢]-algebre finie
(ot t est la classe de ¢t mod. q); comme p=qB, B/p est égal a (C/q),,, et 1/q est un
idéal maximal de C/q au-dessus de I’idéal maximal m/r de A/t; on voit donc que les
hypothéses de (7.4.4.2) sont encore remplies par A/r, C/q et B/p, et comme le complété
de B/p est B'/pB’, cela prouve notre assertion. Supposons donc p=o, de sorte que Z
est la fibre générique et que I’homomorphisme B—B’/p’ est injectif. Posons V=DB’[p’,
et distinguons deux cas :

I) V est une A-algébre finte. — Comme BCV, B est a fortiori une A-algébre finie,
et comme A est complet, il en est de méme de B (Bourbaki, Alg. comm., chap. IV, § 2,
n° 5, cor. 3 de la prop. 9), d’ot B’=B, p’=o0, donc Bj, est un corps, et par suite un
anneau régulier, contrairement a I’hypotheése.

II) V #est pas une A-algébre finte. — Comme Panneau local A est complet, cela
implique que V n’est pas une A-algébre gquasi-finie (0;,7.4.1 et 7.4.2); mais par
hypothése le corps résiduel £’ de V est extension finie du corps résiduel £ de A,
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donc (0;, 7.4.4) lidéal mV n'est pas un idéal de définition de V. Comme V est un
anneau local intégre noethérien de dimension 1, o est le seul idéal de V qui ne soit
pas un idéal de définition, donc mV=o0. Mais on a ACV et V est intégre, d’ou
m=o et A=k est un corps. On en déduit tout d’abord dim(C)<1 (0, 16.1.5); mais
comme dim(V)=1, les relations dim(V)<dim(B’)=dim(B)<dim(C) montrent que
cela entraine dim(C)=dim(B)=dim(B’)=dim(B’/p’)=1, et par suite p’ est néces-
sairement un idéal premier minimal de B’. Nous arriverons donc encore 4 une contradiction
si nous prouvons que B, est un corps, ou encore que 'anneau B’ est réduit. Or, comme C
est une k-algebre de type fini, la cloture intégrale C,; de C est une C-algebre finie (Bourbaki,
Alg. comm., chap. V, § g, n° 2, th. 2); si 'on pose S=C—n, B;=S"1C, est la cloture
intégrale de B, donc B, est une B-algébre finie, et par suite un anneau semi-local
noethérien, intégre et intégralement clos et de dimension 1 (0, 16.1.5); si m; (1<j<A)
sont ses idéaux maximaux, les (B1)m,- sont donc des anneaux de valuation discréte
(II, 7.1.6), et le complété B, de B, est le composé direct des anneaux de valuation discréte
complétés des (Bl)m’- (Bourbaki, Alg. comm., chap. III, § 2, n° 13, prop. 18); B, est donc
réduit, et comme le complété B’ de B est un sous-anneau de B; (Bourbaki, Alg. comm.,
chap. IV, § 2, n° 5, cor. g de la prop. g), c’est aussi un anneau réduit. C.Q.F.D.

Corollaire (7.4.5). — Supposons que la propriété P satisfasse aux conditions (P;), (Py),
(Prpp). Sott A un anneau noethérien. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) Pour tout idéal premier p de A, A, est un P-anneau.

b) Pour tout idéal maximal m de A, A,, est un P-anneau.

87 de plus P satisfait a (Pry), les propriétés a) et b) sont aussi équivalentes a :

c) Pour toute A-algébre de type fini B et tout i1déal premier q de B, B, est un P-anneau.

L’équivalence de a) et &) résulte de (7.4.4, (1)), et celle de a) et ¢) de (7.4.4, (ii)).

Lorsque la condition a) de (7.4.5) est remplie, on dit que A est un P-anneau;
pour les anneaux semi-locaux noethériens, cette définition coincide avec celle de (7.3.13),
lorsque les conditions (Py), (Py;) et (Py) sont satisfaites. L’anneau Z est un P-anneau
(7.9.19, (iv)); tout anneau local complet est un P-anneau.

Proposition (77.4.6). — Supposons que la propriété P satisfasse aux conditions (P;), (Ppp)
et (Pyy). Soient A un anneau noethérien,  un idéal de A, A le séparé complété de A
pour la topologie J-préadique. Alors, si A est un P-anneau (7.4.5), le morphisme canonique
Spec(A) — Spec(A) est un P-morphisme.

En utilisant (7.3.2, ¢’)), il suffit de prouver que pour tout idéal maximal n de A,
d’image réciproque m dans A, le morphisme Spec((A),) — Spec(A,,) est un P-morphisme.
On sait (Bourbaki, Alg. comm., chap. III, § 3, n° 4, prop. 8) que ’homomorphisme
canonique A, —(A), est injectif, que la topologie mA,-préadique sur A, est induite
par la topologie n(A),-préadique et que A, est dense dans (A), pour cette topologie,
de sorte que le complété de A, pour la topologie mA,-préadique s’identifie & celui

~

de (A), pour la topologie n(A),-préadique. On a donc deux morphismes
Spec((An)") > Spec((A),) > Spec(A,,)
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tels que f soit fidelement plat; comme par hypothése gof est un P-morphisme, il en
est de méme de g en vertu de (Pp).

Corollaire (77.4.7). — Supposons que P vérifie les conditions (Py), (PY), (Py), (P et (Pry)-
Alors, si A est un P-anneau (7 .4.5), le morphisme canonique Spec(A[[Ty, ..., T,]]) — Spec(A)
est un P-morphisme. En particulier, si de plus A est intégre, K son corps des fractions, et si p est un
idéal premier de B=A[[Ty, ..., T ]] tel que pnA=o, alors la propriété P(B,, K) est vraie.

En effet, le morphisme canonique Spec(B) — Spec(A) se factorise en

Spec(A[[Ty, . .., T,J]) = Spec(A[Ty, ..., T,]) % Spec(A).

Il est clair que le morphisme g est régulier (0, 17.3.7); envertude (7.4.5), A[Ty, ..., T,]
est un P-anneau, donc il résulte de (7.4.6) que f est un P-morphisme; comme
g est régulier, donc est aussi un P-morphisme (7.3.5, (i)), il en est de méme de gof
en vertu de (Pj).

On notera que la conclusion est encore valable si au lieu de supposer que P
vérifie (P]) et que tout morphisme régulier est un P-morphisme, on suppose seulement
qu’'un morphisme composé gof est un P-morphisme lorsque g est régulier ev f un
P-morphisme (condition symétrique en quelque sorte de (P7)).

Remarque (7.4.8). — Les résultats précédents posent les problémes suivants

A) Soit A un anneau de Zariski complet, et soit J un idéal de définition de A;
si Panneau A[J est un P-anneau, en est-il de méme de A ? Il en résulterait que pour
tout P-anneau noethérien A et tout idéal  de A, le séparé complété A pour la topologie
J-préadique serait aussi un P-anneau.

B) Soit £ un corps valué complet non discret; on appelle encore anneau des
séries formelles restreintes k{Ty, ..., T,} le sous-anneau de I’anneau de séries formelles
k[[Ty, ..., T,]] formées des séries dont les coeflicients ‘endent vers o. Un tel anneau
est-il un P-anneau ?

C) Si A est un P-anneau linéairement topologisé, S une partie multiplicative
de A, les anneaux A{S™'} (0, 7.6.1) et Ag, (0, 7.6.15) sont-ils des P-anneaux?

7.5. Un critére pour les P-morphismes.

(7.5.0) Ce numéro ne sera pas utilisé dans la suite du chapitre IV, et peut donc étre omis en premiére
lecture. Nous verrons d’ailleurs plus loin (7.9.8) que les résultats du présent numéro peuvent étre considérablement
améliorés quand on dispose de la « résolution des singularités ».

Dans la suite de ce numéro, nous considérerons une propriété R(A), et nous désignerons par P(Z, k) la
propriété suivante :

« Z est un préschéma localement noethérien sur un corps £, et, pour toute extension finie £’ de £, si I'on pose
Z'=7Z®yk’, la propriété R(Op ,) est vraie pour tout z’€Z’. »

Théoréme (7.5.1). — Soient A, B deux anneaux locaux noethériens complets, m [’idéal maximal de A, k= A/m son
corps résiduel, @ : A—B un homomorphisme local tel que :

(i) Le corps résiduel de B est une extension finie de k.

(ii) B est un A-module plat.

Soit d’autre part R(C) une propriété vérifiant la condition (Ry;) (7.3.18) et la condition suivante :

(Ryy) Pour tout anneau local C en un idéal premier d’un anneau local noethérien complet et tout élément C-régulier t dans
lidéal maximal de C, la propriété R(C[tC) impliqgue R(C).
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Cela étant, soit f="¢ : Spec(B) — Spec(A), et supposons que la propriété P(Spec(B® ,k), k) soit vraie. Alors, pour
tout x € Spec(A) la propriété P(f~1(x), le(x)) est vrase.

Autrement dit, la propriété P pour la fibre du point fermé de Spec(A) entraine cette méme propriété pour
toutes les fibres du morphisme f (c’est-a-dire que f est un P-morphisme (77.3.1)).

Nous procéderons en plusieurs étapes :

I) Réduction a étude des anneaux locaux de la fibre générique. — Appliquons le lemme (7.3.16.2) : il suffit de
voir que pour toute A-algébre finie et intégre A’, de corps des fractions K’, si I’on pose B’=B® ,A’, tous les anneaux
locaux de Spec(B’'®,sK’) vérifient la propriété R. L’anneau A’ (resp. B’) est semi-local complet (B’ étant une
B-algebre finie), donc produit d’anneaux locaux complets; comme A’ est supposé intégre, il est local; tout idéal
maximal n’ de B’ est au-dessus de I’idéal maximal n de B, donc au-dessus de m, et par suite son image réciproque
dans A’ est I’idéal maximal m” de A’. Comme tout anneau local de Spec(B’® ,+K’) est un anneau local de Spec(B’),
donc de I'un des Spec(By:) (au-dessus du point générique de A’), on voit qu’il suffira de prouver que les
anneaux locaux de Spec(By, ®,, K’) possédent la propriété R. Or A’ et By, sont des anneaux locaux noethériens
complets; le corps résiduel de By, est extension finie de celui de B, donc aussi de £, et a fortiori du corps résiduel £’
de A’; cette remarque et (2.1.4) montrent que A’ et By, vérifient les conditions (i) et (ii) de I’énoncé. D’autre
part, si k&’ est une extension finie de £’, K’/ est aussi extension finie de £, et les anneaux locaux de Spec(By ®,. k')
sont aussi des anneaux locaux de Spec(B®, £”/); donc ’hypothése que P(Spec(B®, k), k) est vraie entraine que
P(Spec(By: ®,, k'), k') est vraie.

On est ainsi ramené au cas ou A est de plus supposé intdgre, de corps des fractions K, et & prouver que les
anneaux locaux de Spec(B®,K) possédent la propriété R.

II) Cas oi dim(A)=1. — Soit A’ la cloture intégrale de A; on sait (0, 23.1.6) que A’ est une A-algébre
finie et un anneau local complet; si I’on pose B'=B®, A’, on a B®, K=B'®,. K. Le méme raisonnement que dans I)
montre qu’il suffit, pour tout idéal maximal n’ de B/, de prouver que les anneaux locaux de Bj, ®,, K vérifient R;
en outre, ce raisonnement montre aussi que A’ et B}, vérifient les hypothéses (i) et (ii) de ’énoncé et que
P(Spec(Br» ®,+ k'), k') est vraie (K’ étant le corps résiduel de A’). En outre, comme dim(A’)=1 (0, 16.1.5) etque A’
est intégre et intégralement clos, c’est un anneau de valuation discréte complet. On peut donc se borner au cas ol A est
déja un anneau de valuation discréte complet; si alors u est une uniformisante de A, le fait que u soit A-régulier et
que B soit un A-module plat entraine que ¢=¢@(z) est un élément B-régulier, qui appartient a ’idéal maximal de B.
L’hypothése que P(Spec(B®,k), k) est vraie entraine en particulier que R(B/tB) est vraie; en vertu de (Ryy),
R(B) est donc vraie. Autrement dit, Ug(Spec(B)) contient le point fermé de Spec(B). Mais comme U g(Spec(B))
est ouvert en vertu de (R;;) et que Spec(B) est le seul ensemble ouvert de Spec(B) contenant le point fermé,
tous les anneaux locaux de Spec(B) possédent la propriété R, et en particulier ceux de Spec(B®,K).

III) Cas général. — Le cas dim(A)=o0 est trivial, puisqu’alors A =k; on peut donc se borner au cas ou
dim(A)>1. On sait (6.12.7) que Spec(A) contient un ouvert non vide V dont tous les points sont réguliers;
comme dim(A)>1, Dintersection V' de V et du complémentaire du point fermé de Spec(A) est un ouvert non
vide, contenant donc le point générique de Spec(A). Si nous prouvons que f—1(V’)CcUg(Spec(B)), la proposition
sera démontrée a fortiori. Autrement dit, il suffit de voir que ’ensemble Z, intersection de f~1(V’) et du complé-
mentaire de Ug(Spec(B)), est vide. Raisonnons par I’absurde : comme, en vertu de (Ry), URr(Spec(B)) est
ouvert dans Spec(B), Z est localement fermé dans Spec(B); s’il n’était pas vide, il contiendrait un point x tel
que dim({—x})SI (5.1.10); comme f(x) €V’ est distinct du point fermé de Spec(A), x est distinct du point
fermé de Spec(B), autrement dit dim({x})=1. Nous allons prouver que cela est impossible, autrement dit que,
si dim(fx_})= 1 et f(x) €V’ alors on a R(9;). En d’autres termes, il s’agit de voir que, si q est un idéal premier
de B tel que dim(B/q)=1 etsi p=¢7(a) estdistinctde m et tel que A, soit régulier, alors on a R(Bq). Comme
p%m, m(B/q) n’est pas réduit a o, donc est un idéal de définition de I’anneau local intégre B/q de dimension 1;
d’autre part, en vertu de (i), le corps résiduel de B/q est une extension finie du corps résiduel £ de A/p, donc B/q
est une (A[p)-algébre quasi-finie (0;, 7.4.4). Mais Afp est complet et B/q est séparé pour la topologie m-préadique
(qui est identique & sa topologie d’anneau local); donc (0;, 7.4.1), B/q est une (A/p)-algébre finie. En outre, par
définition, ’homomorphisme A/p—>B/q est injectif, donc (0, 16.1.5) ona dim(A/p)=dim(B/q)=1. On peut alors
appliquer aux anneaux Afp et B/pB le résultat de II), car les corps résiduels de ces anneaux locaux sont respec-
tivement ceux de A et de B, et B/pB est un (A/p)-module plat; en outre, on a (B/pB)@A/pk=B®Ak=B/mB.
Par suite, les anneaux locaux de Spec((B/pB) ®A/pk(p)) vérifient R. Or, Bq/qu est un des anneaux locaux de
Spec((B/pB) ®A/pk(p)). En outre, Bq est un Ay-module plat, et Ap est régulier. Or on a le lemme suivant :
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Lemme (7.5.1.1). — Soit C une sous-catégorie pleine de la catégorie des anneaux locaux noethériens, telle que tout
anneau quotient d’un anneau de C appartienne encore @ C. Soit R(C) une propriété telle que si C€ C et si t est un élément
régulier de I’idéal maximal de C tel que R(G/[tC) soit vraie, alors R(C) est vraie.

Cela étant, soient G un anneau local régulier, k son corps résiduel, D un anneau local appartenant é C, ¢ : C—>D un
homomorphisme local faisant de D un C-module plat. Alors, si R(D®k) est vraie, il en est de méme de R(D).

Raisonnons par récurrence sur #n=dim(C), le lemme étant vrai par hypothése si n=o0, puisqu’alors C=#%.
Soit ¢ un élément de I’idéal maximal m de C n’appartenant pas & m?; on sait alors que C/tC est régulier et que
dim (C/tC) =n—1 ((0,17.1.8) et (0, 16.3.4)). Comme (D/tD)®/;k = D® 4, et que D/tD € C, I’hypothése
de récurrence montre que R(D/tD) est vraie; en outre, ¢ est G-régulier, donc aussi D-régulier par platitude
(0;, 6.3.4); ’hypothése faite sur R montre donc que R(D) est vraie.

Pour terminer la démonstration de (7.5.1), il suffit ici d’appliquer le lemme (7.5.1.1) en prenant pour C
la catégorie des anneaux locaux des spectres d’anneaux locaux complets, tenant compte de I’hypothése (R,y), et
prenant pour C I’anneau Ap, pour D P’anneau B;.

Corollaire (7.5.2). — Soient A un anneau local noethérien, m ’idéal maximal de A, k= Ajm son corps résiduel, B un
anneau local noethérien, ¢ : A—>B un homomorphisme local tel que :

(1) Le corps résiduel de B est une extension finie de k.

(ii) B est un A-module plat.

Soit d’autre part R(C) une propriété vérifiant les conditions (Ry) (7.3.10), (Ryy) (7.3.18) et (Ryy) (7.5.1).

Enfin, soit R’'(C) une propriété vérifiant la condition suivante :

(Ry) i C, D sont deux anneaux locaux noethériens, { : C—>D un homomorphisme local tel que

g="% : Spec(D) — Spec(C)

soit un P-morphisme, alors la propriété R’(C) implique R(D).

Supposons que le morphisme canonique Spcc(:&) —> Spec(A) soit un P’-morphisme, ot P’ se¢ définit & partir de R’
comme P & partir de R dans (7.5.0).

Cela étant, soit f="¢ : Spec(B) — Spec(A), et supposons que la propriété P(Spcc(ﬁ ®1k), k) soit vraie. Alors, pour
tout x € Spec(A), la propriété P(f~1(x), ke(x)) est vraie (autrement dit, f est un P-morphisme).

Procédons encore en deux étapes :

I) Réduction a Vétude des anneaux locaux de la fibre générique. — Appliquons encore le lemme (7.3.16.2); la
seule différence avec le raisonnement de I) dans (7.5.1) est qu’ici I’anneau A’ est seulement un anneau semi-local
intégre, mais non nécessairement local; tout idéal maximal n” de B’ est alors au-dessus d’un idéal maximal m’ de A’;
comme tout anneau local de Spec(B’®,,K’) est un anneau local de Spec(B’), donc de 'un des Spec(Bj:)
(au-dessus du point générique de Spec(Af,:)) on est ramené & prouver que les anneaux locaux de Spec(Bys ® Al K
possédent la propriété R. Or, la définition de P’ implique que si P’(Z, k) est vraie, il en est de méme de
P (Z®,k, k') pour toute extension finie £’ de k; le méme raisonnement que dans (7.3.7) prouve que les fibres
formelles de A7, possédent la propriété P’. On voit comme dans la partie I) de la démonstration de (7.5.1) que Apy
et By, vérifient les conditions (i) et (ii) de (7.5.2); d’autre part, si k" est le corps résiduel de Ay, la propriété
P(Spcc(ﬁﬁ, ®;zm,k’), k') est vraie : en effet, le complété de Af, est I'un des anneaux locaux composants de
A’=A®,A’ et le complété de B}y, I'un des anneaux locaux composants de B =B®,B=B®,A = B®2A; 1e
raisonnement de I), dans (7.5.1), prouve donc notre assertion.

On peut donc se borner au cas ol A est en outre supposé intégre, et & prouver que, si K est le corps des
fractions de A, les anneaux locaux de Spec(B®,K) possédent la propriété R.

I1) Réduction au cas ot A et B sont complets. — Soient £ le point générique de Spec(A), y un point quelconque
de f1(§); il s’agit de prouver que R(9,) est vraie; compte tenu de la condition (Ry), il suffira de voir qu’il existe
dans Spec(ﬁ) un point z au-dessus de y et tel que R(0,) soit vraie. Or, il résulte de’hypothése faite sur Spcc(ﬁ@;k)

et de (7.5.1) que le morphisme 99 : Spcc(ﬁ) — Spec(/?x) est un P-morphisme. D’autre part, pour tout point
zZE Spec(ﬁ) au-dessus de y (il en existe, puisque B est un B-module fidélement plat), I’image x de z dans Spcc(;‘;)
appartient a la fibre A~1(§) pour le morphisme canonique £ : Spec(./?s) —> Spec(A); en vertu de I’hypotheése faite
sur A, la propriété R’(9,) est vraie; donc en vertu de (Ry), R(9,) est vraie. C.Q .F.D.

Exemples (7.5.8). — Considérons les propriétés R(C) suivantes (C étant un anneau local noethérien) :

(i)  (aussi notée (i,)) coprof(C)<n.
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(ii)  (aussi notée (ii,)) C vérifie (S,).

(iii) G est un anneau de Cohen-Macaulay.

(iv) C est un anneau régulier.

(v) (aussi notée (v,)) C est intégre, intégralement clos et vérifie (R,,).

(vi) G est intégre et intégralement clos.

(vii) C est intégre.

(viii) C est réduit.

Toutes ces propriétés vérifient (Ry;;), comme on I’a vu dans (7.3.19, (i)). Elles vérifient aussi (Ry) : pour (i),
cela résulte de (0, 16.4.10, (ii)), et pour (ii) et (iii), cela résulte de (5.12.4) et du fait qu’un anneau local
noethérien complet est caténaire (5.6.4); pour (iv), c’est un cas particulier de (0, 17.1.8); pour (vii), cela
découle de (3.4.5) et pour (viii) de (3.4.6); pour (vi) cela résulte de (5.12.7) et de ce qu’un anneau local
noethérien complet est caténaire (5.6.4); enfin, pour (v), cela résulte de ce qui précéde et de (5.12.5).

On peut donc appliquer le théoréme (7.5.1) lorsque R est 'une quelconque des propriétés ci-dessus.
D’autre part, on a déja remarqué (7.3.11) que les propriétés (i) a (viii) vérifient (Ry) (sauf pour (vii), ou la
vérification de (Ry,) est conséquence de (2.1.14)). En ce qui concerne (Ry), on notera que si I’'on y fait R'=R,
la condition (Ry) se réduit a la condition (R]) de (7.3.11), et on a noté que les propriétés (ii) a (vi), ainsi
que (viii), vérifient (R]) (7.8.11); pour la propriété (i), on peut prendre pour R’ la propriété d’étre un anneau
de Cohen-Macaulay, en vertu de (6.3.2). Enfin, pour la propriété (vii), la condition (Rf) n’est plus vérifiée (ni
d’ailleurs (R;)), comme le montre ’exemple de (6.15.11, (ii)) ou de (6.5.5, (ii)). Par contre, (Ry) est alors vraie
lorsque ’on prend pour R’ la propriété d’étre régulier : il suffit en effet d’appliquer le lemme (7.5.1.1) en prenant
pour C la catégorie de tous les anneaux locaux noethériens, et pour R(C) la propriété d’étre intégre; cela est
possible en vertu de (3.4.5).

On voit ainsi en particulier que lorsque R est I'une quelconque des propriétés (i) a (viii), la conclusion du
corollaire (7.5.2) est applicable lorsque ’on suppose que les fibres formelles de A sont géométriquement réguliéres
(cf. (7.8.2)).

Remarques (7.5.4). — (i) Il serait intéressant de savoir si le théoréme (7.5.1) subsiste sans I’hypothése de
finitude (i) sur le corps résiduel de B. La réponse est affirmative lorsque le corps résiduel £ de A est de caracté-
ristique 0, comme on le voit en utilisant les résultats de Hironaka sur la résolution des singularités (cf. (7.9.8)).
Signalons le cas particulier suivant de la question soulevée ici : Soient A et B deux anneaux noethériens complets,
k le corps résiduel de A, ¢ : A—B un homomorphisme local faisant de B une A-algébre formellement lisse (0, 19.3.1)
(ce qui équivaut a dire que B est un A-module plat et que B® , % est géométriquement régulier sur £ (0, 19.7.1)).
Alors les fibres du morphisme % : Spec(B) — Spec(A) sont-elles géométriquement réguliéres ? Il en est ainsi lorsque
le corps résiduel " de B est une extension finie de k, d’aprés (7.5.1); on peut démontrer que la réponse est encore
affirmative lorsque &” est une extension de type fini de k. Nous ignorons la réponse lorsque B®,k est un corps égal
a la cloture séparable de k.

(ii) On pourrait énoncer un résultat analogue a (7.5.1) relatif 2 un A-module M, un B-module N, tous deux
de type fini, concernant les propriétés de (M® AN)y@)%k( ), ou y parcourt Spec(B) et x=f(y), découlant
de propriétés de méme type de M et N,,.

(iit) Lorsque la propriété R vérifie les conditions (RY), (Ry), (Ryy) et (Ry) et que les hypotheéses (i) et (ii)
de (7.5.2) sont remplies, alors, des propriétés R(A) et P(Spec(ﬁ@' k), k) on déduit R(B). C’est le cas, comme on
I’a vu (7.5.3), pour les propriétés données en exemples dans (7.5.3), sauf pour (i) et (vii). En ce qui concerne (vii),
il est cependant plausible que la réponse 4 la question suivante soit affirmative : soit ¢ : A—B un homomorphisme
local d’anneaux locaux noethériens, faisant de B un A-module plat. Supposons que A soit complet, intégre et géométri-
quement unibranche et que la fibre Spec(B® , k) (ol k est le corps résiduel de A) soit géométriquement localement intégre;
alors est-il vrai que B soit intégre? On peut le démontrer lorsque £ est de caractéristique o, en utilisant la
résolution des singularités de Hironaka (7.9.8); on peut montrer aussi que la réponse est affirmative lorsque B est
une A-algébre essentiellement de type fini (1.3.8) (cf. (11.3.10) et (11.3.11)) ou lorsque Spec(B®,k) est
géométriquement normale (car il résulte alors de (7.5.3) que le morphisme Spec(B) — Spec(A) est normal, donc
on conclut par (6.15.10)). Mais méme en supposant que le corps résiduel de B soit égal & celui de A et que B est
aussi complet, nous ignorons si la réponse est affirmative dans le cas général.

(iv) Considérons la propriété R(C) : « C est réduit, équidimensionnel et vérific (R,) »; elle vérifie (Ry),
en vertu de (5.12.5), mais on ignore par contre si elle vérifie (R}), (Ry) ou (Ry,), les difficultés provenant de la
vérification de 1’équidimensionalité.
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Dans la suite de ce numéro, nous allons appliquer (7.5.1) a ’étude des produits tensoriels complétés A®,CB
d’anneaux locaux noethériens qui sont des algébres sur un corps k.

Lemme (7.5.5). — Sotent k un corps, A, B deux anneaux locaux noethériens complets contenant k, le corps résiduel de A
étant une extension finie de k. Soit C le produit tensoriel complété A®kB (0, 7.7.5). Alors :

(i) G est un anneau semi-local noethérien complet.

(ii) G est un A-module plat et un B-module plat.

(iii) Si m est Pidéal maximal de A, mC est contenu dans le radical de G, et C[mC est isomorphe ¢ (A[m)®;B.

(iv) Les corps résiduels des composants locaux de C sont des extensions finies du corps résiduel de B.

Les propriétés (i), (iii) et la premiére assertion de (ii) sont des cas particuliers de (0, 19.7.1.2). Pour prouver
que C est un B-module plat, notons que pour tout £>o0, C/m*"C =(A/mP)®;B est un B-module plat, puisque &
est un corps; il suffit donc d’appliquer (0, 10.2.6) a4 chacun des composants locaux de C (dont C est le
composé direct). Enfin, si n est ’idéal maximal de B, les corps résiduels des composants locaux de C sont aussi
ceux des composants locaux de I’anneau artinien (A/m)®y (B/n), qui, par hypothése, sont des extensions finies
de B/n.

Proposition (7.5 .6).— Soient k un corps, A, B deux anneaux locaux noethériens complets contenant k, et dont les corps résiduels
sont des extensions finies de k. Soit d’autre part R une propriété vérifiant les conditions (Ry), (Ry,) et (Ry) (la propriété P
étant définie a partir de R par (7.5.0)). Supposons que R(A) soit vraie, ainsi que P(Spec(B), k) (ce qui signifie
que pour toute extension finie £’ de £ et pour chacun des anneaux locaux complets B; dont le composé direct
est B®Rk, R(B;) est vraie). Alors, pour chacun des anneaux locaux complets Cj dont A®kB est le composé direct,
R(Cj) est vraie.

Il résulte de (7.5.5, (iii)) que chacun des homomorphismes A—>Cj est local et de (7.5.5, (ii)) que
chacun des Cj est un A-module plat ; enfin, par (7.5.5, (iv)), les corps résiduels des C; sont des extensions finies
de A/m. D’autre part, la propriét¢ P(Spec(C®, (A/m)), Ajm) est vraie, car C/mC =(A/m)®B, et I’assertion
résulte de la définition de P et de I’hypothése que A/m est une extension finie de k. Toutes les conditions
de (7.5.1) sont donc vérifiées pour les homomorphismes locaux A-—C;j et les morphismes correspondants
Spec(C;) — Spec(A) sont donc des P-morphismes; la conclusion résulte alors de (R;) et de ’hypothése que R(A)
est vraie.

Corollaire (7.5.7) (Chevalley). — Soient k un corps parfait (resp. algébriquement clos), A, B deux anneaux locaux
noethériens complets contenant k et dont les corps résiduels sont des extensions finies de k. Alors, si A et B sont réduits (resp. intégres)
le produit tensoriel complété A@)kB est réduit (resp. intégre).

I) Supposons £ parfait, A et B réduits; soient A; (resp. Bj) les quotients de A (resp. B) par ses idéaux premiers
minimaux (1<i<r, 1<j<s), quisont complets; I’hypothése entraine que A (resp. B) s’identifiec 4 un sous-anneau
du composé direct des A; (resp. Bj); les produits tensoriels étant pris sur un corps, A®;B s’identifie & un sous-anneau
du compos¢ direct des A;®;Bj, et on vérifie aussitdt que la topologie produit tensoriel de A®yB est induite par
le produit des topologies des A;®;Bj. Il en résulte que A@kB s’identifie 4 un sous-anneau du composé direct des
A ®k Bj, et on est donc ramené au cas ol A et B sont intégres. Soient alors A” et B’ les clotures intégrales de A et B
respectivement; on sait, par le théoréme de finitude de Nagata (0, 23.1. 6), que A’ (resp. B’) est un A-module
(resp. B-module) de type fini et un anneau local complet. En outre, A®kB s’identifie 4 un sous-anneau de A’ ®kB'
en effet, il suffira de prouver que A®kB s’identifie & un sous-anneau de A’ ®kB, et ce dernier 4 un sous-anneau
de A’@)kB’. Cela résulte du lemme suivant :

Lemme (7.5.7.1). — Soient A, B deux anneaux locaux noethériens complets contenant un corps k et dont les corps résiduels
sont des extensions finies de k. Soit m I’idéal maximal de A. Pour tout A-module M de type fini (muni de la topologie m-adique),
le produit tensoriel complété M@)kB (0, 7.7.1) s’identific canoniquement & M®,(A @kB).

En effet, on a un isomorphisme canonique M®;B = M®,(A®;B) donc un homomorphisme canonique
composé

¢ :M®;B S M®, (A®;B) - M®, (A®;B)

et il est immédiat que cet homomorphisme est continu pour les topologies produits tensoriels; en outre, M ®, (A ®B)
est séparé et complet ((7.5.5) et (0;, 7.7.8)), donc on a aussi par complétion un homomorphisme continu

$: M®B > M®, (AQ,B)
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11 est immédiat que cet homomorphisme est bijectif lorsque M est libre de type fini; comme on a une suite
exacte L'—>L-—->M-—>0, ou L et L’ sont des A-modules libres de type fini, on en déduit un diagramme commutatif

L'®,B L®,B M®,B — > o
t |
l \ \’

L'®,(A®B) - L®,(A®;B) — M®, (A®,B) — o

ou les lignes sont exactes (la premiére en vertu de la définition du produit tensoriel complété et de (0, 13.2.2));
les deux premiéres fleches verticales étant des bijections, il en est de méme de la troisiéme.

Le fait que A@kB s’identifie & un sous-anneau de A’® A(A@) 1B) résulte alors de ce que A est un sous-

anneau de A’ et de ce que A@kB est un A-module plat (7.5.5). On peut ainsi supposer en outre que A et B sont
intégralement clos; comme en outre k est supposé parfait, Spec(A) et Spec(B) sont géométriquement normaux sur k en
vertu de (6.7.7, b)); on peut alors appliquer (7.5.6) en prenant pour R la propriété (vi) de (7.5.3).

II) Supposons k algébriquement clos, A et B intégres. Le raisonnement de I) rameéne encore au cas o A et B
sont intégralement clos; il résulte alors de (7.5.6) que Spcc(A@kB) est normal, donc A@kB est composé direct

d’anneaux locaux complets intégralement clos, et tout revient & voir que A@kB est un anneau local; il suffit pour
cela de vérifier que si m et n sont les idéaux maximaux de A et B, (A/m)®y(B/n) est un anneau local (voir démons-
tration de (0, 19.7.1.2)); mais comme A/m et B/n sont des extensions finies de k, elles sont identiques a k, d’ou la
conclusion.

Remarque (7.5.8). — 1l serait intéressant de déterminer si, dans (7.5.7), on peut remplacer I’hypothése que k&
est parfait ou algébriquement clos par I’hypothése que Spec(A) ou Spec(B) est géométriguement intégre sur k, ou
tout au moins par ’hypothése que A (par exemple) soit intégre et contienne un sous-anneau A, isomorphe 2 un
anneau de séries formelles £[[T,, ..., T,]], tel que le corps des fractions K de A soit séparable sur le corps des
fractions K, de A, (on peut montrer que cette condition entraine que A est géométriquement intégre sur £, et que
les deux propriétés sont équivalentes lorsque [k : kP] est fini (p étant I’exposant caractéristique de k)). De méme
il serait désirable de développer des variantes de (7.5.6) et (7.5.7) ou on affaiblirait I’hypothése de finitude des
corps résiduels de A et B, en supposant par exemple qu’un seul d’entre eux est extension finie de £, I’autre étant
quelconque.

7.6. Applications : I. Anneaux japonais locaux.

Proposition (77.6.x). — Soit A un anneau local noethérien réduit dont les fibres formelles
sont géométriquement normales. Alors le complété A est réduit, la fermeture intégrale A’ de A dans
son anneau total des fractions est une A-algébre finie (donc un anneau noethérien semi-local) et
son complété A est isomorphe & la fermeture intégrale de A dans son anmeau total des fractions.

Les fibres formelles de A sont a fortiori géométriquement réduites, donc ’hypo-
thése que A est réduit entraine qu’il en est de méme de A, en vertu de (7.5.17). Soient
p; (1<i<n) les idéaux premiers minimaux de A, et soit B,=A[p;; les fibres formelles
des anneaux locaux B, sont alors aussi géométriquement normales (7.3.15), donc les ﬁi
sont aussi réduits et il résulte de (0, 23.1.7, (i)) que la cléture intégrale B; de B; dans
son corps des fractions est un B,-module de type fini, donc un A-module de type fini;
comme A’ est composée directe des B; (II, 6.3.8), on voit que A’ est un A-module de
type fini. Soient m; (1<j<r) les idéaux maximaux de ’'anneau semi-local A’; on sait
que le complété A’ de A’ s'identifie au composé direct des complétés A;nides A;n’_ (Bourbaki,
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Alg. comm., chap. III, § 2, n° 13, cor. de la prop. 19). Or, il résulte de ’hypothése et
de (7.3.15) que les fibres formelles des A;nf sont géométriquement normales; comme
Spec(A’) est normal par définition, il en est de méme des Spec(A;,,i), et on déduit donc
de (7.3.17) que Spec(A,’ni) est normal pour tout j, donc aussi Spec(A’). D’autre part
(Bourbaki, Alg. comm., chap. IV, § 2, n° 5, cor. 3 de la prop. g et chap. III, § 3, n° 4, th. 3),
A’ gidentifie & A'®AA puisque A’ est un A-module de type fini; comme A’ contient A
et est contenu dans I’anneau total des fractions R de A, et que A est un A-module plat,
A’ contient A et est contenu dans R'=R®,A; enfin, comme A est un A-module plat,
tout élément régulier de A est aussi A-régulier (07, 6.3.4); donc R’ s’identifie canoni-
quement & un sous-anneau de ’anneau total des fractions R” de A (Bourbaki, Alg. comm.,
chap. II, § 2, n° 1, Remarque 7). Comme Spec(A’) est normal et que A’ est un A-module
de type fini, A’ est bien la fermeture intégrale de A dans R”.

Corollaire (7.6.2). — Sous les hypothéses de (77.6.1), il y a une correspondance biunivoque
canonique entre I’ensemble des idéaux maximaux m; de A’ (autrement dit, I’ensemble des points
de Spec(A’) au-dessus du point fermé de A) et Pensemble des idéaux premiers minimaux q;
de A (autrement dit, Pensemble des points maximaux de Spec(A)); dans cette corres-
pondance, le complété A;n’_ de A;nj est isomorphe a la clﬁtu:e intégrale de A/ q;-

On sait en effet que la fermeture intégrale de A dans son anneau total des fractions
est composée directe des clotures intégrales des A/qi, qui sont des anneaux locaux
complets (0, 23.1.6).

Corollaire (7.6.3). — Sous les hypothéses de (7.6.1), pour que A soit intégre, il faut
et il suffit que A soit unibranche; pour que A soit géométriquement unibranche, il faut et il suffit
que A le soit.

C’est un cas particulier de (7.6.2).

Théoréme (7.6.4) (Zariski-Nagata). — Soit A un anneau semi-local noethérien. Les
conditions sutvantes sont équivalentes :

a) Pour toute A-algébre finie réduite C, le complété G est un anneau réduit.

a’) Pour tout anneau quotient intégre B de A, de corps des fractions K, le complété B est

-~

réduit, et les corps composants L, de I’anneau total des fractions de B sont des extensions séparables
de K.

a'’) Les fibres formelles de A sont géométriquement réduites (autrement dit, pour tout
anneau quotient intégre B de A, de corps des fractions K, la K-algebre B®yK est
séparable (4.6.2)).

b) Tout anneau quotient intégre B de A est un anneau japonais.

Pour montrer que a) entraine a’), il suffit de vérifier que les L, sont des extensions
séparables de K, ou encore (4.6.1) que pour toute extension finie K’ de K, I’anneau
B®;K’ est réduit; or K’ est engendré par un nombre fini d’éléments entiers sur B, et
ces derniers engendrent une sous-B-algébre finie B’ de K’, dont K’ est corps des fractions.
On a B'=B®,B’ ((0;,7.3.3) et Bourbaki, Alg. comm., chap. IV, § 2, n° 5, cor. 3 de
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la prop. g), donc ﬁ@BK’zﬁ’®B,K’ par associativité du produit tensoriel; mais B’ est
une A-algeébre intégre finie, donc B’ est un anneau réduit en vertu de a ), et comme B
est un B’-module plat, les éléments +o0 de B’ sont B’-réguliers, ce qui entraine que
B'®y K’ sidentific & un sous-anneau de ’anneau total des fractions de B’, et a Sortiori
est réduit. ‘

Pour voir que a’) entraine a”’), considérons un point quelconque x de X = Spec(A),
et soit Y le sous-schéma fermé intégre de X ayant {—x} pour espace sous-jacent; on a
Y=Spec(B), ot B est un anneau quotient intégre de A, et Spec(B)=Y xySpec(A),
de sorte que la fibre formelle de A au point x est la méme que celle de B, ou encore est
égale a Spec(}A3®B K). Comme les anneaux locaux de Spec(ﬁ@B K) sont ceux de Spec(ﬁ)
aux points de la fibre de x, ’hypothése entraine que B®;K est réduit, et les conditions
de a’) entrainent donc que ﬁ@BK est une K-algebre séparable (4.6.1).

La condition @’’) entraine a), car il résulte de (7.3.15) que les fibres formelles
de G sont alors géométriquement réduites, et si C est réduit, il en est donc de méme
de C (cas particulier de (7.3.17)).

Le fait que a’) implique &) est un cas particulier de (0, 23.1.7). Reste donc a
prouver que &) entraine a). Notons que si C est une A-algébre finie, pour tout idéal
premier q de C, I'image réciproque p de q dans A est un idéal premier et C/q est une
(A/p)-algebre finie, donc ’hypothése 4) entraine que tout anneau quotient intégre de C
est un anneau japonais. On est ainsi ramené a prouver que sous ’hypotheése ), le complété
de tout quotient intégre de A est réduit. Raisonnons par récurrence sur n=dim(A), I’assertion
étant triviale pour n=o0; en remplagant A par les quotients de A par ses idéaux premiers
minimaux p;, on peut se borner au cas ol A est intégre (tout quotient intégre de A
étant quotient de l'un des A/p;,). Pour tout idéal premier p=o0, I’hypothése de
récurrence montre déja que le complété de A/p est réduit, et il suffit donc de prouver
que A est réduit. En outre, la cléture intégrale A’ de A est par hypothése un A-module
de type fini, donc un anneau semi-local noethérien et A s’identifie & un sous-anneau
de A’ ((0;, 7.3.3) et Bourbaki, Alg. comm., chap. IV, § 2, n® 5, cor. 3 de la prop. 9); il
suffira donc de prouver que A’ est réduit; on a vu ci-dessus que I’hypothése b) est aussi
vérifiée par A’, qui par ailleurs est aussi de dimension z (0, 16.1.5); on peut donc se
borner au cas ot A est intégralement clos. Soit t+0 un élément du radical de A, et soient

q; (1<j<n) les idéaux premiers minimaux parmi ceux contenant fA; on a les propriétés
suivantes :

(1) t est régulier.

(i) AJtA n’a pas d’idéaux premiers associés immergés.

(1i1) Les Aqi sont des anneaux de valuation discréte.

(iv) Les complétés des A/q; sont réduits.

En effet, (i) est triviale puisque A est intégre et ¢+ 0. Comme A est intégralement
clos, AJtA vérifie (S,), c’est-a-dire (5.7.7) est sans idéaux premiers associés immergés
(Bourbaki, Alg. comm., chap. VII, § 1, n° 4, prop. 8). Toujours parce que A est intégra-
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lement clos, les A"i le sont et on sait (loc. cit.) que ces anneaux sont de dimension 1,
donc ce sont des anneaux de valuation discréte, d’on (iii). Enfin, (iv) provient de
I’hypothése de récurrence. La démonstration sera achevée si nous prouvons le

Lemme (7.6.4.x) (Zariski). — Soient A un anneau semi-local noethérien, t un élément
de son radical vérifiant les conditions (i) & (iv) précédentes ; alors A est réduit.

Posons pour simplifier A'=A, et considérons ¢ comme un élément de A’; on a
A'[tA’'= (AJtA)®,A’, et comme A’ est un A-module plat, il résulte de (3.3.1) que les
idéaux premiers de A’ associés au A’-module A’[tA’ sont les idéaux premiers g, tels
que g, soit au-dessus de q; et associé au k-module (A’[tA’)®,k;, ol k; est le corps
des fractions de A/qg;. Or, Spec((A’[tA")®,k;) est la fibre formelle de A au point g,
ou aussi celle de A/q; au point q; (point générique de Spec(A/q;)). Comme en vertu
de (iv) le complété A’/q;A’ de A/q; est réduit, il en est de méme de la fibre formelle
de A/q; au point générique de Spec(A/q;); cette fibre formelle n’a donc pas de cycle
premier associé immergé et ses anneaux locaux aux points génériques qj, de ses compo-
santes irréductibles sont des corps (3.2.1). On voit donc par (3.5.3) et 'hypothése (ii)

que A’[tA’ n’a pas d’idéaux premiers associés immergés, et d’autre part que ;A est

’

Uy

I’idéal maximal de A;,.h pour tout k; comme A, est un anneau de valuation discréte,
j j

son idéal maximal in“i est principal, donc I’idéal maximal de I’anneau local noethé-

rien A/, est principal, ce qui entraine que cet anneau est un anneau de valuation discréte
%, )

(Bourbaki, Alg. comm., chap. VI, § 3, n° 6, prop. g9). Nous venons ainsi de vérifier
les hypothéses (i) a (iv) pour l’anneau local complet A'. 1l suffit donc de montrer que si A

N

est complet et vérifie les hypothéses (i) a (iii) ((iv) I’étant automatiquement dans ce cas),
alors A est réduit. Or, les hypothéses (i) et (ii) impliquent que, si ¢ : A— II Aa,- est
j=1
I’homomorphisme canonique,ona t"A=¢ *(¢(t"A)) (3.4.9);commel’image canonique
de tA dans ’anneau de valuation discréete qu est une puissance q;'qu de I’idéal maximal,
on voit que sur A la topologie (¢tA)-préadique est 'image réciproque par ¢ de la topologie
produit sur I A“i' Or, comme ¢ appartient au radical de A, la topologie (tA)-préadique
i=1

est séparée, donc ¢ est injectif. Mais en vertu de I’hypothese (iii), les Aqi sont integres,
donc I1 qu est réduit, et a fortior: il en est de méme de A. C.Q .F.D.

i=1

Corollaire (7.6.5). — Soit A un anneau semi-local noethérien vérifiant les conditions
équivalentes de (7.6.4); toute A-algébre semi-locale essentiellement de type fini vérifie aussi les
conditions de (7.6.4).

La condition @’’) de (7.6.4) signifie en effet que A est un P-anneau, ou P(Z, k)
est la propriété « Z est géométriquement réduit sur £ »; le corollaire est donc consé-
quence du théoréme général (7.4.4).

Corollaire (7.6.6). — Soient A un anneau semi-local noethérien intégre de dimension 1,
K son corps des fractions. Pour que A soit un anneau japonais, il faut et il suffit que le complété A
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de A soit réduit et que, st q; (1< j<n) sont les idéaux premiers minimaux de A, les corps des fractions
des anneaux intigres A| q; sotent des extensions séparables de K.

Les quotients intégres de A sont en effet A lui-méme et des corps, donc la condition 4)
de (7.6.4) équivaut a ’hypothése que A est un anneau japonais, et ’hypothése a’') aux
conditions de I’énoncé sur A, d’out la conclusion.

Remarques (7.6.7). — (i) Les conditions équivalentes de (7.6.6) signifient encore
que les fibres formelles de A sont géométriquement réguliéres (7.9.19, (iv)). On a déja
observé (loc. cit.) que cette condition est vérifiée lorsque A est un anncau de valuation
discréte dont le corps des fractions est de caractéristique o.

(i) Le méme raisonnement que dans la premiére partie de la démonstration
de (7.6.4) montre que pour un anneau semi-local noethérien A, les deux conditions
suivantes sont équivalentes :

a) Pour tout anneau quotient intéegre B de A, le complété B est réduit.

a') Les fibres formelles de A sont réduites.

Compte tenu de (0, 23.1.7, (1)), ces deux conditions impliquent la suivante

b) Pour tout anneau quotient intégre B de A, la cloture intégrale de B est une B-algébre finie.

Lorsque A est un anneau universellement caténaire, on peut prouver que la condi-
tion b) entraine inversement a); nous n’aurons pas a utiliser ce résultat.

7.7. Applications : II. Anneaux universellement japonais,

(77-7.1) Rappelons (0, 23.1.1) que 'on appelle anneau universellement japonais
un anneau A tel que toute A-algébre intégre de type fini soit un anneau japonais. Il
revient au méme de dire que pour toute A-algebre intégre de type fini B, la cl6ture
intégrale de B est une B-algébre finie.

Théoréme (7.7.2) (Nagata). — Soit A un anneau noethérien. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

a) A est un anneau universellement japonais.

b) Tout anneau quotient intégre de A est un anneau japonais.

c) Pour tout idéal maximal m de A, tout anneau quotient intégre de A, est un anneau
Japonais, et pour tout anneau quotient intégre B de A, de corps des fractions K, toute extension
radicielle finie K' de K et toute sous-B-algébre finie B' de K', de corps des fractions K', il existe
f'#0 dans B’ tel que B} soit intégralement clos (cf. (6.13.7)).

De plus, si A vérifie ces conditions, il en est de méme de tout anneau de fractions S™'A de A
et de toute A-algébre de type fini.

Montrons d’abord que &) entraine ¢); tout anneau quotient intégre de A, est un
anneau de fractions d’un anneau quotient intégre de A, donc un anneau japonais
(0,23.1.1). D’autre part, tout quotient B de A par un de ses idéaux premiers est un anneau
japonais, donc il en est de méme de B’ (0,23.1.1). On en déduit que Pensemble
Nor(Spec(B’)) est ouvert (6.13.3), donc contient un ensemble ouvert non vide

D(/") = Spec(B}).
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Montrons en second lieu que si A vérifie ¢), il en est de méme de toute A-algébre
de type fini B. En premier lieu, pour tout idéal premier q de B, B, est anneau local
en un idéal premier de S~'B, oi S=A-—p, p étant P'image réciproque de q
dans A; comme par hypothése tout anneau quotient intégre de A, est un anneau
japonais, il en est de méme de tout anneau quotient intégre de B, puisque S™'B est
une A-algébre de type fini (7.6.5). D’autre part, si C est un quotient intégre
de B, de corps des fractions K, K’ une extension radicielle finie de K et C’' une sous-
C-algebre finie de K’, de corps des fractions K’, C' est une A-algébre intégre de type
fini, et en vertu de (6.13.7), ’hypothése ¢) sur A entraine que le spectre de C’ contient
une partie ouverte non vide dont tous les points sont normaux; autrement dit, il
y a un g'+0 dans C’ tel que C, soit intégralement clos, ce qui prouve notre
assertion.

Ce résultat montre que, pour prouver 1’équivalence de a), b) et ¢), il suffit de
montrer que ¢) entraine b), et méme de prouver que pour tout anneau quotient intégre B
de A, de corps des fractions K, la cléture intégrale B’ est un B-module de type fini. Or,
la condition ¢) entraine qu’il existe f+o dans B tel que B, soit intégralement clos, et
on a ainsi vérifié pour B la condition (i) de (6.13.6). D’autre part, la condition (ii)
de (6.13.6) est aussi vérifiée par B; en effet, pour tout idéal maximal q de B, B, est
quotient d’'un anneau local A, ol p est maximal dans A; comme A, est par hypothése
un anneau japonais, il en est de méme de B,; en outre, pour tout idéal premier r de B,
B, est anneau de fractions d’'un By, ol g est un idéal maximal de B, donc est encore
un anneau japonais, ce qui prouve notre assertion.

On a en outre vu plus haut que si A vérifie les conditions équivalentes a), 4), ¢),
il en est de méme de toute A-algébre de type fini. D’autre part, si A vérifie 5), il en est
de méme de tout anneau de fractions S™'A, car tout quotient intégre de ST'A est
de la forme S™'A/S™'p, ou p est un idéal premier de A, et comme A/p est par hypothése
un anneau japonais, il en est de méme de S™*(A/p) (0, 23.1.1). Cela achéve de prouver
la derniére assertion de I’énoncé.

Corollaire (77.7.3). — Sotent A un anneau noethérien vérifiant les conditions suivantes :

(i) Pour tout idéal maximal m de A, les fibres formelles de A, sont géométriquement
réduites.

(ii) Les conditions équivalentes de (6.12.4) sont vérifices.

Alors A est universellement japonais.

En effet, il résulte alors de (7.6.4) que tout anneau quotient intégre de A, est
un anneau japonais; d’ou la conclusion, en vertu de (7.7.2).

Corollaire (7.%7.4). — Un anneau de Dedekind dont le corps des fractions est de carac-
téristique o (en particulier Z) est un anneau universellement japonais. Un anneau local noethérien
dont les fibres formelles sont géométriquement réduites (en particulier un anneau local noethérien
complet) est universellement japonais.

La premiére assertion résulte de (7.7.3), (7.6.7, (i)) et (6.12.6). La seconde
résulte de (7.6.4) et (7.7.2).
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7.8. Anneaux excellents.

(7.8.1) Les numéros précédents de ce paragraphe (ainsi que (6.11), (6.12) et
(6.13)) ont été consacrés a I’étude de problémes que I'on rencontre fréquemment dans
P'utilisation des anneaux et des préschémas noethériens, et qui peuvent se grouper dans
les types suivants :

A) Pour un anneau local noethérien A, les propriétés de A se « transmettent-elles »
a son complété A ? Par exemple, si A est réduit (resp. intégre, resp. intégre et intégralement
clos), en est-il de méme de A ? La plupart de ces questions sont liées aux propriétés
locales des fibres formelles de A (rappelons que ce sont les fibres du morphisme canonique
Spec(A) — Spec(A)). Une exception est formée par les propriétés liées a la notion de
dimension, par exemple la propriété d’étre équidimensionnel; c’est alors la condition
des chafnes et ses divers raffinements qui jouent le rdle essentiel.

B) Pour un préschéma localement noethérien X (en particulier pour un schéma
affine Spec(A)), I’ensemble des xeX ou ’anneau local 0, posséde une certaine propriété
(par exemple étre intégralement clos, ou de Cohen-Macaulay, ou régulier) est-il ouvert ?

C) Pour un anneau intégre A, la fermeture intégrale de A dans une extension finie
de son corps des fractions est-elle un A-module de ¢ype fini ? Bien entendu, cette question
peut se traduire pour les préschémas noethériens (II, 6.3).

Les problémes de type B) ou C) peuvent aussi étre posés pour des anneaux locaux,
mais il ne suffit pas en général qu’ils soient résolus affirmativement pour tout anneau
local A, d’un anneau A pour qu’ils le soient pour A (cf. (6.13.6)).

Soulignons en outre que dans I’étude de ces problémes, nous nous sommes systé-
matiquement préoccupés de savoir si la réponse affirmative a 'un d’eux est stable pour
les deux opérations les plus importantes de 1’Algebre commutative : la localisation et
le passage a une algebre de type fini.

Les résultats obtenus dans ’étude de ces problémes aménent a dégager la définition
d’une classe d’anneaux noethériens dont le comportement a cet égard est le meilleur
possible :

Définition (7.8.2). — On dit g’un anneau A est excellent s’il est noethérien et s’il vérifie
les conditions suivantes :

(1) A est universellement caténaire (ou, ce qui revient au méme (5.6.3, (1)), pour tout
idéal premier p de A, A, est universellement caténaire).

(ii) Pour tout idéal premier p de A, les fibres formelles de A, sont géométriquement régulieres.

(iii) Pour tout anneau quotient intégre B de A et toute extension finie radicielle K' du corps
des fractions K de B, il existe une sous-B-algébre finie B' de K', contenant B, ayant K' pour corps
des fractions, et telle que Iensemble des points réguliers de Spec(B') contienne un ouvert non vide.

Avec cette terminologie, I’essentiel des résultats du § 7 et d’une partie du § 6 se
résume alors comme suit :

Scholie (7.8.3). — (i) Dans les conditions (i) et (ii) de la définition (7.8.2) on peut se
borner aux idéaux p maximaux dans A. Pour qu’un anneau local noethérien soit excellent, il faut et
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i suffit qu’il soit universellement caténaire et que ses fibres formelles soient géométriquement réguliéres.

(i) 87 A est un anneau excellent, il en est de méme de tout anneau de fractions S™'A et
de toute A-algébre de type fini.

(iii) Un anneau local complet (en particulier un corps) est excellent. Un anneau de Dedekind
dont le corps des fractions est de caractéristique o (en particulier Z) est excellent.

(iv) Soient A un anneau excellent, X =Spec(A); Pensemble Reg(X) (resp. Nor(X),
Uy, (X)) des points ot X est régulier (resp. normal, resp. vérifie (R,)) est ouvert dans X. Pour
tout Ox-Module cohérent F, Uensemble U, (F) (resp. Usn(ﬂ'), CM(F)) des xeX oi
coprof(F,)<n (resp. des points ot F vérifie (S,), resp. des points ot F, est un O,-Module
de Cohen-Macaulay) est ouvert dans X.

(v) Soient A un anneau excellent, S un idéal de A, A le séparé complété de A pour la topologie
J-préadique. Alors le morphisme canonique f : Spec(A) — Spec(A) est régulier (autrement dit,
plat et a fibres géométriquement réguliéres). Si Pon pose X = Spec(A), X’:Spec(A), on a
(avec les motations de (iv) et en posant F'=F ®o Ox.),

(7-8.3.1)
Reg(X') =f7"(Reg(X)), Nor(X')=f""(Nor(X)), U (X)=s""(Ug (X))
Ug (F) =~ (Ug (F)), Ug (F)=f~'(Us (F)), CM(F)—f~HCM(#))

En particulier, si  est contenu dans le radical de A (par exemple si A est local et J son
idéal maximal), pour que A soit régulier (resp. normal, resp. réduit, resp. vérifie (R,), resp. soit
de coprofondeur <n, resp. vérifie (S,), resp. soit un anneau de Cohen-Macaulay), il faut et il
suffit quil en soit de méme de A; en particulier, pour que A n’ait pas d’idéaux premiers associés
immergés, il faut et il suffit qu'il en soit de méme de A.

(vi) Un anneau excellent A est universellement japonais; en particulier, si A est intégre,
sa fermeture intégrale dans toute extension finie de son corps des fractions est une A-algébre finie.

(vii) Soit A un anneau local excellent réduit. Alors le complété A est réduit, la fermeture
intégrale A’ de A dans son anneau total des fractions est une A-algébre finie (donc un anneau
semi-local), et la fermeture intégrale de A dans son anneau total des fractions est isomorphe au
complété A’ de A’ En outre, il y a une correspondance biunivoque canonique entre I’ensemble des
points maximaux de Spec(?&) (autrement dit, ’ensemble des idéaux premiers minimaux de A)
et Pensemble des points fermés de Spec(A’) (autrement dit, ’ensemble des idéaux maximaux
de A’). Pour que I’anneau local A soit unibranche, il faut et il suffit que A soit intégre ; pour que A
soit géométriquement unibranche, il faut et il suffit que A le soit,

(viii) St A est un anneau excellent intégre, la cloture intégrale de A est Uintersection des
clotures intégrales des anneaux A, o p parcourt ensemble des idéaux premiers de A de hauteur 1.

(ix) Soient A un anneau excellent, X =Spec(A), Z une partie fermée de X, U=X—Z,
i : U>X  DPinjection canonique, F un Oy-Module cohérent. Pour que le Ox-Module i (F) soit
cohérent, il faut et il suffit que, pour tout xeAss(F), on ait codim({Tc}nZ,@)ZQ. En
particulier, si A est intégre et F sans torsion, pour que i (F) soit cohérent, il faut et il suffit que
codim(Z, X) > 2.
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(x) Soit A un anneau local excellent. Pour tout anneau quotient intégre B de A, B est
équidimensionnel. Pour que A soit équidimensionnel, il faut et il suffit que A le soit.

La plupart de ces résultats ont déja été démontrés.

(i) La premiére assertion résulte de (5.6.3, (i)) et (7.4.4, (i)); la seconde,
de (7.4.4), (7.3.18), (6.12.7) et (6.12.4).

L’assertion (ii) résulte de (5.6.1), (5.6.3, (1)), (7.4.4) et (6.12.4).

(iii) La premiére assertion a été vue dans (5.6.4) et (7.4.4), compte tenu de (i).
La seconde a été vue dans (5.6.4) et (7.3.19, (iv)), compte tenu de (i).

L’assertion (iv) résulte de (6.12.4), (6.13.5), (6.12.9) et (6.11.8) (compte tenu
de (ii)).

La premiére assertion de (v) est conséquence de (7.4.6); les relations (7.8.3.1)
en découlent, compte tenu respectivement de (6.5.1), (6.5.4), (6.5.3), (6.3.5) et
(6.4.2). La derniere assertion de (v) est le cas particulier correspondant 4 la propriété (S,)
pour n=1 (5.7.5).

L’assertion (vi) résulte de (7.7.3), et I’assertion (vii) de (7.6.1), (7.6.2) et (7.6.3).
Pour prouver (viii), notons que I'anneau A", intersection des A, pour tous les idéaux
premiers p de hauteur 1 de A, est une A-algebre finie, comme il résulte de (vi), de
(7.8.2, (i)) et de (5.11.2). Comme la cléture intégrale A’ de A est une A-algebre finie,
les idéaux premiers de hauteur 1 de A’ sont exactement ceux qui sont au-dessus des
idéaux premiers de hauteur 1 de A (5.10.17, (iv)); la conclusion résulte donc
de (0, 23.2.9).

La premiére assertion de (ix) est conséquence de (vi) et de (5.11.4); la seconde
en est un cas particulier, si 'on observe que lorsque % est sans torsion, Ass(&) est réduit
au point générique de Spec(A). Enfin, pour prouver (x), il suffit d’observer que B est
un anneau local excellent par (ii); comme B est universellement caténaire et univer-
sellement japonais en vertu de (vi), ’anneau BY est une B-algébre finie (5.11.2), ce
qui montre que A est strictement formellement caténaire par (7.2.5, ¢)) et achéve la
démonstration de (x).

Remarques (7.8.4). — (i) Si on considére les anneaux noethériens A qui vérifient
seulement les conditions (ii) et (iii) de la définition (7.8.2), on vérifie par inspection des
démonstrations précédentes que les assertions (ii), (iii), (iv), (v), (vi) et (vii) de (7.8.3)
sont encore valables, en remplagant « excellent » par « vérifiant » (7.8.2, (ii) et (iii)).

(ii) L’anneau local caténaire A construit dans (5.6.11) vérifie les conditions (ii)
et (iii) (mais non la condition (i)) de la définition (7.8.2). En effet, la fibre formelle
en P'idéal maximal nC, de A est trivialement géométriquement réguliere, et celle aux
autres idéaux premiers p de A coincide avec celle de I'anneau E en ces idéaux premiers;
or E est une V-algébre de type fini et V est un anneau de valuation discréte, qui est
par suite un anneau excellent si I’on prend le corps %, de caractéristique o (7.8.3, (iii));
par suite E est un anneau excellent (7.8.3, (ii)) et cela prouve donc que A vérifie la
condition (7.8.2, (ii)). D’autre part, le complémentaire du point fermé dans Spec(A)
est isomorphe & un ouvert de Spec(E), dont un ouvert affine est le spectre d’'un anneau
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excellent, donc vérifie la condition (6.12.4, a)) en vertu de (7.8.3, (v)); cela prouve
que A lui-méme vérifie la condition de (6.12.4, a)), donc aussi (6.12.4, ¢)), qui n’est
autre que la condition (7.8.2, (iii)). Pourtant A ne satisfait pas 4 la condition (7.8.2, (i)),
puisque nous avons vu (5.6.11) qu’il n’est pas universellement caténaire.

(iii) On peut remplacer la condition (i) de la définition (%7.8.2) par la suivante
(plus faible en apparence, compte tenu de (5.6.10)) :

(") Pour tout idéal premier minimal p; de A (1<i<r), soit A] la cldture intégrale de
Panneau intégre A;,=A[p, ; alors, pour tout idéal maximal m’' de A, on a, en désignant par m
Uimage réciproque de m’ dans A,

(7.8.4.1) dim(A,,) = dim(A}) .

En effet, on a vu (Remarque (i)) que sous les seules hypothéses (ii) et (iii) de
(7.8.2), les analogues des propriétés (ii), (v), (vi) et (vii) de (7.8.3) sont valables. On
déduit donc d’abord de (vi) et (ii) que les A; vérifient (7.8.2, (ii) et (iii)) ; il résulte alors
de (v) que les complétés ((A]),)” sontintégres (et intégralement clos). Soit maintenant m
un idéal maximal quelconque de A ; pour tout i tel que p;cm, la cléture intégrale
de A, /pA,, estune (A,/p;A,)-algeébre finie par (vi), donc semi-locale, et ses composants
locaux sont de la forme (A;),,, ol m’ est un idéal premier (nécessairement maximal)
de A; au-dessus de m/p,; il résulte alors de (vii), de ce qui précede et de (7.8.4.1) que
les quotients du complété (A,,/p;A,)” par ses idéaux premiers minimaux ont tous méme
dimension égale a dim(A,). Par suite (7.1.9¢et7.1.8,5)), A,, est formellement caténaire,
et a fortiori (7.1.11) universellement caténaire ; il en est donc de méme de A, pour tout
idéal premier p de A (5.6.3, (i)), donc aussi de A.

En particulier, si A est normal, ou plus généralement si A, est unibranche pour
tout idéal maximal m de A, la condition (i’) est toujours remplie, puisque m ne peut
contenir qu’un seul idéal premier p; (0, 16.1.5) ; on peut dans ce cas omettre (i) dans
la définition (7.8.2). Plus particuliérement, si A est un anneau noethérien local unibranche,
il est excellent si et seulement si ses fibres formelles sont géométriquement réguliéres.

(iv) Rappelons qu’un anneau quotient d’un anneau local de Cohen-Macaulay
(et a fortiori un anneau quotient d’un anneau local régulier) vérifie aussi les propriétés
(7-.8.3, (ix) et (x)) en vertu de (7.2.7); mais 'intérét des quotients d’anneaux réguliers
réside surtout dans leurs propriétés cohomologiques (chap. III, ge Partie).

(v) Nous verrons plus loin (§ 18) que si £ est un corps valué complet non discret,
Panneau k{{T,, ..., T,}} des séries entiéres convergentes (dans un voisinage de o dans £")
est un anneau excellent.

(7-8.5) On dit qu’un préschéma localement noethérien X est excellent si pour
un recouvrement (U,) de X formé d’ouverts affines, chacun des anneaux A, des U,
est excellent ; cette propriété est alors vraie pour tout recouvrement (U,) de X formé
d’ouverts affines.

Proposition (77.8.6). — Soit X un préschéma excellent.

(i) 8t f:X'—>X est un morphisme localement de type fini, X' est excellent.
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(i) St X est réduit, son normalisé X' (II, 6.3.8) est fini sur X.

(iii) Les ensembles Reg(X), Nor(X), Ug (X) sont ouverts dans X, ainsi que Uy (F),
U (%) et CM(ZF) pour tout Ox-Module cohérent F. "

Cela résulte aussitot de (7.8.3, (ii), (vi) et (iv)). Notons aussi que (7.8.3, (ix))
est valable sans modification d’énoncé lorsque X est un préschéma excellent.

7.9. Anneaux excellents et résolution des singularités.

(7.9.1) Etant donné un préschéma localement noethérien réduit X, on appelle morphisme
résolvant pour X un morphisme f:X'—>X tel que X’ soit régulier et que f soit propre
et birationnel. Lorsqu’il existe un tel morphisme, on dit qu’on peut résoudre les singularités
de X (ou plus simplement que I’on peut résoudre X). Par exemple, si A est un anneau
Japonais de dimension 1, on peut résoudre X =Spec(A) puisque le morphisme X'—>X
(o X' est le normalisé de X) est fini (donc propre) et birationnel, et que les anneaux
locaux de X' sont des anneaux intégralement clos de dimension 1, donc des anneaux
de valuation discréte, et par suite sont réguliers.

(7-9-2) Il est clair que si I'on peut résoudre X, on peut aussi résoudre tout
préschéma induit sur un ouvert de X et tout préschéma local Spec(@,) de X (I, 5.4.2).
D’autre part, si 'on peut résoudre X, il est clair qu’il existe dans X un ouvert partout
dense contenu dans Reg(X). Ces remarques montrent aussitdt que si, pour tout sous-
préschéma fermé intégre Y de X et tout Y-préschéma Y’ intégre, fini et radiciel sur Y, on
peut résoudre Y’, alors les ouverts affines de X vérifient la condition (iii) de (7.8.2).

D’autre part, pour les schémas locaux, on a la proposition suivante :

Proposition (7.9.3). — Soit A un anneau local noethérien réduit, et supposons que on
puisse résoudre Spec(A). Alors les fibres du morphisme canonique Spec (A) - Spec(A) aux points
maximaux de Spec(A) sont réguliéres.

Posons X = Spec(A), X'=Spec(A), et soit g : X’>X le morphisme canonique.
Soit f:Y—>X un morphisme résolvant; posons Y'=X’'XyY, et soient f’':Y' X’
et g : Y'—Y les projections canoniques, de sorte que I’on a un diagramme commutatif

X Ly

yl lﬂ'

Il suffira de prouver que le préschéma Y’ est régulier : en effet, comme f est
birationnel et de type fini, il y a un ouvert U partout dense dans X tel que la
restriction f~!(U)—U de f soit un isomorphisme et que f~*(U) soit partout dense
dans Y (I, 6.5.5); les préschémas induits respectivement sur 'ouvert g~ }(U) de X'
et Pouvert g~ *(f~'(U)) de Y’ sont donc isomorphes; cela prouve que g~ '(U) est
régulier, et a fortiori il en est de méme des fibres de g aux points maximaux de X, qui sont
contenus dans U.
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Notons que le morphisme f* est propre (II, 5.4.2), et en particulier de type fini,
donc Y’ est noethérien, puisqu’il en est ainsi de X'. Soit 4’ le point fermé de X’; pour
voir que Y’ est régulier, il suffira de prouver que pour tout y'ef'~*(a’), I’anneau local Oy. ,
est régulier. En effet, on aura alors f'~'(a’) CReg(Y’). Mais comme X’ est le spectre
d’un anneau local complet et que f* est de type fini, Reg(Y"’) est ouvert dans Y’ (6.12.8),
et comme le morphisme f” est fermé et que f'~'(a’) CReg(Y’), il existe un voisinage V’
de @’ dans X’ tel que f'~}(V')CReg(Y’). Comme A est un anneau local, on a néces-
sairement V'=X’, donc Reg(Y’)=Y’ et la proposition sera démontrée.

Or, si a est le point fermé de X, on a g '(a)={a’'} et les corps résiduels k(a)
et k(a’) sont isomorphes; donc g~ '(f~!(a))=f"""(a’) et la restriction f'~(a’) —f'(a)
de g’ est un isomorphisme de ces deux fibres. Soit y=g'(y’) et posons B=0y ,; si n=m,
est 'idéal maximal de B, ce qui précéde montre qu’il existe dans I’anneau (noethérien)
B’:B@AA un seul idéal maximal 1’ au-dessus de 1 et que 'on a @y . =B,.. Pour
montrer que ’anneau local By, est régulier, il suffit d’établir que son complété (0, 17.1.5)
Pest; or, par hypothése B est régulier, donc il en est de méme de son complété B. La
conclusion résultera par suite du lemme suivant :

Lemme (7.9.3.1). — Soient A, B deux anneaux locaux noethériens, o : A—>B un
homomorphisme local tel que I’anneau B'= B®AA soit noethérien. Alors, pour tout idéal maximal n'
de B’ au-dessus de Pidéal maximal n de B et de idéal maximal de A, les complétés de B et de By,
sont isomorphes.

Soit m I'idéal maximal de A et posons B’’=By,. Pour tout entier A>o0, on a
B’ /m"B'=B®,(A/m*A); mais A/m*A est isomorphe & A/m", donc B’ /m"B’ est isomorphe
4 B/m"B, et en particulier c’est un anneau local dont I'idéal maximal est n'/m*B’; par
suite B /m*B”’, isomorphe 4 (B’/m"B’),,,, est B-isomorphe & B’ /m*B’, et finalement 4 B/m"B;
en particulier, 'idéal maximal de B’ est égal & nB’”’, et B”/n*B’’ est isomorphe & B/n"
d’apres ce qui précéde. Comme ﬁ”:l(i_rE(B"/nhB”), le lemme est démontré, ainsi
que (7.9.3). :

Corollaire (7.9.4). — Soit A un anneau local noethérien.

(1) 8%, pour tout anneau quotient intégre B de A, on peut résoudre Spec(B), alors les fibres
Sormelles de A sont réguliéres.

(ii) Supposons que, pour tout anneau quotient intégre B de A, et tout anneau integre B’
contenant B, qui est une B-algébre finie et dont le corps des fractions est radiciel sur celui
de B, on puisse résoudre Spec(B'); alors les fibres formelles de A sont géométriquement
réguliéres.

Toute fibre formelle de A étant fibre formelle d’un anneau quotient intégre de A
au point générique de son spectre, il est clair que (i) est conséquence immédiate de (7.9.3),
et (ii) résulte de (i) et de (6.7.7%).

Proposition (77.9.5). — Soit X un préschéma localement noethérien, tel que, pour tout
préschéma Y intégre et fini sur X, on puisse résoudre Y. Alors les anneaux des ouverts affines de X
vérifient les conditions (i) et (iii) de (77.8.2); st en outre X est universellement caténaire (5.6.3) (et
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en particulier si X est localement immersible dans un préschéma régulier (5.6.4)), X est un
préschéma excellent (77.8.5).

Cela résulte aussitét de (7.9.4) et (7.9.2).

Remarque (7.9.6). — 1l est possible que la réciproque de (7.9.5) soit vraie,
c’est-a-dire que I’hypotheése que X est réduit et que les anneaux des ouverts affines
de X vérifient les conditions (ii) et (iii) de (7.8.2) implique la possibilité de résoudre X
(et par suite aussi la possibilité de résoudre tout préschéma réduit localement de type
fini sur X, en vertu de (7.4.4) et (6.12.4)). Cest vrai en tout cas lorsqu’on se borne
aux préschémas noethériens réduits dont les corps résiduels sont de caractéristique o, comme
le montrent les résultats récents de Hironaka [35] (ce dernier énonce ses résultats sous
des hypothéses trop restrictives, ses raisonnements étant en fait valables sous les seules
hypothéses (ii) et (iii) de (7.8.2) pour les anneaux des ouverts affines de X, jointes au
fait que les corps résiduels sont de caractéristique o). Au contraire, pour le cas général,
on ne sait jusqu’ici résoudre que les schémas algébriques de dimension 2 sur un corps
parfait [36]. Vu Pimportance que la résolution des singularités est en train de prendre
dans I’étude topologique des schémas (notamment en ce qui concerne leurs propriétés
homologiques et homotopiques), cela donne un intérét particulier a la catégorie des
anneaux excellents ou des préschémas excellents.

On peut aussi noter a ce propos que la partie la moins délicate des raisonnements
de Hironaka (loc. cit.) montre qu’indépendamment de toute hypothése sur les carac-
téristiques des corps résiduels, et en utilisant uniquement les propriétés (ii) et (iii)
de (7.8.2) pour les anneaux locaux d’un préschéma X, le probléme de la résolution
des singularités de X se rameéne au cas ot X =Spec(A), A étant un anneau local
noethérien intégre et complet. Par conséquent, si des résultats ultérieurs devaient mettre
en défaut la conjecture avancée plus haut, et devaient donc amener a formuler des
conditions plus restrictives sur les anneaux locaux de X, cela ne pourrait guére étre
que par I'intermédiaire de conditions restrictives imposées a des anneaux locaux complets
(probablement des conditions concernant leurs corps résiduels, peut-étre la condition
[£ : kP]<+4 o0 (p exposant caractéristique de £)).

(77-9.7%7) Considérons d’une part une sous-catégorie pleine € de la catégorie des
préschémas localement noethériens, d’autre part une propriété R(A), soumises aux
conditions suivantes :

1° Pour tout XecC, tout préschéma localement de type fini sur X appartient a C.
Pour tout anneau noethérien A tel que Spec(A)eC et toute partie multiplicative S
de A, on a Spec(S7'A)ec.

2° Pour tout XeC, Pensemble Ug(X) des xeX tels que R(Ox ,) soit vraie est
ouvert dans X.

3° Pour tout anneau local noethérien A tel que Spec(A)eC et tout élément
régulier ¢ de 'idéal maximal de A, R(A/tA) entraine R(A).

Désignons alors comme dans (7.5.0) par P(Z, k), pour un corps £ et un k-préschéma
Zec, la propriété suivante :
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« Pour toute extension finie £’ de £, tous les anneaux locaux de Z®. k' vérifient
la propriété R. »

Nous supposerons encore que R vérifie la condition suivante :

4° Si P(Z, k) est vraie, alors, pour toute extension de type fini k'’ de k, tous les
anneaux locaux de Z® k" vérifient la propriété R.

On notera que ces conditions sont vérifiées lorsque ’on prend pour € la catégorie
des préschémas excellents et pour R une des propriétés (i) a (viii) de (7.5.3); pour la
condition 1°, cela résulte de (7.8.3, (ii)), et pour les conditions 2° et 3°, des raisonnements
de (7.5.3), compte tenu de ce que tout anneau excellent est caténaire. Enfin, pour
la condition 49, elle résulte, pour (i), (ii) et (iii) de (6.7%.1); pour (iv), (v), (vi) de (6.7.7),
et pour (viii) de (4.6.1); en ce qui concerne la propriété (vii) de (7.5.3), la
propriété correspondante P(Z, k) entraine que Z est localement intégre (étant localement
noethérien) et que chacun des sous-préschémas intégres dont Z est somme est géomé-
triquement intégre, en vertu de (4.5.9) et (4.6.1); on en conclut encore la propriété 4°
ci-dessus dans ce cas.

Avec ces notations et hypotheses :

Proposition (7.9.8). — Soient A un anneau local noethérien, k son corps résiduel, B un
anneau local noethérien tel que Spec(B)eC, ¢ : A—~B un homomorphisme local faisant de B
un A-module plat; posons Y = Spec(A), X =Spec(B) et soit f:X—>Y le morphisme corres-
pondant & . On suppose que :

1° la propriété P(B®,k, k) soit vraie;

29 pour tout morphisme fini Y,—Y, on peut résoudre (Y1) oq-

Alors, pour tout yeY, la propriété P(f (), k(»)) est vraie.

Notons que la condition 2° de (7.9.8) est encore vérifiée quand on remplace Y
par le spectre d’un anneau local en un idéal maximal d’une A-algebre finie A’ (7.9.2);
d’autre part, en vertu de la condition 1° de (7.9.7%), le spectre d’'un anneau de frac-
tions de B®,A’ appartient aussi a €. Le lemme (7.3.16.2) montre alors (comme
dans la partie I) du raisonnement de (7.5.2)) qu’il suffit de prouver que, si Y est
intégre et si y est le point générique de Y, les anneaux locaux de la fibre f~'(y)
vérifient R.

Cela étant, il existe par hypothése un préschéma régulier Y’ et un morphisme propre
et birationnel g:Y'—>Y; comme Y’ est noethérien et localement intégre, I’hypotheése
que g est birationnel entraine que Y’ est intégre; soit X'=XXyY’, de sorte qu'on a

un diagramme commutatif )
g
X «— X’

(7.9.8.1) fl l/’
Y <« Y

[

ol f' et g’ sont les projections canoniques. Compte tenu de la condition 2° de (7.9.7),
le méme raisonnement que dans le début de (7.9.3) montre qu’il suffit de prouver
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quel’ona Ug(X') =X’, puis, en désignant par « le point fermé de X, que g’ ~! (a) CUx(X").
Or, soit x'eg'~'(a), et posons z'=f'(x'), desorte que b=g(z’) estle point fermé de Y.
On a donc f'~'(2')=f""(b)®,k(z'), et comme k(z') est une extension de type fini de k
(puisque g est propre, donc de type fini), ’hypothése que P(f~'(d), k) est vraie entraine
en vertu de la condition 4° de (7.9.7), qu’il en est de méme de P(f'~(2'), k(z’)). Mais
comme @, est un anneau régulier et que Spec(0,)eC en vertu de la condition 1°
de (7.9.7), le lemme (7.5.1.1) prouve que R(0O. ) est vraie, ce qui achéve la
démonstration.

Corollaire (7.9.9). — Sotent A, B deux anneaux locaux noethériens, ¢ : A—B un homo-
morphisme local, faisant de B un A-module plat. Supposons que A soit intégre et géoméiriquement
unibranche, et que pour toute A-algeébre finie intégre A’ on puisse résoudre Spec(A’) (ce qui sera
par exemple le cas si les fibres formelles de A sont géométriquement réguliéres et le corps
résiduel de A de caractéristique o, en raison des résultats de Hironaka [35]). Soit &
le corps résiduel de A et supposons que Spec(B®, k) soit géométriquement ponctuellement intégre
(4.6.9). Alors B est intégre.

Nous allons appliquer (7.9.8) en prenant pour € la catégorie de tous les pré-
schémas localement noethériens, pour R la propriété d’étre intégre; les raisonnements
de (7.5.3) et (7.9.7) montrent que les conditions 1°, 29, 3° et 4° de (7.9.%) sont satis-
faites dans ce cas. L’hypothése sur B®, £ et la proposition (7.9.8) montrent donc (avec
les notations de (7.9.8)) que les fibres f~'(») sont géométriquement ponctuellement
intégres pour yeY; afortioriles f~'(y) pour €Y sont des préschémasréduits, et comme A
est inteégre (et a fortior: réduit), on voit déja que B est réduit (3.3.5). Il reste & prouver
que X =Spec(B) est irréductible. Or, la démonstration de (7.9.8) prouve que X’ est
localement intégre (étant localement noethérien). Comme le morphisme g’ :X'—»X
est surjectif, il suffit donc de voir que X’ est irréductible, ou (puisque X’ est localement
intégre), que X' est connexe. Mais il suffit pour cela de prouver que la fibre g'~'(a) est
connexe. En effet, si ce point est établi, X' ne peut étre somme de deux préschémas ouverts
non vides Xj, X;, car on aurait alors par exemple g’ ~(a)nX;=0; mais la restriction
X;—X de g’ étant propre (puisque X, est un sous-préschéma fermé de X'), g'(X;) serait
une partie fermée non vide de X ne contenant pas le point fermé a, ce qui est absurde.
Or, on a g~ '(a) =g '(b)®;k(a); mais g:Y —Y est propre et birationnel, donc, dans
la factorisation de Stein Y’ Y” > Y du morphisme g (III, 4.3.3), le morphisme fini «
est aussi birationnel et par suite Y'’ est intégre. Comme A est supposé géométriquement
unibranche, il résulte alors de (III, 4.3.4) que g *(b) est géométriquement connexe, ce qui
achéve la démonstration.

Remarques (7.9.10). — (i) Nous montrerons plus loin (18.8.11) que pour qu’un
anneau local B réduit soit géométriquement unibranche, il faut et il suffit que pour tout
morphisme étale £ : X’ — X ==Spec(B) et tout point x’eX’ au-dessus du point fermé
de X, Oy, soit intégre. On en déduit que si, dans (7.9.9) on suppose, non seulement
que Spec(B®,£) soit géométriquement ponctuellement intégre, mais géométriquement
unibranche, alors on peut en conclure que B est géométriquement unibranche.
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(ii) Soient X, Y deux préschémas excellents, f:X-—>Y un morphisme plat, et
supposons que pour tout morphisme fini Y,—Y, on puisse résoudre (Y;),,. Il résulte
de (7.9.8), en prenant pour R la propriété d’étre régulier, que 1’ensemble U des
points xeX tels que la fibre au point f(x) du morphisme

Spec(0,@a k(f(x))) — Spec(k(/(x)))

soit géométriquement réguliére, est stable par générisation. Nous ignorons si cet ensemble est
ouvert (ou, ce qui revient au méme (O, 9.2.5), s’il est constructible) méme dans le cas
particulier ou Y est le spectre de Z ou d’un anneau de polynémes & une indéterminée £[T]
sur un corps £, et ou par suite la condition de « résolubilité » imposée a Y est trivialement
satisfaite.

(A suivre.)
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S(X) (X préschéma) : 2.2.15 et 4.8.1.

Ass(#) (F Og-Module) : 3.1.1.

deg.trg L (L extension du corps K) : 4.1.

A (F) (#F 0x-Module, x point maximal de Supp(#)) : 4.7.5.
O(#) (# ©x-Module) : 4.8.1.

codim(Y, X) (Y partie quelconque d’un préschéma X) : 5.1.3.
dim(#) (#F Ox-Module) : 5.1.12.

coprof(#), coprof(X) (X préschéma, # Oy-Module) : 5.7.1.

coprofy (M) (A anneau noethérien, M A-module de type fini) : 5.7.12.
‘”’I?(/Z (#) (X préschéma, Z partie de X stable par spécialisation, # ©y-Module) : 5.9.1.
PX/Z (X préschéma, Z partie de X stable par spécialisation) : 5.9.7.
prof(#) (T partie d’'un préschéma X, # Ox-Module) : 5.10.1.
ZM(X) (X préschéma, n entier >0) : 5.10.13.

Al (A anneau intégre noethérien) : 5.10.17 et 7.2.1.

grﬁ(.ﬁ") (# 0x-Module, J Idéal de 0) : 6.10.1.

Ug, (%), Ucn(?) (# ©x-Module) : 6.11.2.

CM(#) (# 0x-Module) : 6.11.3.

Ug,(X), Ug,(X), CM(X) (X préschéma) : 6.11.4.

Reg(X), Sing(X) (X préschéma) : 6.12.1.

UR"(X) (X préschéma) : 6.12.9.

Nor(X) (X préschéma) : 6.13.1.

kE{Ty, ..., Tz} : 7.4.8.
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Algébre séparable sur un corps : 4.6.2.

Anneau des séries formelles restreintes sur un corps valué complet : 7.4.8.

Anneau excellent : 7.8.2.

Anneau formellement caténaire : 7.1.9.

Anneau formellement équidimensionnel : 7.1.1.

Anneau géométriquement normal, géométriquement réduit, géométriquement régulier, possédant la pro-
priété (Ry) géowmnétrique : 6.7.6.

Anneau normal : 5.13.5.

P-anneau : 7.3.13.

Anneau possédant la propriété (Rj) : 5.8.2.

Anneau strictement équidimensionnel : 7.2.1.

Anneau strictement formellement caténaire : 7.2.6.

Anneau universellement caténaire : 5.6.2.

Antifiltre de parties d’un ensemble : 5.10.8.

Codimension d’une partie quelconque d’un préschéma : 5.1.3.

Coprofondeur d’'un Module en un point, coprofondeur d’un Module, coprofondeur d’un préschéma : 5.7.1.
Corps de définition : 4.8.4.

Corps séparablement clos : 4.3.3.

Cycle premier associé & un Module, & un préschéma : g.1.1.

Cycle premier associé immergé : 3.1.1.

Décomposition irredondante, décomposition irredondante réduite d’'un Module : 3.2.5
Décomposition primaire de o dans un Module : 3.2.5.

Dimension d’un Module : 5.1.12.

Dimension d’un préschéma sur un corps : 4.1.1.

Exposant d’inséparabilité d’une extension d’un corps : 4.7.4.
Extension primaire d’un corps : 4.3.1I.

Fermeture algébrique séparable d’un corps dans une extension : 4.3.4.
Fibre formelle d’'un anneau en un point de son spectre : 7.3.13.

Homéomorphisme universel : 2.4.2.
Homomorphisme de Modules défini sur un corps : 4.8.4.

Lemme de Hironaka : 5.12.8.
Longueur géométrique d’un Module en un point : 4.7.5.

Module intégre sur un anneau : 3.2.4.

A-Module possédant la propriété (Sy) : 5.7.2.

Module réduit sur un anneau : 3.2.2.

0x-Module de Cohen-Macaulay en un point, @x-Module de Cohen-Macaulay : 5.7.1.
©y-Module fidélement plat (relativement & un morphisme) : 2.2.4.

Ox-Module géométriquement intégre sur un corps : 4.6.19.
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géométriquement ponctuellement intégre sur un corps : 4.6.22.
géométriquement réduit (ou séparable) sur un corps : 4.6.17.
géométriquement réduit (ou séparable) sur un corps en un point : 4.6.22.
équidimensionnel en un point : 5.1.12.

intégre, intégre en un point : 3.2.4.

irredondant : 3.2.4.

normalement plat le long d’un sous-préschéma : 6.10.1.

possédant la propriété (Sj), possédant la propriété (S;) en un point : 5.7.2.
réduit, réduit en un point : 3.2.2.

Z-clos, Z-pur : 5.9.9.

Z-clos, Z-pur en un point : 5.9.9.

birationnel de préschémas réduits : 6.15.4.

connexe : 4.5.5.

de Cohen-Macaulay en un point, morphisme de Cohen-Macaulay : 6.8.1.
de coprofondeur <n en un point, morphisme de coprofondeur <n : 6.8.1.
défini sur un corps : 4.8.4.

irréductible : 4.5.5.

lisse en un point, morphisme lisse : 6.8.1.

normal en un point, morphisme normal : 6.8.1.

P-morphisme : 7.3.1.

Morphisme
Morphisme
Morphisme
Morphisme
Morphisme
Morphisme
Morphisme
Morphisme
Multiplicité
Multiplicité
Multiplicité
Multiplicité

possédant la propriété (Rj) en un point, morphisme possédant la propriété (Ry) : 6.8.1.
possédant la propriété (S;) en un point, morphisme possédant la propriété (Sy) : 6.8.1.
quasi-fidélement plat, morphisme quasi-plat : 2.3.3.

radiciel en un point : 6.15.3.

réduit en un point, morphisme réduit : 6.8.1.

régulier en un point, morphisme régulier : 6.8.1.

résolvant : 7.9.1.

universellement ouvert, universellement bicontinu : 2.4.2.

radicielle, multiplicité séparable, multiplicité totale d’une extension d’un corps : 4.7.4.
radicielle, multiplicité séparable, multiplicité totale d’un préschéma sur un corps : 4.7.4.
radicielle d’'un point pour un ©x-Module (X préschéma sur un corps) : 4.7.5. '
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radicielle d’un cycle premier maximal associé & un Oy-Module (X préschéma sur un corps) : 4.7.8.

Multiplicité totale d’un point (d’un cycle premier maximal associé) pour un ©y-Module (X préschéma sur un

corps)

P 4.7.12.

Nombre géométrique de composantes connexes, de composantes irréductibles, pour un préschéma sur un corps :
4.5.2.

Point associé a2 un Oyx-Module, 4 un préschéma : 3.1.1.

Point de Cohen-Macaulay d’un préschéma : 5.7.1.
Point géométriquement unibranche, point unibranche d’un préschéma : 6.15.1.

Préschéma connexe en codimension d—1 : 5.10.8.

Préschéma de Cohen-Macaulay : 5.7.1.
Préschéma excellent : 7.8.5.

Préschéma
Préschéma
Préschéma
Préschéma
Préschéma
Préschéma
Préschéma

(sur un corps) géométriquement connexe : 4.5.2.

(sur un corps) géométriquement intégre : 4.6.2.

(sur un corps) géométriquement ponctuellement intégre : 4.6.9.

(sur un corps) géométriquement irréductible : 4.5.2.

(sur un corps) géométriquement normal en un point, géométriquement normal : 6.7.6.
(sur un corps) géométriquement réduit : 4.6.2.

(sur un corps) géométriquement réduit en un point : 4.6.9.

Préschéma (sur un corps) géométriquement régulier en un point, géométriquement régulier : 6.7.6.
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Préschéma géométriquement unibranche en un point, géométriquement unibranche : 6.15.1.

Préschéma intégre en un point : 3.2.4.

Préschéma irredondant : 3.2.4.

Préschéma localement immersible dans un schéma régulier : 5.11.1.

Préschéma ponctuellement intégre : 4.6.9.

Préschéma possédant la propriété (Rj), possédant la propriété (Ry) en un point : 5.8.2.

Préschéma (sur un corps) possédant la propriété (R;) géométrique en un point, possédant la propriété (Ry)
géométrique : 6.7.6.

Préschéma possédant la propriété (Sy), possédant la propriété (S;) en un point : 5.7.2.

Préschéma régulier en codimension £ : 5.8.2.

Préschéma (sur un corps) séparable : 4.6.2.

Préschéma (sur un corps) séparable en un point : 4.6.9.

Préschéma unibranche en un point, préschéma unibranche : 6.15.1.

Préschéma universellement caténaire : 5.6.3.

Préschéma (sur un corps) universellement réduit : 4.6.2.

Profondeur d’un ©g-Module en un point : 5.7.1.

Propriété P du premier type (du second type) associée & une propriété R d’anneaux locaux noethériens : 7.3. 10.

Propriété P géométrique : 7.3.6.

Résolution des singularités : 7.9.1.

Sous-ensemble (d’un préschéma) défini sur un corps : 4.8.4.
Sous-@y-Module défini sur un corps : 4.8.4.
Sous-©y-Module primaire d’un “y-Module : 3.2.4.
Sous-préschéma défini sur un corps : 4.8.4.

Sous-préschéma fermé primaire d’un préschéma : 3.2.4.
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