Des Equations intégrales
au Formalisme de la mécanique quantique.

Jacques Harthong

Résumé. On montre comment la théorie analytique de la chaleur de Joseph
Fourier est a l’origine d’un courant de recherches étendu sur un siécle et soumis
& sa logique propre. Ce courant a abouti a la théorie des espaces de Hilbert
et & la théorie spectrale des opérateurs linéaires qui a pris sa forme achevée
et presque définitive vers 1924. Comment est-il alors possible que ces théories
mathématiques, résultant d’une évolution indépendante, aient pu s’adapter
comme un gant a la Mécanique quantique 7 On essaie de comprendre ce para-
doxe, que la concordance des dates rend encore plus surprenant, et on verra
qu’il s’explique par le fait que la Mécanique quantique est d’une certaine fagon
un retour a ’électromagétisme.

Abstract. We show how Fourier’s analytic theory of Heat has initiated a
stream of mathematical research over a century, subjected only to its own
logic. This led to the theory of Hilbert spaces and the spectral theory of linear
operators, which was accomplished about 1924. How could these mathematical
theories, after an independent evolution, fit the quantum Mechanics like a
glove? This paradox is made still more astonishing by the time coincidence,
and we shall find an explanation in the fact that quantum Mechanics has been
created by looking back on electromagnetism.
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1. Présentation générale.

Je suis physicien et non historien des mathématiques. Mais c’est dans
I’histoire des mathématiques que je cherche un élément de réponse &
une question importante pour la Physique : D’ou vient le formalisme
mathématique de la Mécanique quantique 7 On sait que ce formalisme
a pour l'essentiel été proposé par Johann von Neumann dans son livre
Mathematische Grundlagen der Quantenmechanik publié en 1932. Sur
cette question, tous les faits historiques sont bien connus et les sources
aisément accessibles : le formalisme de von Neumann n’a pas été construit
A partir des lois de la nature nouvellement découvertes, mais a partir
des travaux antérieurs des mathématiciens de Go&ttingen. Je voudrais
montrer qu’il y a 1a une étrangeté historique, et essayer de la comprendre.

L’étrangeté historique consiste en ceci : les travaux des mathémati-
ciens de Gottingen sont le résultat d’une longue évolution qui pour des
raisons évidentes de causalité ne peut pas avoir été influencée par la Mé-
canique quantique. Je vais donc décrire cette évolution pour répondre &
la question : comment se fait-il qu’aprés avoir suivi une logique étrangére
a des phénoménes encore inconnus, on soit comme par hasard parvenu
a un résultat qui coincide presque parfaitement avec les besoins d’une
théorie future et imprévisible, et qu’en outre on y soit parvenu juste au
bon moment ?

C’est la logique de I'évolution qui m’intéresse ici; le déroulement his-
torique est connu (Hellinger 1935, Dieudonné 1981) : le processus a com-
mencé avec les travaux de Fourier sur la chaleur, puis & travers ceux
de Sturm et Liouville a conduit aux équations intégrales; ces derniéres
ont joué un role important au cours du X71.X¢ siécle en électrostatique,
(ce qui a donné chez les mathématiciens le probléme de Dirichlet par
exemple) ; puis vers 1900, Ivar Fredholm a trouvé la solution générale
des équations intégrales de la forme

() — A / f(x.y) o) dy = $(z)

ce qui a conduit les mathématiciens de Gottingen a la notion d’espace
de Hilbert d’une part, & leurs applications aux équations aux dérivées
partielles, a la théorie spectrale des opérateurs, etc. d’autre part.

Il n’y a évidemment pas une origine précise de ’analyse fonctionnelle,
c’est seulement la présentation de Hellinger et Dieudonné qui commence
avec les travaux de Fourier sur les séries trigonométriques, puis de Sturm
et Liouville sur les équations intégrales. Le choix d’une telle “origine”
est toujours arbitraire : il fallait bien commencer quelque part si on ne
voulait pas remonter a la création du monde. Cependant on ne devra pas
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oublier que I'idée de la représentation des fonctions sous forme de séries
trigonométriques est due a Daniel Bernoulli, a propos de la théorie des
cordes vibrantes, cinquante ans avant Fourier. Il me sera d’autant plus
difficile d’oublier Daniel Bernoulli que les vibrations joueront, pour mon
propos, un rdle plus crucial que la propagation de la chaleur.

Apreés avoir présenté cette lente évolution des idées en accéléré, pour
faire apparaitre sa logique, on examinera si elle est vraiment étrangére a
tout ce qui aurait pu avoir un rapport méme lointain avec la future Mé-
canique quantique, et on découvrira que cette derniére avait un ancétre
qui a joué un certain role dans I’histoire qui nous intéresse ici.

En ce qui concerne le probléme de “I’étrangeté” du formalisme de von
Neumann, le doute s’était installé immédiatement sous la forme du clas-
sique “Grand débat sur la théorie quantique” : der liebe Herrgott wiirfelt
nicht, etc. Ce débat est aujourd’hui dépassé, et le probléme discuté ici
est tout autre : il ne s’agit pas de contester le formalisme de la Mé-
canique quantique. Beaucoup d’auteurs 'ont déja contesté, mais aucun
n’a proposé mieux. Beaucoup d’autres en cherchent un meilleur, mais
aucun ne s’est encore dégagé. L’activité de critique est vaine si elle ne
s’accompagne pas d’une alternative. La bonne critique sera fournie par
celui qui trouvera la bonne solution. Je laisse donc ce “Grand débat” de
coté; il s’agira ici uniquement de cette étrange coincidence que les théo-
riciens de la Mécanique quantique ont trouvé les outils mathématiques
qu’il leur fallait, en quelque sorte “clés en main”, dans le livre de Courant
et Hilbert, dont la premiére édition a paru en 1924, c’est-a-dire juste au
moment ou la Mécanique quantique allait naitre.

Certains faits cependant atténuent ce mystére : par exemple, le for-
malisme de von Neumann ne convient pas pour 1’électrodynamique quan-
tique et ses diverses généralisations, et surtout pas en conservant la co-
hérence et la rigueur qu’il avait dans ’ceuvre originale. C’est pourquoi,
depuis les premiéres tentatives de Dirac, le formalisme de la théorie quan-
tique des champs s’est progressivement éloigné de celui qu’avait proposé
von Neumann. A premiére vue, ce dernier constat pourrait étayer la thése
que le formalisme de von Neumann a été provisoirement emprunté “parce
que les travaux antérieurs des mathématiciens de Gottingen étaient 14”7,
et qu’on s’en est ensuite progressivement et assez rapidement éloigné.
Avec cette thése le mystére serait levé, puisqu’il n’y aurait plus d’adé-
quation. L’allégorie suivante fera peut-étre mieux comprendre la situa-
tion : un homme (nommé Erwin) veut ouvrir une porte mais n’en a pas
la clé; il cherche rapidement dans ses poches un objet pour crocheter la
serrure et trouve un clou qui lui permet d’ouvrir; cependant, derriére la
premiére porte il y en a d’autres, que le clou ne permet pas de ’ouvrir,
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et il doit alors limer des clés spécialement selon les différentes serrures.
Il n’y aurait 1a rien d’étrange. Le mystére serait qu’Erwin possédat déja
un trousseau de clés indépendant du lieu, et s’aperctt que les clés de ce
trousseau ouvrent les portes une a une.

Toutefois, cette thése ne suffit pas a régler le probléme, car le for-
malisme de von Neumann reste quand méme la base de la Mécanique
quantique, et continue (sous une forme évidemment simplifiée pour des
raisons pédagogiques) d’étre enseigné dans les cours d’initiation. S’il en
est ainsi, ce n’est pas seulement par conservatisme, mais parce que réel-
lement il fonctionne remarquablement bien sur les problémes tels que
I’atome d’hydrogeéne, ’oscillateur quantique, 1’effet tunnel, etc. En outre,
il est vrai que ’électrodynamique quantique et ses divers succédanés s’en
éloignent, mais en en gardant le coeur : le champ de forces est toujours
une superposition d’oscillateurs auxquels on applique bel et bien I'outil
de von Neumann, méme si on I’oublie ensuite. Donc le trousseau qu’Er-
win avait dans sa poche permet effectivement d’ouvrir les portes ; il faut
limer un peu, mais ¢a marche.

Si ce genre de situation était habituel, c’est-a-dire si I’'Histoire nous
avait habitués & ce que, par une sorte d’harmonie préétablie, les mathé-
matiques fournissent toujours aux physiciens les outils dont ils ont besoin
juste au moment ou ils en ont besoin, alors le cas de J. von Neumann ne
serait pas étrange, mais normal, et les remarques précédentes n’auraient
pas de sens. Or 'Histoire nous a habitués a 'inverse. Le formalisme de la
théorie électromagnétique s’est construit lentement a partir des proprié-
tés des champs, au fur et & mesure qu’on les découvrait. Le rotationnel
d’un champ, le flux & travers une surface, la formule de Green, etc., sont
des concepts mathématiques directement issus de la nécessité d’écrire
sous une forme mathématique des lois qu’on venait de découvrir : il suf-
fit pour s’en convaincre de comparer la formulation mathématique des
lois dans les mémoires d’Ampére [1823], de Green [1828], de Beer (envi-
rons de 1850 et en particulier [1856]), et enfin dans le Traité de Maxwell
[1873]. Dans la préface de ce Traité on trouve d’ailleurs des témoignages
directs et explicites de 'antériorité des lois physiques aux formulations
mathématiques :

J’ai ainsi reconnu que plusieurs des plus fécondes méthodes de
recherche découvertes par les mathématiciens pouvaient recevoir,
au moyen d’idées dérivées de celles de Faraday, une forme bien
préférable & leur expression primitive.

De méme, le calcul infinitésimal est le résultat des efforts pour exprimer
Paction instantanée d’un “fluide” (Kepler) ou d’une “force” (Newton) sur
la vitesse variable des planétes; la aussi, il suffit pour s’en convaincre
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de voir les tentatives de Kepler pour y parvenir. Je renvoie a ce su-
jet a Vouvrage de référence d’Alexandre Koyré [1961], o il est montré
comment Johannes Kepler a cherché & expliquer la vitesse, variable se-
lon la distance au Soleil des planétes sur leur orbite comme ’action d’un
fluide émis isotropiquement par le Soleil. L’idée était que chaque élément
infinitésimal de l’orbite recoit une quantité de fluide qui se propage le
long du rayon vecteur, et Kepler a longuement cherché a faire coinci-
der quantitativement la loi des aires avec 'idée que le fluide se propage
isotropiquement. Pour cela, il a cherché a exprimer les aires balayées
par le rayon vecteur comme une somme d’un nombre infini de longueurs
et Alexandre Koyré montre trés clairement que ces tentatives de Kepler
sont le début du calcul infinitésimal. On connait beaucoup moins bien les
tatonnements de Newton, qui ’ont conduit au calcul des fluxions, mais
il est historiquement incontestable qu’ils sont postérieurs a la Mécanique
céleste et inspirés par la connaissance préalable des ceuvres de Kepler et
Galilée.

C’est pourquoi on prendra conscience pleinement 1’étrangeté histo-
rique que je signalais en essayant d’imaginer que le calcul des fluxions
ait été élaboré — dans la continuité des ceuvres d’Apollonios de Pergé et
d’Archiméde de Syracuse sur les coniques — par un prestigieux groupe
de mathématiciens établi & Prague depuis 1550 ; que Kepler ait trouvé
dans un livre publié par ce groupe en 1604 tous les outils mathématiques
pour écrire la loi des aires sous forme différentielle ; et qu’il lui ait suffi
d’aller consulter I'un d’entre eux pour qu’il I'aide a résoudre cette équa-
tion. Ou encore, on peut essayer d’imaginer que le Calcul vectoriel ait
été entiérement élaboré par Laplace et Fourier, juste avant les travaux
d’Ampére.

A ma connaissance, cette étrangeté n’a pas frappé les historiens, et
c’est pourquoi j’écris cette communication. Certes, la lente maturation
des idées qui commence avec la théorie des cordes vibrantes de Jean
d’Alembert, Daniel Bernoulli, et Leonhardt Euler (1745 — 1755), et se
poursuit avec la théorie analytique de la chaleur (Joseph Fourier, 1807 —
1822), l’extension & des développements en série de fonctions arbitraires
(“orthogonales” avant la lettre) et la découverte des “valeurs propres”
par Charles Sturm et Joseph Liouville (1828 — 1837), la traduction de
ces problémes en termes d’équations intégrales (J. Liouville, A. Beer,
C. Neumann), la résolution des équations intégrales par I. Fredholm
(1900 — 1903), et enfin la synthése de tout cela par les mathématiciens
de Gottingen, publiée par Hilbert sous le titre Grundzige einer allgemei-
nen Theorie der linearen Integralgleichungen (1904 — 1907), et qui fera
ensuite la matiére essentielle de I'un des plus grands classiques, Metho-
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den der mathematischen Physik de Richard Courant et David Hilbert
(1924), a été maintes fois décrite et commentée. Hilbert lui-méme, dans
Iintroduction des Grundziige ..., survole cette évolution historique des
idées, et met en avant une certaine logique d’évolution. Celle-ci est re-
prise et développée par Ernst Hellinger dans une contribution incluse
dans Hilberts gesammelte Abhandlungen [1935].

Cette logique historique est aujourd’hui une tradition et constitue le
début de 1" Histoire de I’Analyse fonctionnelle. Un ouvrage excellent sur
ce sujet, qui fait d’ailleurs autorité, est la History of Functional Analysis
de J. Dieudonné (1981). Cet ouvrage reprend la logique historique décelée
par Hilbert et Hellinger, et considére les travaux de Sturm et Liouville
comme le commencement de ’Analyse fonctionnelle, sans doute parce
que les développements en séries de fonctions arbitraires, qui généralisent
les développements en séries de fonctions trigonométriques de Joseph
Fourier, sont un premier pas vers une conception ou les fonctions sont
considérées comme un élément générique d’un espace, et non plus comme
la donnée concréte d’une expression analytique particuliére.

Malheureusement le livre de Dieudonné appartient & une époque ot
la science est cloisonnée en disciplines étanches. Le fait que Fourier, Pois-
son, Sturm, et Liouville cherchaient & résoudre le probléme de la propa-
gation de la chaleur est évacué, tout comme le fait que 'importance
croissante des équations intégrales au cours du X 1.X°¢ siécle est motivée
par ’électromagnétisme. La trace laissée & I'intérieur des mathématiques
par ce dernier y apparait sous la forme de problémes posés par Gauss;
ainsi Dieudonné parle du probléme de Dirichlet sans expliquer son ori-
gine; de méme les nombreux travaux sur 1’électrostatique, et utilisant
des développements en série ou des équations intégrales, sont ignorés.
Enfin, il n’y a évidemment pas un mot sur les rapports entre les es-
paces de Hilbert et la Mécanique quantique, pas méme dans le chapitre
“Applications de I’Analyse fonctionnelle”. Dans de telles présentations
de I’Histoire, le mystére mentionné plus haut ne peut pas étre percu, et
toute I’évolution historique semble déterminée téléologiquement, ou par
la simple tendance spontanée des mathématiciens a la généralisation des
concepts. Ce défaut trés courant a souvent été dénoncé par les historiens
et je ne m’y attarde pas; mais il m’oblige, pour montrer le mystére, a re-
prendre la description de 1’évolution historique sans évacuer ces aspects
essentiels. Néanmoins ce survol pourra étre rapide. Il évitera aussi au
lecteur non familier du sujet d’avoir & s’informer préalablement.
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Premiére Partie :
La Théorie analytique de la chaleur

1. La méthode de séparation des variables.

On sait que la grande découverte de Fourier est la formule d’inversion qui
permet d’exprimer les coeflicients de Fourier par l'intégrale bien connue.
Pour résoudre le probléme de la propagation de la chaleur, Fourier ap-
plique la méthode de séparation des variables, qui consiste & chercher la
solution sous forme de série trigonométrique. Cette méthode, appliquée
a I’équation des cordes vibrantes

?u  9%u

@+8—y2+k2u=0. (1.1.)
était une invention de Daniel Bernoulli, mais ce dernier ne possédait pas
la formule d’inversion, qui justement fait toute la puissance du procédé.

On pourra se souvenir a ce propos de la longue discussion qui eut lieu
au siécle précédant Fourier entre Daniel Bernoulli, Jean d’Alembert, et
Leonhardt Euler, le premier soutenant que la solution devait, pour des
raisons physiques, étre une série trigonométrique, les deux autres pro-
posant une solution qu’ils croyaient plus générale parce qu’ils ignoraient
encore que toutes les fonctions continues périodiques sont la somme d’une
série trigonométrique.

Pour notre propos la théorie des vibrations est bien plus essentielle
que celle de la chaleur, et c¢’est pourquoi nous allons d’abord rappeler la
méthode des séries trigonométriques dans le contexte de la théorie des
cordes vibrantes, qui est d’ailleurs son contexte d’origine. Il ne s’agira
que d’un rappel (car reprendre toute ’histoire ménerait trop loin), puis
nous reviendrons a la théorie de la chaleur.

La théorie des cordes ou des membranes vibrantes est d’autant plus
essentielle (pour notre propos ici), que l’équation (1.1) ne décrit pas
seulement la vibration d’'une membrane; elle décrit n’importe quelle vi-
bration, aussi bien celle de l'air que celle de ’éther. Ainsi les modes
de vibration acoustiques ou électromagnétiques sont eux aussi décrits
par cette équation, qui sera appelée plus tard “équation de Helmholtz”,
dans le contexte de 1’électromagnétisme (encore inexistant au temps de
Fourier) et de l'acoustique. Ce point est essentiel pour notre argumenta-
tion car le probléme de la vibration électromagnétique dans une cavité
contient en germe la future Mécanique quantique. Mais voyons d’abord
cela comme Euler, Bernoulli et Fourier ont pu le voir.

Proposons-nous de résoudre 1’équation (1.1) sur un rectangle de lon-
gueur p (selon la coordonnée x) et de largeur ¢ (selon la coordonnée y)
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par la méthode de Bernoulli (Le rectangle est choisi parce que c’est le
plus simple et suffit pour comprendre 1’idée générale). On cherche donc
d’abord des solutions sous la forme f(z) - g(y), et on constate que 'on
doit avoir f(xz) = Acosax+ Bsinax et g(y) = C cos Sy + D sin By. Pour
que léquation (1.1) soit satisfaite par le produit f(z) - g(y), il faut que
lon ait

o + 3% = k? (1.2.)

mais les constantes A, B, C, D sont arbitraires. Si on impose & la solution
des valeurs données a priori sur le bord du rectangle, les constantes
A, B,C,D seront déterminées par les “coefficients de Fourier”. Un cas
particuliérement simple est celui ou la solution doit étre nulle sur tout
le bord : dans ce cas, les constantes A, B, C, D ne sont pas déterminées
de maniére unique, mais il y a les contraintes suivantes :

a = Zpz A 0

g 1.3.
B = 2fmy c 0 (1.3

ou m et n sont des entiers vérifiant (1.2), ¢’est-a-dire

2 2 2
nm_ k. (1.4.)
p q 47

les constantes B et D restent cependant arbitraires.

Ainsi I'équation (1.1) n’a de solutions nulles sur le bord que si k
appartient & une famille discréte de valeurs (“valeurs propres”), données
par (1.4).

Leonhardt Euler a montré une propriété analogue pour les solutions
de (1.1) qui sont nulles sur un cercle au lieu d’un rectangle : les valeurs
discrétes de k sont alors déterminées a partir des zéros des fonctions de
Bessel Jy, J1, Ja, . . ..

La signification électromagnétique de I’équation (1.1) est que le do-
maine est une cavité & l'intérieur de laquelle le champ vibre avec une
fréquence k. La condition que le potentiel est nul sur le bord signifie que
le domaine est une cavité creusée dans un conducteur parfait (un métal).
Le fait mathématique que les solutions nulles au bord de ’équation (1.1)
ne peuvent exister que pour des valeurs discrétes de k, signifie donc
que, dans une cavité entourée d’un milieu conducteur, le champ élec-
tromagnétique ne peut vibrer qu’a certaines fréquences discrétes. Ainsi,
le probléme de la cavité, capital pour I’électromagnétisme, est mathé-
matiquement identique au probléme de la vibration d’une membrane;
identique aussi au probléme de la cavité acoustique (tuyau d’orgue par
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exemple) qui sera étudié par Helmholtz; et analogue — ou apparenté —
au probléme de la diffusion de la chaleur le long d’une tringle ou d’une
tole, résolu par Joseph Fourier, que nous allons aborder maintenant.

2. La théorie analytique de la chaleur.

Les méthodes que Daniel Bernoulli et Leonhardt Euler avaient essayées
avec succes pour les cordes vibrantes ou les membranes ont en effet été
reprises par Joseph Fourier, pour traiter cette fois le probléme de la
propagation de la chaleur par conduction dans un milieu matériel. C’est
a cette occasion que Fourier va créer la théorie des séries de Fourier et
prouvera ainsi la justesse des visions de Daniel Bernoulli sur I'universalité
des solutions trigonométriques.
Les travaux de Fourier sur la conduction de la chaleur ont commencé
dés la fin des années 1790. Toutefois leur présentation & I’Académie date
de 1807, et c’est le traité publié en 1822 chez I’éditeur Firmin Didot qui
nous servira de référence.
Dans le discours préliminaire (préface) de son ouvrage, Fourier mo-
tive ses recherches sur la chaleur et les situe par rapport a la philosophie
naturelle, en disant que la chaleur est un phénomeéne a part :
Galilée, premier inventeur des théories dynamiques, découvrit les
lois du mouvement des corps graves. Newton embrassa dans cette
science nouvelle tout le systéme de l'univers. Les successeurs de
ces philosophes ont donné a ces théories une étendue et une per-
fection admirables ; ils nous ont appris que les phénoménes les plus
divers sont soumis & un petit nombre de lois fondamentales, qui
se reproduisent dans tous les actes de la nature. On a reconnu que
les mémes principes réglent le mouvement des astres, leur forme,
les inégalités de leurs cours, l’équilibre et les oscillations des mers,
les vibrations harmoniques de lair et des corps sonores, la trans-
mission de la lumiére, les actions capillaires, les ondulations des
liquides, enfin, les effets les plus composés de toutes les forces
naturelles (...)
Mais, quelle que soit I’étendue des théories mécaniques, elles ne
s’appliquent point aux effets de la chaleur. Ils composent un ordre
spécial de phénoménes qui ne peuvent s’expliquer par les principes
du mouvement et de I’équilibre.

Ayant fait remarquer qu’on ne connait pas encore les lois mathématiques

générales de la chaleur, Fourier poursuit :
J’ai déduit ces lois d’une longue étude et de la comparaison at-
tentive des faits connus jusqu’a ce jour; je les ai tous observés de
nouveau, dans le cours de plusieurs années, avec les instruments
les plus précis dont on ait encore fait usage.
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(...) Jai reconnu ensuite que tous les phénomeénes qui dépendent
de cette action [de la chaleur| se résolvent en un trés petit nombre
de faits généraux et simples; et par 14, toute question physique
de ce genre est ramenée a une recherche d’Analyse mathématique.
J’en ai conclu que, pour déterminer en nombre les mouvements les
plus variés de la chaleur, il suffit de soumettre chaque substance a
trois observations fondamentales. En effet, les différents corps ne
possédent point au méme degré la faculté de contenir la chaleur,
de la recevoir ou de la transmettre a travers leur superficie, et de
la conduire dans 'intérieur de la masse. Ce sont trois qualités spé-
cifiques que notre théorie distingue clairement et qu’elle apprend
a mesurer.

Ainsi Fourier a reconnu par l'expérience trois grandeurs qu’il faudra
mesurer, tout le reste étant affaire d’Analyse mathématique. Il situe
donc la théorie analytique de la chaleur dans le cadre de la philosophie
naturelle : la physique de la chaleur est donc analogue & la Mécanique
céleste, ou il faut mesurer les masses et la constante G de la gravitation, la
suite étant affaire d’Analyse mathématique ; ou a la physique des cordes
vibrantes, ou il faut mesurer la tension, la masse, et la longueur; etc.
etc.

Les trois grandeurs reconnues par Fourier sont

— la faculté de contenir la chaleur, aujourd’hui appelée chaleur spé-
cifique, et désignée par C : “le coefficient C' désigne ce qu’il faut
de chaleur pour élever de la température 0 a la température 1 un
poids déterminé qui sert d’unité”,

— de la recevoir ou de la transmettre & travers leur superficie, le
coefficient de dissipation, désigné par h : “la surface extérieure du
solide ayant une température V, laisse échapper dans lair [supposé
a 0°] une quantité de chaleur proportionnelle a cette température
et a ’étendue S de la surface ; cette quantité a pour valeur h-S-V7”,

— et de la conduire dans l'intérieur de la masse, ou conductibilité,
désignée dans la suite par K.

Pour éviter toute confusion, il est sans doute utile de noter ceci : la cha-
leur spécifique est rapportée & la masse et non au volume. C’est pourquoi
la chaleur volumique (rapportée au volume) sera désignée par CD, ou D
est la densité du corps.

Le probléme le plus simple et le plus typique est celui d’une tringle,
et on s’y limitera puisqu’il contient toutes les idées essentielles. Si x
représente 'abscisse le long de la tringle et ¢ le temps, soit u(t,z) la
température au point x de la tringle a 'instant ¢. L’évolution de la tem-
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pérature au cours du temps est alors décrite par ’équation aux dérivées
partielles

ou 0%u

ou C est la chaleur spécifique du matériau dont la tringle est faite, D la
densité, et K la conductibilité du matériau. L’équation (2.1) est correcte
si la tringle est parfaitement isolée et il n'y a aucune dissipation de
chaleur dans le milieu environnant, sinon le second membre doit étre
diminué de C* - u pour en tenir compte, mais pour les besoins de ce
résumé le cas simple (2.1) suffit.

Fourier commence par la méthode de séparation des variables : il
cherche des solutions sous la forme d’un produit

u(t,z) = a(t) - olx), (2.2)
ce qui, substitué dans (2.1), conduit a

Cpa) o)
K alt) o) (2:3)

le membre de gauche ne dépend que de ¢, celui de droite que de x, et les
deux doivent étre égaux; donc la seule possibilité est qu’ils soient tous

deux égaux & une méme constante m; en résolvant ’équation différen-
tielle ©2a’(t) = ma(t) on obtient

a(t) = a(0) - exp { 25 mt} (24.)

ce qui pour des raisons physiques implique que m ne peut étre > 0 (la
température ne peut pas augmenter exponentiellement avec le temps).
Posons m = —r?; alors 'équation différentielle en ¢(z) conduit &

a(t) = a(0) - exp { — CLD.T2 t}, (25)
p(z) = Acos(rz) + Bsin(rz).

Concernant la constante r, Fourier fait remarquer ceci :

L’exposant r qui entre dans la fonction u(t,z) = a(t) ¢(z) n’est
pas déterminé, et ’on peut choisir pour cet exposant un nombre
positif quelconque; mais, pour que u devienne nulle en faisant
xz =0 ou z = L, quel que soit ¢, on prendra pour r un des termes

de la suite T, 2% 37
Cette citation n’est pas exacte : ce que dit Fourier & propos d’un solide ot

il y a trois coordonnées x, y, z, je I’ai réduit ici au cas simple de la tringle,



80 Jacques Harthong

dont L sera ici la longueur. Cela signifie que si on fixe des conditions auz
limites :

a) Vit >0, u(t,0) =0;

b) ¥t >0, u(t,L) =0;
alors la constante r ne pourra prendre que des valeurs discrétes. Ce fait
est essentiel car c¢’est lui qui est a I'origine de la notion de valeurs propres.
Trés exactement :

a) = A=0;

b) = r =nn/L.
Jusqu’ici le raisonnement suivi par Fourier (séparation des variables,
valeurs discrétes de ) est simplement repris de Daniel Bernoulli. L’inno-
vation qui conduit & la théorie des séries de Fourier intervient & propos
de la troisiéme condition aux limites. En effet, la distribution des tem-
pératures évolue au cours du temps, mais a partir d’un état initial : au
départ, on a chauffé la tringle (avec une flamme par exemple) donc

c) Ve, 0<z <L, u0,2)=f(x),
ou f(z) est une fonction donnée au départ, qui décrit I’état initial de la
tringle. Or, étant donné qu’on a trouvé, a partir des conditions a) et b),
que les solutions possibles de (2.1) sont de la forme

B sin (% x) exp {—% Z—an t} (2.6.)

on obtiendra la solution la plus générale de (2.1) avec les conditions a)
et b) sous la forme

o0
o . nm K 72 2
u(t,z) = ; B, sin (f J:) exp {— &5 L n’t}, (2.7.)
qui dépend des constantes arbitraires By, By, Bs, ... Si cette solution

doit en outre satisfaire a c), il faut avoir
= nw
Ve, 0<z <L, =Y B,si (— ) 2.8.
x,0<x<L, f(x) 2 sin (@ (2.8.)

autrement dit : il faut, pour déterminer les constantes arbitraires Bj,
Bs, Bs, ..., “trouver le développement en série de Fourier de f(x)”.

3. Le probléme de Sturm-Liouville.

Les travaux de Fourier sur la chaleur ont inspiré un trés grand nombre
de contributions et c’était & Paris au début du siécle le sujet majeur, car
I’électromagnétisme était encore peu développé. Sur la voie qui conduira



Des Equations intégrales a la mécanique quantique 81

a la notion d’espace de Hilbert, une étape essentielle, reconnue par tous
les historiens, va étre le probléme de Sturm-Liouville. Le but avoué de
Charles Sturm et Joseph Liouville était d’étendre la méthode de Fourier
rappelée ci-dessus au cas ou les coefficients C', D, ou K de l’équation
(2.1) dépendent de la coordonnée z, c’est-a-dire au cas ou la tringle est
inhomogeéne. Le premier mémoire présenté sur le sujet par Liouville en
1836 commence comme ceci :

Lorsqu’on veut déterminer les lois du mouvement de la chaleur
dans une barre hétérogéne, placée dans un milieu entretenu a 0°,
on tombe sur I’équation aux différences partielles

du _ (k)

(1) QE* dr —lu

Dans cette équation, qui doit servir & déterminer la température
u de chaque point en fonction du temps t et de ’abscisse x de ce
point, les trois lettres g, k, [ représentent respectivement la chaleur
spécifique, la conductibilité intérieure, et le pouvoir émissif; et,
puisque la barre est hétérogéne, on doit les regarder, non comme
des constantes, mais comme des quantités variables données pour
chaque valeur de x. Si les abscisses des deux extrémités de la barre
sont x et X, on a de plus deux conditions définies de la forme

2) %fhuzo pour = =X,
Z—Z+Hu:0 pour x =X,

h et H étant des constantes qui peuvent avoir des valeurs quel-
conques depuis 0 jusqu’a +oco. Enfin, on doit avoir

(3) u= f(z) pour t=0,

f(x) etant une fonction arbitraire qui représente I’état initial des
températures et qui satisfait aux deux conditions

df (z)
dx

df (x)
dx

—hf(z)=0 pour z=x,

+Hf(x)=0 pour z=X,

lesquelles se déduisent, en posant ¢ = 0, des équations (2) que
nous avons regardées comme ayant lieu pour la valeur générale de
u dont f(x) n’est qu’un cas particulier.

Puis Liouville présente la méthode de résolution qui est exactement la
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méthode de Fourier décrite plus haut :

Pour former la valeur de u qui satisfait a I’équation (1) et aux
conditions définies (2) et (3), on est conduit & développer la fonc-
tion f(x) en une série dont les termes successifs différent 'un de
l'autre par un paramétre r et ont la propriété de satisfaire a la
fois a I’équation différentielle générale

av

—rgV = 7(d;7) -1V,

et aux conditions particuliéres,

d—v—hVZO pour = =x,

dx

d—v—&—HV:O pour z=X.

dx
La nouveauté capitale est ici que les fonctions V,. sont des fonctions
spécifiques du probléme, qui changent si les fonctions données g(z), k(x),
I(x) changent. Si les fonctions données sont constantes, alors les fonctions
V., seront des fonctions trigonométriques comme chez Fourier ; mais si la
tringle est hétérogéne, ce seront des fonctions nouvelles, pour lesquelles il
n’y a pas de formule analytique qui les exprimerait & ’aide des fonctions
connues.

Au moment ou Liouville publie ces lignes, ces fonctions V,. avaient été
étudiées par son ami Charles-Frangois Sturm depuis dix ans. L’essentiel
du travail de Sturm avait été publié I'année précédente dans le méme
Journal, édité par Liouville (une partie des mémoires originaux de Sturm
est perdue). Voici ce que Sturm en dit dans cette publication :

La résolution de la plupart des problémes relatifs a la distribu-
tion de la chaleur dans des corps de formes diverses et aux petits
mouvements oscillatoires des corps solides élastiques, des corps
flexibles, des liquides et des fluides élastiques, conduit & des équa-
tions différentielles linéaires du second ordre [a coefficients va-
riables] (...) On ne sait les intégrer que dans un trés petit nombre
de cas particuliers hors desquels on ne peut pas méme en obtenir
une intégrale premiére ; et lors méme qu’on posséde ’expression de
la fonction qui vérifie une telle équation, soit sous forme finie, soit
en série, soit en intégrales définies ou indéfinies, il est le plus sou-
vent difficile de reconnaitre dans cette expression la marche et les
propriétés caractéristiques de cette fonction. Ainsi, par exemple,
on ne voit pas si dans un intervalle donné elle devient nulle ou
infinie, si elle change de signe, et si elle a des valeurs mazima
ou minima. Cependant la connaissance de ces propriétés renferme
celle des circonstances les plus remarquables que peuvent offrir
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les nombreux phénoménes physiques et dynamiques auxquels se
rapportent les équations différentielles dont il s’agit. S’il importe
de pouvoir déterminer la valeur de la fonction inconnue pour une
valeur isolée quelconque de la variable dont elle dépend, il n’est
pas moins nécessaire de discuter la marche de cette fonction, ou
en d’autres termes, d’examiner la forme et les sinuosités de la
courbe dont cette fonction serait ’ordonnée variable, en prenant
pour abscisse la variable indépendante. Or on peut arriver a ce
but par la seule considération des équations différentielles en elles-
mémes, sans qu’'on ait besoin de leur intégration. Tel est 'objet
du présent Mémoire. Les fonctions dont je me suis occupé ont,
comme on le verra, des analogies remarquables avec les sinus et
les exponentielles, et peuvent, dans certains cas, étre évaluées nu-
mériquement avec une approximation suffisante a ’aide des tables
logarithmiques et trigonométriques.

Autrement dit, pour chaque cas particulier ou les fonctions g, k, [ sont
données, il est possible de trouver des fonctions spécifiques V,,(z), qui
sont analogues aux fonctions v, (z) = sin (% n x), et qui permettent d’ap-
pliquer la méme méthode que Fourier : au lieu de développer la fonction
f(x) (Uétat initial de la tringle) en série de sinus, on la développera
en série de V,,. Les fonctions sinus sont les V,, du cas particulier ou les
fonctions g, k, [ sont constantes.

L’équation obtenue aprés séparation des variables

d(k )

-1V
dz ’

—-rgV =
mentionnée dans la citation ci-dessus de Liouville fournit des solutions V'
pour un continuum de valeurs de r mais, tout comme dans le probléme
de Fourier, les fonctions V. correspondantes ne satisferont les conditions
aux limites en x = x et x = X que pour des valeurs discrétes de r.
Sturm et Liouville démontreront alors “par la seule considération des
équations différentielles en elles-mémes”, les propriétés utiles des fonc-
tions V,, (les V. pour r = r,,) : possibilité de développer n’importe quelle
fonction f(z) en “série de Fourier” > a,, V,,, expression intégrale des co-
efficients a,,, orthogonalité! des V;,. Leurs démonstrations n’étaient pas
toutes absolument rigoureuses et la critique de ces démonstrations fait
aussi partie de la logique historique.

1. Il s’agit de l'orthogonalité avant la lettre; le terme orthogonalité a été introduit
en 1904 par Erhard Schmidt et implique une perception géométrique. Cette idée de
Schmidt, de I’analogie entre le produit scalaire euclidien et I'intégrale [ f(z) g(z) dz,
est une étape essentielle de la logique historique. Pour une étude historique spéciale
de cette notion d’orthogonalité, voir [Dorier 1996].



84 Jacques Harthong

Je n’ai pas la place pour exposer et critiquer leurs démonstrations, mais
je choisis un exemple particuliérement intéressant. Dans son premier
mémoire, Liouville propose une démonstration. Il annonce ceci :

On peut voir, dans 'ouvrage de M. Poisson sur la chaleur, com-
ment on est porté, par la marche méme du calcul, & admettre la
possibilité de ce développement [celui dont il est question, le dé-
veloppement en série “de Fourier” selon les fonctions V;,| pour une
fonction quelconque f(z); mais jusqu’a ce jour il a paru difficile
d’établir cette possibilité directement et d’'une maniére rigoureuse.
Je me propose de donner ici une méthode trés simple pour y par-
venir. Je considére en elle-méme la série par laquelle les géométres
ont représenté le développement de f(z) dont il est question : sans
rien supposer a priori sur ’origine de cette série ni sur sa nature,
j’en cherche la valeur, et je trouve que cette valeur est précisément
f(x), du moins lorsque la variable x est comprise entre les limites
x et X.

Voici le principe de cette démonstration. Liouville considére la série

> anVa(x) (3.1

ou les a,, sont les “coefficients de Fourier”, donnés par

an = (3.2.)

et les fonctions V,, (fonctions propres avant la lettre) correspondent aux
valeurs discrétes (valeurs propres avant la lettre) du paramétre r impo-
sées par les conditions aux limites. Reprenant les résultats de Sturm et
de Poisson, il rappelle que 1'on a

X
/ 9(x) Vi (x) Vi (z) dz = 0

toutes les fois que r,, —r, # 0. Puis il construit une famille triangulaire
de fonctions selon le schéma suivant :

Py(z) = Vi(a)Va(x) )
Py(z) = Vi(a) Vs(z) — Vs(a) Vi(z)

on pose :
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Q3(z) = Pa(b) P3(z) — P3(b) Pa(x)
puis : Qa(z) = Pa(b) P(x) — Py(b) Pa(z)
Q) = Ps(b) Pul) — Pr(b) Pa(e)

R3(z) = Q3(c)Qu(x) — Quc) Qs(x)
Ry(z) = Qs3(c)Qs(x) — Qs(c) Qs(x)

puis encore :

et ainsi de suite. Les fonctions P s’annulent en « = a, et sachant (d’aprés
Sturm) que Vj(z) ne s’annule jamais, elles ne s’annulent gu’en a. De
méme, les fonctions ) s’annulent en a et b et nulle part ailleurs, les
fonctions R s’annulent en a, b et ¢ et nulle part ailleurs; en continuant
on obtiendra des fonctions dont la derniére

a) sera une combinaison linéaire des Vq, V5, Vs, ...

b) s’annulera en m points quelconques a, b, ¢, ... donnés a avance.
Ensuite Liouville montre le lemme :

Soit ¢(x) une fonction de x : si pour tout n

X
/ o(2) Vp(z)dx =0

alors ¢(x) = 0 pour tout x entre x et X.

Le principe de la démonstration est le suivant : si la fonction ¢ est
partout positive (ou partout négative), le produit ¢(x)-V; (z) ne changera
jamais de signe; comme par hypotheése [¢(x)Vi(z)dz = 0, on aura
o(x) - Vi(x) = 0 (car une fonction continue et > 0 dont I'intégrale est
nulle ne peut étre que nulle) et par conséquent aussi ¢ = 0. Si ¢ n’est
pas partout > 0 ou partout < 0, soient ay, as, as, ... a,, les points ou
elle change de signe, de sorte que sur chacun des intervalles ]a; , a; 1] elle
garde un signe constant. On construit selon le schéma décrit ci-dessus
une fonction R(z), qui sera une combinaison linéaire des Vq, Va, ... V,,
et qui aura, sur chacun des intervalles ]a;, a;11], le méme signe que
. Alors la fonction ¢(x) - R(x) sera partout > 0 et continue. Puisque
R(x) est par construction une combinaison linéaire des V;, on aura aussi

[ ¢(x) R(x) dz = 0, donc p(z) R(z) = 0, et donc aussi ¢(z) = 0.

CQFD.
La faiblesse de cette démonstration est de présupposer qu’on peut tou-
jours prendre un nombre fini de points a1, as, as, ... a,,. Cela revient a

supposer que la fonction ¢ ne change de signe qu’un nombre fini de fois
sur Uintervalle [x , X]. Le lemme énoncé ci-dessus devrait donc préciser
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que ¢ est une fonction continue qui ne change de signe qu’en un nombre
fini de points de l'intervalle [x , X]. Ce lemme devait servir & montrer
que Pexpression (3.1) ci-dessus est égale a f(z), en prenant

p(x) = f(2) = > anVi(2) (3.3.)

En effet, on voit facilement que, si on prend pour ¢ pécisément la fonction
donnée par (3.3), alors l'intégrale [ ¢(z)V,(z)dz sera toujours nulle, &
cause des relations d’orthogonalité (avant la lettre) [V, (z) Vi, (z) dz =0
combinées avec (3.3). Or Liouville ne prouve pas préalablement que la
fonction ¢ définie par (3.3) ne change de signe qu’en un nombre fini de
points.

Si on se place dans la perspective historique de la future Analyse
fonctionnelle, ce défaut de la démonstration de Liouville apparait comme
un point crucial : pour que le procédé soit correct, il faudrait que ’on
puisse construire une fonction R méme si les points ay, as, as, ... sont
en nombre infini. La démonstration correcte repose sur les théorémes
d’approximation uniforme : pour tout € > 0, il existe une combinaison
linéaire

R.(z) = c1 Vi(x) + ca Va(z) + ca Va(z) + - - - + € Vin () (34.)

telle que Vx € [x, X], |¢(z) — Re(x)| < . En général, lorsque ¢ tend
vers zéro, le nombre m dans (3.4) tend vers linfini, contrairement a ce
qui est admis dans 'argument de Liouville. La démonstration correcte
consistera alors & dire que, grace & la limite uniforme :

X ) X
/ [o(z)]” da = gl_rﬂl) o(z) Re(x)dz =0 (3.5.)

X

4. Les équations intégrales.

On a vu que, dans ’équation de la chaleur & coefficients constants, les
valeurs propres discrétes apparaissaient a4 cause des conditions aux li-
mites en 2 = x et x = X ; dans notre exemple (2.1) elles apparaissaient
comme les solutions r = nw/L de l'équation sin(r L) = 0. Pour 'équa-
tion de la chaleur a coeflicients variables, étudiée par Sturm et Liouville,
elles devraient apparaitre comme solutions du systéme d’équations

oV (r,x) (41)

%—hV(r,x)zO pour T = X;
5~ T HV(r,r) =0 pour z=X.
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Liouville écrit dans le premier mémoire (page 256) :

Pour que les conditions (4.1) soient satisfaites, il faut que le pa-
ramétre r soit choisi parmi les racines d’une certaine équation
transcendante. Nous représenterons cette équation par

w(r) =0 (4.2.)

puis reprend dans le second (page 18) :
L’équation w(r) = 0 dont le paramétre r dépend n’a pas de ra-
cines négatives, comme on le reconnait a I’inspection seule de cette
équation. Elle n’a pas non plus de racines imaginaires ; c’est ce que
M. Poisson a prouvé depuis longtemps par un procédé trés ingé-
nieux.
C’est dans le but d’exprimer la fonction transcendante w(r) que Liouville
introduit les équations intégrales (ibid. p 21) :

(...) équation

dkL¥
( dZ) -V ==rgVv
dx
et la condition
v hV =0 pour =X
dx

sont satisfaites en posant

X go (X
V:p0+/ ?/ (I—gr)Vdzx. (4.3)

Si, dans le second membre de cette équation, on remplace V' par
sa valeur que fournit précisément ce méme second membre, on
trouve ensuite

X x X x
V:po+p1+/ %/ (l—gr)dm/ %/ (l—gr)Vdz

[avec po = C** - (1 + hk(x) [ 9)]; remplagant de nouveau, dans
le second membre, V par sa valeur (4.3), et continuant indéfi-
niment cette opération, conformément a la méthode connue des
approximations successives? (...)

L’idée est ici la suivante : I’équation intégrale (4.3) est équivalente a
I’équation différentielle avec la premiére condition aux limites. En ef-
fet, I’équation intégrale s’obtient simplement en intégrant deux fois de
suite I’équation différentielle, et la condition aux limites en z = x est

2. Cette méthode était bien connue a I’époque par ses applications & la Mécanique
céleste (calculs de perturbations).
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automatiquement satisfaite par le choix de pg et du fait qu’on prend les
primitives qui s’annulent en r = x.
Puisqu’on obtient ainsi

ol pi1, pa, etc, sont les itérées, la seconde condition aux limites s’écrira
donc

=+ Hpo+p+---)=0 pour xr=X (4.5.)

Autrement dit, la fonction @(r) est le premier membre de cette équation,
dans lequel x est remplacé par X.
Liouville conclut (ibid. p 22) :
Les quantités po, p1, etc, et leurs dérivées étant essentiellement
positives lorsqu’on prend r < 0, il en résulte que cette équation
n’a pas de racines < 0. M. Sturm a prouvé et tout-a-I’heure nous
prouverons aussi qu’elle a un nombre infini de racines positives
71, T2, ... qui sont de plus en plus grandes et croissent jusqu’a
Pinfini.
La série (4.4) pour calculer V;, ainsi que la série (4.5) pour calculer w(r)
et trouver ses racines constituent un algorithme effectivement utilisable
et il n’y en a pas d’essentiellement meilleur pour le cas le plus général.

Deuxiéme Partie :
La Théorie des équations intégrales

Dans la littérature scientifique du X1X¢ siécle, les séries du type (4.4),
obtenues par itération a partir d’une équation intégrale (méthode des ap-
proximations successives), sont souvent appelées séries de Beer-Neumann.
Carl Neumann semble étre le premier a4 en avoir fourni une théorie gé-
nérale et rigoureuse selon les canons mathématiques; A. Beer est connu
pour en avoir répandu l'usage en électromagnétisme, & partir de “rai-
sonnements de physicien” ; I'idée d’y recourir (pour le “probléme de Di-
richlet”) avait été proposée par Gauss. Cette littérature semble avoir
ignoré le travail de Liouville. En examinant les textes de cette époque
intermédiaire (~ 1830 — 1860), il ne faut surtout pas oublier que 1’élec-
tomagnétisme n’avait pas encore pris la forme achevée que lui a donnée
Maxwell dans son Traité de 1873, et qui est encore enseignée aujourd’hui.

Pour donner une idée du roéle donné a cette époque aux équations
intégrales, voici un extrait d’un court article de A. Beer [1856], ou il
étudie le potentiel électrostatique a I'intérieur d’une surface conductrice,
si les charges qui le créent sont toutes sur cette surface :
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Wenn nun erstlich der idioelektrische Kérper aufterhalb der Flache
S liegt, so verschwindet in der ganzen Ausdehnung des von ihr
umschlossenen Raumes der Ausdruck AV, und man hat dem be-
kannten Green’schen Satze geméf fiir jeden Punkt des erwdhnten

Raumes :
(X
Vv o= / (4”)-ds+v’
T
Vo= —/V-a(ﬁ)-ds (4.6.)

[le symbole 9 désigne ici la dérivée normale sur S]. Die Function
V' ist offenbar selbst wiederum eine Potentialfunction, und der
Ausdruck AV’ verschwindet allenthalben im Innern von S.

Il est clair que si, dans la premiére équation ci-dessus, on substitue
a V'’ son expression donnée dans la deuxiéme, on obtient une équa-
tion intégrale. Beer en propose la résolution par itération, et prouve la
convergence du procédé a partir d’arguments physiques. Dans ce contexte
I’équation intégrale est beaucoup plus parlante que 1’équation différen-
tielle, car elle exprime directement la rétroaction du potentiel sur les
charges : la surface S étant conductrice, les charges (qui ne peuvent en
sortir, mais peuvent de déplacer le long de celle-ci) sont influencées par
le potentiel global, ce qui les déplace et modifie en retour ledit potentiel.

On reconnaitra aussi dans cette citation le probléme de la cavité,
déja mentionné plus haut ; mais dans cet exemple Beer n’étudie que le
potentiel électrostatique et non les vibrations. Le probléme des vibrations
dans une cavité n’a jamais regu, au long du X I.X° siécle une importance
comparable aux problémes électrostatiques (problémes dits “de Dirichlet”
ou “de Neumann”). Il n’a donc jamais eu le privilege d’étre le guide ou
le modéle des géométres au cours de la longue évolution historique que
j’essaie de retracer. Mais il a toujours été présent, soit sous des formes
déguisées comme par exemple celui de la membrane, soit comme tel avec
une importance modeste.

Historiquement, ces applications électromagnétiques ont joué un roéle
important, car elles ont conduit & bien percevoir I’équivalence générale
entre une équation intégrale et un probléme différentiel avec conditions
aux limites. L’équation intégrale, comme dans le mémoire de Liouville,
contient implicitement les conditions aux limites. Toutefois dans ce mé-
moire le recours a ’équation intégrale apparaissait comme un procédé
technique particulier (pour calculer la fonction transcendante w), et c’est
Iélectromagnétisme qui permettra a Gauss, Dirichlet, Riemann, Carl
Neumann et & d’autres, de formuler cette équivalence sous une forme gé-
nérale et dans un langage mathématique autonome : c’est ainsi qu’elle est
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entrée dans la tradition des mathématiques “pures” (celle que Dieudonné
rapporte dans History of Functional Analysis).

Ces questions semblent & premiére vue tout a fait étrangéres a la fu-
ture Mécanique quantique, et bien stir c’est cela qui donne le sentiment
de I'étrangeté historique signalée en introduction. On verra ’écart appa-
rent se creuser encore avec la suite de ’histoire, car & partir du moment
ou Gauss, Neumann, etc., ont donné au probléme une vie mathématique
autonome, ’évolution ultérieure devait logiquement devenir encore plus
indépendante.

Or cet écart n’est qu’apparent : la Mécanique quantique semble avoir
trouvé par miracle les bases mathématiques qu’il lui fallait ; mais c’est
tout simplement parce que la Mécanique quantique prend en compte les
propriétés ondulatoires des trés petites particules, et que toutes les ondes
(qu'elles soient acoustiques, électromagnétiques, électroniques) sont dé-
crites mathématiquement par les mémes équations, qui sont aussi celles
d’une membrane. L’atome d’hydrogéne est physiquement analogue a la
cavité électromagnétique, qui est elle-méme physiquement analogue a la
membrane. Nous y reviendrons dans la conclusion.

Dans I’Histoire des équations intégrales telle qu’elle est percue par la
tradition des mathématiques pures, une étape importante est la méthode
de résolution proposée par Ivar Fredholm [1903]. Ce travail est & juste
titre célébre et il est inutile de le décrire en détail pour notre propos; je
me contente d’en rappeler I'idée de base.

Fredholm propose de résoudre ’équation intégrale

1
(@) + / Fe,y) oy) dy = v(z) (47)

d’une maniére analogue a la résolution des systémes de n équations li-
néaires & n inconnues par la méthode des déterminants de Cramer, et
introduit pour cela les équivalents fonctionnels de ces déterminants. Voici

ce qu’écrit Fredholm au début de son article (troisiéme page) :

... il existe une quantité Dy qui joue par rapport a I’équation fonc-
tionnelle (4.7) le méme role que joue le déterminant par rapport
4 un systéme d’équations linéaires.

Pour définir Dy j’introduis la notation abrégée

fw,y)  flr,ye) oo flo1,9n)
(e Y ) S S | g
f(mnvyl) f(xnayQ) f(mmyn)
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et je pose

T1,T2

Dy = 1+f01f(ﬂf,$)dx+%j;f°1f( 1, %2

:Zf:oﬁfff( T, L2505 En ) dzidxs ... dx,.

) dridrs + ...
(4.9.)

Y, Y2,---5Yn

La méthode de Fredholm se comprend aisément si on discrétise I'inter-
valle [0, 1] par les points ap=0, a1 =%, as==2, ...a,=1: l'intégrale de
(4.7) devient une somme finie, et I’équation (4.7) un systéme de n + 1
équations & n + 1 inconnues dont la matrice est I + F, I étant la ma-
trice unité et F' la matrice provenant de la discrétisation de f, dont les
éléments sont F; ; = f(a;,a;). Toutes les formules de Fredholm s’ob-
tiennent alors comme les limites quand n tend vers l'infini des formules
de résolution de Cramer. Cet aspect est totalement occulté dans I'article
de Fredholm, mais restitué dans ’exposé qu’en fera Hilbert peu aprés
(Grundziige einer allgemeinen Theorie der linearen Integralgleichungen) ;
nous y reviendrons a la section 5 ci-aprés. On voit ici que les méthodes
heuristiques de 1’électromagnétisme sont loin ; le travail de Fredholm est
celui d’un mathématicien qui suit la logique propre de son domaine : ré-
soudre un probléme légué par les Anciens. Ce probléme est résolu selon
les canons, désormais fixés, de ce qu'on appelle déja la mathématique
pure : la discrétisation est occultée afin d’accentuer l'aspect purement
déductif de 'exposé; la question pratique du calcul numérique effectif
n’est méme pas posée et le simple fait d’avoir pu écrire la formule de
résolution dans le langage de I'analyse suffit pour que le probléme soit
considéré comme définitivement résolu. Pourtant l'expression (4.9) qui
donne le déterminant, tout comme les formules explicites de résolution
données plus loin (dans l'article de Fredholm) sont inutilisables pour le
calcul numérique, car ’algorithme optimal pour résoudre numériquement
un systéme linéaire est celui du pivot de Gauss et surtout pas celui de
Cramer ; sans compter la maniére de discrétiser l'intégrale.

L’étude entreprise ici sur une période qui couvre un siécle met en
évidence un phénoméne connu, mais peu discuté, de 1’évolution histo-
rique, qui est la spécialisation. Vers 1900, celle-ci était encore bien loin
des extrémes qu’on observe aujourd’hui, mais déja visible. Les travaux de
Bernoulli et d’Euler sur les membranes, ceux de Fourier, puis de Sturm
et Liouville, sur la chaleur, ceux de Gauss sur ’électrostatique, étaient
des travaux de physique mathématique motivés par la philosophie natu-
relle; ce faisant, ils ont légué a la postérité des problémes issus de ces
recherches, mais formulés d’'une maniére purement mathématique qui les
rend autonomes par rapport a leur origine : les fonctions de Bessel, les
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séries de Fourier, les valeurs propres, le probléme de Dirichlet, les équa-
tions intégrales, etc. Ces problémes peuvent alors mener leur vie propre
dans I’Histoire des mathématiques pures, comme le montre trés claire-
ment le travail de Fredholm (c’est ce qui a parfois conduit & l’illusion
que cette Histoire se passait dans le ciel des Idées). Toutefois ces pro-
blémes peuvent conserver au cours du temps un contenu physique lié &
leur origine, qui pendant longtemps restera en arriére-plan, au point de
n’apparaitre aux yeux des contemporains que comme un cas d’applica-
tion tout & fait contingent, voire oublié. Jusqu’'au jour ou, la Physique
redécouvrant le méme phénoméne dans une autre région de la Nature,
les solutions apportées entre-temps par les mathématiciens sembleront
relever du miracle ou de ’harmonie préétablie.

5. La synthése de Gottingen.

Les historiens considérent que les années 1900-1910 sont celles de la
naissance, a Gottingen essentiellement, de I’Analyse fonctionnelle. Ce-
pendant ce qui est né & Gottingen est le noyau de la future Analyse
fonctionnelle. En effet, cette derniére inclut aujourd’hui comme éléments
essentiels la théorie de l'intégrale de Lebesgue et les topologies d’espaces
vectoriels de dimension infinie, alors que, si on s’en tient aux grands
textes de I'Ecole de Géttingen (qui se résument dans Hilbert [1912] et
Courant—Hilbert [1924]), ces deux éléments n’étaient pas encore inté-
grés. Dans Grundziige einer allgemeinen Theorie der linearen Integral-
gleichungen, une série de cinq articles parus dans les Géttinger Nachrich-
ten, articles repris et augmentés dans Hilbert [1912], Hilbert expose la
théorie des équations intégrales de Fredholm et la théorie spectrale des
opérateurs linéaires sans la théorie de Lebesgue : il suppose (tout comme
Fredholm) que le noyau f(z,y) de ’équation (4.7) est continu, alors que
dans les exposés modernes on le suppose dans l'espace Lo ([0, 1] %[0, 1]) ou
un autre espace de ce type, dérivé de 'intégrale de Lebesgue. De méme en
théorie spectrale, Hilbert n’envisage que les opérateurs intégraux & noyau
continu (la notion topologique d’opérateur compact viendra plus tard).
Le livre de Courant et Hilbert Methoden der mathematischen Physik fait
de méme et évoque la théorie de Lebesgue en quelques lignes seulement,
en fin de chapitre (et encore, c’est dans 1’édition de 1954 1!).

Il est sans doute vrai que I’espace mathématique idéal pour aborder
en toute rigueur la Mécanique quantique est I’espace Lo ; mais les outils
qui ont vraiment servi & Schrédinger pour formuler sa Mécanique ondula-
toire et résoudre les problémes de ’atome d’hydrogéne ou de 'oscillateur
quantique sont bien ceux qu’on pouvait trouver dans Courant—Hilbert
[1924]. Le formalisme mathématique de la Mécanique quantique est donc
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bien né & Gottingen, avant la Mécanique quantique elle-méme.

Le texte fondateur de Hilbert, Grundziige einer allgemeinen Theo-
rie der linearen Integralgleichungen, commence par exposer le travail
de Fredholm (qui venait d’étre publi¢ dans Acta Mathematica). Cela
montre 'importance énorme que lui donnait Hilbert. La motivation sub-
jective de Hilbert (nous ’examinerons plus loin) est toutefois étrangeére
aux problémes qui sont a l'origine de ce grand courant que nous suivons
depuis Bernoulli, Euler, Fourier. Ce n’est pas parce que la théorie de
Fredholm apporte enfin la solution de vieux problémes sur la vibration
des membranes, la diffusion de la chaleur, ou la cavité électromagnétique
que Hilbert lui fait cet honneur. De toute fagon la théorie de Fredholm
n’apporte rien a la résolution effective de ces problémes : les équations
intégrales n’intéressaient les physiciens Liouville, Gauss, ou Beer que
comme outil pour calculer les solutions, et nous avons vu que, pour cal-
culer, la méthode de Fredholm est inutilisable. En réalité, la principale
découverte de Fredholm est le théoréme suivant (11° page de son article)

La condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe une solution
différente de zéro de 1’équation

o) + / F(@,y) o(y) dy = 0 (5.1)

c’est que Dy = 0 [Dy est défini par (4.9)]. Si n est 'ordre du
premier mineur de Dy qui soit différent de zéro, I’équation donnée
posséde n solutions linéairement indépendantes.

(La notion de mineur pour les déterminants de Fredholm avait été intro-
duite plus haut dans larticle de maniére spécifique)
Ce résultat est devenu célébre sous le nom d’alternative de Fredholm,
l'alternative étant que
— ou bien Dy # 0; alors pour toute fonction donnée ¢ (continue sur
[0,1]) il existe une solution ¢ unique de (5.1), et cette solution est
p=0si¢Y=0;
— ou bien Dy = 0; alors il se produit ce que dit le théoréme.
Si Hilbert a placé si haut le résultat de Fredholm, c’est parce qu’il y
voyait la voie de l'unification entre ’algébre et l’analyse. Dans Grund-
ziige. . ., Hilbert commence par exposer le travail de Fredholm, mais en
le réinterprétant comme une discrétisation : 'intégrale de (4.7) ou (5.1)
devient une somme de Riemann et 1’équation intégrale un systéme de
Cramer. En prenant le pas de discrétisation e = 1/n I’équation intégrale
devient un systéme de n équations a n inconnues qui sont les X; = p(ie).
Hilbert montre qu’en faisant tendre n vers l'infini on retrouve exactement
les résultats de Fredholm (il est pratiquement certain que Fredholm avait
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secrétement procédé de méme, puis rédigé son article en occultant cet
aspect). Mais Hilbert introduit encore une nouveauté qui ne figure pas
dans larticle de Fredholm : un paramétre A, avec lequel 1'équation (4.7)
devient

() — A / f(,y) ly) dy =0 (5.2)

Les deux premiers chapitres de Grundzige. .. sont :
1. Losung des algebraischen Problems, ou il est rappelé comment on
résout un systéme linéaire de la forme

w1+ A (K11<,01 + Koo + -+ Kln%’n) =Y
w2 + A (K211 + Kospa + -+ Konpn) =Y

(5.3.)

par la méthode des déterminants; que les déterminants en question sont
des polynomes en A, et que par conséquent le déterminant D(A) devient
nul pour un nombre fini de valeurs de A qui en sont les racines;

II. Lésung des transzendenten Problems, ou on fait tendre n vers I'in-
fini, de sorte que les déterminants D(A) deviennent des fonctions analy-
tiques de A, nulles pour une infinité discréte de zéros isolés A1, Ao, Az, .. .,
et qu’on retrouve exactement tous les résultats de Fredholm, mais en les
reliant cette fois aux problémes de valeurs propres qui avaient été po-
sés par Bernoulli, Euler, Sturm-Liouville, Helmholtz, etc. L’alternative
de Fredholm prend la forme suivante. Pour I’équation intégrale (5.2), il
existe une suite discréte Aq, Ao, Az, ... de valeurs de A telle que :

— ou bien A n’est pas une des valeurs A1, Az, A3, ..., alors pour toute
fonction donnée v (continue sur [0,1]) il existe une solution ¢
unique de (5.2), et cette solution est ¢ = 0 lorsque ¢ = 0;

— ou bien A est I'une des valeurs A1, A2, As, ..., alors il existe n
solutions linéairement indépendantes, ...

Ainsi le déterminant de Fredholm Dy, qui est une fonction analytique
du paramétre A, est ’expression la plus achevée et la plus élégante de la
fonction transcendante w (4.2) que Liouville s’était efforcé de construire
par le procédé des approximations successives. Nous avions remarqué
a ce propos (section 4) qu’un probléme différentiel avec conditions aux
limites est équivalent & une équation intégrale. Un calcul assez simple
montre par exemple que les deux problémes suivants sont exactement
équivalents :

— premier probléme : trouver une fonction ¢(z) sur 'intervalle [0, 1]
telle que

¢"(x) +q(x) p(x) = x(x)  @(0)=0 ¢(1)=0; (5.4.)
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— deuxiéme probléme : trouver une fonction ¢(z) sur lintervalle
[0,1] telle que

(@) + / F(@,y) oly) dy = (z) (5.5

11 suffit pour cela que l’'on prenne

1

f@,y) = s@,y)ay) et P@) = / sy x@dy  (56)

avec

z(1l—y) si 0<z<y<l1

K(%y):{y(lx) si 0<y<z<l (57)

En effet, ce choix judicieux de k entraine que I’équation intégrale (5.5)
— compte tenu de (5.6) — est exactement équivalente & I’équation dif-
férentielle plus les deux conditions ¢(0) = 0 et ¢(1) = 0.

On voit que I’équation intégrale (5.5) est exactement de la forme (4.7)
étudiée par Fredholm (le cas d’un intervalle quelconque [a, b] au lieu de
[0, 1], s’y raméne par une transformation élémentaire).

On comprend aisément que la méme équivalence entre probléme dif-
férentiel avec conditions au bord et équation intégrale subsiste en di-

mension deux, trois, ... Quoique Fredholm n’ait pas évoqué ce cas dans
son article, sa méthode s’appliquerait de la méme fagon avec des inté-
grales doubles, triples, ... La discrétisation serait plus compliquée, mais

le principe reste le méme.
Par exemple le probléme de la cavité électromagnétique s’écrit sous
sa forme différentielle :

Trouver les modes de vibration du potentiel V tels que
AV + E*V =0 (5.8)

dans le domaine tridimensionnel (la cavité) 1, et tels que
V' soit nul sur le bord 0f).

En effet, introduisons le noyau résolvant P(z,£) du probléme associé de
Dirichlet : si ho(§) est une fonction continue donnée sur 952, la fonction

hz) = / / P, €) ho(€) de (5.9
o0
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sera son prolongement harmonique dans € (d§ étant la mesure-aire sur
00). Alors, si on pose

_ |t [ P
K(zy) = [T(xvy) !Q/ ey df] : (5.10.)

ou r(z,y) est la distance euclidienne de x a y, le probléme différentiel
ci-dessus sera exactement équivalent a I’équation intégrale suivante :

V() + k‘z////ﬁ(x,y) V() =0 (5.11.)

Le noyau k(x,y) défini en (5.10) devient infini pour = = y, contrairement
a ce qui se produit en dimension 1 avec (5.7). Mais cette singularité est
intégrable et par conséquent la théorie de Fredholm peut s’appliquer
avec des adaptations mineures. Comme cela avait été rappelé plus haut,
le procédé de Fredholm est sans intérét pour le calcul numérique, et
de ce point de vue la forme différentielle sera souvent la plus efficace.
Mais on voit qu’en principe tous les problémes classiques (membrane,
chaleur, cavité électromagnétique, probléme de Dirichlet, etc.) peuvent
étre résolus dans le cadre proposé dans Grundziige... ou Methoden der
mathematischen Physik, c’est-a-dire sans l'intégrale de Lebesgue ni les
espaces Ls. Il en sera de méme pour la Mécanique quantique.

Hilbert s’est exprimé a cette époque sur le sens qu’il entendait donner
a la grande syntheése de tous ces problémes classiques sous ’embléme des
équations intégrales : 'unification de ’algébre et de l’analyse. En effet,
la similitude entre la méthode de Fredholm pour les équations intégrales
et celle de Cramer pour les systémes de dimension finie doit conduire
naturellement & une méthode unique et universelle, que la discrétisation
avec passage a la limite met bien en évidence. Voici sa vision [1909] :

Das genannte Problem der Bestimmung unendlichvieler Unbe-
kannter aus unendlichvielen Gleichungen erscheint auf den ersten
Blick wegen seiner Allgemeinheit undankbar und unzugénglich ;
bei einer Beschiftigung damit droht die Gefahr, daff wir uns in
zu schwierige oder vage und weitschichtige Betrachtungsweisen
verlieren ohne entsprechenden Gewinn fiir tiefere Probleme. Aber
wenn wir uns durch solche Erwadgungen nicht beirren lassen, geht
es uns wie Siegfried, vor dem die Feuerzauber von selber zuriick-
weichen, und als Lohn winkt uns entgegen der schéne Preis einer
methodisch-einheitlichen Gestaltung von Algebra und Analysis.>

3. Traduction : Ce probléme de la détermination d’une infinité d’inconnues a
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6. Conclusion.

Comme on le voit, les motivations de la Recherche ont subi un change-
ment considérable depuis I’époque ot Fourier, Sturm, et Liouville pré-
sentaient leurs mémoires a partir de problémes d’ingénieur. Dans la for-
mulation unifiée de I’Algébre et de I’Analyse, le fait qu’une équation avec
conditions au bord telle que (5.8) — équivalente & (5.11) — posséde une
famille discréte de valeurs propres est tout simplement di au fait que
les zéros d’une fonction analytique sont isolés. Le probléme de la cavité
électromagnétique, qui pour des raisons physiques fossilisées dans 1’équa-
tion (5.8) ou (5.11) ne peut avoir que des modes de vibration discrets,
n’est plus qu'un cas particulier soumis au théoréme des zéros isolés. Le
violoncelliste sent dans son doigt le changement de son lorsqu’il appuie
sur la corde, mais la postérité de Gauss, Neumann, et Hilbert ne pergoit
plus qu'une causalité abstraite.

Ainsi, dans le monde des idées créé a Gottingen, ce sont les propriétés
générales des fonctions analytiques qui imposent le changement de son
lorsque le violoncelliste appuie sur la corde; mais dans I’histoire réelle
de la science, la synthese effectuée par les mathématiciens de Gottin-
gen a consisté a réunir ce qu’il y avait de commun entre des problémes
d’origines diverses et qui existaient déja avant. Si le son change quand le
violoncelliste appuie sur la corde, c’est parce que son doigt empéche la
corde de vibrer selon certaines fréquences. Et si on retrouve cela comme
un cas particulier ou une application du théoréme des zéros isolés, c’est
parce que, parmi toutes les maniéres possibles de fonder ’analyse mathé-
matique, celle retenue par Hilbert était celle qu’on pouvait trouver sur le
chemin qu’avaient préparé Pythagore, Bernoulli, d’Alembert, Euler, Fou-
rier, etc., lorsqu’ils ont introduit les concepts mathématiques adéquats
pour I'étude du son émis par une corde.

La synthése de tous les problémes étudiés de maniére éparse par les
mathématiciens au cours du X 1.X° siécle sous la banniére des équations
intégrales n’est en réalité quune couverture logique ¢ qui cache peut-étre

partir d’une infinité d’équations, a cause de sa généralité, semble & premiére vue
ingrat et inextricable; en voulant le traiter on s’expose au danger de se perdre dans
des considérations trop compliquées, ou trop vagues, ou trop vastes, de sorte que les
efforts consentis pour gagner une perception plus profonde des problémes seraient
disproportionnés. Mais si nous ne nous laissons pas détourner par de tels scrupules,
il nous arrivera ce qui est arrivé a Siegfried, qui a vu le feu enchanté reculer devant
lui et en récompense nous verrons scintiller le merveilleux trésor d’une formulation
unifiée de I’Algébre et de I’Analyse.

4. Il ne faut évidemment pas interpréter cette remarque comme une contestation
de l'utilité de cette couverture logique; il s’agit seulement de ne pas ignorer ce qui
est en-dessous.
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le sens réel de ces problémes, mais ne le supprime pas. Tout comme la
forme d’un tumulus celtique est encore reconnaissable sous la végétation,
ou les configurations de MSDOS sous les systémes d’exploitation les plus
récents et les plus sophistiqués.

Voici maintenant Schréodinger, qui arrive en 1926 avec une logique
entiérement étrangere a celle affichée par Hilbert (unification de I’Algébre
et de I’Analyse) :

L’analogie entre la mécanique et l'optique signalée par Hamil-
ton ne concerne que 'optique géométrique; en effet, d’aprés cette
analogie, & toute trajectoire du point représentatif dans l’espace
de configuration correspond un rayon de lumiére et cette derniére
notion ne peut étre définie sans ambiguité qu’en optique géomé-
trique. (...) Cette notion, et avec elle toute la mécanique classique,
subsistent comme approximations, valables seulement dans le cas
ou les dimensions de la trajectoire sont grandes par rapport a la
longueur d’onde. Au contraire, pour le cas des mouvements “mi-
cromécaniques”, les équations fondamentales de la mécanique sont
tout aussi peu utilisables que 'optique géométrique pour le trai-
tement des problémes de diffraction ; par analogie avec ce qui se
passe en optique, les équations fondamentales doivent étre rempla-
cées par une seule équation d’ondes dans l'espace de configuration
[page XIX dans la réédition Gabayl].

Pour aider le lecteur non physicien, il sera peut-étre utile ici de rap-
peler rapidement comment on en est venu & découvrir les phénoménes
quantiques. Le fait flagrant était que les atomes de la matiére, chauf-
fés (par exemple dans les étoiles), émettent de la lumiére uniquement
a des fréquences caractéristiques de chaque atome particulier. Ce phé-
nomeéne est physiquement analogue aux fréquences propres d’une cavité
électromagnétique, mais cette analogie n’a pas été percue aussi facile-
ment. C’est justement Erwin Schrodinger qui en a tiré les conséquences.
Dans les atomes, les électrons ont un comportement ondulatoire et, s’ils
étaient “enfermés dans une cavité”, les électrons auraient des fréquences
propres comme dans le probléme (5.7). Il se trouve que dans les atomes
les électrons ne sont pas enfermés dans une cavité qui aurait un bord
bien délimité : ils sont confinés par le potentiel coulombien du noyau.
Ce que Schrodinger a montré dans ses mémoires, c’est que si on traite le
probléme d’un électron dans le champ coulombien d’un proton (atome
d’hydrogeéne) en compléte analogie avec le probléme (5.7), alors on ob-
tient pour valeurs propres exactement les niveaux de Bohr, en parfaite
adéquation avec les fréquences d’émission de cet atome.
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Trés exactement, 1’analogie a conduit Schrédinger & 1’équation d’ondes
que voici (pages 2-3 de I’édition Gabay) :

(-..) [Péquation] s’écrit alors dans notre cas :

oy oY 9P 2m e
gu t oyt o~ w7 (B ) v =0

r = /22 + y2 + 22 ,
e étant la charge et m la masse de 1’électron.

Ajoutons que K est la constante de Planck divisée par 27 et E ’énergie
de I’électron.
Schrédinger indique que
(...) si E est négatif il n’existe pas de solution, sauf pour une suite

discrete de valeurs de cette constante. (...) Le spectre discret cor-
respond aux termes de BALMER.

11 signale aussi (note au bas de la page 4) :

Je suis redevable & HERMANN WEYL des indications nécessaires
pour le traitement de 1’équation.

D’ailleurs le traité de Courant—Hilbert (qui venait tout juste de paraitre
chez Julius Springer) est fréquemment cité dans ces mémoires pour les
éléments proprement mathématiques (notamment développements en sé-
ries de fonctions propres, polynémes d’Hermite, etc).

Apreés ce survol historique, on arrive enfin & comprendre pourquoi
le trousseau de clés d’Erwin Schrédinger ouvre toutes les portes : en
réalité toutes les serrures de la Nature étaient construites sur le méme
modéle, mais on ne le savait pas a 'avance. De Bernoulli & Schrodinger,
c’est toujours le probléme de la membrane, c’est-a-dire celui des ondes,
qui reste le paradigme. Non seulement la Mécanique quantique n’en est
pas sortie (du moins pas dans sa premiére mouture, appelée parfois,
pour la distinguer, Mécanique ondulatoire), mais elle a méme renforcé
Puniformité : auparavant, on ouvrait les serrures de la mécanique avec
d’autres clés que celles de I’électromagnétisme ; vers 1925, on a découvert
que la méme clé ouvrait les deux serrures.
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