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FONCTORIALITE D'UNE COHOMOLOGIE
NON ABELIENNE

Michel HACQUE

Institut de Mathématiques et Informatique de I'.S.M.
Unlversité Claude-Bernard - LYON 1
69622 VILLEURBANNE, FRANCE

INTRODUCTION

Dans les diverses "cohomologies non abéliennes” classiques, il est
relativement facile de caractériser << un HO >> et << un H! >>, ayant de bonnes
propriétés et de "bons comportements”, mais il est quelquefois impossible et
souvent délicat de construire << un H2 >> convenable et d'en dégager des
propriétés agréables (voir par exemple [3], [4], 8], [2], [10], [11], [17], [20],

(211, [22], [23], [24], [23D.
La COHOMOLOGIE NON ABELIENNE dont il s'agit ici est la

cohomologie non abélienne caractérisée par le SECOND ESPACE DE
COHOMOLOGIE NON ABELIENNE :

H2(G, T)
d'un GROUPE G dans un ANNEAU - GROUPE T, qui a été défini et étudi€ dans
le DIPTYQUE constitué par les deux articles précédents :
COHOMOLOGIES DES ANNEAUX - GROUPES [12];

et

PRODUITS CROISES MIXTES : EXTENSIONS DE GROUPES ET

EXTENSIONS D'ANNEAUX [13] ;

dont on conserve la terminologie et les notations.

Comme cela a ét€ annoncé a la fin de [13], le présent travail constitue la
PREMIERE ANNEXE a ce DIPTYQUE.



Apres un résultat préliminaire relatif au changement de groupe (Proposition
2.2), on explique les motivations de l'introduction de la notion nouvelle de
PSEUDO-MODULE (Définition 3-1), dont on donne de trés nombreux exemples
et qui constitue la généralisation naturelle de la notion classique de G - module,
dans un cadre non nécessairement abélien qui englobe 2 la fois le "cas des
groupes" et le "cas des anneaux”.

Dans ce cadre général, la situation est beaucoup plus compliquée que dans le
cas des G - modules, de sorte que le choix des MORPHISMES n'est pas évident et
que leur caractérisation (Définition 4-8) nécessite au préalable une construction
technique (Lemme 4-7) qui aboutit a I'existence et & la caractérisation de la
CATEGORIE ¥ DES PSEUDO - MODULES (Théoréme 4-9).

L'introduction de cette CATEGORIE ® DES PSEUDO - MODULES se
trouve justifiée par la possibilité de montrer la "FONCTORIALITE" du SECOND

ESPACE DE COHOMOLOGIE NON ABELIENNE ﬁ2( . ) (Théoréme 5-2) et
aussi par la possibilité de montrer la "FONCTORIALITE" de la COHOMOLOGIE

A
CENTRALE H*(.) (Théoréme 6-4), ce qui entraine ensuite (Théoré¢me 6-6) que

le SECOND FONCTEUR DE COHOMOLOGIE CENTRALE IA{Z( . ), a valeurs
dans la catégorie des groupes abéliens, opére librement et transitivement sur le

FONCTEUR DE COHOMOLOGIE NON ABELIENNE ﬁ2( . ), qui est donc en
fait a valeurs dans la CATEGORIE DES ENSEMBLES HOMOGENES
PRINCIPAUX (a groupe d'opérateurs variable).

Pour illustrer l'intérét et l'efficacité de ces résultats, on donne d'abord une
application aux EXTENSIONS DISTINGUEES (Théoréme 7-1) et des applications
aux MORPHISMES D'EXTENSIONS (Théoréme 8-1, Théoréme 8-7 et Corollaire
8-8), ce qui constitue une généralisation, dans le cadre non nécessairement
abélien, de deux Théorémes de ARTIN -TATE, relatifs au cas particulier de la
cohomologie abélienne des groupes [1].

Ensuite, on donne des applications au PROLONGEMENT
D'ISOMORPHISMES (Théoréme 9-2) et au PROLONGEMENT
D'AUTOMORPHISMES (Théoréme 9-3, Théoréme 9-5 et Corollaire 9-6).

Par exemple, il en résulte une propriété des AUTOMORPHISMES DES
EXTENSIONS (Théoréme 9-8) qui constitue la généralisation d'un Théoréme de
C. WELLS, relatif aux automorphismes des extensions de groupes [26].

De méme, il convient de noter que les résultats précédents fournissent les
principaux outils utilisés dans des travaux ultérieurs [14] et [15], qui constituent



des ANNEXES au DIPTYQUE formé par [12] et [13], la SECONDE ANNEXE
[14] étant consacrée aux EXTENSIONS Q-NORMALES, ce qui généralise la
théorie classique des algébres Q - normales [7], et la TROISIEME ANNEXE [15]
étant consacrée aux SUITES DE HOCHSCHILD-SERRE EN COHOMOLOGIE
NON ABELIENNE.

1. PRELIMINAIRES.

On se propose d'étudier le "comportement fonctoriel” du SECOND
ESPACE DE COHOMOLOGIE NON ABELIENNE :

H2G,T)
d'un groupe G dans un anneau-groupe T'.

Cet espace a ét€ introduit et étudié dans les deux articles [12] et [13], dont on
conserve la terminologie et les notations, (et auxquels il est conseillé de se reporter
pour un exposé détaillé).

On rappelle néanmoins la terminologie et les notations de base, ainsi que
'essentiel des résultats obtenus.

Pour les raisons exposées dans l'Introduction de [12], on a été amené &
considérer de nouveaux OBJETS appelés des ANNEAUX - GROUPES, dont on
peut se rendre compte de la présence implicite dans un grand nombre de
questions, comme le montrent d'ailleurs les exemples donnés dans [12] et [13],
ainsi que les applications aux EXTENSIONS DE GROUPES et aux
EXTENSIONS D'ANNEAUX.

Un anneau - groupe T est un couple I'z [V; M] constitué par un anneau V
et un groupe M qui est un sous-groupe du groupe multiplicatif V* des éléments
inversibles de I'anneau V.

Pour deux anneaux-groupes I' = [V; M] et I"" = [V"; M'], 'ensemble
Hom (I", I'') des morphismes d'anneaux-groupes :

f:I—>TI"
est constitué par les morphismes d'anneaux :
f: VeV

qui vérifient : f(M) C M/, c'est-2-dire qui induisent un morphisme de groupes,

noté également :
f:M —M



Ainsi, un morphisme d'anneaux-groupes f € Hom (I', I'") est 4 la fois un
morphisme d'anneaux f € Hom(V, V') et un morphisme de groupes
f € Mor{M, M'], obtenu par “restriction”.

Naturellement, ces conditions caractérisent une catégorie € appelée la
CATEGORIE DES ANNEAUX-GROUPES.
En particulier, pour tout anneau-groupe I' =[V; M] le groupe des
automorphismes Aut (I') est caractérisé par la condition :
Aut (I) = Stab [Aut (V); M]
c'est-2-dire constitué par les automorphismes d’'anneaux f € Aut(V), qui

stabilisent M, c'est-a-dire qui induisent sur M un automorphisme de groupes
noté également f € Aut(M).

Tout anneau-groupe I' = [V; M] détermine l'anneau sous-jacent V = An(I),
le groupe sous-jacent M = Gr(I') et le centre-groupe X = Zg(I'), qui est le groupe
abélien caractérisé par la condition:

X =Zg () =Gr(l) N Z [An(M)] =M [ Z(V)

La Proposition 2-4 de [12] établit I'existence d'un diagramme commutatif et

exact canonique :

(1} » Zg(T) ——> Gr(T) 2 AL Ave ) —— @
(1) r ©
Aut[Zg(D)]

dans lequel  est le morphisme de groupes qui, a tout a € M = Gr(I'), associe
l'automorphisme intérieur w(a) = < a > de l'anneau-groupe I" constitué par le
couple d'automorphismes intérieurs :

<a>y € Auti(V) et <a>m€ Auti(M)
de la forme : x — axa "1, pour tout x € V ou pour tout x € M, et dont 'image

constitue le groupe des automorphismes intérieurs Auti(T"), de sorte que le

Lemme 2-2 de [12] montre 1'existence d'une suite exacte canonique :

(2) {1} —— Auty(I) -J—> Aut() _L Aute(I') —— {1}



qui caractérise le groupe des classes d'automorphismes extérieurs Aute(I'),
appelé également plus simplement le groupe des automorphismes extérieurs de
I'anneau-groupe I'.

En adoptant une terminologie qui généralise les notions de
"Kollektivcharakter” et de "Charakter”au sens de R. BAER (p. 377 de [2]), un
groupe G et un anneau-groupe I" déterminent I'ensemble pointé :

M= M(G, I') = Mor [G, Aute(T)]
des "caractéres collectifs” du groupe G dans l'anneau-groupe I', et aussi

I'ensemble pointé :
Mor{G, Aut(IN)]
des "caracteres” du groupe G dans l'anneau-groupe I'.

Avec la terminologie et les notations de [12] et [13], on rappelle rapidement
les propriétés suivantes.

A
Le Lemme 4-5 de [12] établit que le groupe C1(G, I') des 1 - cochaines
généralisées faibles de G dans I' opére a gauche par une action » sur l'ensemble

62((3, I') des 2 - cochaines généralisées de G dans I" et le Théoréme 4-8 de [12]

montre que les orbites, qui constituent les "classes de cohomologie faible” du
groupe G dans I'anneau-groupe I", sont exactement les fibres :

C2G. D) = x1)

de l'application de projection surjective :
R: CAG,T)—— M = MG, )
au dessus des "caracteéres collectifs” 8 € M = M(G, ).
Le Théoreme 6-5 de [12] montre que le MM - ensemble éz(G, I') des

2 - cochatnes généralisées de G dans T, le M. - groupe Z3(G, ') des
3 - COCYCLES (CENTRAUX) de G dans I et le troisieme M. - groupe

IA{—”(G, I') de ta COHOMOLOGIE CENTRALE de G dans I" sont liés par un

diagramme commutatif de la forme :

N T
G, ————  ZXG, D)
3) X T %
_ T A
H2(G, M) = M(G,T) — H3G, I



dans lequel (A) est le morphisme surjectif de M. - groupes abéliens canonique et

/\ —
dans lequel les M - applications T, T et T sont respectivement ' APPLICATION
COCYCLE DE TEICHMULLER T, I'APPLICATION CLASSE DE

TEICHMULLER '/I\' et 'APPLICATION OBSTRUCTION DE TEICHMULLER

T.

L'ensemble R = R (G, ') des “caracteéres collectifs” REALISABLES du
groupe G dans I'anneau-groupe I” est I'ensemble pointé constitué par le NOYAU de
'APPLICATION OBSTRUCTION DE TEICHMULLER :

e A — A
R=RG,D=KerT=T-1[HG, ) =T1[{1g]0 € M}]
L'espace 22(G, I') des 2 - COCYCLES (GENERALISES) STRICTS de G
dans T" est constitué par le NOYAU de I'APPLICATION COCYCLE DE
TEICHMULLER :
Z2G,T) =Ker T=T-[Z3G, )] =T-1 [{19]6 € M}]

et le Théoréme 7-4 de [12] montre qu'il est muni d'une structure de R - ensemble
caractérisée par une partition de la forme :

4 Z%G,T) = “%}l%ZG,F
@ GD= Lt Z3G.D

au moyen des espaces %g(G, I') des @ - COCYCLES STRICTS de G dans T'.

Le Lemme 8-2 de [12] établit que le groupe E (G, I') des 1 - COCHAINES
(GENERALISEES) STRICTES de G dans I” opére a gauche par une action “ sur

I'espace ’iz(G, I') des 2 - COCYCLES STRICTS de G dans T, ce qui détermine

l'ensemble quotient :

(5) H2G, T) = 22, )"

ClG,T)
appel€ le SECOND ESPACE DE COHOMOLOGIE NON ABELIENNE du groupe
G dans l'anneaux-groupe I', et le Théoréme 8-6 de [12] montre qu'il est muni

d'une structure de R - ensemble caractérisée par une partition de la forme :



6 H2G,T) = .I.Jmﬁzc;,r
(©) G D=, b HGD

dans laquelle, pour tout "caractére collectif’ REALISABLE 0 € R = R (G, I, le

SECOND ESPACE DE 8- COHOMOLOGIE NON ABELIENNE ﬁg(G, M) du

groupe G dans I'anneau-groupe I" est construit comme l'ensemble quotient :

™ 26 n=226n/"
CI(G,T)

de T'espace Z2( G, T) = Ker Tg des & - COCYCLES STRICTS de G dans T, par

I'action » du groupe C (G, I') des 1 - COCHAINES STRICTES de G dans T.
Le Lemme 8-5 de [12] montre que pour tout "caractére collectif”
REALISABLE 0 € ® = R(G, I, le groupe Z3(G, T) = Z(G, X) des

0 - 2 - COCYCLES (CENTRAUX) de G dans I" opére a gauche sur l'espace

%g(G, I') des 8 - COCYCLES STRICTS de G dans I' par une action :

8) 723G, T) x Z35(G,—2 Z2(G,T)

caractérisée par la condition :
(8" bo (M, m)=(1, b) » (n, m)

et que, par passage aux quotients, elle détermine une action :

) i G,1) x H2(G, D)2 H2 (@G, 1)



du deuxiéme groupe I/-\Ig (G, ) dela 8 - COHOMOLOGIE CENTRALE de G

dans I" sur le SECOND ESPACE DE 6 - COHOMOLOGIE NON ABELIENNE

ﬁg (G, I') du groupe G dans 1'anneau-groupe I .

Le Théoréeme 8-6 de [12] établit alors que pour tout “caractére collectif”
REALISABLE 6 € R = R (G, I'), qui détermine le SECOND ESPACE DE

6 - COHOMOLOGIE NON ABELIENNE ﬁg (G, ') du groupe G dans l'anneau-

groupe I et aussi le deuxiéme groupe IA{% G, D)= H(Z) (G, X)dela
0 - COHOMOLOGIE CENTRALE de G dans T, l'action :

A9 ~9 o 2
(10) H2 G, 1) x H2(G,T) —2 H2(G,T)

A
fait opérer le groupe abélien Hg (G, I') librement (ou fidélement) et
transitivement sur l'espace ﬁg (G, I'), qui est donc muni d'une structure de

A
Hg (G, I') - ensemble homogéne principal.

Enfin, en ce qui concerne les PROBLEMES D'EXTENSIONS, la notion
d'EXTENSION DISTINGUEE d'anneaux-groupes (Définition 1-2 de [13])
conduit a considérer (Définition 1-5 de [13]) I'ensemble :

Ext (G,I")
des CLASSES D'EXTENSIONS DE I'ANNEAU-GROUPE I" PAR LE GROUPE
G.
Le Théoré¢me 4-6 de [13] montre alors que l'espace Ext (G, I') est un

R - ensemble caractérisé par la partition :

an Ext (G, T) = G-L-LR Extg (G, I')

dans laquelle Extg(G, I') est l'espace des CLASSES DE 0 - EXTENSIONS de I

par G, et qu'il existe un isomorphisme de R. - ensembles -



(12) EGr: Ext (G, ) —> H2 (G, T)

déterminé par les bijections canoniques :

(13) €8 - :Extg (G, )—"» H2 (G,T)

induites par &g, r, pour tout 8 € R (G, I.
Ces résultats réalisent la CLASSIFICATION des EXTENSIONS de I par G.
La terminologie, les notations et les propriétés qui viennent d'étre rappelées,
seront librement utilisées dans la suite.

2. CHANGEMENT DE GROUPE.

Pour étudier le “comportement fonctoriel” du SECOND ESPACE DE
COHOMOLOGIE NON ABELIENNE :

H2(G,T)

d'un groupe G dans un anneau-groupe I', on commence par fixer I'anneau-groupe
I" et par examiner le comportement par rapport au premier argument constitué par le
groupe G.

Deux groupes G et G' déterminent les espaces :

H2G, ) et H2(G, T)
11 est presque évident que tout morphisme de groupes :
¢0:G——G
détermine une application :
¢*: H%G,T) —— H2G', T)

dont on va donner la description et prouver ['existence.

Tout d'abord, il existe un morphisme d'ensembles pointés :

e* : M =MG, T)— M'=M(@G,T)
qui, & tout 8 € M., associe @*(0) = 0' € M, caractérisé par la condition :
0*0)=0'=000¢

Ensuite, il existe des applications, notées également :



A A
¢o*: CY{G, ) —— CHG, T)

et
A A
o*: C2G, T —— CXG', D)
qui, a tout :
A
(a, b) = ((ag), (ba, p)) € CI(G, )
et a tout :

(M, m) = (M), (Mg, p)) € C2(G, T)
associent respectivement :
o*[(a )] = (@, b) = (@) , B p)) € CUG, T)
et
o* [(M, )] = (0, M) = (M) , (M'or,p)) € C2G', T)

caractérisés par :

dg'=ag) 5 bop =b ) eP)
et

Mo =Me@) ; Mo = Me(a), ¢(B)
pour tout &' € G’ et tout (o', B) € G2

En effet, ces conditions entrainent immédiatement !'existence des deux
applications envisagées.

LEMME 2-1 - Etant donnés un anneau-groupe T = [V ; M] et deux groupes
G et G', pour tout morphisme des groupes :

¢:G -G
les restrictions des trois applications ¢* précédentes déterminent une

application :
o* R =RG,T)—R'=RW@G, N
et deux applications :
¢*: C1I(G,I)—— C G, T
et
o*: ZXG,T)— Z2@G, T)

~

compatibles avec les actions = et » ', de sorte que, par passage aux
quotients, elles déterminent une application :

10



¢*: H2(G, I — H2(G", T)
caractérisée par ses restrictions :
%

9 H)G,I)—— H

2

2e@G> D

pour tout ® € R =R (G, IN.

PREUVE. - Avec des notations évidentes adaptées aux groupes G et G', le
Lemme 4-5 de [12] entraine la relation :

¢*[(a, b) » (M, m)] = ¢*[(a,b)] »' @*[(N, m)]
c'est-a-dire la commutativité du diagramme :

A A * A
CY{G,IN x CXG,T)—— C2G, D)

ARy

A A *' A
G, Nx C3G, IN— CXG', )

qui exprime que les applications @* sont compatibles avec les actions = et «',
associées aux groupe G et G'.
En particulier, compte tenu du Théor¢me 4-8 de [12], il en résulte que
I'application :
A A
¢*: CXG, IN—— C2G', 1)
est caractérisée par ses restrictions notées :

26— & (G
Po ot o*(©)"

pour tout 8 € M = M(G, I).
De méme, pour tout entier naturel n € N, en considérant le complexe des

M - groupes abéliens des n - COCHAINES CENTRALES :

an,r=.L|. ch G,F=.|.|. c? (G, X
@G D=l GG.D= L GG X)

et le complexe des M '- groupes abéliens de n - COCHAINES CENTRALES :

11



Cg (G, 1) = 11 ,Co (G, X)

cnG, IN) = ..U.
& ) oeM

0'eM
il existe des applications notées également :

¢*:CYG, IN—— C(G', T)

caractérisées par leurs restrictions :

n
¢*(6)
qui peuvent également étre définies de la fagon habituelle, par le changement de
groupe ¢ : G'—— G, dans la théorie de la cohomologie abélienne des groupes.

Py : Cp (G, X)—— C_, o (G, X)

En particulier, avec ces notations, le Lemme 6-2 de [12] entraine que les
APPLICATIONS COCYCLES DE TEICHMUILLER constituées par la
M - application :

T:C%G, I) —— Z3G, T)
et par la' - application :
T': CXG,T) —— Z3G', T
vérifient la relation :
¢*oT =To@*

En considérant les ensembles pointés de "caractéres collectifs”

REALISABLES :
R=R@G, N=KerT et R'=RG, T)=KerT

la relation précédente entraine que le morphisme d'ensembles pointés :

o*: M =MG,T)— M'=M(@G,T)

induit un morphisme d'ensembles pointés, noté également :

o* : R=RG, IN—>R'=R@G, I

et que l'application :
A, ) A
¢o*:CXG,T)—— CXG, N
induit une application, notée également :
0*: Z%G, [N ——Z2(G", T)

caractérisée par ses restrictions :

12



* . ’\/2 ~ .
(pe . ZQ(G> N—- Z(p*(G)(G , )
pour tout 8 € R =R@G, D).

De plus, 1'application :
A A
o*:CIG, I)—— CI(G, )
induit naturellement une application, notée également :
o*: CY(G, N—— CL(G', ) |
Compte tenu de ces propriétés, le Lemme 8-2 de [12] montre que la
commutativité du diagramme initial implique, par restriction, la commutativité du
diagramme :

CIG, ) x Z2G,T) —— Z2G,T)
CIG, ) x ZXG,T) —— Z%G', T)

qui exprime que les nouvelles applications @* sont compatibles avec les actions

¥ et ¥, associées aux groupes G et G'.
Compte tenu des caractérisations :

H2G, 0 = 226,17 [ e A2G, D) =226, "
CYG,T) cl@, )

il en résulte immédiatement ['existence d'une application :

¢* : HXG, ) —— H2(G', T

construite par passage aux quotients , et qui est caractérisée par ses restrictions :

% . ~2 ~2 ,
99 Hg(G, 1) ——H (G, T)

pour tout 0 € R = ﬁR(G, IN), ce qui achéve la démonstration.

13



PROPOSITION 2-2 - Etant donné un anneau-groupe I' =[V; M], avec les

notations précédentes, tout morphisme de groupes :
¢0:G'——>G
détermine une application :
H2(p, ) = ¢*: H2G, I)—— H2(G', I

caractérisée par ses restrictions :

’\/2 s ’\/2 X ’\/2 ,
He(‘p, nN= (P() : He(.Ga I —‘)H(p*(e)(G , )

pour tout ® €R =R (G, IN) , de telle sorte que :

H2(, I
caractérise un foncteur contravariant de la catégorie des groupes dans la
catégorie des ensembles.

PREUVE - L'existence de ¢* et des (pg résulte du Lemme 2-1 et la vérification

des conditions qui caractérisent un foncteur contravariant est immédiate, ce qui
acheve la démonstration.

REMARQUE 2-3 - En fait, tout morphisme de groupes ¢ € Mor[G', G]

détermine aussi un morphisme d'ensembles pointés :

R@,D=¢* : R=RG, IN— R =R@G", T
qui est compatible avec 'application szz((p, M) =¢* du R - ensemble ﬁZ(G, M

dans le R' - ensemble H2(G', I).

11 en résulte en fait que :

H2(, T)
caractérise un foncteur contravariant de la catégorie des groupes dans la "catégorie
des ensembles avec bases pointées”, dont la définition est évidente.
3. MODULES GENERALISES ET PSEUDO - MODULES .
La théorie classique de la cohomologie abélienne des groupes concerne les

G - modules A , c'est-a-dire les triplets :
(G, A, p)

14



constitués par un groupe G, un groupe abélien A et un morphisme de groupes :
p:G—— Aut(A)

c'est-a-dire un “caractére” au sens de R. BAER [2] :
p € Mor[G, Aut(A)]

du groupe G dans le groupe abélien A (voir par exemple [5], [6], [Z], [16], [18] et
le Ch. IV de [19] ou le Ch. VII de [23])

La théorie classique de la cohomologie non abélienne des groupes, telle
qu'elle est esquissée par J.P. SERRE dans 'ANNEXE pages 131 a 134 de [23]
concerne les G - modules non abéliens A, c'est-a-dire les triplets :

G, A, p)
constitués par un groupe G, un groupe A et un morphisme de groupes :
p:G—— Aut(A)
c'est-a-dire un "caractére” au sens de R. BAER [2] :
p € Mor[G, Aut(A)]

du groupe G dans le groupe A non nécessairement abélien.

Malgré son trés grand intérét dans un grand nombre de questions, cette
théorie classique de la cohomologie non abélienne des groupes présente le double
inconvénient de ne pas définir de groupes de la forme : H2(G, A), H3(G, A), ...,
et de ne pas étre adaptée aux problémes d'extensions de groupes quelconques
(c'est-a-dire 2 noyau non nécessairement abélien).

Pour ce qui concerne ce type de problémes, la "bonne cohomologie non
abélienne des groupes"” résulte de la "spécialisation au cas des groupes” de la

"cohomologie non abélienne” ﬁZ(G, I") d'un groupe G dans un anneau-groupe I',
telle qu'elle est exposée dans [12] et [13].

En particulier, pour cette”nouvelle cohomologie non abélienne des
groupes”, qui est bien adaptée aux problémes d'extensions on voit que la notion
classique de G - module et la notion classique de G - module non abélien, qui est
inadaptée aux problémes d'extensions, sont insuffisantes et doivent étre remplacées
par la notion nouvelle de G - MODULE GENERALISE.

Les G - MODULES GENERALISES sont les triplets :

G, A, 0)
constitués par un groupe G, un groupe A non nécessairement abélien et un
morphisme de groupes :
0:G—— Aute(A)
c'est-a-dire un "caractére collectif” au sens de R. BAER [2] :
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0 € M(G, A) =Mor [G, Aute(A)]

du groupe G dans le groupe A non nécessairement abélien.

Il convient de noter que ces OBJETS coincident avec les objets qui
constituent un << ABSTRAC KERNEL >> au sens de S. Mac LANE (p. 124 de
[19D).

Par exemple, il est immédiat que tout G - module non abélien (G, A, p)
détermine canoniquement un G - MODULE GENERALISE (G, A, 0), dans lequel

le "caracteére collectif’ 6 € NM.(G, A) est le composé du “caractére”

p € Mor[G, Aut(A)] et du morphisme de groupes canonique :

Aut(A) —-q———> Aute(A)
et que dans le “cas abélien”, ces deux notions coincident avec la notion de G -
module, puisque q est alors un isomorphisme.
Lorqu'on passe du cas particulier des groupes A au cas général des anneaux-
groupes T =[V; M], les G - MODULES GENERALISES :
G, A, 0)
pourraient étre remplacés par les triplets :
(G, T,0)
constitués par un groupe G, un anneau-groupe I" et un morphisme de groupes :
0:G—— Aute(I
c'est-a-dire un "caractére collectif” :
0 € M=M(G,T) = Mor [G, Aute(T)
du groupe G dans l'anneau-groupe I'.
Néanmoins, en vue des applications, cette généralisation doit étre
accompagnée d'une restriction, obtenue en ne considérant que des “caractéres
collectifs” REALISABLES :

BER=RG,IN=KerT
du groupe G dans I'anneau-groupe I'.

Ces observations conduisent 3 la notion suivante .

DEFINITION 3-1 - Un PSEUDO-MODULE P est un triplet :
P=(G,T,0)
constitué par un groupe G, un anneau-groupe I" et un "caractére collectif"
REALISABLE :
BER=RG,N

du groupe G dans l'anneau-groupe T'.
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EXEMPLES 3-2 -

(a) On rappelle [12] qu'un anneau-groupe I' = [V; M] est ABELIEN s'il
vérifie la condition :

ZgM) =X =M=Gr()
équivalente a la condition :
Gr(l) =M C Z(V) = Z[An(I")]

Sous cette hypothese, le diagramme commutatif et exact canonique (1) montre
que le morphisme q est un isomorphisme de groupes , qui permet l'identification:
Aut(") = Aute(I)

Il en résulte que dans le CAS ABELIEN, c'est-2-dire lorsque l'anneau-
groupe I' = [V; M] est ABELIEN, un PSEUDO-MODULE P = (G, T, 0) coincide
avec un G - ANNEAU-GROUPE (G, T, 0) constitué par un groupe G, un
anneau-groupe abélien T et un "caractére” 6 € Mor{G, Aut(I')] du groupe G dans
I'anneau-groupe abélien I', (qui est automatiquement un "“caractére collectif”

REALISABLE).
(b) D'apres les Exemples 3-2 de [12] tout groupe A peut étre canoniquement
identifié a lI'anneau-groupe :

A =I(A) = [Z(A); A]
Dans le CAS DES GROUPES, c'est-a-dire lorsque 'anneau-groupe

I' = [V; M] coincide avec l'image canonique A dun groupe A, un PSEUDO-
MODULE P = (G, T, 0) coincide alors avec un G - MODULE GENERALISE
(G, A, 0) constitué par un groupe G, un groupe A et un "caractére collectif’

0 € M(G, A) = Mor[G, Aute(A)] du groupe G dans le groupe A, auquel on

impose la condition supplémentaire d'étre REALISABLE :
0€R=RG,A)

Compte tenu du Lemme 7-3 de [12], on voit que cette condition
supplémentaire a été imposée pour que le SECOND ESPACE DE

6 - COHOMOLOGIE NON ABELIENNE ﬁg(G, A) du groupe G dans le groupe

A non nécessairement abélien, ne soit pas vide.
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Il convient de remarquer que cette condition supplémentaire n'est pas
superflue puisque la Proposition 5-2 de [13], due essenticllement a S.
EILENBERG et S. Mac LANE, montre qu'il existe des groupes G et A, tels que :

R =R(@G,A) Z MG, A =M

En choisissant 8 € M tel que ® € R, ce résultat exprime également qu'il
existe au moins un G - MODULE GENERALISE (G, A, 0), qui n'est pas un
PSEUDO-MODULE.

(c) D'apres les Exemples 3-1 de [12}, tout anneau B peut étre canoniquement
identifié & l'anneau-groupe :

A

B =J(B) = [B; B¥]

Dans le CAS DES ANNEAUX, c'est-2-dire lorsque I'anneau-groupe
A

I' = [V; M] coincide avec l'image canonique B d'un anneau B, un PSEUDO-
MODULE P = (G, T, 0) coincide alors avec un G - ANNEAU-GENERALISE
(G, B, 6) constitué par un groupe G, un anneau B et un "caractére collectif”
8 € M (G, B) = Mor[G, Aute(B)] du groupe G dans l'anneau B, auquel on
impose la condition supplémentaire d'€tre REALISABLE :

0eR=RG,B)

(d) Dans le CAS DES GROUPES, on a déja vu que tout G - module non
abélien (G, A, p) détermine canoniquement un G - MODULE GENERALISE
(G, A, 0), dans lequel le "caractére collectif’ 8 € M.(G, A) est le composé du

“caractére” p € Mor|G, Aut(A)] et du morphisme de groupes canonique :
Aut(A) —q—) Aute(A)
11 est facile de vérifier que ce "caractére collectif” 6 € M (G, A) est

automatiquement REALISABLE : 6 € R (G, A).

Cette construction entraine donc que tout G - module non abélien (G, A, p)
détermine canoniquement un PSEUDO-MODULE P = (G, A, 0).
(e) Dans le CAS DES ANNEAUX, tout G - anneau (G, B, p) au sens de S.

LANG (voir [18] p. 118), constitué par un groupe G, un anneau B et un
“caractére” p € Mor[G, Aut(B)] du groupe G dans l'anneau B, détermine

canoniquement un G - ANNEAU-GENERALISE (G, B, 8), dans lequel le
"caractére collectif' © € NM.(G, B) est le composé du "caractére”

p € Mor[G, Aut(B)] et du morphisme de groupes canonique :

Aut(B) ——q—-> Aute(B)
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Il est facile de vérifier que ce “caractére collectif” 6 € M (G, B) est

automatiquement REALISABLE : 0 € R (G, B).

Cette construction entraine donc que tout G - anneau (G, B, p) détermine
canoniquement un PSEUDO-MODULE P = (G, B, 9).

(f) En particulier, dans le CAS DES GROUPES ABELIENS, un PSEUDO-
MODULE P = (G, T, 0) coincide avec un G - module (G, A, p) et dans le CAS
DES ANNEAUX COMMUTATIFS, un PSEUDO-MODULE P = (G, T, 6)
coincide avec un G - anneau commutatif (G, B, p).

(g) Pour tout anneau-groupe I =[V; M] dont le centre-groupe X = Zg(I')
est le groupe abélien caractérisé par la condition :

X =ZgM) =Gr(I) N Z[An(D)] =M N Z(V)
le diagramme commutatif et exact canonique (1) montre que pour tout groupe G,
tout "caractére collectif’ 8 € M = M(G, I') détermine, par composition avec @,
un "caractére”" ® o 0 = 6 € M(G, X) du groupe G dans le groupe abélien X, qui

détermine un G - module (G, X, 8), noté plus simplement (G, X, 6), ou méme

X =Xg.
En particulier, il en résulte que tout PSEUDO-MODULE P = (G, T’, 9)
détermine canoniquement le G - module (G, X, 0) = X = Xp, appelé le MODULE

CENTRAL associé au PSEUDO-MODULE P.
REMARQUES 3-3 -

(a) Comme dans le CAS DES GROUPES, dans le CAS GENERAL, compte
tenu du Lemme 7-3 de [12], on voit que dans la Définition 3-1, la condition

supplémentaire imposée au "caractére collectif” 8 € M, = M (G, T') d'étre
REALISABLE : 6 € R = R(G, I, a été choisie pour que le SECOND ESPACE

DE 6 - COHOMOLOGIE NON ABELIENNE ’I:I%(G,I" ) du groupe G dans

I'anneau-groupe I', ne soit pas vide.
(b) Tout PSEUDO-MODULE P = (G, I, 6) détermine donc son SECOND
ESPACE DE COHOMOLOGIE NON ABELIENNE :

H2(P) = HXG, )
dont on se propose d'étudier le "comportement fonctoriel”.
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4. LA CATEGORIE DES PSEUDO-MODULES.

Dans le cas particulier de la théorie classique de la cohomologie abélienne
des groupes, la "fonctorialité” est bien connue puisque le foncteur

cohomologique H*(. , .), nul en degrés strictement négatifs, est caractérisé par une
suite {HM (., .)} neN de foncteurs H®(. , .), & valeurs dans la catégorie Q& des

groupes abéliens et définis sur la CATEGORIE M\, "des G - modules & groupe G
variable".
En effet, dans cette CATEGORIE I\, pour un G - module A de 1a forme
(G, A, p)etun G' - module A' de 1a forme (G', A', p"), un morphisme :
D:(G, A p)—>(G,A, p)
est un couple :
D= (9, )
constitué par un morphisme de groupes :
©:G——G
et un morphisme de groupes abéliens :
frA—0 A
compatibles en ce sens que f est un G' - homomorphisme de ¢*A dans A',
c'est-a-dire qu'ils vérifient la condition de compatibilité :
(co) pPoof=fo Po(ar) pour tout o' € G'
et on sait (voir par exemple [23] p 123) qu'un tel morphisme :
©=(p,f) : (G A p)—— (G, A, p)
détermine des morphismes de groupes abéliens :

*

@, = (g, 0, : HYG, A) = HO(G, A) — HY(G', A) =H[ (G, A)

de telle sorte qu'il en résulte bien, pour chaque entier naturel n € N, un foncteur

HA(.,.)de TN, dans Q.
On se propose de généraliser ces propriétés dans le cas ol les G - modules
de la forme (G, A, p) sont remplacés par des PSEUDO-MODULES P = (G, T, 9),

et o on s'intéresse en particulier au SECOND ESPACE DE COHOMOLOGIE
NON ABELIENNE :

H2(P) = HXG, T
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du PSEUDO-MODULE P = (G, T, 9).

Dans ce but, il semblé utile de construire, de fagon adéquate, une
CATEGORIE DE PSEUDO-MODULES, destinée a jouer un role analogue a celui
de la catégorie TN "des G - modules a groupe G variable".

Comme on dispose déja des OBJETS constitués par les PSEUDO-
MODULES P = (G, T, 8), tout revient & choisir une définition adéquate des
MORPHISMES, ce qui est beaucoup plus compliqué que dans le cas des
G - modules.

DEFINITION 4-1 - Etant donnés deux anneaux-groupes :
I'=[{V;M] et I'=[V,M]
admertant pour centres-groupes respectifs les groupes abéliens :
X=ZgD=GrMN NnZ[An(D)] et X' =Zg(IM=GCrI™) N Z[An(I™")]
un morphisme d'‘anneaux-groupes :
f:.I— I

est un MORPHISME CENTRAL si le morphisme de groupes :

f:M=Grl) —— M'=Gr(I")
vérifie la condition : f(X) C X', c'est-d-dire s'il induit un morphisme de
groupes abéliens, noté également :

f:X=2Zg(l')— X'=ZgI")

LEMME 4-2 - Etant donnés deux anneaux-groupes :

F=[V;M] et I'"'=[V;M]
tout morphisme d'anneaux-groupes :

f:I—0sI"
qui est "SURJECTIF", c'est-a-dire qui vérifie la condition :
f(v)y=V'
est automatiquement un MORPHISME CENTRAL.
En particulier, tout isomorphisme d’'anneaux-groupes et tout

automorphisme d'un anneau-groupe est un MORPHISME CENTRAL.

PREUVE - Six € X=Zg(I'),onax € M =Gr(I'), qui entraine :
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f(x) =x' € M'=Gr(I™), et aussi xv = vx pour tout v € V, qui entraine : f(x) f(v)
= f(v) f(x), c'est-a-dire : x'v' = v'x' pour tout v' € f(V) = V', ce qui entraine donc:

x' € X'=7Zg(I™) et acheve la démonstration.

NOTATIONS 4-3 -

Etant donné un PSEUDO-MODULE P = (G, T, 6), dont I'anneau-groupe
I' = [V; M] détermine 'anneau V = An(I), le groupe M = Gr(I') et le centre-groupe
X =Zg() = Gr(I') N Z[An(I], qui est un groupe abélien auquel est associé le
G - module (G, X, 8) =X = Xg constituant le MODULE CENTRAL associé au
PSEUDO-MODULE P = (G, T, 6), alors :

(a) Le groupe EI(P) des 1 - COCHAINES (GENERALISEES) STRICTES
du PSEUDO-MODULEP = (G, T, 0) est le groupe :
ClP)= CIG,T) = CLG, M) x {1}
des 1 - COCHAINES (GENERALISEES) STRICTES de G dans T,

(b) Le groupe 61(9) des 1 - COCHAINES GENERALISEES FAIBLES du
PSEUDO-MODULE P = (G, T, 0) est le groupe :

A A
Cl(P) = CI(G, I = CI(G, M) x C%(G, X)
des 1 - COCHAINES GENERALISEES FAIBLES de G dans I'.

(c) Le groupe C!(P) des 1 - COCHAINES du PSEUDO-MODULE
P = (G, T, 0) est le groupe intermédiaire :

~ A
C(P) C CI(P) C C(P)
caractérisé par la condition :

Cl(P) = C1(G, M) x Z(G, X)

dans laquelle le groupe Z;(G, X) est le groupe des 6-2 -COCYCLES CENTRAUX

de G dans I', appelé également le groupe des 2 - COCYCLES CENTRAUX du
PSEUDO-MODULEP = (G, T, 9).

(d) L'espace EZ(p) des 2 - COCYCLES STRICTS du PSEUDO-MODULE
P=(G, T, 0) est I'espace :

Z2P) = Z3(G,T)
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des 8 - COCYCLES STRICTS de GdansT.

(e) Le SECOND ESPACE DE COHOMOLOGIE NON ABELIENNE ﬁz(P)
du PSEUDO-MODULE P = (G, T, 8) est le SECOND ESPACE DE 0 -

COHOMOLOGIE NON ABELIENNE :

H2(P) = H3(G, I)

du groupe G dans 'anneau-groupe I'.

(f) La COHOMOLOGIE CENTRALE f{*(P) du PSEUDO-MODULE
P=(G,T, 0) estla 6- COHOMOLOGIE CENTRALE :

A A %
H*(P) = Hy(G, T
du groupe G dans l'anneau-groupe I'.

LEMME 4-4 - Etant donné un PSEUDO-MODULE P = (G, I', 0), avec les

notations précédentes, alors :
(a) L'action :

A A * A
ClG, N x CXG, T)—— C%G, IN
du groupe el(G, I = 61(P) des 1 - cochaines généralisées faibles de G

A
dans T [ou du PSEUDO-MODULE P = (G, T, 0)], sur l'espace C2(G, T') des 2
- cochaines généralisées de G dans I', induit une action notée également :

~ * ~
Cl(P) x Z2(P) —— Z%(P)
du groupe C1(P) des 1 - COCHAINES du PSEUDO-MODULE P = (G, T, ) sur

l'espace ’22(P) des 2 - COCYCLES STRICTS du PSEUDO-MODULE
P=(G, T,0).

De plus, pour cette action x, le groupe C1(P) opére transitivement sur

l'espace iz(P), de sorte que 22(P) est un C1(P) - espace homogene.
(b) Compte tenu des relations :

CLP) C CI(P) et ZXG,X) =~ (1) x Z3(G, X) C CI(P)

I'action :
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~ L3 ~
ClP) x Z2(P) —— Z2%P)
induit 1'action :
~ ~ ’;’ ~
CYP) x Z2(P) —— Z2%(P)
et aussi I'action :
~ 0O ~
zg(G, X)x Z2(P) — ZXP)

caractérisée par la condition :
bo(mn, m)=(1,b)* (M, m)

(c) Le SECOND ESPACE DE COHOMOLOGIE NON ABELIENNE
ﬁ2(P) du PSEUDO-MODULE P = (G, T, 0) est I'ensemble quotient :
Hp) = z2p) [
clp)
de l'espace iz(P) des 2 - COCYCLES STRICTS du PSEUDO-MODULE
P = (G, I', 0), par l'action ¥ du groupe El(P) des 1 - COCHAINES

(GENERALISEES) STRICTES du PSEUDO-MODULE P =(G,T,0).

PREUVE - Tout d'abord, il convient de rappeler que [‘action » , dont
l'existence est prouvée par le Lemme 4-5 de [12], est caractérisée par le fait que

pour des éléments :
@ab) € CIG, T) M.m) € CXG, I M, m) € CXG, I
constitués par des €léments :
a=(a) € CI(G, M) b= (bep) € CXG, X)
N = Ma) € CY(G, Au()) m = (mgp) € CXG, M)
n'=M'e) € CYG, Aux(I)) m' = (m'q,g) € CXG, M)
la condition :
(14) (a, b) » (N, m) = (', m)

équivaut aux conditions :
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(15" M'a = <ag>MNa pour tout a € G

(15) _
(15) m'q,p = aoMNo(ap) ma,pa,py be,p pour tout (a,B) € G2

Etant donné le PSEUDO-MODULE P = (G, T, 9), le Théoréme 4-8 de [12]

entraine que l'action * induit une action notée également :

A /\2 * /\2
CKG, I x CO(G’ N —> Ce(G, )

c'est-3-dire une action :

A /\2 * A2
Clp) x C3G, T) —— CAG, I

A A
pour laquelle Cg(G, I estun Cl(P) - espace homogéne.

Cela signifie que pour deux 6 - COCHAINES quelconques :
mm € CXG, 1) et (,m)€ CXG, 1)

il existe au moins une 1 - COCHAINE GENERALISEE FAIBLE :
(. b) € CI(P)=CI(G, I') = CY(G, M) x CG, X)

vérifiant la condition (14).
La Définition 6-3 de [12] caractérise I'APPLICATION COCYCLE DE
TEICHMULLER :

T: 62(0, IN——-2Z3G,T)
et le Lemme 6-4 de [12] entraine la relation :
TI(M', m")] = T[(a, b) * (N, m)] = 53 (b). T[(n, m)]

Compte tenu de la Définition 7-2 de [12], sous I'hypothese :

M, m) € Z2(G, I') = Z2(P) = Ker To

équivalente a la condition :
TI(M, m)] = Tel(M, m)] = 1¢

A
la relation précédente montre que pour que (', m') € Cg(G, I') vérifie la

condition :

(', m) € ZXG, T) = Z2(P) = Ker To
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équivalente 2 la condition :
TI(M', m)] = Tel(M', m)] = 1¢
il faut et il suffit que (a, b) € él(P) vérifie la condition :
8 (b) =1

équivalente a la condition :
b=(bop) € Zg (G, X)

c'est-a-dire que (a, b) € el(P) vérifie la condition :
(& b) € CI(P)=CUG, M) x Z; (G, X).

Cette propriété prouve la partie (a).

Compte tenu du Lemme 8-2 et du Lemme 8-5 de [12], la partie (a) entraine
immédiatement la partie (b).

Compte tenu des Notations 4-3, la partie (c) résulte de la traduction de la
précédente relation (7), établie dans le Lemme 8-4 de [12], ce qui acheve la
démonstration.

DEFINITION 4-5 - Etant donnés deux PSEUDO-MODULES :
P=(G,T,0) e P=(G, 1,80
un QUASI-MORPHISME :
o:P=G,T,8) — P=(G,T,0)
est un couple :
@ = (9, )

constitué par un morphisme de groupes :

¢:GC'——>G
et par un morphisme d'anneaux-groupes :

f:Ir——1I"
qui est un MORPHISME CENTRAL.

Pour deux QUASI-MORPHISMES :
O=(,H):P=(G,T,0)—> P=(G,T,80)
et
Q' =, ):PP=(G,T,0)—> P'"=(G", T", 0")
il est immédiat que les conditions :
¢"'=00¢ et f'=fof
caracterisent un QUASI-MORPHISME :
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Q" = ((p", f") : P - (G’ I'" e) P" - (G", r‘"’ 9")

noté :
OP"'=P'od
et appelé le QUASI-MORPHISME composé des QUASI-MORPHISMES & et @',

DEFINITION 4-6 - Erant donnés deux PSEUDO-MODULES :
P=(G,TI,0)e P=(G,T,0)
un PRE-MORPHISME :
o:P=(G, T,0) —> P'=(G, IT',0")
est un quadruplet :
¢ =(9,f, 1, 1)

constitué par un QUASI-MORPHISME sous-jacent :

Oy=(p,f): P=(G,T,0)— P'=(G,T7,0)
et par un couple :

(1, 1Y)

formé par des COCYCLES (GENERALISES) STRICTS :

1=, 0) = = (o), n = (ne,p)) € Zg(G,T) = ZX(P)

et

W=, 0) = =) =@ap) € ZoG, I') = Z2P)

qui vérifient l'ensemble (c) des "conditions de compatibilité", constitué par
les deux conditions suivantes :
(cD Plarof="fopeu) pour tout o' € G'
(c2) 'y B = fn o), o)) pour tout (o', B") € G2

11 convient de remarquer que contrairement a ce qui se passe pour les QUASI-
MORPHISMES, pour l'instant, il n'est pas possible de "composer” des PRE-

MORPHISMES, méme si les QUASI-MORPHISMES sousjacents sont
"composables”.

LEMME 4-7 - Etant donnés deux PSEUDO-MODULES :
P=(G,I,8) e P=(G,T,0)
pour tout PRE-MORPHISME :
O=(p,f,p,pn): P=G,I,0) —>P =G, 1,0

avec les notations précédentes, alors :
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(a) Les PSEUDO-MODULES P = (G, I',8)et PP=(G,T',60"
déterminent les MODULES CENTRAUX associés :
X=(G,X,0)=Xg et X =G X,0)=Xyg
et le PRE-MORPHISME @ : P——— P', détermine, dans la catégorie m
"des G - modules & groupe G variable”, un morphisme :
(¢, H): X=(G,X,0)—-> X' =(G, X, 0"
constitué par ¢ € Mor[G', G] et par f € Hom(X, X") induit par
f € Hom(T,I™).
(b) Le PRE-MORPHISME © : P——— P', détermine un morphisme de
groupes :
@, : C1(P) ——> C1(P)

qui, a toute 1 - COCHAINE :
¢ =(a, b) € CI(P) = CL(G, M) x zg(G, X)

associe la 1 - COCHAINE :
@} [6] = (2, b)] = c* = 2%, b¥) € CI(P) = CH(G, M) x Z2(G, X)

caractérisée par les conditions :
(c3) a*o = f [ag(on)] pour tout o' € G'

(ca) b*o g = f [bew), p)]  pour tout (', B) € G2
(c) Le PRE-MORPHISME ® : P

> P', détermine une application :

¥ ZAP) —— Z2UPY)
qui est caractérisée par le fait qu'elle constitue un "morphisme d'espaces
homogeénes”, en ce sens que les actions x et +', associées A P et @ P', rendent
commutatif le diagramme :
~ * ~
Cl(P) x Z2(P) —— Z2(P)

*

D, O* (O

(16)

~ * ~
CI(P) x Z2(P) ——— Z2(P")
et qu'elle vérifie la condition :
(17) O [u] =p'
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(d) De plus, pour tout z € ’52(P), en posant ®*[z] = z¥ € EZ(P’), le
quadruplet :
D, =(9, 1, z, z¥)
détermine un PRE-MORPHISME :
o, =(0,f,z,z%) :P=(G,T,0)—> P =(G,TI,0)

qui détermine la méme application :

* ~ ~
@, =D*: ZAP) —— Z2(P)

PREUVE - Dans les Exemples 3-2, la partie (g) montre que tout PSEUDO-

MODULE P =(G,T, 0) détermine le MODULE CENTRAL associé :
X=(G,X,0)=Xpg

dont la définition montre que pour tout COCYCLE (GENERALISE) STRICT :

z=(m,m) € Z2(G,I)=Z2P)

sa structure de G - module est caractérisée par la condition :
(18) 0a(x) = 0 o(X) = Na(x) pourtoutx € Xettouta € G

En particulier, étant donnés deux PSEUDO-MODULES P= (G,T, 0) et
P'= (G, I, 0, tout PRE-MORPHISME O = (¢, f, 4, i) détermine un couple:

(¢,): X=(G, X,0)—- X'=(G, X', 8"

constitué par ¢ € Mor[G', G] et par f € Hom(X, X") induit par f € Hom(I',I")
puisque f est un MORPHISME CENTRAL, et le couple (u, ') entraine alors que
la structure du G - module X = (G, X, 0) = Xg est caractérisé€e par la condition :

(19) 0a(x) = Qa(x) =pa(x) pourtoutx € Xettouta € G

et que la structure du G' - module X' = (G', X', 8") = X'g' est caractérisée par la
condition :

(19" O'q x) = 0'¢'(x)=p'ow(x) pourtout x' € X'ettouta' € G'

La condition (cy) entraine alors la condition :
(20) 0 of(x)=fo Gq,(a') x) pourtoutx € Xettouta' € G'
qui exprime la condition de compatibilité (cy), ce qui montre bien l'existence du
morphisme :
(0, : X=G, X,0)—> X'=(G, X, 0
dans la catégorie T, "des G - modules @ groupe G variable” et achéve la preuve
de la partie (a).
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Compte tenu de cette partie (a) et en particulier de la condition (20), il en
résulte immédiatement que la condition (c4) transforme tout 6 - 2 - COCYCLE

CENTRAL :
b= (bo, B) € Z5 (G, X)

enun ©' -2 - COCYCLE CENTRAL :
b* = (b, g )€ Zg: (G X)

Apres cette remarque, il est facile de vérifier que les conditions (c3) et (c4)
déterminent un morphisme de groupes :
@ : Cl(P) —— CI(P)

ce qui acheve la preuve de la partie (b).

Pour prouver l'existence de 'application :

O* 1 Z2(P)—— Z2P")
vérifiant les conditions de la partie (c), on commence par chercher des conditions

nécessaires.
Etant donné un COCYCLE (GENERALISE) STRICT arbitraire :

z=(,m) € ZiG, D= ZXP)

la partie (a) du Lemme 4.4 entraine l'existence d'au moins une 1 - COCHAINE :
¢ =(a,b) € CI(P) = CI(G, M) x Z; (G, X)

vérifiant la condition :
21 z=(M, m)=(a, b) * (p, n) =c+ll
La commutativité du diagramme (16) impose la condition :
D*[z] = @, [c] ' D* []

et compte tenu de l'existence de la 1 - COCHAINE :
@ [c] = @y, [(a, b)] = c* = (a*, b¥) € CI(P) = C1(G', M) x Zg: (G, X)

la condition (17) entraine nécessairement la condition :
(22) Q¥[z] =c* » '

Cette condition ne suffit pas pour prouver l'existence de l'application ®*,

En effet, dans ce but, il est nécessaire de montrer que le COCYCLE
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(GENERALISE) STRICT caractérisé par le membre de droite de la condition
(22), ne dépend que de z, c'est-a-dire est indépendant du choix de la
1 - COCHAINE ¢ € CI(P) vérifiant la condition (21).
On considére maintenant une 1 - COCHAINE arbitraire :
¢'=(a,b) € Cl(P)= CYG, M) x Z; (G, X)

a laquelle on souhaite imposer la condition :

(219 z=(M, m)=(a\, b) = (p, n) =c'«l.
Cette 1 - COCHAINE arbitraire peut s'écrire sous la forme :
(23) cl — C"C

pour une 1 - COCHAINE :
¢"=(a"b") € Cl(P)=Cl(G, M) x Zg (G, X)

caractérisée par la condition :
(23" c"=(",b") =ccl=(@%l,bbl)

D'apres le Lemme 4.5 de [12], les conditions (21) et (23) entrainent :
Cxp=(c"c)*p=c"xfcxp] =cxz
de sorte que la condition (21') équivaut & la condition :
(24) z=(M,m)=(@"b") (N, m)=c"+z
Compte tenu du fait que la condition (14) équivaut aux conditions (15), la
condition (21"), qui est €équivalente a la condition (24), se traduit par les conditions:

(25" Ng = <a"g>Na pour tout a € G

(25) )
(25") mg,p =a"gNe (a"g) mq,p a" 0!1[3 b"q,p  pour tout (o, B) € G2

Dans le groupe Aut(I'), apres "simplification” par Mg, la condition (25"
s'exprime par la condition :
<a"g>=1¢€ Au(lD pour tout @ € G
et compte tenu du diagramme commutatif et exact canonique (1), elle est équivalente
a la condition :
(26) a"=(a"g) € CIG, X)
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Compte tenu de la relation : X C Z(M), qui montre que dans le groupe M, les
éléments a"g€ X et Ng(a"g) € X commutent entre eux et aussi avec tout élément

de M, la condition (25") s'exprime par la condition :

Mg, B = Mg, g a"gMNo, (2"p) a";xlﬁ b"a, B pour tout (o, B) € G2
et apres "simplification” par my, g dans le groupe M, elle est équivalente 2 la
condition :

a"q No(a"p) a";B b"af =1 pour tout (a, B) € G2

qui, d'apres la condition (18), est équivalente a la condition :

@7 53 (a").b" =1

Ainsi, pour toute 1 - COCHAINE ¢' € C!(P) de la forme (23), ce qui

équivaut a la condition (23'), la condition (21"), qui exprime la condition :
c* L =c'+}, estéquivalente a la conjonction des conditions (26) et (27).

Naturellement, il convient de remarquer que par un changement convenable
de notations, cette propriété démontrée pour le PSEUDO-MODULE P = (G, T, 6),
est également valable pour le PSEUDO-MODULE P' = (G, T, 6').

Compte tenu de la partie (b), qui donne :
@, [c]= D [(a, b)] = c* = (a*, b¥)

eten posant :
@ [c] =D, [(@, b)]= c™*= (a*, b*)

et
@, [c"] = @ [(@", b")] = c"*=(a"p"*)

I'image, par le morphisme de groupes dD: , de la relation (23) donne Ia relation :

(23%) ¢ = ¢ o

Compte tenu de la partie (a), la condition (26) donne la condition :

(26%) a"¥ = (a";.) € CI(G, X

et la condition (27) entraine facilement la condition :
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27%) 82 (a"*) . b"* = 1

La remarque précédente montre alors que pour la 1 - COCHAINE
c* € CI(P") de la forme (23%*), la conjonction des conditions (26*) et (27*) est
équivalente a la condition :
(28) c* ' Pt =

Il en résulte que la condition (21') entraine la condition (28), ce qui montre
que le COCYCLE (GENERALISE) STRICT caractérisé par le membre de droite
de la condition (22), est indépendant du choix de la 1 - COCHAINE ¢ € C!(P)

vérifiant la condition (21), c'est-a-dire ne dépend que de z € EZ(P).
Ainsi, toute application vérifiant les conditions de la partie (c) coincide
nécessairement avec l'application :

O* : Z2(P)—— Z2(P)

définie par la condition suivante : pour tout élément z € 22(p), qui peut s'écrire

sous la forme :
(21) Z=C*d
pour au moins une 1 - COCHAINE :
¢=(ab) € Cl(P)=Cl(G, M) x Z; (G, X)

alors :

D*[z] = D, [c] +' D* [p]
c'est-a-dire :
(22) * [z] =c* "Y'

pour la 1 - COCHAINE :
<I>:;[c] = c* = (a*, b*) € CY(P)

Pour toute 1 - COCHAINE :
c'=(a', b) € Cli(pP)
la condition (21) entraine :
cxz=c'*[cxu}=(cc)*
et par suite :
O* [ 2] = (CO)* ¥ = (€ ¢¥) #' ' = w' [eHup]

c'est-a-dire :
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O [c' 7] = D [c] ' D* [2]

ce qui prouve la commutativité du diagramme (16).
Cette application ®* vérifie naturellement la condition (17), ce qui acheve la

preuve de la partie (c).
Etant donné un COCYCLE (GENERALISE) STRICT :

z=(M,m) € Z2(G,T) =Z(P)

1l existe au moins une 1 - COCHAINE :
¢=(a b) € CI(P) = CUG, M) x ZZ (G, X)

qui vérifie la condition :
(21) Z=Cx*x [l
et en considérant la 1 - COCHAINE :
@ [c] = @_[(a, b)] = c* = (a*, b¥) € CI(P)
caractérisée par les conditions (c3) et (c4), le COCYCLE (GENERALISE) STRICT
image :
@ [z] = 2% = (*, m*) € Z3(G', T) = ZX(P')

est caractérisé par la condition :
(22) z¥ =c* ' '

Compte tenu du fait que la condition (14) est équivalente aux conditions (15),

avec les notations introduites, la condition (21) se traduit par les conditions :

¢)) Na =<3 > Pa pourtoutx € G
' -1
(1) Mg, B = 3¢ Po. (3p) No,, B 24 bo B pour tout (o, B) € G2

et de méme, la condition (22) se traduit par les conditions :

() N =<a*g>pa pour tout o' € G'
(I'*) m*a', pr = a*q p'o(a*p) n'o' B a*;xl,B, b*e' g+ pour tout (o', B) € G2

La condition (I) se traduit par la condition :
NolX) = ag PalX) a;)l pourtoutx € Vettouta € G

qui entraine :
foNg (x) = f(ag) [f o pax)] fag)! pour tout X € V
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et en choisissant o = @(a'), d'apres la condition (c3), il en résulte :

f o No) () = a*q [f o pe(ar) (X)] a*:. pourtoutx € Vettouta' € G'

La condition (cy) entraine alors :
£ oM@ = 2% [Plar 0 €00] a*;xl. pourtoutx € Vettouta' € G'

c'est-a-dire, compte tenu de la condition (I*), la condition :
fong)=n*oof pour tout &' € G'

qui exprime que le couple (z, z*) vérifie la condition (cq).
De méme la condition (I') entraine :

f(mg,p) = f(ag) [f o pa(ap)] f(ng,p) f(aop)! f(be,p)

pour tout (&, B) € G2, et en choisissant : o = @(c') et B = @(B"), d'apres les

conditions (c2), (c3) et (c4), il en résulte :

flmga), )] = 2*a [f 0 Po(a) (ag(p))] n'ap a*}xl-;;- b¥or B

pour tout (', B') € G2.
Or les conditions (c1) et (c3) entrainent :
fo po(ar) (g(@)) = P'a o f (2p@)) = P'a(a*p)
ce qui donne :

f [ mo(or),o@)] = a*a' por(@*p) Mo a*;l'ﬁ- b*op
pour tout (a',B") € G2 et la condition (I'*) entraine alors la condition :
m*q g = f [ me), o@)] pour tout (o', b)) € G2
qui exprime que le couple (z, z*) vérifie la condition (cp).

Ainsi, le couple (z,z*) vérifie les conditions (c1) et (c2) de la Définition 4-6,

ce qui montre que le quadruplet :
O, = (9, f, z, z*)

détermine un PRE-MORPHISME :
O, =(p,f,2,2z%) : P=(G, T,6)—— P'=(G,T,0)
La partie (c) montre que les PRE-MORPHISMES @ et ®, déterminent des

applications :
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O*: Z2(P)—— ZUP)

et
* ~ ~
D, Z2P)—— ZXP)

qui rendent commutatifs le dlagramrne (16) et son analogue obtenu en remplagant

O* par <I> et en conservant <D = (CDZ)

Comme la partie (a) du Lemme 4-4 montre que %Z(P) est un CY(P) - espace
homogéne, la propriété précédente, jointe au fait que :
*
O*z] = z* = (Dz[z]

*
entraine que les applications @* et @, coincident, ce qui complete la preuve de la

partie (d) et ache¢ve la démonstration.

DEFINITION 4.8 - Etant donnés deux PSEUDO-MODULES P =(G,T,0)
et P'=(G', T, 0", avec les notations précédentes, alors :
(a) Des PRE-MORPHISMES :

Qy=(,f,u,un) :P=@G, I,6) —— P =(G,T,0)
et

D) =(,f,A,A) :P=(G, T,0) —> P'=(G,I",0)
sont EQUIVALENTS s'ils admettent le¢ méme QUASI-MORPHISME sous-
jacent ®q = (9, f) et s'ils déterminent la méme application :

* * ~
O*= (I)u = (DX : Z2P)—— Z2(P)

ce qui se traduit par l'une ou l'autre des conditions équivalentes :

7»'=<I>:L[X] ou u'z(D;[u]

et on dit alors que les couples (L, L) et (A, A") sont équivalents.
(b) Un MORPHISME :
O=(p,fuu*) :P=@G, I, —— P=(G,T,80)
est une CLASSE D'EQUIVALENCE :
D = (o, f, U, u*)
de PRE-MORPHISMES de la forme :
Oy=(,f,u,1) : P=(G, T,8) — P'=(G,T,0)
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de sorte qu'il est caractérisé par le QUASI-MORPHISME @, = (o, f) et par un
couple (i, u*) , vérifiant : p* = O®* [u] et "défini & une équivalence
pres " .

THEOREME 4-9 - Il existe une catégorie ®, appelée la CATEGORIE DES
PSEUDO-MODULES et qui est caractérisée par les conditions suivantes :
(a) Les objets de la catégorie P sont les PSEUDO-MODULES
P = (G, T, 0) caractérisés par la Définition 3-1.
(b) Les morphismes de la catégorie ® sont les MORPHISMES
D = (o, f, 1, u*) caractérisés par la Définition 4.8.
(c) La composition de la catégorie ® est définie de la fagon suivante :
pour deux MORPHISMES :
d=(p,f,n,u* :P=(@G, I,0) —— P=(G,T,0)
et
o' =(,f,AA*) PP=(G, I',0) —— P"=(G",T", 0"
le composé :
O"'=Po®
est le MORPHISME :
Q"= (", ", u,u*) :P=(G, I,8) —— P"=(G",T", 0")

déterminé par la condition :

(29) (@', f) = (9, M o(p, )

équivalente aux conditions :

(299 ¢'=0o@ et (29" f'="fof
et par la condition :

(30) W* = @ [p¥]

pour laquelle le couple (1L, L'*) est "défini & une équivalence preés'’.

PREUVE - La condition (29) caractérise le composé des QUASI-
MORPHISMES sous-jacents. Comme les couples (1, i¥) et (A, A*) vérifient la

condition (c), la condition (30) et la partie (d) du Lemme 4-7 entrainent que le
couple (u*, u'*) vérifie aussi la condition (c), et par suite, une vérification
immédiate montre que le couple (1, p'*) vérifie aussi la condition (c).

Le Lemme 4-7 entraine facilement que la composition caractérisée par la
condition (30) est “compatible avec I'équivalence”, ce qui achéve la
démonstration.
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5. FONCTORIALITE DE LA COHOMOLOGIE NON ABELIENNE.

Dans la suite, la CATEGORIE DES PSEUDO-MODULES est la catégoriec ®
dont l'existence est assurée par le Théoréme 4-9.

LEMME 5-1 - Etant donnés deux PSEUDO-MODULES :
P=(G, I,8) e P=(G,T,0)
pour tout MORPHISME :
O=(p,f,p,u* : P=(GTI,0) — P'= (G, I,0)
avec les notations précédentes, alors :
(a) Le MORPHISME & :P——— P', détermine un morphisme de

groupes :

@, : Cl(P)—— CI(P)
et une application :

D% 1 ZUP)——s Z2(P')

qui est caractérisée par le fait qu’elle constitue un "morphisme d'espaces

homogeénes", en ce sens que les actions * et «', associées a P et a P', rendent

commutatif le diagramme :

CIP) x Z2P) — s Z2P)

31) o, l l(b* J/(D*

L

CLP) x ZUP) — s Z2(PY

et qu'elle vérifie la condition :

(32) O* [p] = px
(b) Le MORPHISME ® :P ——— P', détermine, par restriction, un
morphisme de groupes noté également :

@, : Cl(P)—— C1(P)
et un diagramme commutatif :

CIPY x Z2P) —— Z2P)

(33) Y i l D l@*

~

CUP) x Z2P) —* 5 Z2(P)



(c) Le MORPHISME ® : P——— P, détermine, @ partir du diagramme
commutatif (33) et par passage aux quotients, une application : '

@ = HX®) : H2(P)—— H2(P"

PREUVE - La partie (a) résulte immédiatement du Lemme 4.7 et du fait que tout
MORPHISME @ : P——— P' détermine de fagon unique le morphisme de

groupes (D; et l'application ®*.

La condition (c4) montre que la condition : b = (bg,g) = 1, entraine :
b* = (b*e' ) = 1, ce qui prouve que par restriction, il en résulte un morphisme

de groupes :
@ : C1(P) = C1G, ) = CI(G, M) ——C 1(P") = C I(G', I") = C(G', M)

et par suite, la partie (a) implique la partie (b).
Comme le Lemme 4-4 donne les caractérisations :

H2p) = Z2p) | ™ et "2y = z20y [ &)
C1(p) C1(p)

le diagramme commutatif (33) permet le “passage aux quotients” pour les actions

~ ~
L]

* et »
Il en résulte bien la caractérisation d'une application :

@ = HY®) : H2(P) —— H2(P"

ce qui donne la preuve de la partie (c) et achéve la démonstration.

THEOREME 5.2, - Il existe un FONCTEUR COHOMOLOGIE NON
ABELIENNE covariant :

H2() :® — ¥
de la CATEGORIE P DES PSEUDO-MODULES dans la CATEGORIE '8 DES

ENSEMBLES NON VIDES, qui, & tout PSEUDO-MODULE :
P=G,T,0)
associe son SECOND ESPACE DE COHOMOLOGIE NON ABELIENNE :
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ey =220/ =HIGD
C1(p)
et qui, @ tout MORPHISME :
®=(9,fup* :P=@G,T,0—o P=(G,T,0)
associe I'application :
@ = H2@) : H2(P)—— H2(P")

caractérisée dans le Lemme 5-1.

PREUVE - Compte tenu du Lemme 4-4 qui caractérise ['ensemble non vide

H2(P) et du Lemme 5-1 qui caractérise {'application H2(®), il suffit de vérifier
les conditions qui assurent que ces données caractérisent un “foncteur covariant”,
ce qui résulte facilement du Lemme 5-1 et du Théoréme 4-9, et achéve la

démonstration.
6. FONCTORIALITE DE LA COHOMOLOGIE CENTRALE.

La CATEGORIE ® DES PSEUDO-MODULES, qui a été construite en vue
de montrer le "caractére fonctoriel” de la COHOMOLOGIE NON ABELIENNE

H?2(.,.), permet également de montrer le “caractére fonctoriel” de la

COHOMOLOGIE CENTRALE I/-\I*( -), dont on se propose de donner la
caractérisation et les propriétés.

On utilise toujours la terminologie et les notations de [12].

En particulier, compte tenu de la Définition 5.2. de [12], étant donnés un
anneau-groupe 1" =[V; M] et un groupe G, pour tout "caractére collectif "

0 € M = M(G, I, 1a @ - COHOMOLOGIE CENTRALE Hy(G, T) du groupe G

dans 'anneau-groupe T, est la suite de groupes abéliens :

A % A
HyG. D ={HyG. D}, ¢ N

dans laquelle, pour tout entier naturel n € N , le ni®me groupe flg(G, MNdela®-

COHOMOLOGIE CENTRALE du groupe G dans I'anneau-groupe I, est le groupe
abélien :
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An n
Hy(G, I') = Hy (G, X) = HYG, Xpg)

constitué par le nime groupe de la cohomologie abélienne ordinaire du
G - module X = (G, X, 0) = Xp.
Confrontée a la notion de PSEUDO-MODULE, cette terminologie suggere la

notion suivante.

DEFINITION 6-1. - Etant donné un PSEUDO-MODULE :
P=(G,T,9)

alors :
(a) Pour tout entier naturel n € N, le n®me groype de COHOMOLOGIE

A
CENTRALE H"(P) du PSEUDO-MODULE P = (G, T, 0) est le groupe
abélien:

Hn(P) = HYG, T) = HY (G, X) = HX(G, Xo)

constitué par le niéme groupe de @ - COHOMOLOGIE CENTRALE du groupe G
dans l'anneau-groupe T, c’est-d-dire par le nime groupe de cohomologie
abélienne ordinaire du G - module X = (G, X, 0) = Xg, qui constitue le
MODULE CENTRAL associé au PSEUDO-MODULE P = (G, T, 0).

A
(b) La COHOMOLOGIE CENTRALE H*(P) du PSEUDO-MODULE
P = (G, T, 0) est la suite de groupes abéliens :

ey = (np) ) o = { 3G, D ), ¢

qui caractérise la 6 - COHOMOLOGIE CENTRALE du groupe G dans l'anneau-
groupe T.

THEOREME 6-2 -La CATEGORIE ® DES PSEUDO-MODULES et la
CATEGORIE M, "des G - modules & groupe G variable” possédent les
propriétés suivantes :

(a) La catégorie ® est une extension de la catégorie M et plus
précisément la catégorie TN, est une sous-catégorie pleine de la catégorie
®.

(b) 1! existe un FONCTEUR MODULE CENTRAL covariant :

CCH:P—5M
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qui , a tout PSEUDO-MODULE P = (G, T', 8), associe son MODULE
CENTRAL:
CP)=X=(G, X, 0)=Xg
et qui, a tout MORPHISME :
O =(p,f,n, u*) :P=(G,I,0)——> P =(G,IT,96"
associe le morphisme :
C@)=(p,f) :CP)=X=(G,X,0)——> CP)=X"=(G, X, 0
constitué par ¢ € Mor[G', G] et par f € Hom(X, X") induit par f € Hom(I', I"")

PREUVE - D'aprés la partie (f) des Exemples 3.2, tout objet de la catégorie TN,
constitué par un G - module A = (G, A, p), s'identifie canoniquement a I'objet de
la catégorie P, constitué par le PSEUDO-MODULE P = (G, T, 6) dans lequel :

I‘==XEA et 0=p.

Les objets de la catégorie I\ coincident donc avec les objets P = (G, T, 8)
de la catégorie ® , qui correspondent au CAS DES GROUPES ABELIENS.

Dans ce CAS DES GROUPES ABELIENS, c'est-a-dire pour deux PSEUDO-
MODULES P = (G, T',9) et P'=(G', I", 8" qui sont les images canoniques d'un
G - module A = (G, A, p) et d'un G' - module A’ = (G', A, p"), on considére,
dans la catégorie %, les MORPHISMES :

D =(p,f,y,p*) :P=(G,I,0)——> P =(G, 1,0
dont on va examiner la structure et la caractérisation.

Le morphisme de groupes ¢ € Mor[G', G] est a priori quelconque et le
morphisme d'anneaux-groupes f € Hom[I', I''], qui doit &tre un MORPHISME

CENTRAL, est un morphisme d’anneaux-groupes quelconque, puisque
Zg(I) =Gr(I") = A et Zg(I'") = Gr(I™) = A', et que d'apres le Corollaire 1-4 de
[12], il est I'image canonique d'un morphisme de groupes abéliens unique

f € Hom(A, A’") a priori quelconque.

Dans ce CAS DES GROUPES ABELIENS, avec les notations choisies pour
caractériser le G - module A = (G, A, p) etle G' - module A’ = (G', A', p'), le
couple (W, u*) est nécessairement de la forme :

H=(p,n=(ngp)) et p*=(p,n"=('yp))
La Définition 4-8 d'un MORPHISME montre qu'il est possible de choisir jL de

sorte que n = (ng B) € Zg(G, X) = Z‘Z)(G, A) soit le cocycle neutre et par suite la
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condition (c2) entraine nécessairement que n* = (n*y' g') € Z%.(G', X"

= Zg.(G', A") est également le cocycle neutre.

Par ce choix, la condition (¢2) est automatiquement vérifiée et par suite,
I'ensemble (c) des "conditions de compatibilité” se réduit 2 la condition (c1), qui
coincide alors avec la condition (cp), qui caractérise les morphismes, dans la
catégorie I , du G - module A = (G, A, p) dans le G' - module
A' = (G, A, p).

Ainsi dans ce CAS DES GROUPES ABELIENS les MORPHISMES
®: P—> P'dans la catégorie ® coincident avec les morphismes
d: A— A'dans la catégorie TI,.

Ce résultat montre bien que la catégorie M, est une sous-catégorie pleine de
la catégorie ® , ce qui termine la preuve de la partie (a).

La partie (b) résulte immédiatement de la partie (a) du Lemme 4-7, ce qui
acheve la démonstration.

LEMME 6.3 - Etant donnés deux PSEUDO-MODULES :
P=(G,T,8) e¢ P'=(G,I,0)
pour tout MORPHISME :
O=(,f,u,u*) : P=G,I,0)—> P'=(G,T",60)
avec les notations précédentes, alors :
(a) Pour tout entier naturel n € N, le MORPHISME ® :P—— P’

détermine un morphisme de groupes abéliens :

A A A

&n = fin@) : AnP) —— Anp)
caractérisé par la condition :

O = 0% = (9, 9, : HY(G, X)—— HL(GX)

lorsque : (@, f) = C(D).
(b) Le MORPHISME ® : P ——— P' détermine le morphisme de " suites
de groupes abéliens" :

A A A A
®* = H*(®) : H"(P)—— H*(P")
A
caractérisé par la condition : ﬁ*(Q) ={H'®) }, ¢ N

PREUVE - Compte tenu du Théoréme 6-2 qui caractérise le morphisme
C(D) = (@, f) dans le catégorie IN,. il est bien connu que ce morphisme détermine

des morphismes :
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A *
on = (D*n = ((P’ f)n

en utilisant par exemple le notations utilisées a la page 123 de [23], ce qui prouve la
partie (a).
La partie (b) est alors évidente, ce qui achéve la démonstration.

THEOREME 6-4 - II existe un FONCTEUR COHOMOLOGIE CENTRALE

covariant :
H* ()= (H() ) ey i P—o @

de la CATEGORIE ¥ DES PSEUDO-MODULES dans la CATEGORIE (Q)N
DES SUITES DE GROUPES ABELIENS, qui a tout PSEUDO-MODULE :
P=(G,T,0)
associe sa COHOMOLOGIE CENTRALE :
H*P) = (F®) ], ¢ §
et qui, a tout MORPHISME :
O =(,f,n,u* :P=G,TI,0)— P'=(G,T,0)
associe le morphisme de "suites de groupes abéliens" :
O* = HH®) : H*P)— H*(P))
caractérisé dans le Lemme 6-3.

PREUVE - Compte tenu de la Définition 6-1, cela résulte immédiatement du
Théoreme 6-2, du Lemme 6-3 et du "caractére fonctoriel” bien connu de la
cohomologie abélienne des groupes, caractérisée par un "FONCTEUR" :

H*()={H( )} cp: M —@N

de la CATEGORIE M, "des G -modules @ groupe G variable” dans la
CATEGORIE (Q)N DES SUITES DE GROUPES ABELIENS, ce qui acheve la
démonstration.

REMARQUE 6-5 - Avec les notations précédentes, la démonstration du
Théoréme 6-4 entraine l'existence du diagramme commutatif :

PI\
. l N A O
(34) C( ) H\
m 27O ey
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A
qui montre que le FONCTEUR COHOMOLOGIE CENTRALE H* (- ) constitue

le prolongement A la CATEGORIE ® DES PSEUDO-MODULES du
"FONCTEUR" : H*( -)={ Hn( )} n€N associé de fagon classique 2 la

cohomologie abélienne des groupes.
Ce prolongement pourrait paraitre artificiel, mais en fait il est trés naturel et
tres utile, puisqu'il est relié 8 la COHOMOLOGIE NON ABELIENNE par les

propriétés suivantes.

THEOREME 6-6 - Le FONCTEUR COHOMOLOGIE NON ABELIENNE :
H2():® — ¥
et le SECOND FONCTEUR DE COHOMOLOGIE CENTRALE :
A
H2(.) P —5 Q
possédent les propriétés suivantes :
(a) Pour tout PSEUDO-MODULE P = (G, T, 0), il existe une action de

groupe :

A ~ o P ~
H2(P) x HZ(P)L) H2(P)

A
qui fait opérer le groupe abélien H2(P), librement et transitivement sur

~ A
I'espace H2(P), qui est donc muni d'une structure de H2(P) - ensemble

homogeéne principal .
(b) Tout MORPHISME ® : P ——— P'détermine un diagramme

commutatif :

~

~ P) ~
ﬁ2(P) x H2(P) f_f_l H2(P)

A2(@) H2(®) H2(®)
(35)
~ O (P ~
ey « 12y 25 feey
(c) En bref, il existe un foncteur covariant :

(B2, H2]:® — %
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de la CATEGORIE ¥ DES PSEUDO-MODULES dans la CATEGORIE %6
DES ENSEMBLES HOMOGENES PRINCIPAUX (a groupe d'opérateurs
variable).

PREUVE - La partie (b) du Théor¢me 8-6 de [12] entraine la partie (a).
Tout MORPHISME @ : P—— P' détermine le diagramme commutatif (31)

du Lemme 5-1. Le Lemme 8-5 de [12] et le Lemme 5-1 entrainent alors facilement

la commutativité du diagramme (35), ce qui prouve la partie (b).
Pour tout PSEUDO-MODULE P = (G, T, 6), le couple :

[ H2(P), H2(P) ]

~ A ~
caractérise un espace H2(P) et un groupe abélien H2(P) de sorte que H2(P) est

A
un H2(P) - ensemble homogéne principal, qui "dépend fonctoriellement” de P
d'apres la partie (b).
Ces propriétés s'expriment par la partie (c), ce qui achéve la démonstration.

7. APPLICATION AUX EXTENSIONS DISTINGUEES.

Tout PSEUDO-MODULE P = (G, I, 0) détermine 'ESPACE :
Ext[P] = Extg(G, I")
des CLASSES de 6 - EXTENSIONS DE L'ANNEAU-GROUPE T PAR LE
GROUPE G.
L'existence des bijections canoniques Eg’r de la relation (13), qui résulte du

Théoré¢me 4-6 de [13], permet l'identification :

(36) Ext[P] = Extg(G, I) = HX(G, T) = H2(P).

THEOREME 7-1 - [l existe un FONCTEUR "CLASSES D'EXTENSIONS” :
Ext[-] P—— §
qui posséde les propriétés suivantes :
(a) Pour tout PSEUDO-MODULE P = (G, T, 0), il existe une action de

groupe abélien :

3P
H2(P) x Ext[P] AN Ext[P]
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A
qui fait opérer le groupe abélien H2(P) librement et transitivement sur

A
I'espace Ext[P), qui est donc muni d'une structure de H2(P) - ensemble
homogeéne principal.
(b) Tout MORPHISME ® :P ——— P'détermine un diagramme

commutatif:

A 3(P)
H2(P) x Ext[P] ———> Ext[P]

37) ﬁ%cb)l lExt[CD] l Ex{[®]

~ t

f2P) x Ext{P] — 00, Ext(P]

(c) En bref, il existe un foncteur covariant :

[ B2, Ext] : ® — 9
de la CATEGORIE ® DES PSEUDO-MODULES dans la CATEGORIE %6 DES
ENSEMBLES HOMOGENES PRINCIPAUX (a groupe d'opérateurs variable).

PREUVE - Le Théoréme 4-6 de [13] montre que l'identification (36) est
"compatible” avec les actions du groupe ?Iz(P), qui peuvent donc étre également
identifiées.

11 suffit alors d'effectuer la "traduction” du Théoréme 6-6, ce qui acheve la
démonstration.

8. APPLICATIONS AUX MORPHISMES D'EXTENSIONS.

On se propose d'étudier les MORPHISMES D'EXTENSIONS, ce qui
revient & examiner des problémes de PROLONGEMENT DE MORPHISMES dans
la CATEGORIE € DES ANNEAUX-GROUPES.

Plus précisément, étant donnés deux anneaux-groupes :

F=[V;M]etT" =[V;M],
et deux EXTENSIONS DISTINGUEES :
H I'<A et T <A’

on se propose de chercher a quelle condition un morphisme d'anneaux-groupes
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f € Hom(I', I''), qui est un MORPHISME CENTRAL, admet au moins un

prolongement par un morphisme d'anneaux-groupes F € Hom(A, A '), et lorsque

cette condition est réalis€e, comment peut-on caractériser F et comment peut-on
"classer” ces prolongements F de f 7
Tout d'abord, le Théoréme 3-2 de [13] montre que les EXTENSIONS
DISTINGUEES (I) et (I') déterminent des PSEUDO-MODULES :
P=(G,TI,6) e P=(G,TI,0)
et des SYSTEMES DE FACTEURS MIXTES, c'est-a-dire des COCYCLES
STRICTS :

z=(M,m) € ZAP)= ZXG, I) et Z=(m',m) € Z2(P)= Z3(G, I")

de sorte que A et A’ peuvent étre identifi€s aux PRODUITS CROISES MIXTES :
A=(I,Gz) et A'=(TI",G,2)
et le Théoréme 4-6 de [13] montre que les classes :
E=F(A) € Extg(G,I) =Ext[P] et E'=F (A") € Extg'(G', I'") = Ext[P]

des extensions A et A', coincident avec les classes de cohomologie stricte :

E=7z € HAP)=HAG, ) et E'=z € H2(P) = Ho(G, ")

Les notations du Théoréme 2-5 de [13] , adaptées de fagon évidente aux deux
EXTENSIONS DISTINGUEES (1) et (I'), donnent :

A =[U; N] et A'=[U"; N
avec :
U= & Ua= (&) VU(X 5 N=-l-l- Na—_- ..LLMua
a€G 18 oG aeG
et
o' € G o' € G o'€G' o'€G'

notations qui seront librement utilisées dans la suite.

THEOREME 8-1 - Etant données deux EXTENSIONS DISTINGUEES :
O I'<A et I I'aA’

associées @ des PSEUDO-MODULES :
P=(G, T,8) e P=(G,TI,0)

et caractérisées par leurs classes :
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E € Ext[P] = Extp (G, I) = HX(G, I) = H2 (P)

et

£' € Ext[P'] = Extg (G', ") = HX(G, T") = H2 (P)

avec les notations précédentes, pour tout morphisme d'anneaux-groupes
f € Hom|[I', I''], qui est un MORPHISME CENTRAL :

f: I'— I'
les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) Le MORPHISME CENTRAL f € Hom(T', I') admet au moins un
prolongement F € Hom(A , A "), constitué par un morphisme d'anneaux-
groupes :

F: A =[UN]—— A" =[U}; N1

(b) Il existe au moins un morphisme de groupes :
Yy :G— G
qui détermine le PSEUDO-MODULE :
y*P'=Q=(G,TI,06")
caractérisé par : 8" = y*(0") = O'oy, et le MORPHISME :
Q' =y, 1r,2,2% : P=G, I'0)—> Q=(G, T,0")

auquel est associée l'application :

@' = HX(®): H2(P)—— HAQ
et il existe au moins un MORPHISME :

O=(1g,f,z,2z%) : P=(G, I,0) — Q=(G, T, 0")

auquel est associée l'application :

& = HX®): H2(P)— H2(Q)

de telle sorte que les classes £, et &' vérifient la condition :

(38) @ E)= D E)

PREUVE - On utilisera librement la caractérisation et les propriétés des
PRODUITS CROISES MIXTES établies dans le Théore¢me 2-5 de [13].
En particulier, tout élément x € U = An(A) est de la forme :
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(39) x= 2, XqlUg

a€G
pour une famille unique (xo)y ¢ g d'éléments xq € V = An(I'), presque tous
nuls.
Pour tout f € Hom(I", I'"), tout prolongement F € Hom(A, A') de f, est

donc caractérisé par une condition de la forme :
(40) F(x) = % f(x) F(ug) pour tout x € U
o€

pour une certaine famille { F(ug) } ¢ ¢ d'é1éments :
(41) F(ug) € N'=Gr(A")
puisque la condition : F € Hom(A, A") , implique : F(N) C N'.

Tout revient donc a rechercher des conditions nécessaires et suffisantes
pour qu'il existe au moins une famille d'éléments F(ug) € N', telle que la condition
(40) caractérise un morphisme d’'anneaux-groupes F ¢ Hom(A, A").

On commence par la recherche de CONDITIONS NECESSAIRES sous
I'hypotheése que la condition (a) est vérifiée.
Tout d'abord, comme la condition : f € Hom(T', I'"), entraine : f{(M) C M’,

les relations : ug € Ng=Mug C N, et:

FNyc N= 1l Ng= 1L My
o'eG' a'€G'

montrent qu'ill existe une application y : G —— G', caractérisée par la
condition :
(42) F(ug) € F(Ng) C N'y(o) = M'u'y(a) pour tout & € G.
Pour tout (o, B) € G2, la relation :
Nap = No . N
entraine :
F(Nop) = F(No) . F(Np)
et par suite les inclusions :
F(Nop) € N'yap) ; F(No) C N'y(a) ; FINp) C N'y)
entrainent la relation :

N'y(ep) = N'yo) - N'y@) = N'y(o)w()

de sorte que la caractérisation de (o) donnée par la condition (42) implique la

condition :
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(43) y(aP) = y(o) w(B) pour tout (., B) € G2
11 existe donc nécessairement un morphisme de groupes :
y:G——G
caractérisé par la condition (42).
11 convient de remarquer qu'un morphisme de groupes :
Yy € Mor|[G, G']

(qui pourrait a priori €tre quelconque), caractérise un “changement de groupe”, qui
détermine le PSEUDO-MODULE :

y*P'=Q=(G,T',06")
caractérisé par : 8" = y*(8") = 0'oy, et il est immédiat que le ' - COCYCLE
(GENERALISE) STRICT :

2=, m)=M'=Ma) m = (ma.p) € Za(G', ) = Z2AP)

détermine le 6" - COCYCLE (GENERALISE) STRICT :

2% = %, m*) = % = M), m* =(m'yg)) € Zgu(G, [) = Z2Q

caractérisé par les conditions :
") N"*o=N'y(a) pourtout @ € G
(c"9) m'*q g = m'y(a),y(p) pour tout (c, B) € G2
qui expriment les conditions (c1) et (c2) de 1la Définition 4-6, dans lesquelles :
f=1reto=y
Cela prouve l'existence du MORPHISME :
O =W, lr,2,2% :P=G,I'0)—> Q=(G, T, 0"

qui détermine l'application :
% : Z2P)= Z2(G,T)— ZAQ = Z2.(G, T
vérifiant la condition :

(44) O'* [2'] = z'*

et par suite l'application associée :

&' = H®) : H2AP) = HA(G, ) —— HAQ= HZ.(G, T

vérifiant la condition :

(45) @' (E)= z™*e HYQ
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et pour laquelle il est facile de vérifier qu'elle coincide avec 'application

ﬁg.(w, I") caractérisée dans la Proposition 2-2.

D'apres le Lemme 1-3 de [13], pour chaque a € G, I'élément F(ug) € N
détermine un automorphisme intérieur < F(ug) > € Aut; (A"), qui induit sur I" un

automorphisme :
n*a € Aut (F')

caractérisé par la condition :

(46) N*o(x') = F(ug) x' F(ug)-! pour tout x' € V'et tout x' € M'

ce qui détermine une 1 - cochaine spéciale :
n* = (M*e) € CL (G, Aut (I")

Pour chaque o € G, la condition :

47 Nao(X) = ug xu;l1 pourtoutx € Vettoutx € M

entraine :
f o No(X) = F(ug) f(x) F(ug)-! pourtout x € Vettoutx € M

et compte tenu de la condition (46), il en résulte la condition :
(48) f o N(x) =M*q 0 f(x) pourtout x € Vettoutx € M

c'est-a-dire la condition :

(c'1) N*qof=fong pour toutax € G.

De méme, la condition :
(c'2) m*gg =f [mgp ] pour tout (ar, B) € G2
caractérise une 2 - cochaine spéciale :
m* = (m*q p) € CXG, M)

Pour tout (o, B) € G2, la relation :

(48) Ug UB = Mg, § Ugf
entraine la relation :
(49) F(ug) F(up) = f [mo, p 1 F [ugp ]

qui implique :
<F(ug)> <F(up)> = <m*y, g> <F(uep)>
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et par restriction a1, il en résulte la condition :
(50) N*o N*g = <m*q, g >N*ap  pour tout (a, B) € G2
qui prouve l'existence de la 2 - COCHAINE GENERALISEE :

2* = M*, m*) € C2(G, T

Pour tout (o, B, y) € G3, compte tenu de la condition (46), de la condition

(c'2) et de la relation (49), la traduction de l'associativité de la composition des
éléments F(ugp), F(uB) et F(uy) dans le groupe N', entraine facilement la condition :

(&2)) N¥*o (m*g y) m¥q, By = m¥*q g m¥*gp, y pour tout (a, B, y) € G3
qui, d'apres le Lemme 6-2 de [12] et la Définition 7-2 de [12], montre en fait
l'existence d'un 2 - COCYCLE (GENERALISE) STRICT :
2% = (M*, m*) € Z2(G, T
La condition (42) montre que pour chaque a € G, il existe un élément
Co € M, vérifiant la condition :
(52) F(ug) = Cq U'y(a) pour tout a € G

pour une certaine 1 - cochaine spéciale :
¢ = (cq) € CI(G, M)

Cette condition (52) entraine :
<F(ug)> = <cq> <u'y(a)> pour tout o € G
et par restriction a T ', il en résulte la condition :
(53) N¥*a = <Co> N'y(0) pour tout o € G

et par suite, les classes dans le groupe Aute(I" ") vérifient :

N*q = ﬁ'w(a) =0'[y(@)]=06"(a) pourtout x € G
ce qui entraine 'existence du 0" - COCYCLE (GENERALISE) STRICT :

z¢ = (¥, m¥) € Z3.(G, T) = Z2(Q)

Pour les COCYCLES (GENERALISES) STRICTS :

z=(,m) € ZXP) = Zg(G, D) et 2*=(%m")= ZXQ) = Z5(G,T)

les conditions (c'1) et (c'2) expriment les conditions (c1) et (c2) de la Définition 4-6,
dans lesquelles : f =fet ¢ = 1G.
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Cela prouve l'existence du MORPHISME :
®=(g,f,z,z%) : P=(G, I,0) —> Q=(G, I, 0"

qui détermine l'application :

O* : Z2P) = Z2@G, D) —— ZAQ = Za(G, T

vérifiant la condition :

(54) O* [z] = z*

et par suite l'application associée :

@ = HX®) : HXP) = H3(G, ) —— H2Q)= H..G,T")

vérifiant la condition :
(55) @ (£)= z* € HXQ)
Compte tenu de la condition (c'2), la relation (49) et la condition (52)
entrainent la condition :
(56) Co U'y(ar) O U'y(B) = M*qB Cop Uy(op)  pour tout (o, B) € G2
D'apres les conditions :
57 N'a (x) =u'yg X' u'g. pour tout a' € G' et pour tout x' € V' et tout
xeM
(58) u'y u'p = my, g WP pour tout (&', B) € G2

la condition (56) entraine successivement :

Ca M'y(a) (€ B) Wy(ar) Wy(B) = M*aB Cop Wy(aP)
et

Ca M'y(e) € B) M'y(a) y(B) Wy(aP) = M*aB CoB UWy(op)
de sorte que dans le groupe N', aprés "simplification” par u'y(ap), il en résulte la
condition :

(59) Co M'y() (CP) M'y(or), w(B) = M* o, Cap pour tout (o, B) € G2

Compte tenu des conditions (c"1) et (c"2), les conditions (53) et (59) prennent
la forme des conditions :

(60) N*o = <Ca> N*q pour tout o € G

(61) m*y 3 = Cq N (Cp) M™q f3 C;xlﬁ pour tout (c, B) € G2

qui, d'aprés le Lemme 4-5 de [12], expriment la condition :
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62) zZ¥=M* m¥) =(c, ) +" M* m*) =c ¥ 2*

D'apreés la Définition 8-3 de [12], l'existence de la 1 - COCHAINE
(GENERALISEE) STRICTE :

¢=(ca) € CIG, M) = C1(G, ) = C1(Q)
vérifiant la condition (62) montre que les 2 - COCYCLES STRICTS :

z* = (¥ m*) € Z2, (G, T") = ZXQ)

et

2% = (M'*, m*) € /ié G, T = %2(Q)

sont "strictement cohomologues”, c'est-a-dire déterminent la méme classe de

cohomologie stricte :

~

(63) 7%= 7
Les relations (45), (55) et (63) entrainent alors la relation :

(38) B(E) = G'(E)

Cela complete la liste des conditions nécessaires et montre que la condition
(a) implique la condition (b).

Il reste 2 montrer que réciproquement la condition (b) est composée de
CONDITIONS SUFFISANTES pour assurer l'existence d'un prolongement
F € Hom(A, A") de f € Hom([", I').

Sous I'hypothese que la condition (b) est vérifiée, il existe un morphisme de
groupes Yy € Mor|G, G'], qui détermine le PSEUDO-MODULE y*P'=Q et le
MORPHISME @' : P—— Q caractérisé par les conditions (c"1) et (c"2), et il
existe un MORPHISME @ : P——— Q caractérisé par les conditions (c') et

(c'2), de telle sorte que la condition (38) soit vérifiée, ce qui équivaut a l'existence
d'une 1 - COCHAINE (GENERALISEE) STRICTE :

¢=(co) € C! (G,M)=CI(G, M= CQ)
vérifiant la condition (62) équivalente a la conjonction des conditions (60) et (61).
Pour tout . € G, il est alors possible de définir un élément F(uy) € N’ par la

condition :
(52) Fug) = o U'y(a) pour tout & € G
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de sorte que la condition (40) caractérise une application additive :
F:V—5V
qui prolonge f € Hom(I, I'") et qui vérifie : F(M) C M.
Ainsi, pour montrer que F est un morphisme d’anneaux-groupes

F € Hom(A, A"), il suffit de montrer que F est une application multiplicative et

pour cela il suffit de montrer qu'elle vérifie la condition :
(64) F(xq, ug xp up) = F(xqua) F(xg up)
pour tout (o, B) € G2, tout xg € Vet tout xg € V.
En tenant compte des conditions (c'1) (c'2), (52), (60), (61), (c"1) et (c"2),
les regles de calcul dans les PRODUITS CROISES MIXTES :
A=T,G,z) et A=I",G,7z2)

entrainent successivement les relations :

F(xo ug xp up) = F(xg Mo, (Xp) me,B uap)
= f(xa) [f o Na(xp)] f [mq ] F(uap)
= f(xo) [N*a 0 f(xp)] m*o,B CoB U'y(op)
= f(xq) [ ca M™a 0 f(xp) ) c;: ] ca ™ (cB) m™*q B U'y(ap)

= f(xo) Co [ N™*a (E(xB) c8) 1 m'y(o) , w(B) u'y(af)
= f(xa) Ca [ N'y(o) Exp) cp)] W'y(oy 'y ()
= f(Xa) Co U'y(a) f(XB) B Uy (B)
= f(xq) F(ug) f(xp) F(up)
= F(xq ue) . F(xp up)
c'est-a-dire la condition (64), qui entraine bien :
F € Hom(A, A")
Ainsi, la condition(b) implique la condition (a), ce qui acheve la
démonstration.

DEFINITION 8-2 - Sous les hypothéses du Théoréme 8-1, étant donnés un
morphisme d'anneaux-groupes CENTRAL f € Hom(T, I'') et un morphisme de
groupes y € Mor[G, G'], le couple (f, y) est COMPATIBLE s'il existe au
moins un MORPHISME D’EXTENSIONS, de la forme (f, F, ), caractérisé

par un diagramme commutatif :



(0,1} — T =[V:M]— A=[U:N]—— G

(65) £ F l\p

v

{1}

1

{0,1} ——T"=[V;M]—— A'=[U";, N'] P » G' > {1}

dans lequel les lignes sont des SUITES EXACTES MIXTES et dans lequel le

morphisme d'anneaux-groupes F € Hom(A, A') constitue un prolongement

du couple (f, ) COMPATIBLE .

REMARQUES 8-3 - Avec la terminologie précédente, alors :
(a) Le Théoréme 8-1 donne une caractérisation des couples COMPATIBLES.
En effet, pour qu'un couple (f, y) soit COMPATIBLE, il faut et il suffit qu'il

existe au moins un MORPHISME @ : P—— Q, tel que : @ &) = & &EH.

Ce résultat constitue la généralisation d'un Théoréme de ARTIN-TATE (voir
le Théoréme 2 p; 179 de [1], cité également par S. LANG sous la forme du
Théoréme 2 p. 214 de [18] relatif au cas trés particulier de la cohomologie
abélienne des groupes, qui correspond, avec la terminologie des Exemples 3-2, au
CAS DES GROUPES ABELIENS.

(b) Les MORPHISMES D'EXTENSIONS se composent de fagon évidente,
ce qui détermine une CATEGORIE DES EXTENSIONS (DISTINGUEES !).

COROLLAIRE 8-4 - Sous les hypothéses du Théoréme 8-1 et avec la
terminologie précédente, pour tout couple (f , ) COMPATIBLE, l'ensemble

¥ (f, ¥) des morphisme d’anneaux-groupes F € Hom(A, A') qui constituent un

prolongement du couple (f, y) COMPATIBLE, est formé par les morphismes :
F. € Hom(A, A)

déterminés par une 1 - COCHAINE (GENERALISEE) STRICTE :

c=(c) € C1 (G,M)=CL(G, ") = Cl(Q
vérifiant la condition :

(62) ¥ =c % " z2*

et déterminés par la condition :

(66) Fe ( 2. Xa Ua) = ) f(xo) Co U'y ()
acG aeG
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PREUVE - Elle résulte immédiatement de la démonstration du Théoréme 8-1.

REMARQUE 8-5 - Sous les hypotheéses du Théoréme 8-1, pour un couple
(f, w) COMPATIBLE, un prolongement F € Hom(A, A") du couple
(f, W), n’est pas unique en général.
En effet, en considérant le centre-groupe X' =Zg(I™) de I'anneau-groupe
I'" = [V'; M], tout élément x' € X' détermine des automorphisme intérieurs :
<x>=1€ Autj(I'") et <x™> =14 € Autj(A)
(le second Tty n'étant pas neutre en général) de sorte que, en posant : F'=1x' o F,
alors F' est encore un prolongement F' € Hom(A, A') du couple (f, y), mais
distinct de F en général.

Comme dans le cas classique des extensions de groupes a noyaux abéliens,

cette remarque suggere la notion suivante .

DEFINITION 8-6 - Sous les hypothéses du Théoréme 8-1 et avec la
terminologie précédente, pour tout couple (f, ) COMPATIBLE, alors :

(a) Deux prolongements F € Hom(A, A") et F' € Hom(A, A"y du couple
(f, w) COMPATIBLE sont EQUIVALENTS s'il existe au moins un élément
x' € X'=2g("), tel que : F' =15 oF.

(b) L'ensemble F (f, y) des prolongements F € Hom(A, A") du couple
(f, y) COMPATIBLE, détermine l'ensemble quotient F [f, y] des " classes
d'équivalence” [F] des éléments F € F (f, y).

THEOREME 8-7 - Sous les hypothéses du Théoréme 8-1 et avec la
terminologie précédente, pour tout couple (f, ) COMPATIBLE, qui
détermine en particulier le PSEUDO-MODULE :

y*P' =Q=(G,I,08")
caractérisé par : 0" = y*(0") = 0'o y, et par suite le premier groupe de
COHOMOLOGIE CENTRALE :

A A '
HY(Q)=Hy, (G, I") = Hy. (G, X) = H! (G, X)
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ainsi que les ensembles F (f, y) et F[f, y], constitués respectivement par les
prolongements F et les "classes de prolongements” [F] du couple (f, y)
COMPATIBLE, alors :

(a) Il existe une action de groupe :

21 (G, X'g) x FE, y)—— FE, )
d=dw F)——dF

caractérisée par la condition :

(67) (dF) (ug) = dg F(ug) pour tout o € G

qui fait opérer le groupe abélien de 1 - COCYCLES CENTRAUX
Z1(G, X'g") = Z1(Q) librement et transitivement sur ['ensemble F (f, V), ce
qui détermine sur l'ensemble F (f, W) une structure de Z1(Q) - ensemble

homogéne principal .
(b) Par passage aux quotients, lI'action précédente détermine une action
de groupe :

H1(Q) x FIf, y] —— FIf, ]

@, [F]) — d. [F] = [dF]

A
qui fait opérer le groupe abélien H1(Q) librement et transitivement sur
I'ensemble F[f, y], ce qui détermine sur l'ensemble F [f, y] une structure de

A
H1(Q) - ensemble homogene principal .

PREUVE - Le Corollaire 8-4 montre que les prolongements F € JF(f, y) sont
de la forme F = F; pour les 1 - COCHAINES STRICTES :

¢=(co) € CI(G,M)=C1G, T = CQ
vérifiant la condition (62) équivalente 2 la conjonction des conditions :
60) N*a = <Co> N'*q pour tout a € G

(61) m*g B = CoN"*q (CB) M™g,B cgﬁ pour tout (o, B) € G2

Comme le groupe C1(Q) est naturellement un C 1(Q) - ensemble homogeéne

principal, tout élémentc’ € EI(Q) se met de fagcon unique sous la forme ¢' = dc
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pour un élément d € EI(Q) et tout revient a caractériser le sous-groupe D(Q) de

EI(Q) constitué par les éléments d pour lesquels ¢’ = dc vérifie la condition (62).
En utilisant des "simplifications” dans le groupe Aut(I""), pour que ¢' = dc
vérifie la condition (60), il faut et il suffit que d vérifie la condition :

(68) <dg>=1¢€¢ Aut(d™") pour tout o € G

ce qui, d'aprés le diagramme commutatif et exact canonique (1), équivaut a la
condition :

(69) d = (dg) € CKG, X"

Comme les éléments do, € X' et N*o(dp) € X' commutent avec tout €lément

du groupe M', pour que ¢' = dc vérifie la condition (61), il faut et il suffit (aprés
report de l'expression de ¢' = dc et des "simplifications” dans le groupe M') que d
vérifie la condition :

(70) do Mo, (dp) d:ﬁ =1 pour tout (o, B) € G2

qui, compte tenu de la condition (18), pour laquelle :

2% = (*, m*) € Z2(G, ") = Z2Q)

est équivalente 2 la condition :
(71) 82.(d) = 1

ce qui montre que pour que ¢’ = dc vérifie les conditions (60) et (61) équivalentes a

la condition (62), il faut et il suffit que I'élément d € EI(P) vérifie la condition :

(72) d = (do) € DQ =Z1(G, X,) =Z1Q)

ce qui entraine immédiatement la partie (a).
Pour deux éléments F; et F.r de 'ensemble F (f, y), et pour tout élément

x' € X'=7Zg(I™), la condition :
(73) Fe=1¢0F,
se traduit par la condition :

F¢' (ug) = x' Fe(ug) x™-1 pour tout o € G
équivalente a la condition :
(74) x"1 ¢’y U'y(a) X' = Co U'y(or) pour tout o € G

Les conditions (57) et (c"1) entrainent la relation :
Wy(o) X' = M'y(o) (X) Wy(a) = N*o(X) Wy(a)
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et compte tenu de la condition (18), pour laquelle :

2% = (M™%, m*) € Z5(G, T) = Z2(Q),

il en résulte la relation : ,

(75) U'y(a) X' = 0"q (X) U'y(a)
La condition (74) est donc équivalente a la condition :

(76) x'"1 ¢'g 8" (X) U'y(a) = Ca Wy(0) pour tout & € G

c'est-a-dire la condition :

4)) Coa=0"g (x) x-1c'y pour tout o € G
Ainsi, la condition (73) est équivalente  la condition :

(78) c=8g. (x). ¢

ce qui montre que les classes [F] € F[f, y] sont les orbites des éléments
F € JF(f, y) pour l'action du sous-groupe de 1 - cobords :
Bl (G, X'g") € ZI(G, X'g")

La partie (a) entraine alors immédiatement la partie (b), ce qui achéve la
démonstration.

COROLLAIRE 8-8 - Sous les hypothéses du Théoréme 8-1 et avec la
terminologie précédente, pour tout couple (f, ) COMPATIBLE, si :

A

HI(Q)= (1)
alors l'ensemble ¥ [f, y] ne contient qu'une seule classe, ce qui signifie que
deux prolongements F et F' du couple (f, w) COMPATIBLE sont
nécessairement EQUIVALENTS.

PREUVE - Elle résulte immédiatement du Théoréme 8-7 .

REMARQUE 8-9 - Le Théor¢me 8-7 et le Corollaire 8-8 donnent une
"classification” des MORPHISME D'EXTENSIONS (f, F, y) associés au couple
(f, v) COMPATIBLE.

Ce résultat constitue également la généralisation d'un Théoréme de ARTIN-
TATE (Voir le Théoréme 2 p. 179 de [1], cité également par S. LANG sous la
forme du Théoréme 3 et du Corollaire p. 216 et 217 de [18] relatif au cas trés

particulier de la cohomologie abélienne des groupes.
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9. APPLICATIONS AU PROLONGEMENT D'ISOMORPHISMES.
On se propose d'examiner des problémes de PROLONGEMENT

D'ISOMORPHISMES dans la CATEGORIE € DES ANNEAUX-GROUPES.
Etant donnés des anneaux-groupes I' =[V; M]etI'"' = [V, M'], un

isomorphisme d'anneaux-groupes f € Iso(I', I'") est un isomorphisme d'anneaux
f € Iso(V', V') qui induit un isomorphisme de groupes f € Iso(M, M’).
La condition : (f) (6) = ¢' =f 0 6 o f-1 pour tout o € Aut(I') caractérise alors

un isomorphisme de groupes :
(H € Iso (Aut(l'), Aut(I™)

qui, par passage aux quotients, détermine un isomorphisme de groupes, noté :
fe € Iso (Aute(I), Aute(I™))

LEMME 9-1 - Etant donnés deux PSEUDO-MODULES :
P=(G, T,0) e P=(G,T,0"
pour tout MORPHISME :
¥=(,fz2"):P=(@GTI,0) —P=(G,T,0)
les conditions suivantes sont équivalentes :
(a) Le MORPHISME Y est un ISOMORPHISME

(b) Le morphisme d’'anneaux-groupes f € Hom(I',T'") est un
isomorphisme d'anneaux-groupes f € Iso(I', ') er il existe un

isomorphisme de groupes y € Iso(G, G) rendant commuzatif le

diagramme :
f,
Aute () —— Aute (I")
(79) 6 o'
c —, g
et tel que :
(80) ¢ =yl

De plus, sous ces conditions équivalentes les COCYCLES STRICTS :

z=(,m) € ZXG, ) = Z2P)et 2" =", m") € Z2(G', T") = Z2(P)

sont reliés par les conditions :

(c"'1) Ny =fo Mg o ! pour tout @ € G
(c™2) m"y(a),y(B) = f [mg, Bl pour tout (o, B) € G
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PREUVE - Le Théoréme 4-9 montre que la condition (a) entraine :
felso(I, I") et ¢ € Iso(G', G)

et en posant : ¢-l =y € Iso(G, G), les conditions (c1) et (c2) s'expriment alors

"

sous la forme des conditions (c™'1) et (c"'2). En particulier, la condition (c"'1)

entraine la relation :
0Ty ()] = N "y(o) = fe[M o] = fe [6()] pour tout o € G
ce qui prouve la commutativité du diagramme (79).

Ainsi, la condition (a) implique la condition (b) et les conditions (c"'y) et

(C"'Z).
Réciproquement, il est immédiat que la condition (b) détermine un
MORPHISME V¥ et implique la condition (a), ce qui ache¢ve la démonstration.

THEOREME 9-2 - Erant données deux EXTENSIONS DISTINGUEES :
MO <A et T <A
associées @ des PSEUDO-MODULES :
P=(G,T,k0) et P=(G,T",0)

et caractérisées par leurs classes :

E € Ext[P] = Extg(G, ) = H3(G, T) = H2(P)

et

E' € Ext[P'] = Extg'(G', I") = H2(G', [") = H2(P')
0

avec les notations précédentes, pour tout isomorphisme d'anneaux-
groupes :
f € Iso(l, I

les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) L'isomorphisme d'anneaux-groupes f € Iso(I', I'") admet au moins un
prolongement F € Hom(A, A"), qui est un isomorphisme d'anneaux-
groupes F € Iso(A, A").

(b) Il existe au moins un isomorphisme de groupes :
v € Iso(G, G")
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rendant commutatif le diagramme :

f,
Aul) —25  Aute@™)

(81) e'[ /e/' Ie'

e \
G —¥—> G’

et qui détermine 'ISOMORPHISME DE PSEUDO-MODULES :
¥=wlLfzz):P=(GTI,0)—— P=(G,T,0"

auquel est associée la bijection :

¥ = H2(¥) : H2(P) ——— H2(P')

de telle sorte que les classes [, et £' vérifient la condition :

(82) Y@=t

PREUVE - Tout d'abord, le Lemme 4-2 montre que tout isomorphisme
d'anneaux-groupes f € Iso(I', ") est automatiquement un MORPHISME
CENTRAL.

Sous I'hypothese que la condition (a) est vérifiée, le Théoréme 8-1 peut alors
étre appliqué a f et & {1, ce qui entraine que \ est nécessairement un isomorphisme

de groupes y € Iso(G, G).
La condition (c'1) peut s'écrire sous la forme :
N*q=fongofl pour tout o € G
et I'existence du COCYCLE STRICT :

2% = (%, m¥) € Zgu(G, T) = Z2(Q)
entraine alors la relation :
0" () = M*g =fe[MN o) = fe[O(x)] pour tout o € G

ce qui prouve la commutativité du diagramme (81).
Le Lemme 9-1 entraine l'existence de I'ISOMORPHISME DE PSEUDO-
MODULES :
¥Y=lfzz):P=(GT,0) —>P=(G,T,0)
caractérisé par les conditions (¢"'7) et (c"'2).
De méme, de Lemme 9-1 entraine que dans la condition (b) du Théoréme 8-1
appliqué a f € Iso(T', I'"), les MORPHISMES :
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b :P—Q et P :P—sQ
sont des ISOMORPHISMES et le Théoréme 4.9 entraine la relation :
(83) Y =0p-1oP

Le Théoréme 5-2 entraine alors la relation :

(84) ¥=0"100
qui montre que la condition (38) entraine la condition :

(82) Y(E)=E

Ainsi la condition (a) implique la condition (b).

Réciproquement, sous I'hypothese que la condition (b) est vérifiée, le Lemme
9-1 entraine l'existence des ISOMORPHISMES :

Y:.P—P ; &:P—sQ ; @ :P—Q

pour lesquels le Théoreme 4-9 et le Théoréme S5-2 entrainent les relations (83) et
(84), de sorte que la condition (82) implique la condition (38).

Le Théoréme 8-1 entraine l'existence d'un prolongement F € Hom(A, A')

dont la caractérisation donnée dans le Corollaire 8-4 entraine : F € Iso(A, A).

Ainsi, la condition (b) implique la condition (a),ce qui acheve la

démonstration.

THEOREME 9-3 - Ewant donnée une EXTENSION DISTINGUEE :
O TI'<A
associée @ un PSEUDO-MODULE P = (G, T, 0) et caractérisée par sa classe :

E € Ext [P] = Extg(G,T) = H3(G, I) = HX(P)

avec les notations précédentes, pour tout automorphisme d'anneaux-
groupes :
f € Aur(l)

les conditions suivantes sont équivalentes :
(a) L'automorphisme d'anneaux-groupes f € Aut(I') admet au moins un

prolongement F € Hom(A, A) qui est un automorphisme d'anneaux-
groupes F € Aut(A).

(b) 1l existe au moins un automorphisme de groupes :
vy € Au(G)
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rendant commutatif le diagramme :
Aute(l') ——fs—) Aute
(83) 6 0

¢ Y, ¢
et qui détermine 'TAUTOMORPHISME DE PSEUDO-MODULES :
¥=(lfzz):P=(GTI,0)——>P=(@G,T,06)
tel que :
¥ € Aut(P)

auquel est associée la bijection :
¥ = H2(¥) : H2(P)—— H2(P)

de telle sorte que la classe &, vérifie la condition :

(84) V) =k

ce qui signifie que la classe E, € ﬁ2(P) est invariante par l'automorphisme
¥ € Aut(P), pour I'action naturelle H2( )du groupe d'automorphismes

Aut(P) sur l'espace ﬁZ(P).

PREUVE - Le Théoréeme 9-2 et le Théoréme 5-2 entrainent immédiatement la
démonstration.

REMARQUES 9-4 - Sous les hypotheses du Théoréme 9-3, alors :
(a) L'adaptation de la Définition 8-2 conduit a considérer les couples :
(£, v) € Aut(I) x Aut(G)
et le couple (f, y) est COMPATIBLE s'il existe au moins un ISOMORPHISME
D'EXTENSIONS, de la forme (f, F, ), caractérisé par un diagramme commutatif
du type du diagramme (65) dans lequel F € Aut(A).

(b) Le Théoré¢me 9-3 donne une caractérisation des couples COMPATIBLES.
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THEOREME 9-5 - Sous les hypothéses du Théoréme 9-3 et avec la
terminologie précédente, pour tout couple (f, w) COMPATIBLE, qui
détermine les ensembles F (f, ) et F [f,y], constitués respectivement par les

prolongements F € Aut(A) et les "classes de prolongements" [F] du
couple (f, ) COMPATIBLE, alors :
(a) Il existe une action de groupée :
Z\(G, Xo) x F (£, y)—— F (£, y)
(a=(Qag) , F)—— a-F

caractérisée par la condition :
(85) (a- F) (ug) = f(ag) F(ug) = F(agug) pour tout a € G
qui fait opérer le groupe abélien de 1 - COCYCLES CENTRAUX
Z1(G, Xg) = Z1(P) librement et transitivement sur l'ensemble ¥ (f, y), ce
qui détermine sur l'ensemble ¥ (f, ) une structure de Z'(P) - ensemble
homogéne principal.

(b) Par passage aux quotients, l'action précédente détermine une action
de groupe :

A1) x F[f, y] —— FIf, v]
@, [Fl)—— a.[F]l=[a.F]

A
qui fait opérer le groupe abélien H1(P) librement et transitivement sur
I'ensemble¥ [f, W), ce qui détermine sur l'ensemble ¥ [f, ] une structure de

ﬁl(P) - ensemble homogene principal.

PREUVE - Compte tenu du diagramme commutatif (81) dans lequel I' =T "et
G = G/, il est immédiat que l'automorphisme f € Aut(I') détermine, par
composition avec f, un isomorphisme de Z1(G, Xg) = Z1(P) sur
Z1(G, X'g) = Z1(Q), et par suite un isomorphisme de H!(G, Xg) = i\ll(P) sur
HI(G, X'¢") = H1(Q).

L'énoncé du Théoreme 9-5 résulte alors de la traduction de 1'énoncé du
Théoreme 8-7, ce qui achéve la démonstration.

COROLLAIRE 9-6 - Sous les hypothéses du Théoréme 9-3 et avec la
terminologie précédente, pour tout couple (f, ) COMPATIBLE, si :
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HIP) = (1)
alors l'ensemble %¥ [f, ¥} ne contient qu'une seule classe , ce qui signifie que
deux prolongements F € Aut(A) et F' € Aut(A) du couple (f, ) COMPATIBLE

sont nécessairement EQUIVALENTS, c'est-a-dire, différent d'un
automorphisme intérieur tyx déterminé par un élément x du centre-groupe
X =2Zg®D).

PREUVE - Elle résulte immédiatement du Théoréme 9-5.

NOTATIONS 9-7 - Sous les hypothéses du Théoréme 9-3, on considere le

groupe :
Aut(A; T) = Stab [Aut(A) ; T']

constitué par les automorphismes F € Aut(A), qui stabilisent T', c'est-2-dire qui
induisent sur I" un automorphisme f € Aut(I'), ce qui revient a dire que

F € Aut(A) est un prolongement de f € Aut(I).

Le Théoréme 9-3 montre que les automorphismes F € Aut(A; I') peuvent étre
identifiés aux triplets F = (f, F, y) dans lesquels (f, y) € Aut(I') x Aut(G) est un
couple COMPATIBLE et F € ¥ (f, ), la composition étant évidente.

Compte tenu du Théoréme 5-2, le Lemme 9-1 et le Théoréme 9-3 entrainent

I'existence d'un morphisme de groupes :
s : Aut(A; ) —— Aut(P)
qui, a tout automorphisme (f, F, y) = F € Aut(A; I') , associe l'automorphisme
s(F) =¥ € Aut(P), caractérisé par la condition : ¥ = (\|r1, f, z, z"), du Théoréme
9-3.
Le Théoréme 9-5 montre que le groupe abélien Z!(P) = Z1(G, Xg) opere

librement et transitivement sur chaque ensemble % (f, W) associé 3 un couple
(f, v) COMPATIBLE.

I1 en résulte une action de groupe :
ZI(P) x Aut(A; T)—— Aut(A; )

@, FP——a-F
caractérisée par la condition (85).
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En particulier, il existe un morphisme de groupes injectif :
r : ZI(P)—— Aut(A; D
caractérisé par la condition :
(86) r@)=ry=a- 1 pour tout a € ZI(P)

dont l'image est la classe neutre ¥ (11, 1g), et pour lequel il est facile de vérifier
que l'action - peut étre caractérisée par la condition:

87) a*F=Fory

pour tout a € Z1(P) et tout F € Aut(A; ).

Le théoréme 5-2 entraine que tout automorphisme ¥ € Aut(P) détermine une

bijection :
¥ : H2(P) —— H2(P)

qui transforme la classe E € H2(P) en une classe ¥(E) € H2(P).

Le Théoréme 6-6 entraine l'existence d'un élément unique h € IA{2(P)
vérifiant la condition :
(88) ¥E)=hoE

11 en résulte I'existence d'une application :

t : Aut(P)—— F2(P)

qui, 2 tout automorphisme ¥ € Aut(P), associe 1'é/ément unique t(¥) =h € ﬁ2(P)

caractérisé par la condition (88), ce qui donne la condition :

(89) FE) =tP) S E pour tout ¥ € Aut(P).

THEOREME 9-8 - Sous les hypothéses du Théoréme 9-3 et avec les
notations précédentes, il existe une <<suite exacte>> de la forme :

A
(90) {1} —— Z1(P) = Z1(G, Xg) LN Aut(a; 1) LA Aut(P) ——t—> H2(P)
dans laquelle r et s sont des morphismes de groupes et dans laquelle t est
seulement une application , dont le <<noyau>> constitué par l'image

A
réciproque par t de I'élément neutre du groupe abélien H2(P) , constitue
I'image du morphisme de groupes s et aussi le " groupe d'isotropie" de la

classe E € ﬁz(P) pour ['action naturelleﬁ2( ) du groupe

d’automorphismes Aut(P) sur l'espace ﬁZ(P).
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PREUVE - Les propriétés des notations introduites montrent que le "début" de
1a suite (90) est ude suite exacte de groupes. Les propriétés de I'application t
résultent du Théoréme 9-3 et du Théoréme 6-6 qui entraine 1'équivalence de la
condition (84) et de la condition : t('t) = h = 1, ce qui achéve la démonstration.

REMARQUES 9-9 -

(a) Le Théoréme 9-3 et le Théoréme 9-8 utilisent de fagon évidente la

FONCTORIALITE de la COHOMOLOGIE NON ABELIENNE ﬁ2( ).

(b) Le Théoreme 9-8 constitue la généralisation d'un Théoréme de C.
WELLS relatif aux automorphismes des extensions de groupes [26].

(c) Les résultats précédents fournissent les principaux outils utilisés dans les
travaux ultérieurs [14] et [15], qui constituent des ANNEXES au DIPTYQUE
formé par [12] et [13], la SECONDE ANNEXE [14] étant consacrée aux
EXTENSIONS Q-NORMALES, ce qui généralise la théorie classique [7] des
algébres Q-normales, et la TROISIEME ANNEXE [15] étant consacrée aux
SUITES DE HOCHSCHILD-SERRE EN COHOMOLOGIE NON ABELIENNE.
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