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CHAPITRE II
GROUPOIDES SYMPLECTIQUES

Introduction

a

Un groupoide symplectique est un groupoide de lie I’ ? I'g muni d'une forme
symplectique © invariante par un pseudogroupe de définition de T, et telle que I'g soit une
sous-variété lagrangienne. Ces groupoides ont la propriété que la variété des unités I' est
canoniquement munie d'une structure de Poisson Ag pour laquelle o (resp.) est un
morphisme (resp.un antimorphisme) de Poisson. Cette notion a été introduite par
A.Weinstein [24] et indépendamment par M.Karasev [11]. Le premier exposé

d'ensemble est paru en 1987 [1].

L'exemple fondamental est fourni par le groupoide cotangent d'un groupe de Lie G
qui est un groupoide symplectique quand on munit T*G de sa structure symplectique
canonique de cotangent. Dans ce cas o et [ sont respectivement les moments des actions
naturelles a droite et a gauche de G dans T*G et la structure de Poisson dont se trouve
muni le dual g* de l'algébre de Lie ¢ de G, qui est l'espace des unités de T*G, est la
structure de Poisson de ¢§* donnée par le théoreme de Kostant-Kirillov-Souriau [20].
Ainsi, si g* est le dual d'une algébre de Lie de dimension finie munie de sa structure de
Poisson linéaire A canonique, (§*,A¢) s'identifie a I'espace des unités de (T*G, dA).

Le probléme de l'intégration symplectique consiste a généraliser la situation
précédente au cas d'une variété de Poisson arbitraire et a se demander si (I'g Ag) étant une
variété de Poisson, il existe un groupoide symplectique (I',0) d'unités (I'g Ag). Il s'agit
donc, modulo le passage de g a g* du probléme de la généralisation non linéaire du

Troisieme théoreme de Lie (cf. [3]).

Malheureusement il est connu depuis longtemps que, quelle que soit la fagon de poser
le probléme de l'intégration des algebres de Lie de dimension infinie, il n'existe pas en
général d'objet global, analogue a un groupe, répondant a la question. Ceci avait ét€ noté
initialement par V.Van Est [8] ainsi que par A. Douady et M. Lazard [6]. Une solution

sous des conditions trés restrictives a été fournie par M. Plaisant [15].
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Dans le cadre qui nous occupe, A.Weinstein a prouvé l'existence pour toute variété de
Poisson d'un groupoide symplectique local dont elle est I'espace des unités, [1] [24] en
s'appuyant sur la notion de réalisation symplectique [23]. Dans le cas des variétés de

Poisson réguli¢res on peut construire des restrictions a l'intégration par un groupoide [3].

L'objectif de ce chapitre est d'une part d'étudier la structure de groupoide
symplectique, local ou global, et en particulier d'étudier la structure de Poisson des
unités, et d'autre part de prouver l'existence pour toute variété de Poisson d'un groupoide
local qui l'integre. L'originalité de la méthode suivi consiste en l'utilisation des structures
difféologiques de JM. Souriau [21] ce qui rend rigoureuse la démarche heuristique d'A.
Weinstein [23].

L'équivalence de catégorie établie au tome I Chapitre 1 [S] entre algébroides de Lie et
fibrés vectoriels de Lie Poisson - qui généralise la dualité algebre de Lie ¢, variété de Lie-
Poisson g* - met en correspondance l'intégration des algébroides de Lie au sens de J.
Pradines [18] et 1'intégration symplectique (dans la référence [18] seul le théoreme local

est exact). Ce point de vue sera développé par ailleurs [4].

Afin de ne pas alourdir I'exposé sur les groupoides symplectiques, on a rassemblé
dans une premiére partie une bréve étude de la notion de relation lagrangienne et de sa
généralisation la notion de relation coisotrope due a Weinstein [25], et une étude, qui
semble présenter un intérét intrinseque, sur les groupes de difféomorphismes a support

compact et leurs difféologies.

NB : l'indication chapitre I Théoréme 8.1 renvoie au premier chapitre de Théorie

des groupoides symplectiques [Publ. dept. Math Lyon 4/B 1988].
1 - PRELIMINAIRES
A - Relations lagrangiennes et relations coisotropes
Si (M, &) est une variété symplectique, on la notera M si aucune ambiguité n'est a

craindre sur &, et on notera M la variété symplectique (M, -o). De méme une variété de
Poisson (P, A) sera simplement notée P, et P désignera la variété de Poisson (P, -A).
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Si (M, Mm) et (N, on) sont deux variétés symplectiques, une application f : M—N est
a la fois un morphisme de Poisson et un morphisme symplectique (i. e. f*on = o)) (on

dira que f est un symplecto isomorphisme local) si et seulement si son graphe
Gr (f) = {(f (x), x) e N x M}

est une sous-variété lagrangienne de N X M, ce qui implique que N et M aient méme
dimension. Plus généralement, on appelle relation lagrangienne (ou relation
canonique) de M vers N toute sous-variété lagrangienne (immergée) de N X M.On peut
composer les relations de M vers N et les relations de N vers W (opération qui généralise
la composition des applications) : si R est une relation de M vers N et S une relation de N

vers W, on note
SoR = {(t, x)eWxM | (3 ye N)(t,y) e Set(y, x) e R}

Si U et V sont deux sous-variétés d'une méme variété M, on dit que U et V se
coupent nettement si U N V est une variété dont le fibré tangentest TUNT V. On a

le résultat fondamental du "calcul lagrangien” [1] [10].

Proposition 1- Al : Soient M, N, W des variétés symplectiques, R une relation
lagrangienne de M vers N, S une relation lagrangienne de N vers W. Soit AN la
diagonale du produit N X N.

Alors si S X R coupe nettement W X AN X M, SoR est une relation lagrangienne de
M vers W.

En particulier, si M (ou N) est réduite a un point, une relation lagrangienne de M vers
N est simplement une sous-variété lagrangienne de N (ou M), et on peut parler de I'image
par une relation lagrangienne d'une sous-variété lagrangienne, ou d'une relation
lagrangienne par une sous-variété lagrangienne. On prouve que l'opération de
composition est associative et on désigne le calcul construit sous le nom de calcul

lagrangien.

Si (M, A) et (N, A) sont deux variétés de Poisson, f : M = N est un morphisme de
Poisson si et seulement si son graphe Gr (f) est une sous-variété coisotrope de N X M.
(cf. [1]). Plus généralement on dira que WC N x M est une relation coisotrope de M
vers N si W est une sous-variété coisotrope (immergée) de N X M. Aux relations
coisotropes on peut étendre la proposition 1-A1 et construire ainsi un calcul coisotrope

[25] qui étend le calcul lagrangien et généralise le calcul sur les morphismes de Poisson.
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B - Difféologies de groupes de difféomorphismes 3 support compact et
Formes de Maurer-Cartan

B-1 Sous groupes de Lie de Diffy (M)

La référence générale en ce qui concerne les difféologies est [21]

~ Soit M une variété, et soit E un espace vectoriel de dimension finie [resp. un fibré
vectoriel sur M]. Désignons par C (M, E) I'ensemble des applications C* de M dans E

a supports compacts [resp. des sections C™ de E a supports compacts]. On munit
C(’)"(M, E) de la difféologie a controle compact : ceci signifie que si W est une

variété, une application F: W —*C‘B’ (M, E), © = F_ est dite différentiable si elle

vérifie les deux conditions suivantes :
(D1) : L'application W x M=E, (z, x) H—F_ (x) est C™-

(D2) : Pour tout Ty € W, il existe un voisinage U de 7, dans W et un compact K de

M tels que

U spt F.C K

telU

ou on a noté spt F_ le support de F..

Rappelons que si D et D' sont deux espaces difféologiques, une application
® : D— D’ est dite différentiable si pour toute variété W et toute application F : W—D
différentiable, @ o F est différentiable.

Par exemple, l'espace vectoriel COOo (M, R) des fonctions & supports compacts sur M,

munt de la difféologie a contrdle compact, est un espace vectoriel difféologique : cela
signifie que les applications C‘;’ M, R) x c°;’) M, R) - C°(‘; M, R) et

R x C:; M, R)— C: (M, R) définies respectivement par I'addition des fonctions et la

multiplication par un scalaire, sont différentiables, la difféologie produit se définissant de

manieére évidente.
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De méme, l'algebre de Lie X (M) des champs de vecteurs a supports compacts sur
M est une algebre de Lie difféologique, si on munit 3o (M) de la difféologie a contrdle

compact.

Considérons maintenant I'ensemble DIFF( (M) des difféomorphismes de M sur elle-
méme & supports compacts [rappelons que le support spt ¢ d'un difféomorphisme
¢ : M =M est I'adhérence du complémentaire de 1'ensemble des points fixes de ¢]. On
munit aussi DIFFg (M) de la difféologie a contrdle compact, qui se définit encore par
(D1) et (D2) en remplagant E par M. Avec cette difféologie, DIFF( (M) est un groupe
difféologique, en ce sens que la composition et l'inversion définissent des applications
différentiables.

Soit alors G un sous-groupe de DIFF (M). On le munit de la difféologie induite : les
applications différentiables d'une variété W dans G sont celles qui, composées avec
lI'injection G — DIFFg (M), sont différentiables dans DIFFy (M). Soit g € G. Une
courbe différentiable (g,) de G passant par g est une application différentiable R— G
telle que g, - g. Le vecteur tangent X a la courbe (gy) en g est I'application M—TM

définie par

(Vxe M) Xg®) =% li=0 g

C'est un "champ de vecteurs au dessus de g" en ce sens que si © : TM—M est la

projection naturelle, on a le diagramme commutatif

Xg/'TM
T

M

g\AM

L'espace tangent Tg G en g a G est l'ensemble de tous les vecteurs tangents a

toutes les courbes de G passant par g. C'est un R -espace vectoriel. Dans le cas
particulier ot G = DIFFy (M) et g = € = idm, T, DIFFqg (M) est I'espace vectoriel

X o (M). Pour tout sous-groupe G de DIFFg (M), TG est donc un sous-espace vectoriel
de Xy (M).
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Définition 1-B1 Soit G un sous-groupe de DIFFy (M). On dit que G est un sous-
groupe de Lie (difféologique) de DIFFy (M) si les deux conditions suivantes sont
vérifiées

(1) pour tout X € T G, le flot ((p)t() de X est une courbe différentiable de G

(i1) Te G est une sous-algeébre de Lie de X (M).
L'algeébre de Lie Te G est alors appelée algébre de Lie (a droite) de G et est notée §°.

Exemples

1°) DIFFy (M) est un "sous-groupe de Lie" de DIFFy (M), d'algebre de Lie
Ao (M).

2°) Soit G un groupe de Lie (au sens usuel) et considérons une action effective de G
sur M dans laquelle tout élément de G agit comme un difféomorphisme & support
compact. On a alors une injection G - DIFFgy (M), qui fait de G un sous-groupe de Lie
difféologique de DIFF( (M), dont l'algebre de Lie est I'algebre opposée g° de 1'algebre de
Lie g du groupe de Lie G, (ce qui justifie la terminologie générale). La difféologie a

contrle compact de G coincide avec la difféologie naturelle du groupe de Lie G.

3°) Soit T un tenseur sur M. Le sous groupe Gt de DIFFy (M), formé des
difféomorphismes a supports compacts respectant T est un sous groupe de Lie de
DIFFg (M): en effet TeGT s'identifie au sous-espace de X (M) formé des champs de

vecteurs X tels que £4T = 0, qui est une algebre de Lie.

4°) Si (P, A) est une variété de Poisson, le groupe GA des difféomorphismes de
Poisson a supports compacts est d'apres l'exemple précédent un sous-groupe de Lie de
DIFFy (P). 11 en est de méme du sous-groupe G de GA formé des éléments qui laissent
invariant le feuilletage caractéristique de (P, A). L'algébre de Lie g° de G contient

l'algebre de Lie des champs de vecteurs hamiltoniens a supports compacts.

Soit G un groupe difféologique et i : G = DIFFy (M) un morphisme injectif de
groupes (au sens algébrique). On suppose que le morphisme i est un morphisme
difféologique de G dans DIFFy (M). On définit a I'aide des courbes différentiables de
G l'espace tangenten g a G : sit > g, est une courbe différentiable de G issue de g, on
appelle vecteur tangent a la courbe (g) en g I'application Xy, de M dans TM, définie par

Xe =5 | _,Gog
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et on note TgG I'ensemble des vecteurs tangents aux courbes de G issues de g,

_ TC— e
TG ggG Tg G et n: TG—G la projection naturelle.
Définition 1- B2 Soit G un sous-groupe (au sens algébrique) de DIFF, (M). On

dit que G est un sous-groupe de Lie faible de DIFFy (M) si
(i) Pour tout X € T, (G), le flot ((p):) de X est une courbe différentiable de G

(i) Te G est une sous algébre de Lie de X, (M) notée ¢°

On remarquera qu'avec cette définition, un sous groupe de Lie de DIFFg (M) est un

sous-groupe de Lie faible muni de la difféologie induite par DIFFy (M).

o
Exemple : Soit I’ _E)—) I'p un groupoide de Lie et G le groupe des glissements a
gauche dont le support est contenu dans 1'image réciproque d'un compact K de I’y par 8 .

On note DIFFS (I') le groupe des difféomorphismes de I" a support a B- image compacte

et on controle la difféologie par les ensembles B! (K), oit K parcourt I'ensemble des
compacts de I'. On munit G de la difféologie induite. L'application B : G = DIFFy (M),

¢ — Boo | o est un morphisme difféologique. On peut munir B (G) soit de la

difféologie image de G par P soit de la difféologie induite par DIFFq (I'y). Pour la
premiére on vérifie que B (G) est un sous groupe de Lie faible de DIFFg (I'p). En effet si
X e Te B (G), par construction méme X = TBX ou X est un champ de vecteurs invariant
adroite de I". X est donc complet et son flot est formé de glissements & gauche ayant les
bonnes propriétés de support. La propriété (i) est donc vérifié par B (G). Si X et Y sont
deux éléments de Te B (G), avec des notations évidentes [X,Y] = TP X.Yiet, [X, Y]
étant invariant A gauche, [X, Y} € Te B (G). B (G) est donc un sous groupe de Lie
faible mais n'est pas en général un sous-groupe de Lie de DIFFg (I'p).

Remarque : Si G C DIFFy (M) est un sous groupe de Lie (faible ou non) il résulte
de la propriété (i) que T, G est une sous algebre complete de X (M) au sens de [2] cest
i dire que si X, Y sont deux éléments de T, G et si (pi(, (p:(sont leurs flots l'image

(ng- X de X par (p:(, est un élément de Te G. En effet, par définition,

Y d Yy X 'y
(Pt*Xza IT:OQtO(pT O(‘pt
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Y X
etd'aprés (1) © '—->(p_t 0,0 (ptY est une courbe différentiable de G.

B.2. Fibrés tangents - Formes sur un sous-groupe de Lie

Dans tout ce qui suit on ne considére que des sous-groupes de Lie faibles G de
DIFFy (M) et on commettra I'abus de langage consistant a les appeler sous groupes de

Lie (voire groupes de Lie).

On munit TG de la difféologie suivante : pour toute variété W de dimension finie
F: W = TG est dite différentiable si

@) Mo F: W = Gest C°°.

G WXxM—=M, (w,x) > F(w) (x) est C*°. (par abus de notation, on notera
souvent F cette application )

(iii) pour tout wo € W, il existe un voisinage U de wq dans W et un compact K de M

tels que pour toutwe U F(w,x)=0six ¢ K.

Si on se restreint aux applications F : W—Tg G, on munit Tg G, et en particulier
9° =TeG, de la difféologie a contrdle compact. Par définition méme de la difféologie,
7 : TG — G est un fibré difféologique, appelé fibré difféologique tangent de G
dont 1a fibre type est 9° muni de la difféologie a contrdle compact. On définit de maniere
évidente les puissances pitme AP TG—G qui sont des fibrés difféologiques. On notera
qu'avec les difféologies introduites I'application Ty : g°'—)TgG, X+ Tg. X définie par
(Tg. X) (x) = Txg. X(x) est un isomorphisme difféologique.

Rappelons que si D est un espace difféologique, une p-forme o sur D est une
fonctionnelle qui a chaque application différentiable F : W—D ou W est une variété,
associe une p-forme F* o sur W, de sorte que si h : W'=—>W est une application C°, on

ait
(Foh)*o. = h* (F*a)

Deux p-formes o et f ont la méme valeur en 8 € D si pour toute F: W =D ou
F(1) =9, on a (F*a)y = (F* B)1. Une p-forme est définie par I'ensemble de ses valeurs

aux différents points de D.
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Si V est un espace vectoriel difféologique, on définit de méme les p-formes sur D a
valeurs dans V, en demandant aux p-formes F*o d'étre différentiables de AP TW dans V.
La différentielle d'une p-forme o (a valeurs dans V) est la (p + 1) -forme da (a valeurs
dans V) qui 8 F : W—D associe d(F*a). Ainsi, si @ : D' D est une application

différentiable, a la p-forme o sur D correspond une p-forme ®@* o sur D' et on a
O+ (da) = d(DP*a).

Si maintenant o est une p-forme sur le groupe G a valeur dans un espace vectoriel
difféologique V, et si g € G, on peut associer a la valeur en g de o une application

linéaire
o, AP Tg G—V

b xP

g o sont des vecteurs tangents en g 2 G, on choisit une

de la fagon suivante : si X
el . oP oF j
application différentiable F : R¥ — G telle que F(0) = g eté_j 0) = Xg‘ [ Par exemple,
t

si pour tout j, ¥ : R —>G est une courbe différentiable de G passant par g et de vecteur

tangent X{g on peut prendre

FL..t9) = 31 (1) €42 (12)..2 3P ()]

On pose

1 p,_ d  d
0y (Xgr. Xp) = (F*0) 05, o)

ce qui ne dépend pas du choix de F. La p-forme « est alors définie par la donnée des
(ag)geG’ et une p-forme a sur G apparait en définitive comme une application
différentiable o : AP TG —* V dont la restriction a chaque fibre AP TG est linéaire.

B3. Forme de Maurer Cartan d'un sous groupe de Lie :

L'exemple fondamental est le suivant : si g° est muni de la difféologie induite par la

difféologie a contrdle compact de X (M), l'application

®: TG ¢°
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définie pour tout Xg € TgG par
-1
(g Xg) (x) =Txg (Xg(x))

est, pour tout g, un isomorphisme de Ty G sur 9°. ® est la forme de Maurer-Cartan
P g P g

du sous-groupe de Lie G.

Un champ de vecteurs sur G se définit naturellement comme une section
différentiable de TG — G. Si X € ¢°, on lui associe un champ de vecteurs

invariant a gauche XL sur G en posant pour tout g€ Gettoutx € M

Xy (x) = Txg (X(x)

de sorte qu'en tout x € M

XL (x) = X(x)

L
Ce champ XL admet un flot X : R x G = G, solution de

L

&le

L L
(px =XL0(pX avec (pz)( (g)=¢g VgeG
t t

o

En effet (pX (e) est nécessairement le flot ¢ i( du champ de vecteur a support compact
t

X, etdonc pour toutge G

L
X
wf(@=go¢[

Si on introduit les translations & gauche Lg et a droite Rg, ceci s'écrit

L

X :
=R, X
? 93

L L . N
et on notera que TLg (Xg-) = X\, ce qui justifie le terme "invariant & gauche" pour XL,

£8
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Ceci permet d'introduire I'application exponentielle de G

exp:g°— G epr=(p)1(

qui est différentiable pour les difféologies a contrdle compact, et permet de définir
l'opérateur de dérivée de Lie par rapport a XL :

sif: G R est différentiable, on pose
d L
£fo=a |t=0(f0 (th )

et si Y est un autre élément de ¢°

L_xL yLi=9 L L
B Yo=XM Y=g | o TeX (YopX)

Il est immédiat de vérifier, avec ces définitions, que si X, Y € ¢°
XL, YL = - [X, YL

de sorte que l'algébre de Lie des champs invariants a gauche est l'algebre opposée de ¢°.

On pourra la noter ¢.
Pour tout Xg € Tg G,ona

L
Xy =@y X,

et par conséquent une p-forme o sur G est définie par les valeurs qu'elle prend sur les

p-uples XI{ XII; de champs invariants a gauche. Ceci permet de vérifier la relation

L L _ el L L L
do(Xg, Xp)=( 2 (D ExY (@Ko X X))
i+ Loyl xL YL xL L
OSi,ZjSp DM o (] XI’XJ]’ XO,...XI,...XJ,f.. Xp)
pour tout Xg,..., Xp e ¢° en se ramenant sur RPT!  par I'application

0  Xp
FiRP = G o FW.t?)= ¢ .. 0] -
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Si V est un espace vectoriel difféologique, la dérivée de Lie d'une application
différentiable f : G — V se définit comme plus haut, et on obtient la méme expression
pour da si o est une p-forme a valeurs dans V.

Soient o et B deux 1-formes sur G a valeurs dans g° ; on définit naturellement la

2-forme [a, B] par
(o, Blg KXy Yg) = [0gX, By Yyl - [0 Yy, By X
ou les crochets du second membre sont calculés dans ¢°.

Ceci dit, en appliquant les deux membres a des champs invariants & gauche, on vérifie

immédiatement la relation de Maurer-Cartan

1
d(o—-i- [0, ®] =0

(le signe - provenant du fait que o est & valeurs dans l'algebre de Lie a droite de G).

Si V est un espace vectoriel difféologique, on peut encore, en utilisant la structure de
groupe abélien, interpréter les p-formes sur V comme des applications de AP TV dans R.
De méme, si X € V, on peut lui associer le champ de vecteurs invariant XL sur V défini

par

L d

XY =

| oo (Y+1X)
L
pour tout Y € V, de sorte que XL admet un flot ( (pXt ) ol

L
(pXt (Y)=Y +tX

Ceci permet de définir comme plus haut la dérivée de Lie
2
Ext DN =g 1 (oof (Y+1X)

pour tout f : V= R ettout Y € V. On a ici [XL, YL] = (0, de sorte que si a est une

p-forme sur V
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L Ly_ i £ L L oL <L
dow (X, X ;)= O%Sp D! Ex7 (@ (Xgyeo X X))

Enfin toutes ces définitions sont compatibles : si @ : V = G est différentiable, on a

pour toute p-forme a sur G
P*a=0aoTO
ou TP : APTV — AP TG est l'application induite par T® : TV = TG.

Ceci étant, on appelle forme de Maurer-Cartan de 1'algebre de Lie g° de G la
1-forme Q = exp* w. C'est donc une 1-forme sur g° a valeurs dans g¢°, et

d
QY =0epx 35 | s=0 &XP (X +sY)

ou encore pour tout x € M

d X
QY= g5 1520 00 67" )

Si ¢ est un difféomorphisme de M sur elle-méme, @, X est le champ de vecteurs

défini par

0, X(x) = Tor) 6 (X (0(x)))

X X
comme gf ¢, 0 (prSY (x)=s T(p_[ Y ((ptX +sY (x))

on obtient de fagon explicite

1
@ vw=-] NONRIOL: )

Par définition, 2 vérifie la formule de Maurer-Cartan
dQ -5 (2, 0] =0 (%)
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B-4 Forme de Maurer Cartan d'une algébre de Lie complete fermée

Soit ¢ une sous-algebre de Lie de ¢ (M) la formule (*) a encore un sens méme si ¢
n'est pas l'algébre de Lie d'un sous-groupe de Lie faible de Diffy (M), et définit une
1-forme sur ¢ a valeurs dans )¢ (M).

Si ¢ est compléte t — (p)_(t ,(Y) est une courbe de g. Le champ de vecteurs

Qx Y est un élément de ¢ si l'on peut assurer que l'intégrale Z de cette courbe, qui est

définie par :

1
Z(x)=J.O o, Yt

(et qui a priori appartient & 3¢ (M)) est a valeurs dans ¢.

Soit g une sous algébre compléte de I (M). On dit que ¢ est fermée si pour tout
couple (X,Y)e d X gJona f(l) (pi(l . Y € g. Dans ce cas la formule (*) a encore un sens

et définit une 1-forme Q sur ¢ telle que d Q - % [Q, Q] =0 on dit que Q est la 1-forme

de Maurer-Cartan de ¢.

Exemple fondamental : Soit Hamg (P, A) l'espace des champs de vecteurs
hamiltoniens A supports compacts d' une variété de Poisson (P,A) Hamg (P,A )est une
algebre de Lie compléte fermée. La démonstration de la fermeture est en fait la méme que
celle de la complétion donnée en [2]. Soit X = [A, u] et Y = [A, v] (ou [,] est le crochet

de Schouten) deux champs hamiltoniens & support compact. On a

X X
¢ Y=0 (A, V]

: X X
Or d'une part le crochet de Schouten est transparent pour ¢ 0 d'autre part ¢ | * A=A

X . . . ,
car @ . estun isomorphisme de Poisson. Il en résulte que
¥

X X*
0, Y=[A,<p_[ v]

ce qui assure que Hamg (P,A) est compléte. D'autre part par intégration en t

1 1
X _1a] o
_[O (0", Vdi=[A, K vt
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ce qui entraine que Hamg (P,A) est fermée. Hamg (P,A) est donc muni d'une 1-forme
de Maurer-Cartan notée €.

En général il ne semble pas qu'on puisse affirmer que Hamg (g, Ag) est I'algebre
de Lie d'un sous-groupe de Lie faible, bien qu'on puisse construire de nombreux
exemples ou il en est ainsi (cf. Appendice).

B.5 Forme de Maurer-Cartan de l'algébre de Lie Co:; (P, R ) des

fonctions a support compact d'une variété de Poisson (P, A).

Si (P, A) est une variété de Poisson I'application f — Xf=[A, f] = A* df qui a
une fonction associe le champ dont elle est le hamiltonien est un morphisme d'agébre de
Lie qui étend la représentation coadjointe du cas de dimension finie. En effet si ¢ est une
algeébre de Lie de dimension finie g* la variété de Lie-Poisson sur le dual, g est une sous-
algeébre de Lie de C~ (¢*, R) et

A* X (E) = ad: E.

On munit Cooo (P, R) et Hamg (P,A) des difféologies canoniques a contrdle compact
(Hamg (P,A) est un sous-espace difféologique de X o (P)). A* od = p est un
morphisme difféologique et on a une suite exacte d'algébres de Lie difféologiques (a
controle compact)

02— C% @, R)-P5 Hame(P.A) = 0

Soit Q la 1-forme de Maurer-Cartan de Hamg (P,A). Elle se rappelle sur

Co(;> (P, R) en une 1-forme p* Q a valeurs dans Hamyg (P,A)et:

1 1
(p* £y h= JO (ol (A, by dt= jo [A, oA T h dt
Donc en posant, pour f, h € Co(: (P, R)
1
(Qo)rh = Jo (p_[[A’ fla 1 dt
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on définit une 1-forme sur Co(;) (P, R) a valeurs dans Cog (P, R) telle que

(p* Q)¢ (h) = [A, (Qo)¢ h] = po(Qo)¢ (h).
Si I'on note { , } le crochet dans Cog (P, R), compte tenu de ce que p est un

morphisme difféologique et d'algebres de Lie

1
d€Qp - 5 {Q0, Qo} € Zp.

On va prouver

Théoreme et définition 1.B.3 : dQy - %{Qo, Qo) =0

On dit que g est la 1-forme de Maurer-Cartan de l'algébre de Lie difféologique
c” @, R).

Démonstration : on va calculer explicitement dQ . Notons pour simplifier

Wf: (pEA’ﬂ le flot de [A, f] pour tout f € Cc: (P, R). Sih;, e Cog (P, R), on a, par

définition de l'opérateur d sur un espace vectoriel [cf. B3]

(d Qo)¢ (hy, hp) = £hll“(Qo hy) (f) - £h;(90 hy) ()

1
d J‘ f+shl h2
5 Lanod W e e

1
_ J. d f+sh2

o ds =0 (ha oy _hy o yfh2)

en écrivant

f f f+shl
ha oy =20y oy ov™)

et en remarquant que

d ¢ f f+shi
G v ovr =Ty (A hiloy ™)

on obtient :
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t
d +shl f J‘ f
as |s=0 20w ™) =-dey i m) [A, ]y has]
c'est a dire

t
d f f f
ds | s=0 oy )=- .[0 {y' % hy, ¥} hojds
On introduit alors les fonctions Hij (s,t) (1 <1, j < 2) définies par
Ho(s,0={y™*h w*n)
1 W-S 1, W_[ i

on remarque que Hij (s, ) =- Hij (t, s) ce qui permet d'écrire

1 ot 1 pt
(dQy); (hy, hg) = -JO _[O Hy, (s, 1) ds dt+_[0 J.O H,, (st) ds dt
Jnl Jnt 1 S
- . H ,tddt-JJH 1) ds dt
0°0 12(5 ) S 00 12(5 ) S

J’lr

= - H,, (s, t) ds dt
070 12 (8, 1)
c'est a dire

f*
-8

1 41
f
(dQo); (h, hp) = -IOJO (w* hy,y*h) dsdt

1 1
S vena]
= - { 0 Vi hy ds, 0 V3 hp dt}
=- {(Qo)f hy, (Q())f h2}
ce qui démontre le théoreme.

Remarque : La méthode suivie pour la construction de la forme de Maurer-Cartan
généralise la méthode de Cartan-Smith de preuve du troisieme théoréme de Lie (cf. [9]. Si
g est une algebre de Lie de dimension finie, a la représentation adjointe de g est associé la

suite exacte

0= 795 adg =0

ady étant une algebre de Lie de matrices s'intégre et on construit ainsi sur un voisinage de
0 une forme de Maurer-Cartan Q 2 laquelle on associe £ sur un voisinage V de 0 dans
g. On prouve que €, est de Maurer-Cartan ce qui munit ce voisinage V d'une structure de
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groupe local. En dimension finie il y a le miracle, que met en évidence la méthode de
Cartan Smith, que 'on peut globaliser ceci et obtenir un groupe (ce qui n'est que tres

rarement le cas en dimension infinie).

2-GROUPOIDES SYMPLECTIQUES

Définition 2-1 [1] [11] [24]. Un groupoide symplectique est un groupoide de
a

Lie T :Bgf'o muni d'une forme symplectique G telle que le graphe Gr (U) de la

multiplication soit une sous-variété lagrangienne de I X I' X T".

Comme Gr (i) est une variété difféomorphe a 5, une des premiere conséquences de
cette définition est que si dim I = 2n, on a dim I’ = 3n. En particulier, un groupe de Lie

muni d'une forme symplectique n'est un groupoide symplectique que s'il est discret. (Sa

structure symplectique est alors évidemment sans intérét).

o
Proposition 2-1 Soir I’ ? o un groupoide symplectique. Alors

1) la base 1" est une sous-variété lagrangienne de .
2) l'inversion 1 est un antisymplectomorphisme de U sur lui-méme (autrement dit un

symplectomorphisme de U sur T').
Preuve : Comme I'g= o (I'), on a
I'p ={uel (AxeD)x x, u)e Gr)

En d'autres termes, I'g = Ar o Ry ou Ry, est la relation lagrangienne de T' vers
I_‘ X T" définie par Gr (W), et A la diagonale de I" (qui est une sous-variét€ lagrangienne
de f’ x I'). Dans I'Y, Ap X Ry et I' X A, 1~ se coupent nettement. On peut donc
appliquer la proposition 1.A1, ce qui montre que g est lagrangienne.
Deméme,onadansI' X T

Gry={(xLx) IxeT}={(y,x)e TxT| (Jue T ,y,x)e Grw)

et donc Gr(1) = I'p o R’y oll R, est la relation lagrangienne de I" X I vers T” définie par

Gr (/). On termine comme précédemment.
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Il résulte de cette proposition que si dim I' = 2n, on a dim ['g = n, et donc les
a-fibres et les 3- fibres sont de dimension n.

o
Définition 2-2. Soit T ?I‘O un groupoide symplectique. On dira qu'un
glissement (@ gauche ou a droite) ¢ de I’ est symplectique si ¢ est un
symplectomorphisme local de I". De méme, un champ invariant (@ gauche ou a droite) X

de T sera dit symplectique s'il est localement hamiltonien.

Onnotera £ (I, 6) et R (I', 0) les sous-faisceaux de £ (T') et R (') formés des

germes de champs invariants symplectiques.

o

Proposition 2-2 Soit T’ ? I'g un groupoide symplectique.

1) Un glissement (@ gauche ou a droite) ¢ de T est symplectique si, et seulement si, la
bissection ¢ (I'g N dom @) associée est une sous-variété lagrangienne del” . En
particulier, ¢ est symplectique si, et seulement si, son conjugué ? l'est.

2) Le pseudogroupe le long de B [resp. de o] des glissements symplectiques @ gauche
[resp. a droite] est transitif sur les o-fibres (resp. les B-fibres] et sépare les B-fibres
[resp. les a-fibres].

3) Le faisceau ; (T, 0) [resp. R (T, 0)] est transitif sur les B-fibres [resp les
o-fibres].

4) Les feuilletages de T par les o-fibres et les B-fibres sont symplectiquement
orthogonaux.

5) La dualité symplectique échange les champs invariants d gauche [resp. a droite] et
les 1-formes invariantes @ gauche [resp. a droite].

Preuve

1) Soit U un ouvert de I'g, et soit ¢ un glissement & droite défini sur b% (U). Notons
B = ¢ (U) la bissection associée. Si ¢ est symplectique, B est lagrangienne .
Réciproquement, supposons B lagrangienne. Le graphe de ¢ est

Gr(@) = {(xy,%) | xe & U)etye B)

=(z,x)e TxT [(3ye B)(zx ¥ e Gr ()
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et donc Gr (¢) = Ry 0 B, o Ry, est la relation lagrangienne définie plus haut. ¢ est donc

un symplectomorphisme local.

2) Par tout point x de I' passe une bissection lagrangienne B, de sorte que
R (B (x)) = x. Donc le pseudogroupe le long de o des glissements symplectiques a
droite est transitif sur les B-fibres. Il sépare les o-fibres, car si u et u' sont deux points
distincts de I'g, donnons nous deux voisinages ouverts U et U' disjoints de u et u', un
point y' € ﬁ (u") distinct de ', et une bissection lagrangienne B' passant par y' et telle
que B (B') = U' (ce qui est possible en restreignant au besoin U'). Alors U L B' est une

bissection lagrangienne, et Ry (, g fixe u et non u'.
En prenant les conjugués, on obtient le résultat pour le pseudogroupe le long de B des

glissements symplectiques a gauche.

3) Si x e T, soit u = B (x), et considérons n fonctions différentiables fy..., f; dont les
différentielles sont linéairement indépendantes sur un voisinage U de u. Les champs
hamiltoniens Xpxf)-.- Xprf, sont linéairement indépendants sur-B1 (U) et sont invariants
par les glissements symplectiques a droite. D'apres 2) et le lemme I-6-2, ils sont

invariants a droite et engendrent en tout point l'espace tangent a la a-fibres. Donc
R (T, o) est transitif sur les a-fibres. En passant au conjugué, on obtient le résultat pour

£ T, 0).

4) Dans la construction ci-dessus, en tout point x € L% (U) l'espace tangent a la
a-fibre est engendré par les valeurs en x de Xp«f; ..., Xp«f,. Les différentielles dp*
f1,....dB*fn sont des 1-formes invariantes & droites et linéairement indépendantes, de
sorte que 1'équation B* dfy = 0... B* dfy, = 0 est I'équation de la B-fibre.

Donc a-fibres et B-fibres sont symplectiquement orthogonales.

5) Si 0 est une 1-forme invariante a droite, le champ X défini par ix ¢ =0 est
invariant par les glissements symplectiques a droite, donc invariant a droite d'apres le

lemme 1-6-2.

Inversement, si X est un champ invariant a droite, il est tangent aux a-fibres, de
sorte que la forme O =ix G est invariante par les glissements symplectiques a droite et
nulle sur l'espace tangent aux [-fibres. La forme 6 - B* j*6 est alors nulle en tout point
de I'o, et invariante par les glissements symplectiques a droite, donc identiquement nulle.
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Corollaire : Le pseudogroupe le long de o des glissements symplectiques a droite
est un pseudogroupe de définition de I". Si T est a fibres connexes, le faisceau
&L (T, 0) est un faisceau de définition de T.

o
Théoréme 2-1 .Soit T B) I'o un groupoide de Lie muni d'une forme symplectique
c. Alors T est un groupoide symplectique si, et seulement si, il vérifie les deux
conditions suivantes :
1) la variété 1y est une sous-variété lagrangienne de I'.
2) I' admet un pseudogroupe de définition formé de symplectomorphismes locaux.

Démonstration : Nous venons de voir que ces conditions sont nécessaires,
montrons qu'elles sont suffisantes : soit P un pseudogroupe de définition de I" formé de
symplectomorphismes locaux. Si dim I' = 2n, on a dim I'g = n, et donc a-fibres et
B-fibres sont de dimension n.

Siu e Iy, soient fl,... f" n fonctions C= dont les différentielles sont linéairement
indépendantes, sur un voisinage ouvert U de u dans I'g. Les champs hamiltoniens

XB*fl"" XB*‘“ sont linéairement indépendants en tout point de [% (U), sont invariants par

. -1
les éléments de %P, donc invariants a droite, et engendrent en tout point de B (U)
l'espace tangent a la a-fibre. Cet espace est I'orthogonal symplectique du sous-espace

défini par les équations
dp*fl =0,..., dp*Mm =0

c'est 2 dire l'espace tangent a la B-fibre au point considéré. Par conséquent, les
feuilletages définis sur I” par les o-fibres et les B-fibres sont symplectiquement
orthogonaux. Il résulte de 1a que l'inversion t est un antisymplectomorphisme de I'. En
effet soient X et Y deux % -champs de vecteurs définis au voisinage de u € I'g. On a

Yu = Xu - T(I (Xu), et donC
0=0 (Yu, Yy =0 Xy, Yy) - o(Ta (Xy), Y

Puisque Tt (Xy) =-Xy et g est lagrangienne, on a
(t* oy) Xy, Yo) =0y Xy, Yu) =- 6y Xu, Yy)

Si maintenant Z; et Z',, sont deux vecteurs de Ty I'g,
Fop ZyZy)=0y(Zy,2Zy) =0=-0y(Zy,ZYy)
(1* oy) (Zy, Xy ) = -0y (Zy, Yu) = -0y (Zy, Xu)
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Par conséquent on a 1*G = - ¢ en tout point de Iy, Comme 9P agit transitivement sur
les B-fibres en respectant G, cette relation est vraie en tout point de I

N c . - -1 .
Une premiére conséquence estque si g€ P, ¢ =10 ¢ o1 est un symplectomorphisme

localde I'. Les glissements & gauche "symplectiques” agissent de fagon transitive sur les
o-fibres.

Considérons alors le graphe Gr () de la multiplication : c'est une sous-variété de
I' x I' x " de dimension égale & dim Iy, c'est a dire 3n . A tout élément ¢ € P on peut

associer le symplectomorphisme local § de ' x I x I' défini par
dom $=dom @ x I'x dom ¢ et § (z, X, y) = (¢ (2), X, ¢(y))

Puisque @ est un glissement a droite, fb respecte Gr (lb).

Sieg(B(y)=y,ona
(xy, X, y) = (x, x, B (y))

Par conséquent, pour montrer que Gr (i) est lagrangienne dans I' X I' X T', il suffit

de montrer que la forme -6 + ¢ + © est nulle sur le sous-espace

T(X,x,u) Gr(u) ou xe I'etu=a (x).
Orona

Ty xu O (W) = (T (X, Y ), X, Y)) | X, e T,I,Y, € T, et T (X,) = TB (Y,)}
Introduisons dans T(x’x,u) Gr (1) le sous-espace "vertical”
Vi = (T X, Y ), X Y | Tow(X,) =TB (Y, =0}

On peut prolonger X, et Y, en des champs de vecteurs localement hamiltoniens
respectivement invariants a droite et & gauche, X et Y. Si (@) et (y,) sont les flots locaux
en x et en u de ces champs, les (y,) sont définis sur un ouvert a-saturé, donc en x, et
ona

d d
Tu(Xx,Yu)= dt lt=0 (P((X).W[(U)zaf |t=0 (\V[O(p[)(x)zxx+Yx

Donc V(X,X’u) est engendré par les (X, +Y,, X,,Y,) ou X etY sont des champs

localement hamiltoniens respectivement invariants a droite et a gauche. Un
supplémentaire dans T(x xu) Gr (w) de V(x x.u) &St donné par le choix d'une bissection B

passant par x, en considérant
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B
H = {(Th (X, Y, X,, Y | Y e T, T, X, € T, B, T (X,) = Y, )

xxu)

On peut choisir B =y (U), ou Wy est un glissement & gauche "symplectique” : HI(BX x,u)

est alors engendré par les

(T (Y, TY(Y,),Y,) ot Y e T, T,

Orsi X et X' sont des champs localement hamiltoniens invariants a droite, Y et Y' des
champs localement hamiltoniens invariants a gauche, et Zu, Z'u deux vecteurs dans

T, I’O, on a d'une part
(-0+0+0) (X +Y,, X, Y), X, + Y, X,,Y')) =
=-0(Y,Y,)+0(Y,,Y)

(qui est nul car il existe un glissement & gauche "symplectique" envoyant x sur u , donc
Y,surY etY', sur Y,
d'autre part

(-6 +0+0) (X, +Y,, X,, Y ), Ty (Z) Ty (Z) =
=0,, Ty@Z))+c(Y,Z)
(quiestnulcar Ty (Y ) =Y,)

et enfin

(-6+06+0) (Ty(Z), Ty (Zy), Zy), Ty (Z). Ty (Z),Zw)=0

d'ou le résultat.
o

Corollaire : Soit T’ —B~> Lo un groupoide de Lie a fibres connexes muni d’'une forme
symplectique ©. Alors T est un groupoide symplectique si, et seulement si, il vérifie les

conditions suivantes :
1) lavariété Ty est lagrangienne dans T.

2) T admet un faisceau de définition formé de germes de champs de vecteurs
hamiltoniens.
49



Exemple 2-1 : M étant une variété, désignons par A la forme de Liouville sur T*M,
et par  : T*M - M la projection canonique. Alors T*M, muni de la forme symplectique
dA et de la structure de groupoide définie par l'addition dans les fibres de =, est un
groupoide symplectique : en effet on a o = B = m, et M identifié avec la section nulle de
T*M, est une sous-variété lagrangienne. D'autre part a toute fonction différentiable f

définie sur un ouvert de M, on peut associer le difféomorphisme @, : T% Uu) - 1% (s

défini par la translation par df
(Vxe U)op (8,) =06, +df,

@¢ est un symplectomorphisme, et le pseudogroupe le long de 7 engendré par les @ est le
pseudogroupe (le long de ®) formé des translations par les 1-formes fermées. C'est un

pseudogroupe de définition de T*M g M.
T

Exemple 2-2. Soit M = (M, o) une variété symplectique. Alors, muni de la forme
~ _ pr2
symplectique 6 = -G + 0, le groupoide grossier M X M =3 M est symplectique. On
pry
obtient en effet un pseudogroupe de définition de M X M en considérant les
difféomorphismes locaux ¢ de la forme @ = idy; X @ ou @ parcourt I'ensemble des

symplectomorphismes locaux de M.

Exemple 2-3. Soit M = (M, ©) une variét€é symplectique, et considérons le
groupoide fondamental © (M) (exemple I-5-4). Si U et V sont des ouverts de M, un
glissement a droite dans © (M) de & (U) dans blc (V) est un couple ¢ = (h(p, ‘c(p) ou h(p est
un difféomorphisme de U sur V et 1 une section de B au dessus de U telle que

o (T

¢

¢ x)) = h(p(x) pour tout x € U, l'action de ¢ sur une classe d'homotopie de lacet

-1
[y] € a (U) étant donnée par ¢ ([¥]) =[] r(p (o ([3D)-

Comme ©t (M) @f‘) M X M est un revétement, la forme o= (B, 0)* (-G + ©) est une
forme symplectique sur © (M) telle que M = A, soit une sous-variété lagrangienne. En se
bornant aux glissements a droite @ tels que h(p soit un symplectomorphisme, on obtient
un pseudogroupe de définition de © (M) qui en fait un groupoide symplectique.

En tant que variété symplectique, © (M) jouit d'ailleurs de la propriété suivante :
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Proposition 2-3 [1]. Soit G un groupe de Lie. Toute action symplectique de G
sur M se reléve en une action de G sur © (M) fortement hamiltonienne.

Preuve : Si vy est un difféomorphisme local de M, il se reléeve sur &1 (M) en \’;7 ol
\TJ [3] =y o y].Dautre part, si [Y] € n(M),ona Tm (M) = TX ) M x T'x(O) M,
de sorte que si X est un champ de vecteurs sur M, il se releve sur & (M) en X; = (0, X)
qui est invariant a gauche, en Xy = (X, 0) qui est invariant a droite, et en X = X; + Xp
qui est le relevement naturel correspondant au relévement des difféomorphismes. Si X est

localement hamiltonien, X est hamiltonien; en effet la fonction H, : ®t (M) — R ot
H, [{]= II i,o

est alors bien définie, et comme dH, = p* i, 0-0*1,0,0n aura ii o=- dH,
Par suite, si G agit sur M, soit Ay le champ fondamental associé a I'élément A € ¢
L'application J : 1 (M) = g* ou <J [¥], A > = Hap [Y¥] est un moment

*
Ad . équivariant pour l'action de G relevée sur T (M).

3 - ETUDE D'UN EXEMPLE : LE COTANGENT D'UN GROUPOIDE
DE LIE [1].

[0
Soit I' %)) I'g un groupoide de Lie. Le fibré cotangent T*I” L I' muni de la forme

canonique dA est d'aprés I'exemple 2-1 un groupoide symplectique. Nous allons relever
la structure de groupoide de I' en une seconde structure de groupoide sur T*I', qui sera
elle aussi symplectique et fera de T*I” un groupoide double.

En tout point u € 'y, la décomposition en somme directe
T,[=T,0®T, B

définit une projection
P T: r- \): Iy
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(ot v* I est le fibré conormal a I'g), avec

pg (@) = 0, - P* j* o,

On a de méme une projection
X *
Pe: T, T v, T0

ol p, (®) =0, - 0* j* @, .
%
Lemme 3-1. Soit T’ —[;) T'o un groupoide de Lie, et soitx € T'.

Si @ est un glissement a gauche tel que @ (o (x)) = x, l'application
~ * k
(X=pBO(p*:Tx r— \)a(X) FO
est indépendante du choix de ¢.
Si  est un glissement a droite tel que y (B (x)) = x, l'application
- * *
B=pyoy*:T, \’B(x)FO
est indépendante du choix de V.

Preuve : Si ¢' est un autre glissement & gauche avec @' (a0 (x)) = x, ¢ et @'
. Lol , .ok
coincident sur toute la B-fibre B (o (x)). Par conséquent @* - ¢ envoie T, I' sur le

conornal 4 la B-fibre en o (x), c'est & dire sur le noyau de pg en ce point.

On procede de méme pour les glissements a droite.

On a donc défini des projections o et B telles que les diagrammes

T™r ¢ 5> 9*T ™r B >v" Ip
T 1‘[0 T no
o B
r Io r Io

commutent (on a noté Ty = T | vslo ). De manicre explicite

o (8x) = ¢* () - (@ 0j o P)* Bx si @ (0 (x)) =x
B (Bx)=y*(0x)-(yojoa)*Bx si WP (x))=x
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Pour la forme canonique de T*T, la sous-variété (séparée) v*Ig est lagrangienne.
Pour obtenir la structure de groupoide cherchée, il suffit donc de construire un
pseudogroupe de définition formé de symplectomorphismes locaux. Désignons pour cela
par %P le pseudogroupe de définition de I" formé de tous les glissements 2 droite.

Si U est un ouvert de I'g, notons U= }éo (U).On a o -1 (ﬁ) = 7% ( E)IL U))

Sig: -olt ) — & (V) est un élément de P, son relevé naturel (p1 * dans T*I” est un
symplectomorphisme de ol (G) sur o1 (V). De méme, si § est une 1-forme fermée sur

. . R -1
U, la forme a*¢ est une 1-forme fermée (invariante a gauche) sur a (U), de sorte que la
translation T, ¢ par o* & est un symplectomorphisme de a-1 (U) sur lui-méme :

Tax & (Ox) = Ox + (0* E)x

—— ~ -1
Désignons par P le pseudogroupe le long de o engendré par les ¢* et les Tox E» OU

@ parcourt P et ¢ les 1-formes locales fermées sur I'g. On notera que % est un "produit

semi-direct” de pseudogroupes, en ce sens que si 1'un des deux membres est défini

1, B B 1,
(P OTG*&—TG*G* (p*a*g)O(p

(ce qui fait apparaitre l'action des glissements a droite sur les 1-formes invariantes

a
gauche, si la base I'g n'est pas discréte). En particulier, la définition ci-dessus de B
s'écrit, en notant u = (x) et ¢, = j* y* 0%

8, =y (B (By) + 0" 2.

Ceci montre que % agit transitivement sur les B-fibres, et que ces fibres sont les
_—~ ~ _1
P -orbites. Si d'autre part L, € \):Fo, B! (uy ) se projette par ® sur P (u), et

nco! (W) = o1 (u) est un fibré affine d'espace vectoriel directeur \)ﬁ Bl (u).

—~

Comme P est infinitésimalement transitif sur les B-fibres, il en résulte que P est

~

infinitésimalement transitif sur les B-fibres.

——~

Montrons que %P sépare les o-fibres : si @ est le pseudogroupe le long de B

engendré par les relevés des glissements a gauche et les translations par les formes

o~

fermées P-projetables, le raisonnement ci-dessus montre que les orbites de @ sont les o-

—~ —~~

fibres. De plus, tout élément de P commute avec les éléments de Q. Par conséquent, si
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~ oy * ’ ~
un o P fixe 8, T, T, il fixe toute la a-fibre en 0,. Réciproquement, soient
* ' * P -~ — ~ .
0,e T, et 0, e T, Itels que pour tout €lément § € P tel que ¢ (0,) = 6,, on ait

6 (0',) =0',. : il faut montrer que o 0, = a (8',). D'aprés ce qui précede, on peut
supposer que X =u et X' = u' sont deux points de I'y. Si I'y est discrete, le résultat est
immédiat. Sinon l'existence d'une 1-forme fermée & sur [y nulle en u et non en u' si
u' # u entraine, en considérant 6 =T . que u=u'". Posons alors M, =06, -0, . Si
¢ est un élément de ® tel que P(u) = u, la 1-forme ¢*0, - 0, estnulle sur la valeur en
u de tout champ invariant a droite, et donc 9*6, -6, € \)Tl 6(1 (u). 1l en résulte que
¢*n, = N, et donc que M, est la valeur en u d'une 1-forme invariante a droite. On a

donc

* -1 % ~
N, €V, B = T, TNker a

ce qui donne le résultat.
Notons encore que si ¢ € P et si € est une 1-forme fermée locale sur [y

-1
no(P*o Ta,g)zq)on

Par conséquent w est un morphisme de groupoides de Lie de T*I' v *[g sur

Uo)li?)

o
r ? I"g. Sil'on remarque que l'identification de I" avec la section nulle de T*I" permet

o o
- . - Do
de regarder I' — I'g comme une sous-groupoide de T*I'3> v *I'g, on peut aussi voir la
b p
a

. . . - . A
projection T comme un morphisme de groupoides de T*I" = V*I'g dans lui-méme.

B

De plus, o et 3 sont des morphismes de fibrés vectoriels, et donc des morphismes du

groupoide de Lie T*I I, I dans lui-méme.

o
Ecrivons explicitement la loi de compositions sur T*I" ;——)> v*[p : soient B, et Ny
B
deux 1-formes composables : cela signifie que a(x) = B(y) = u et que

~ -~ *
a(0,)= B (uy) =W, € \)u* FO. Calculons la composée Gx om, € TXy [": il existe des

glissements a gauche @, a droite y sur I', et des 1-formes fermées g et Csur [y tels que
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Q) =x
y(u) =y
-1
0, =9* @, +B*E

ny=itlf* o, + o+

la 1-forme 8, o m, est alors définie par
-1 -1
0, 0 My = % y* o, + BrE + ak(

. 11 -1 -l . .
(ot d'ailleurs P* y* w, = y* @* w,). Ceci étant, si 0', et n'y sont deux autres formes

composables, on vérifie immédiatement que
(®,0my) +(®, 0 )= (8, +0,) o (M, +1)

ce qui établit I'"échangeabilité¢" des deux lois de groupoides de T*I". En résumé :

o
Théoreme 3-1. Soit T’ ? ['g un groupoide de Lie. Alors, les projections

~

o
™ ;—3) V*Tg et le pseudogroupe le long de o engendré par les relévements naturels des

glissements @ droite de T et les translations par les 1-formes fermées o-projetables,
définissent sur T*I" une structure de groupoide symplectique tel que la projection
naturelle v : T*I"— I soit un morphisme de groupoides de Lie.

De plus, ajoutée a la structure de fibré vectoriel de T*FE)I', cette structure de
groupoide fait de T*I" un groupoide double (symplectique).

Remarque : Si I'g n'est pas une variété discréte, les 1-formes (fermées)
o-projetables ne sont autres que les 1-formes (fermées) invariantes a gauche. On notera
dans ce cas l'analogie entre les structures de groupoides doubles de TT" et T*I'. En fait
Pradines a établi [19] une dualité entre TI" et T*I" en se placant dans la catégorie des
"groupoides vectoriels" en généralisant la procédure de construction de T*I" & partir de
TT donnée dans [1], qui prend comme point de départ le résultat suivant :

Ta a
Proposition 3-1. Dans les groupoides TT" }——-); Tr g et T*T ;3 v *[0, les

multiplications @ et o sont reliées de la fagon suivante : si (x,y) € 'y, etsi X, € T, T,
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*

y [ vérifient To (X,) = TB (Y,) et & (8,) = B (), on a

*
er TyF,Oxe Txr,nye T

au point xy
<(B,0mM), Xy ® Y)>=<0,,X,>+<ny, Y,>

Preuve : soit u = a(x) = B(y). On choisit des glissements @ et y respectivement a

gauche et a droite tels que @(u) = x et Yy(u) = y. Si @, = o ©,) =8 (ny) et
Z,=Ta(X,)=Tp (Yy), il existe des 1-formes & et C sur I, et des champs invariants Y'

et X' respectivement a gauche et a droite sur I’ tels que

-1
x ¢* W, + B* E-'[3()()

-1
My =y* o, +o* g4,
X, =TQ(Zu) + X'y
Yy= Ty (Zu) + Yy

de sorte que

-1 -1
B, oMy = PFy* () +o* Lo+ B*Epey
Xy @Yy =TPo Ty (Z,) + X'y + Yy

et la vérification devient un calcul immédiat.

o
. . - .- LA ) A
Corollaire 1. Dans le groupoide T*I' = 9*I'g, l'inversion 1 est donnée par 1 (8,) =

B

sk

-1* 0, pour tout 8, € Tx I
En effet, comme l'inversion dans TT" est Tt, tout revient a vérifier que le couple
(Ox, -1*0, ) est composable, c'est a dire que B (-1*%8,) = a (0,) : soient u = a(x) et @

-1
un glissement & gauche tel que @(u) = x. Alors @ est un glissement a droite envoyant u

» * -
sur x-1. D'autre part en tout point 0, € \)ur‘o, ona t*m, = - ®,, comme on peut le voir

en appliquant les deux membres a la valeur en u d'un champ invariant a gauche. On a
alors
a(0,) =P+ O - B*j* Ox 0,
1 1
= V(O 10, - ok j* 0% 1%0,)

=1* B (1*0,)
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ce qui donne le résultat.
Cas particulier : groupoide cotangent d'un groupe de Lie :

Supposons que I' = G soit un groupe de Lie. On a alors I'g = {e} et

v*¥[o =T, *G = g*, g désignant l'algebre de Lie de G. La projection a [resp.B] coincide

* * %k
au point x € G avec la translation a gauche LX : TX G— Te G [resp. la translation a
. * ok *
droite R : T G— T GJ.
X X €

~

On peut aussi remarquer que les applications o et B sont les moments respectifs des

actions naturelles & droite et & gauche de G sur T*G. Si 6, T:G etny € T:G, le
produit 6, o my est défini toutes les fois que L: 0, = R:(ny), et si I'on note w la valeur
commune de ces éléments de g*, on a

8,0 ny = L;]* 0 R;,l* (w)

Contrairement a celle de T*G, la structure de groupoide de TG dégénére en une
structure de groupe, et 'on a pour X, € T,G et Yy € TyG

Xy @Y, =T,R, (X,)+ T, L, (Yy)
. d d
(ou encore, si X, =3 |t=0 X etYy= & | =0 Yo

d
Xx@sz p Il:OX[YL'
Si l'on identifie T*G a Gxg* au moyen d'un parallélisme invariant a gauche sur G, on
peut écrire, si x,y € Get gne g*

~

(X E)= ¢
-~ *
Bx§)=Ad)
et (x, a) o(y,m) =&y, n)si £= Ad: 1 de sorte que la structure de groupoide de T*G

s'identifie a la structure définie sur G X g* par l'action coadjointe de G (exemple I-5-2).
Sous cette forme, on voit que les orbites de T*G dans g* sont les orbites de la

représentation coadjointe de G.
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4- GROUPOIDE LOCAUX SYMPLECTIQUES
Le Théoreme 2-1 amene & poser la définition suivante :

Définition 4-1. Un groupoide local symplectique est un groupoide local de
o

Lie T :ﬁ; "o muni d'une forme symplectique G telle que

1°) La sous-variété I' est lagrangienne

2°) I" admet un faisceau de définition formé de germes de champs de vecteurs
hamiltoniens.

Un faisceau de définition de I sera dit symplectique s'il est formé de germes de
champs hamiltoniens.

Les propriétés essentielles des groupoides symplectiques se généralisent aux

groupoides locaux symplectiques. En fait

o
Proposition 4-1. Soit (I’ —_B;I‘o, O) un groupoide local symplectique. Alors

1°) Les feuilletages définis sur U par les fibrations o et B sont symplectiquement
orthogonaux.

2°) Un champ invariant (@ gauche ou a droite) est localement hamiltonien si, et
seulement si, son conjugué l'est.

3°) Un glissement local (a gauche ou a droite) est symplectique si, et seulement si, son
conjugué l'est.

4°) Les glissements locaux a gauche [resp. a droite] symplectiques sont transitifs sur
les a-fibres [resp. sur les B-fibres].

5°) To admet dans I" un voisinage ouvert contenu dans le domaine d'inversion I,
stable par l'inversion, et sur lequel 1* 6 =-0.

0°) La dualité symplectique échange les champs invariants @ gauche [resp. a droite] et

les 1-formes invariantes a gauche [resp. a droite].

7°) Pour toute fonction différentiable f définie sur un ouvert U de 1'q, le champ
-1
hamiltonien X g Lresp. XB*f] est un champ invariant @ gauche sur o (U) [resp. invariant
-1
a droite sur B (U)].

Un calcul local utilisant le lemme I-6-1 permet facilement d'obtenir ces propriétés au
voisinage de I'g. On les étend ensuite a I” en utilisant les flots associés a un faisceau de

définition de I
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[0
Exemple 4-1. Soit I ? I'g un groupoide local de Lie. Alors son fibré cotangent
T*T" est naturellement muni d'une structure de groupoide local double symplectique. La

construction procéde comme au paragraphe 3 : la premiére structure est la fibration
vectorielle T*I" 5 T naturelle. Pour obtenir la seconde, on construit les projections

~

9
- ps . R R .
T*I' o v*I'p en utilisant les glissements locaux (2 gauche et a droite), et on prend

p
A

comme faisceau de définition le faisceau £ engendré par les relevements naturels des
champs invariants a gauche et les translations infinitésimales dans les fibres de T*I par
les 1-formes fermées a-projetables.

Définition 4-2 [23]. Soit M une variété symplectique. Une paire duale (o, B)
sur M est un couple d'applications différentiables o.: M —P et B : M —P' telles qu'en
tout point x € M les noyaux des applications tangentes T, et T, soient

symplectiquement orthogonaux.
o

Une paire duale stricte [1] M :B-)—) Mg sur M est une paire duale (o, B) formée de

deux projections sur une sous-variété lagrangienne My de M.

Avec cette terminologie, un corollaire de la proposition 4-1 est que tout groupoide

local symplectique est une paire duale stricte. On a en fait la réciproque :
5
Théoréme 4-1 [1]. Soit M —B) My une paire duale stricte a fibres connexes. Alors il

existe sur M une unique structure de groupoide local symplectique de base M, et dont

o et B soient les applications source et but. Un faisceau de définition symplectique de
cette structure est formé des germes des champs hamiltoniens de la forme X ¢ ou f
parcourt l'ensemble des germes de fonctions différentiables sur My,

Démonstration . Désignons par &t I'ensemble des fonctions différentiables définies

sur un ouvert de I'g. Pour toute f € &, o*f est une fonction différentiable sur o (dom f),

et pour tout x € [ l'application

*

*
Ta(x) FQ—)TX r

oF:

* -1
est une injection dont I'image est la fibreenx v, « (o (x)) du fibré conormal aux

a-fibres.
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Si £ désigne le faisceau des germes des X5 oli f parcourt R, c'est un faisceau

d'algebres de Lie formé de germes de champs de vecteurs tangents aux P-fibres, et
transitifs sur ces P-fibres. Le commutant £¢ de &£ contient les hamiltoniens

~

XB*f ol f e R, et est donc transitif sur les o-fibres. Comme en tout point x € I"

Xa*f (X) = 0 {— dfa(X) =0

£F sépare les a-fibres, et donc £ est un faisceau de définition d'une structure de

~

groupoide local symplectique. Le point 7°) de la proposition 4-1 montre de plus que cette

structure est la seule possible.

o
Proposition 4-2. Soit T —T} o un groupoide local symplectique. Alors il existe sur

"o une unique structure de Poisson telle que o : I'— I'g soit un morphisme de Poisson.
Pour cette structure B : I'— g est un anti-morphisme de Poisson, et le feuilletage
caractéristique de 1o coincide avec le feuilletage de Stefan défini par l'algébroide de T'.

Preuve. Si f € &, le champ X . est invariant & gauche, donc a-projetable. Posons
0 _.

S'il existe sur I'p une structure de Poisson A répondant a la question, X sera dans

(I'o, Ag) le hamiltonien de la fonction f. 11 suffit donc de vérifier que X? est bien associé

a une structure de Poisson. Or si {,}, est le crochet pour cette structure on aura si f et g

sont deux éléments de R définis sur le méme ouvert
0 * . % %
{f, glg = X5 & = (a* dg) Xp) = {0*f, a*g}

ou {,} est le crochet de Poisson dans I'. Ceci donne immédiatement le résultat.
Par définition du feuilletage de Stephan de I'g, il est la projection des -fibres par «,

c'est a dire la projection par o des orbites de n'importe quel faisceau de définitionde I'. 1
coincide donc avec le feuilletage singulier défini par les hamiltoniens de la structure Ay,

Enfin le fait que P soit un anti-morphisme de Poisson va résulter du lemme suivant :
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Lemme 4-1. Pour toute fonction différentiable f définie sur un ouvert de I'g, on a
Xa*f = XB*f

Preuve. B* df est une 1-forme invariante a droite, et donc XB*f est un champ

invariant a droite. Il suffit donc pour obtenir le résultat de s'assurer que pour tout
ue domf,ona

X(X*f (u) - TOL (X(X*f (u)) = XB*f (u)

ou encore

OL* dfu - B dfll = 1"[‘(1 (Xa*f(u))c

ce qui se vérifie en évaluant successivement les deux membres sur un vecteur tangent a
["p, et sur un vecteur de la forme Xa*g (u) ot g est une fonction différentiable sur I'g

définie au voisinage de u.

[0
R . . .
Remarque. Si I E) [p est un groupoide symplectique, la construction de la structure

de Poisson sur I'g demeure, car les champs de la forme X «; sont toujours invariants a
gauche, donc a-projetables. On a donc sur I'g la méme structure de Poisson que si I'on
se restreint a un voisinage séparé a fibres connexes de I'g dans I', qui est un groupoide
local. Par conséquent nous ne considérerons dans la suite (sauf mention explicite du
contraire) que des groupoides locaux. En termes de groupoides, la considération de la
structure du Poisson de ['g permet d'ailleurs d'apporter une précision au théoréme 4-1 :

o
Théoreme 4-2. [1]. Soir (I %)’ o, o) une paire duale stricte.

(04
- . . . .
Alors (I B) I, o) est un groupoide symplectique si, et seulement si, pour toute

fonction f différentiable a support compact sur T'g le champ hamiltonien X j«; est

complet dans T.

Démonstration. Si f est a support compact, X? est complet. Comme

To (X*f) = X(f) , la condition est nécessaire d'apres la proposition 1-3-6.
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Réciproquement, si cette condition est réalisée, l'ensemble des germes des X« ou f
est a support compact forme un faisceau de définition de I' qui vérifie la condition de

saturation du théoréme I-6-2.

Par exemple, dans le cas du groupoide cotangent d'un groupoide de Lie, on obtient

o,
Proposition 4-3.[1]. Soit T :B?) g un groupoide local de Lie. Alors la structure de

o
Poisson sur 9* ' héritée de la structure de groupoide local symplectique T*I" ? v*[p

coincide avec la structure de Lie-Poisson canonique définie par l'algébroide de Lie v* Ty
de T.

Démonstation. Rappelons [1] que la structure de Lie-Poisson sur v *Ig est
I'unique structure de Poisson pour laquelle le crochet de deux sections de v *I'g,
considérées comme fonctions sur v *Ig linéaires sur chaque fibre de v * I'g— T,
coincide avec le crochet dans Sect ( VI'g) défini par la structure d'algébroide de Lie de
VI . Tout revient donc a montrer que si X et Y sont deux champs invariants 2 gauche sur
Tetsi fx:v*[jp— R désigne l'application définie par

®
fx (o) =<, X, > Vo€ \)uFo

-1
avec l'identification naturelle de v I'g avec T, B (u), on a dans T*I"

{o* fx, a* fy) (@) = <oy, [X, Y] () >.

Rappelons pour cela que si M est une variété et X un champ de vecteurs sur M, la
fonction ix : T*M— R définie par ix0x = <04, Xx> admet comme hamiltonien dans
(T*M, dA) le relevé naturel X de X dans T*M. Comme ici X est invariant 3 gauche, on a

ES
pour tout 64 € TXF et tout glissement local & gauche @ tel que @(o (x)) =x

<0x, Xx> = <0x, T (x) ¢ Xo, (x) >
= <@* Ox, Xo (x) > = <0*0y, Xo x)>
Autrement dit
ix = a*fyx

et par suite
(o*fx, 0¥y ) = dMXGrry> Xorry) = -AX: Y]

62



ce qui donne le résultat.

Dans le cas particulier ou I' = G est un groupe de Lie, on obtient le corollaire :

Corollaire. Soit G un groupe de Lie connexe. Alors la structure de Poisson induite
a

sur 9* par la structure de groupoide symplectique de T*G :—3) g* coincide avec la

B

structure de Lie-Poisson canonique de 9*.
En ce sens, la correspondance
groupoide (local) symplectique —> variété de Poisson

peut étre considérée, via le "passage au cotangent”, comme une généralisation de la
correspondance
groupe (local) de Lie +> algebre de Lie

Le paragraphe 6 va étre consacré a I'étude de la naturalité de cette correspondance.

a

. . . - ..
Auparavant , faisons la remarque suivante : St I E) I'o est un groupoide
symplectique, I'g est une sous-variété lagrangienne de I', et donc la dualité symplectique

définit un isomorphisme de v*I'g sur le fibré tangent TTp. En considérant le groupoide
o,
symplectique T*I" > 9*[g, on obtient une structure de Lie Poisson sur TI'g, d'ou par

dualité une structure d'algébroide de Lie sur T*I'g. En explicitant les identifications faites,

le lecteur pourra vérifier le résultat suivant :
V]

Proposition 4-4. Soir T %))Fo un groupoide symplectique. La structure

d'algébroide de Lie définie sur T*I'g par l'isomorphisme canonique avec VI coincide
avec la structure d'algébroide de Lie du fibré cotangent de la variété de Poisson 1.

C'est d'ailleurs ainsi qu'avait été obtenue la structure d'algébroide de Lie sur T*I'g
fibré cotangent d'une variété de Poisson dans [1]. Cette structure détermine une structure
d'algebre de Lie sur les 1-formes qui avait été observée indépendamment par plusieurs
auteurs [12] [14].J.L Koszul a conduit dans [12] une étude compléte de l'algebre de Lie

graduée des formes sur une variété de Poisson (cf. [5]).
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5 - AUTRES EXEMPLES DE GROUPOIDES SYMPLECTIQUES

Exemple 5-1. Soit (M, o) une variété symplectique. Si I" est le groupoide grossier

A
M X M muni de la forme symplectique 6 = -6 + G, la base I'g = Ay s'identifie a M. I est
un groupoide symplectique et la structure de Poisson ainsi définie sur M n'est autre que la

structure de Poisson canonique de M.

Exemple 5-2. Soit F—ge I'o un fibré en groupes, G sa fibre-type. I' est muni
d'une structure de groupoide en prenant P =, j: g =T l'injection définie par la
"section neutre", les glissements (2 droite et a gauche) étant les familles de translations (2
droite et a gauche) définies dans les fibres correspondantes par les sections locales de c.
L'algébroide de Lie vI"g de I' s'identifie naturellement au fibré en algebres de Lie ¢
associé al.

Dans la sturcture de groupoide symplectique de T*I" v*¥[g, v*¥[g est le fibré en

m{L\LQ)

duaux d'algebres de Lie g* associé a I', et la structure de Poisson obtenue sur v*[g

coincide avec la structure de Lie-Poisson naturelle sur ce fibré. [1].

o
Exemple 5-3. Soit EB M un G-fibré principal et désignons par I’ ? M son

o

groupoide de jauge : rappelons que I’ —_BgM est le quotient du groupoide grossier
1112

E X E = E par l'action a droite de G définie par
pr

(z,Z)a=(za, za) (z,z € E,ae G)

Si [z, '] € T est l'orbite de (z, z') € E x E, les glissements a droite de I" sont les

transformations de la forme
oy, [2, 2] = [z, h(z)]

pour tout automorphisme local h du fibré E, de sorte que le pseudogroupe le long de o
des glissements a droite de I" est isomorphe au pseudogroupe le long de © des
automorphismes locaux de E. L'algébroide de Lie vI'gde I est ainsi le fibré vectoriel

quotient TE/G, muni du crochet des champs de vecteurs G-invariants, et de la projection
T« héritée de T : TE — TM. Si E(¢) = Ex ¢ est le fibré en algeébres de Lie modelé sur E,
G

on a la suite exacte de fibrés vectoriels sur M
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0 E@@) = v TM — 0

Une connexion principale sur E peut €tre regardée comme une scission
¥ : TM — vI7g de cette suite exacte.
o
Ceci étant, considérons le groupoide symplectique T*I" ,\:)> V*M. A la suite exacte

B

précédente correspond par dualité la suite exacte

0 >T*M - v*M - E@*) 50

et donc la donnée d'une connexion principale sur E définit un isomorphisme du fibré
vectoriel V*M sur le produit fibré E(g*) ® T*M, ot E(g*) est le fibré en duaux
d'algebres de Lie model€ sur E par la représentation coadjointe de G. Ce produit fibré se
trouve ainsi muni d'un structure de Poisson. Chaque feuille symplectique de v*M

s'interpréte comme l'espace des phases d'une particule dans le champ de Yang-Mills
défini par la connexion principale y considérée. [1] [22].

Exemple 5-4. Soit G un groupe de Lie opérant a gauche sur une variété M.
a

Considérons le groupoide associé [1]T'=G XM ? M. On a a(a, x) = x et B(a, x) = ax

pour tout (a, x) € G X M, et les glissements a droite de I sont en correspondance
bijective avec les applications différentiables locales de M dans G : 4 h : M—>G
correspond le glissement ¢y, défini sur I" par

¢p(a, X) = (ah (x), h(x)1 x)

Par conséquent les champs invariants a gauche sont associés aux applications locales
de M dans ¢ : a Z : M—4 correspond le champ

X, (@, %) = Z(0), + Z(X),

ol on a noté Z(x)a la valeur en a de Z(x) considéré comme un champ invariant a gauche

sur G, et ZT{)X la valeur en x du champ fondamental sur M défini par Z(x) € ¢. On ade

plus
Tow (X (2, X)) = Z(X),

Ceci montre que l'algébroide de Lie de I' est isomorphe au fibré trivial M x ¢ sur M,

le crochet étant défini par
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[Z, Z] (x) = [Z(x), Z'(x)] + (Z(X).Z)(x) - (Z'(X).Z)(x)

oul, si Z et Z' sont deux applications de M dans g, le crochet [Z(x), Z'(x)] est pour

chaque x calculé dans ¢, et Z(x). Z' est la dérivée par le champ Z(x) de l'application Z'.
o

S .
En passant au groupoide cotangent T*I" B_) v*Tp, on obtient sur v¥I'o =M x g*Ia

structure de Lie-Poisson correspondante, que I'on peut expliciter de la fagon suivante : si

of
f:Mx ¢g* - R, désignons par (x, ) un point de M X ¢* et par 5~ (x, 0)
X

f
[resp. &_)6 (x, 8)] la différentielle de f par rapport a x [resp. par rapport a 0], considérée

*
comme un €lement de T, M [resp. de g]. On a alors

JE— , —~———

of J of 0
(f, g) (x,8) =< = (x,0), C2(x, 0), >- < — (x,0), C2(x, 0)), >
ox 00 ox 00

of og
e’ - ,e b N ’e
+< [89 (x, ) 30 (x, )] >

Cette structure sur M X g* peut €tre considérée comme un produit semi-direct de la
structure de Poisson triviale sur M par la structure de Lie-Poisson de g* ([26]).

Exemple 5-5. [1]. Soient (M, F) une variété feuilletée, et Hol (%F ) le groupoide
d'holonomie du feuilletage (I, exemple 5-5) : la variété M s'identifie a la base de Hol (F)
par l'injection g : M—Hol (F) qui & x € M associe la classe d'holonomie du chemin
constant (que nous notons encore x), et & et B sont les projections origine et extrémité.

Notons respectivement T, T*F , 9*F les fibrés vectoriels sur M formés des
vecteurs tangents aux feuilles, cotangents aux feuilles, conormaux aux feuilles.
Si ¥ € Hol (°F), la définition méme de la structure de variété de Hol (F ) donne un
isomorphisme d'espaces vectoriels

o(Y)

En particulier, en tout point x € M on a la décomposition

T,Hol (F)=T,M & T, F
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La projection sur le premier facteur étant Ta. II en résulte une identification naturelle
de la base v*M de T* Hol (F) =3 v*M avec T*F, qui se trouve ainsi muni d'une

structure de variété de Poisson.
Les feuilles du feuilletage caractéristique de T*F se projettent par 1t : T*F —M sur

les orbites de Hol (F) dans M, c'est a dire les feuilles de F . D'autre part, tout
difféomorphisme local de M respectant les feuilles de %F se prolonge, au moins
localement, en un glissement 2 droite de Hol (F ). Comme les relévements naturels des
glissements 2 droite de Hol (°F) sont des glissements 2 droite de T* Hol (F), et comme
le pseudogroupe sur M des difféomorphismes locaux respectant F est transitif sur

chaque feuille, les orbites de T* Hol (°F) sont les cotangents aux feuilles. Le feuilletage
caractéristique de T*F est donc le feuilletage naturel par les T*F,, ou F, est la feuille de

F enx € M.

La structure de Poisson ainsi définie sur T*F coincide avec la structure obtenue dans
[13] en considérant la projection naturelle T*M—T*%F (qui, pour la structure

symplectique canonique de T*M est une fibration isotrope symplectiquement compléte),

comme une réduction symplectique.

Exemple 5-6. [1]. Plagons nous encore sur la variété feuilletée (M, %F ) et

conservons les notations de l'exemple précédent. Regardons le fibré vectoriel v F 5wm
normal 3 F comme un groupoide. En utilisant l'action des classes d'holonomie de

chemins sur les vecteurs normaux, on peut définir le groupoide produit semi-direct

o
IF=Hol (F)x VF 3 M
B

En tant que variété, [ est le produit fibré de Hol (°F) _‘3‘) M par v F M, et
si (y, X) € Hol (F), on pose

GX)=am=n() e  BWX) =P
La loi de multiplication est donnée par
BX)FLX) = X +y T X)sip@yH=a@=nX)

Y -1 (X) désignant I'action d'holonomie de 7y 1 sur X.

Le lecteur pourra vérifier que T*T a pour base le produit fibré T*F @& v*F , qui se

.. . . . (o 1
trouve ainsi muni d'une structure de Poisson. Si x € M, désignons par V', le groupe
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d'holonomie infinitésimale de la feuille F, de F en x. La feuille symplectique en
* * y A * . 1 .
0,00 T,F @ \)x"'i" est ici un revétement de T, F, de fibre ¥, (®,), orbite en w, de

1
138

6 - MORPHISMES DE GROUPOIDES LOCAUX SYMPLECTIQUES

Nous allons dans ce paragraphe étudier la natualité de la correspondance qui a un

groupoide local symplectique associe une variété de Poisson (sa base).

o o
Proposition 6-1. [1]. Soient (T ? To;o)et (T B:; T'g; o) deux groupoides
locaux symplectiques. Soit de plus h: T _5 T ' une application vérifiant les propriétés

suivantes

i) h est un morphisme de Poisson
i)h o) C Ty
i) si hg=h | Iy ona le diagramme commutatif

h

r » T
o la'
I

o

Alors l'application hy est un morphisme de Poisson.
Si de plus h*c' = 0, hest un morphisme de groupoides symplectiques et est

uniquement déterminé par l'application h.

Ce dernier point signifie que si h! et h? vérifient ii) et iii), respectent les formes
symplectiques, et se projettent suivant la méme application hy, on a h! = h2.

On peut évidemment remplacer dans iii) les applications o et o par B et f'.

Preuve. Si f est une fonction différentiable sur un ouvert de F(‘), la condition (1)

s'écrit
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Th Rpegeep) = Xopuy

et donc d'apres (ii) et (ii1)
) Th (Xgupger) = Xops

en projetant les deux membres par ', on en déduit, en utilisant encore (iii)

The (Xn,*1) = Xr

qui traduit le fait que hg est un morphisme de Poisson.

Si maintenant h est symplectique, elle est de rang maximum. Il en est de méme de hy,

de sorte de la relation (*) montre que Th envoie les éléments du faisceau de définition

$ = {Xa*f)fe \ﬂ}

sur son homologue £'. h est donc un morphisme de groupoides locaux symplectiques.

Enfin si hl et h? sont des applications symplectiques de I" dans I" ' vérifiant (ii) et (iii) et
-1
se projetant suivant hg, la relation (¥) montre que h! et h? coincident sur B (I'p) =T .

Corollaire. Soit h: T 5 "' un morphisme de groupoides locaux symplectiques.
Alors l'application projetée hg: 1o — 1'¢ est un morphisme de Poisson. De plus, h est

uniquement déterminé par h.

Partant de ce résultat, on peut examiner le probleéme inverse : Etant donné un
morphisme de Poisson hg:I'g — I'g', peut-on le relever en un morphisme de

groupoides locaux h: " 5 T"'?

Si on demande a h d'étre un morphisme de groupoides locaux symplectiques, h sera,
s'il existe, unique. Mais cette condition est trop restrictive : hg doit €tre dans ce cas un

morphisme de rang maximum entre deux variétés de Poisson de méme dimension.

On peut, comme le suggere la Proposition 6-1, chercher un relevement sous forme
d'un morphisme de Poisson. Nous intégrerons plutdt cette démarche dans le cadre des

groupoides de Poisson.

69



On peut aussi suivre de prés la théorie des groupes de Lie. Examinons la situation
suivante : Soient G et G' deux groupes de Lie connexes, et H : G'—5 G un morphisme de

groupes de Lie. Il donne lieu a un morphisme Hx : ¢'— g d'algebres de Lie, et partant a
un morphisme de Poisson (linéaire) hg : §*_ g'*. Si on regarde g* et §'* comme les

bases des groupoides symplectiques T*G et T*G', on peut chercher a relever hg en un
-1
morphisme h : T*G— T*G'. Si H est inversible, I'application H* : T*G—, T*G' est un

morphisme de groupoides symplectiques répondant a la question. Dans le cas général, il

n'y a pas de solution évidente, mais la sous-variété

L={0,,0,) € T*G' x T*G | x = H(x') et 8';, = H*6y)

est une sous-variété lagrangienne de T*G' X T*G qui est un sous-groupoide du
groupoide produit T*G' X T*G, dont la base est Gr (hg). Si H est inversible, on a

d'ailleurs L = Gr (H*). On peut donc ici relever le morphisme de Poisson hg en une
relation lagrangienne de groupoides de T*G vers T*G'. C'est ce procédé que

nous allons mettre en oeuvre dans la suite.

Proposition 6-2. Soit T" = T'gun groupoide local symplectique. Alors si

=R

o
L = Lo est un sous-groupoide local coisotrope de ', sa base 1. est une sous-variété

coisotrope de la variété de Poisson 1.
Preuve. Soient ugp € Ly, et f un germe de fonction en ug tel que df soit une

-1 *
section de V*Lg. En tout point x € L n o (ug), on a (a*df)x € v < et donc

Xo*f (x) € TxL. Par suite
0
X (ug) = Ta Xg*f (x) € TuOLO

Corollaire 1. Tout sous-groupoide local lagrangien de I se projette suivant une

sous-variété coisotrope de I'y.

o [0
Corollaire 2. Soient T ?Fo et I'' 1;—:})I“'o deux groupoides locaux

symplectiques. Alors toute relation lagrangienne de groupoides locaux de T vers T"' se
projette suivant une relation coisotrope de T'gvers T’ O

70



Le corollaire 1 admet une réciproque.

o
Théoreéme 6-1. Soient T’ ? Lo un groupoide (local) symplectique, et L une
sous-variété coisotrope de T'(. Alors il existe un unique sous-groupoide (local)
lagrangien maximal L de 1 de base L.
Un faisceau de définition de L est donné par les restrictions a L des germes de
champs hamiltoniens Xyxf, onl f parcourt l'ensemble des sections locales du faisceau des
germes de fonctions constantes sur L.

Démonstration. Soit W = o L. La relation Ta A¥ a*y*Ly = Ay¥ 951,

assure que W . est coisotrope. Son feuilletage caractéristique est F . = A* a*v*L,, L
q o p g q [0 4 0 0

qui est coisotrope dans I'g, est isotrope dans I et on a la relation

dimT.

B —

dim Ly + dim F , =

La méthode des caractéristiques [1] assure alors l'existence d'une unique sous
variété (immergée) lagrangienne maximale L contenant L, et contenu dans W . Comme

ensemble

L= U F (w)
ue L0

(ot F, (u) désigne la feuille de ‘Fa passant par u). Comme TP (F o) =0, L est aussi
-1
contenue dans la sous-variété coisotrope WB =P (Ly). L est donc a la fois I'unique sous

variété lagrangienne maximale contenant L et contenu dans W et WB. Enfin si
(x, y) € 1.2 est un couple composable dans T, a(x) = B(y) = u € Ly. Comme
B(y) € F,(u) il existe un glissement & droite de I" produit de flots de champs de
hamiltoniens associée a des 1-formes (fermées) appartenant a V*L, telles que @(u) =y.

Comme @(x) = xy , il en résulte que xy € F, ce qui assure que L est une sous-groupoide

(local) de I

SiI” est un groupoide, la démonstration précédente assure que si (x, y) € L2 et si
a(x) = B(y), xy € L. L est donc un groupoide dans ce cas ce qui acheve la

démonstration.
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En applicant le théoréme 6.1 au graphe d'un morphisme de Poisson hy: I'o— I"'g on

obtient le

o o
Corollaire [1]. Soient T 7{% I'p etI B:)-)I“'o deux groupoides locaux

symplectiques [resp. deux groupoides symplectiques a fibres connexes], et soit
h:To— 'y un morphisme de Poisson. Alors il existe une unique relation lagrangienne

maximale de groupoides locaux [resp. de groupoides] de 1 vers I''se projetant

suivant h.

En termes d'applications, ce résultat s'énonce de la fagon suivante :
a o'

Proposition 6-3 [1]. Soient T ? I'g etI B——_; [, deux groupoides locaux
symplectiques de méme dimension, et soit h:1'g 5 I''g un morphisme de Poisson
étale. Alors si T est a fibres simplement connexes, il existe un morphisme H de

groupoides locaux symplectiques se projetant suivant h.

Preuve. Il suffit de montrer que la relation lagrangienne maximale L de I" vers
I" ' relevant h est alors un graphe. Considérons pour cela le morphisme de groupoides
locaux pr, : L T'. Il se projette suivant pr, : Gr (h) "o qui est un difféomorphisme.
D'autre part, si u € I'g, I'espace tangent en tout point (x', x) € L tel que o(x) = u est
engendré par les vecteurs X, «f (x', X) ot f est une fonction définie au voisinage de h(u)
dans I} et f est définie par

f (v, u) =f(v)- f(h ()

comme Tpry (X xf (X', X)) = -Xsp#¢ (X), il en résulte, puisque h est supposée €tale,
que la B-fibre en (x', x) de L est un revétement de la B-fibres enx de I'. pr, : L, I est
donc un étalement dont la restriction & chaque B-fibres est un revétement. Si I” a des

B-fibres simplement connexes, c'est un difféomorphisme.
o a'

Corollaire 1.[1] Soient T ? g etI B:})F'o deux groupoides locaux
symplectiques de méme base 1.

Alors, si les structures de Poisson définies sur g par T et I" ' coincident, il
existe un sous-groupoide local ouvert T'| de ', un sous-groupoide local ouvert T, de
"', et un isomorphisme H de groupoides locaux symplectiques de Uy sur T, induisant
U'identité sur T'g. De plus, si T est a fibres simplement connexes, on peut prendre
ry=T.

Il suffit de prendre h = id[, et d'utiliser la proposition 6-3.
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Corollaire 2 [1]. Soit (I'g, Ag) une variété de Poisson intégrable (I' » Oy) deux
groupoides symplectiques de base (g, Ag). On suppose (I'{, 6,) a fibres simplement

connexes. Il existe un unique morphisme de groupoides symplectiques
H: Iy, 0y) -y, 6y) rendant commutatif le diagramme

\ 7

(r() s 0'0)
Ce morphisme est un étalement. En particulier, @ isomorphismes de groupoides

symplectiques prés, il existe un unique groupoide symplectique aQ fibres connexes
intégrant (I'g, Ag).

7 - INTEGRATION LOCALE DES VARIETES DE POISSON

On va dans ce paragraphe montrer que la correspondance qui a un groupoide local
symplectique associe une variété de Poisson est biunivoque. Le probleme est le

suivant : étant donnée une variété de Poisson (P, A), existe-t-il un groupoide local
o

symplectique (I _E)) ["g, 6) tel que (P, A) = (I'g, Ag) 7 Compte tenu de la proposition
6-3, si I existe, son germe le long de I'g est parfaitement déterminé. C'est donc en fait

en termes de germe de groupoide le long de sa base que la situation se présente.

a
Soit (I’ _B—_;Fo, 6) un groupoide local symplectique, et soit uy € I'g. Une

premiére remarque est que, si I'on connait la structure de Poisson de I'g, un voisinage
de u, dans I’ est complétement décrit, en tant que groupoide local
symplectique, par la seule donnée de la projection o et de la forme
symplectique o. En effet, un faisceau de définition de I' est donné par les
hamiltoniens de la forme X «;. Ces champs définissent par ailleurs un feuilletage de I,
dont les feuilles sont les B-fibres, ce qui permet de retrouver la projection  au voisinage

de ins
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Supposons alors que la structure de Poisson Ag admette une singularité en

K
u, @ Ag(ugy) = 0. L'espace cotangent TUOFO admet dans ces conditions une structure

naturelle d'algebre de Lie, définie (cf [7]) par

[df,, dg, ] = d (£, g},

pour toutes fonctions différentiables f et g au voisinage de uj dans I'o.

Notons [ cette algebre de Lie. On a par ailleurs E; (ug) = Bl (ug), qui est une
sous-variété lagrangienne L de I', et coincide avec le groupe local d'isotropie Fuo deI"en
ug. La dualité symplectique définit un isomorphisme entre l'algébre de Lie des champs
invariants a gauche le long de L (c'est a dire I'algébre de Lie de FUO) et l'espace cotangent

sk
TUOI‘ 0 . Autrement dit, L est un groupe local de Lie d'algébre de Lie I. De plus L est une

sous-variété fermée de I'. Par conséquent un résultat de B.Kostant assure que ([cf.10]) L
admet un voisinage tubulaire  dans I" symplectomorphe a un voisinage tubulaire de la

section nulle de T*L avec sa forme symplectique naturelle. Le choix d'un tel
symplectomorphisme définit une projection ® : QL. Les projections 7 et o sont

transverses au voisinage de u, et définissent donc un difféomorphisme d'un voisinage
de g dans I" sur un voisinage de (e, ug) dans L x I'g, ot on a noté e I'élément neutre du
groupe de Lie local L. En définitive, on est, a un difféomorphisme respectant 'y pres, sur
un voisinage de (e, uy) dans L x T'g, avec une application @ : L X T'o»T*L commutant
aux projections pry et n d'une part, pry et o d'autre part, et définissant un
difféomorphisme au voisinage de (e, uy). La forme symplectique sur L x I'g est ©* (d2),

ou A est la forme de Liouville de T*L. Compte tenu de la remarque précédente, la
situation est alors (toujours au voisinage de u,) competement décrite par la seule donnée

de ©.

On obtient ainsi :
Lemme 7-1. Soient (I'g, Ag) une variété de Poisson avec uy € I'gtel que
%
Ao(ugy) =0, et L un groupe de Lie local d'agébre de Lie I = TuOFO .

Soit @ : L x o T*L une application telle que
1°) © est de rang maximum en (e, ug)

2°) on a le diagramme commutatif
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L L

3°) pry : L X T'g — T'g induit un morphisme de Poisson d’un voisinage de (e, ugp)
muni de la forme symplectique ©* dA dans (I'g, Ag).
Alors (e, uy) admet dans 1. X T'o un voisinage muni d'une structure de groupoide

local symplectique dont la base est la trace de (I'g, Ag) sur ce voisinage, la projection
source étant la projection pr.
De plus, tout groupoide local symplectique de base I'g admet un voisinage de u

isomorphe @ un groupoide local de ce type par un isomorphisme induisant l'identitié sur
Ip.

La construction d'un groupoide local au voisinage de u revient donc a celle d'une

application ® vérifiant les 3 conditions du lemme. Les propriétés demandées a © étant
locales au voisinage de (e, up), on peut imposer en plus que © (y, u) = Oy en dehors d'un

voisinage compact de (e, ug) dans L X T'p. Dans ces conditions, une application ©

~

satisfaisant 2°) est la méme chose qu'une 1-forme © sur L a valeurs dans l'espace
vectoriel difféologique C;o (T'o. R), muni de la difféologie a contrdle compact : on posera

en effet pour Xy € Ty L
< G)y, Xy > (u) =<0 (y,u), Xy >

On a alors

Lemme 7-2. Soit © : L x I'g — T*L satisfaisant les conditions 1) et 2) du

lemme 7-1. Alors © satisfait 3) si, et seulement si, la I-forme © a valeurs dans
C:)o (T'o. R) vérifie la relation de Maurer-Cartan

-1
d@—i{

>

®,0)=0

Preuve. Soient (yl,...y“) et (ul,...u" des coordonnées locales respectivement
en e dans L et uydans I'p. Si(y,u) € L x T'g, on peut écrire
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O W= 2 ¢y udy

1<i<n

de sorte que (@)*A = Z ?; dy ,

<i<n
Pour tout k, soit X = Xpr2 Lk le hamiltonien de pr2*uk, pour @*(dA). Si
X, = X AJ 9, X
k™ 1sizn auJ 1<i<n kay
on aura

. . . k a(P. . a(P. .

k= X —JAJ —1 Bl ) dyl - Bi G5 dui + =H dy

! 1<i,j<n (aul ul k) ¥ J(au1 ! dy! y)

La condition 3) s'écrit alors

i ik

= k
A =A, )

— i
= {u', u%},

On en déduit que la matrice (B- ) est la matrice inverse de la matrice jacobienne

), et donc la condition précédente s'écrit

(au]

-~

Comme O = Z (p dy' o ‘Pn est I'application qui a y associe la fonction
1<i<n

ur @;(y,u),ona

40 = 2(3“’1 a"’;)dyiAdyi

et la relation précédente s'écrit alors
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Lemme 7-3. Soit (I'g, Ag) une variété de Poisson admettant un point singulier
uq. Alors il existe un groupoide local symplectique admettant pour base un voisinage de

uy dans I'o

*
Preuve. L étant un groupe local de Lie d'algebre TUOI‘O, tout revient a construire

I'application ®. On va prendre pour cela g) = F*(), ou € est la forme de Maurer-
Cartan de l'algebre de Lie Cgo (Ig, R) [(1-B- 5)], F étant une application différentiable
de L dans C8° (I'g, R) choisie convenablement pour que la propriété 1) du lemme 7-1
soit vérifiée.

Le probleéme est local au voisinage de ug,, ce qui permet de travailler en

coordonnées locales : soit (ul...u") un systéme de coordonnées locales centré en u, dans
sk

To. Alors dul,...,du™ forme au point uy une base de TuOFO =1. Soient (yl...y" les
coordonnées logarithmiques de L associées cette base, et posons pour 1<j<n

Fiyl..ym @ul..u" = Z yi ul

1<i<n

que l'on prolongeenF: L CSO (T'g, R) différentiable.

Montrons que ce choix convient : il suffit de montrer que © est de rang maximum
en (e, up). Cest a dire que ©*(dA) est symplectique. Or si 'on note comme plus haut

O(y,u= Z @5 (> u) dyj
1<j<n

onaura © = 2 fp?jdyjotl
J

8 =2 F (5 5)

F(e) est la fonction nulle et £ est l'identit€ sur l'espace tangent en 0 a CSO (To, R), de

sorte que
6j e) (ul..uM =u

et donc g—(l? (e, ug) = 8’1 .

71



Par suite ©* (dk)(e, u0)= Z duj,\dyj+ Z Q(—pl (e, upy) dyj/\dui

1<j<n 1<ijsn Oy

et on obtient le résultat.
On est alors en mesure de montrer le

Théoréme 7-1 [1] [24]. Soit (P, A) une variété de Poisson. Alors pour tout
uy € P, il existe un groupoide local symplectique dont la base est un voisinage ouvert de

ug dans (P, A).

Démonstration. On utilise le théoréme de décomposition locale des variétés de
Poisson, dii 2 A. Weinstein [23]. Si S est la feuille du feuilletage caractéristique de
(P, A) passant par uy, il existe un voisinage U de u, dans P difféomorphe en tant que

variété de Poisson au produit U; X U, ot U; est un ouvert de U N S (et est donc une
variété symplectique dont on notera ® la forme symplectique) et U, est une sous-variété
passant par uy, transverse & U;, et munie d'une structure de Poisson A, singuliere en uy,.

D'apres le lemme 7-3, quitte a restreindre U, on obtient sur U, un groupoide local
Q.

symplectique (I, B_) U2, 0,).
2
Comme le groupoide grossier I'; = Uy x U, integre (U;,w), [ =T, x T,

integre U = U, X U,, ce qui acheve la démonstration.

Remarque. Le théoreme 7-1 est équivalent au théoréme de réalisation locale des
variétés de Poisson, d'A. Weinstein (voir plus loin), qui affirme que si (P, A) est une
variété de Poisson et ug € P, il existe un voisinage U de u, dans P, et une variété
symplectique M admettant U comme sous-variété lagrangienne, et une projection
o : M —; U qui soit un morphisme de Poisson. L.a démonstration proposée ici est, en
termes de groupoides locaux et de difféologies, la formalisation de la démonstration

heuristique d'A. Weinstein [23], dont elle explique en méme temps le fonctionnement.

Théoreme 7-2. [1]. (Théoréme d'intégration locale des variétés de

Poisson).

Soit (P, A) une variété de Poisson séparée. Alors il existe un groupoide local
o

symplectique (T ? P, 6) de base (P, A).

Démonstration. P étant paracompacte, il existe d'apres le théoréme 7-1 un
recouvrement (U,),c | de P localement fini, formé d'ouverts relativement compacts, avec
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pour chaque i € I un groupoide local symplectique (T %} U;, 6;) de base (U;, A | yy)-
Pour obtenir le résultat, on va montrer que I'on peut recoller ces groupoides locaux.

Pour chaque i€, I'ensemble I; des indices j € 1 tels que U; N Uj # & est fini.
Pour chaque j € I, il existe d'apres le corollaire de la proposition 6-3 un voisinage ouvert

Q; deU; N Uj dans I';, un voisinage ouvert QJI- de U; N Uj dans Fj et un isomorphisme
de groupoides locaux symplectiques <I>l : Q{ N Q} induisant l'identité sur U; N Uj .

Sur I = .U. Fi, la relation
iel

x _y & @GijeD xe Q]i,yeQJI- ety =@ (x)

est une relation d'équivalence dont chaque classe n'a qu'un nombre fini d'éléments. Sur
I''=T"/__ on a alors une structure naturelle de variété (non séparée), symplectique

puisque les CD'l sont des symplectomorphismes. Comme les (Di induisent l'identité sur

u.n Uj , 1 U/ _ = P, etpar suite P est une sous-variété lagrangienne de I' ', et on
iel

o
oo = e o e

a deux projections I' '— P bien définies, qui coincident localement avec les o, et les B,

B 1 1

et sont donc symplectiquement orthogonales. Utilisons le théoréme 1-7-2 : P admet un

voisinage ouvert I' dans I'' qui est séparé. Les restrictions & = ol et B =B

forment une paire duale stricte o, B : I' 3 P, et quitte a restreindre T" on peut la
o

S\ £ . - "
supposer a fibres connexes. Le théoreme 4-1 dit alors que I’ ? P est un groupoide local
symplectique, et comme o coincide localement avec les o;, c'est un morphisme de

Poisson.

Pour terminer ce paragraphe, on va faire le lien entre la notion de "réalisation

pleine stricte" d'une variété de Poisson [1] et celle de groupoide local symplectique.

Définition 7-1 [1]. Soit (P, A) une variété de Poisson. Une réalisation
pleine stricte de (P, A) est une variété symplectique (M, ©) admettant P comme sous-
variété lagrangienne, et munie d'une projection o. : M — P qui est un morphisme de

Poisson.
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[0
Si (I ? I"g, 6) est un groupoide local symplectique, (I i") I'p, ) est une

réalisation pleine stricte, et donc le théoreme 7-2 admet le corollaire :

Proposition 7-1. Toute variété de Poisson (P, A) admet une réalisation pleine

Stricte.

Par ailleurs, la remarque initiale faite dans ce paragraphe consiste a noter que si

o . . : .
(M5 P, ©) est une réalisation pleine stricte de (P, A), tout point u € P admet un
voisinage I" dans M muni d'une structure de groupoide local symplectique de base I' N P.

On peut globaliser ce résultat.

wgw . a » . . 3 . P4
Proposition 7-2. Soit (M P, 6) une réalisation pleine stricte de la variété de

Poisson (P, A). Alors il existe un voisinage ouvert 1" de P dans M muni d'une structure
de groupoide local symplectique de projection source o| 1 et de forme symplectique

ol I

Preuve. Soit °F le feuilletage de M défini par les X o+p Ol f est une fonction C*
sur P (F est donc le feuilletage de Liberman de moment o). Comme on 1'a remarqué au
début de ce paragraphe tout point u € P admet un voisinage ouvert 2 dans M muni
d'une projection B, : Q, — U, ol U, est un voisinage ouvert de u dans P, telle que les
préimages des points par B soient les feuilles de F |Q, . En remplagant au besoin Q, par
son intersection avec b} (U,), on obtient un triple (, U, B,) ayant les propriétés
précédentes, et vérifiant de plus (X(Qu) = Uu. Nous dirons bri¢vement que (Qu, U Bu)
est un "triple adapté”.

I1 existe donc un recouvrement localement fini (Uj )je 1 de la variété P, avec pour
chaqueie I

1) un triple adapté (Q;, Uj, Bi)

2) un triple adapté (Q', U';, B') ot Q; C Q', Uj est un ouvert relativement
compact d'adhérence U; < U'j, et Bi =B | o

Posons

Q={xe igl Qi Ixe Q) Q= Bi x) =B ¥}

Nous allons montrer que €2 est un voisinage ouvert de P dans M. Soient pour cela

upe Petige Itel que upe Uio. L'ensemble Iy des indices j tels que Uio N U= D est

fini. Posons alors
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I'o={je lIp|uge Uj)

et u = Ui mﬂ uy- U T
0 jery Y jelpry
w=Qon N ay- U o noc(UO)

jely jelyTy

et enfin Buo‘BIO | Quy-  Le triple (Quo, uo’ BUO) est adapté.

Sixe QUO N Qj avecje L,onao(x) e Uu() N Uj et donc j' € I'g, de sorte que

1.
', 2 s u .
Q“O c €. Désignons par px0 et pi respectivement les plaques en x de F | Qug €t
1.
[ uO J
F | qyj- Onap) cpxetdonc
'.
(Byy ) =p2 NP cpJ AP = (Bj(x)

Par conséquent Bj(x) = (x), et donc Quo M €, ce qui donne le résultat cherché

ol
o - .
On a donc sur Q une projection P : Q_3P, de sorte que Q _E) P est une paire

Pug

duale stricte. En prenant pour " un voisinage ouvert a fibres connexes de P dans €2, on

obtient la proposition.

. . o , a , ;e .
Corollaire. Si (M 5 P, o) et (M' 5 P, ¢') sont deux réalisations pleines

strictes de la méme variété de Poisson P, il existe un voisinage ouvert Q de P dans M,
un voisinage ouvert ' de P dans M', et un symplectomorphisme H : Q_ ) laissant

invariants les points de P et commutant aux projections o.et O.

8 - GROUPOIDES DE POISSON

Les groupoides symplectiques forment une sous-catégorie d'une catégorie plus

vaste : la catégorie des groupoides de Poisson.

Les groupoides de Poisson, introduits par A.Weinstein [25], généralisent les
groupes de Poisson [7]. Ils apparaissent de fagon naturelle dans les problemes de

réalisation et de dualité.
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Définition 8-1 [25]. Un groupoide de Poisson est un groupoide de Lie
o

r %)) "o muni d'une structure de Poisson A telle que le graphe de la multiplication Gr (|1)

soit une variété coisotropede I’ X I' X T,

Au groupoide de Lie I" on a associé dans ce qui précede les groupoides doubles
T*I" et TT". Si" est muni d'une structure de Poisson A, on a d'autre part le morphisme

de fibrés vectoriels associé

A* T, TC
[
Théoréeme 8-1. Soit T —B-> o un groupoide de Lie, et soit A une structure de

Poisson sur T'. Alors (I', A) est un groupoide de Poisson si, et seulement si,

l'application
A* T*T 5, TI

est un morphisme de groupoides doubles.

Démonstration : Comme A¥ est un morphisme de fibrés vectoriels, la condition

~

o
: . -
ne porte en fait que sur les structures de groupoides cotangent (T*I" o v* I'g) et tangent

'_ljg
T = TT
( 03 0).
Notons comme précédemment o et @ respectivement les multiplications dans T*I”

et TT". On a montré (corollaire 2 de la Proposition 3-1) que les graphes Gr (ﬁ), Gr (Tp) et
Gr (1) des multiplications de T*I', TT, I sont liés par

Gr(ﬁ) = {(0xy, Bx, My) | (-0xy, Ox, MNy) € V*Cr(W)}
Gr(Tu) = TGr(W).

Considérons alors le tenseur de Poisson /\3 =(AAA)de T X T X T Gr(u) est

coisotrope si, et seulement si
#
A 3 v*Gr(n) < TGr(p)

autrement dit si, et seulement si, pour tout couple (6x, Ny) € T*I" X T*I" composable,

A*Oy o my) = A* 0, ® Ay
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ce qui donne le résultat.

o
Corollaire. Si (I ? Io, A) est un groupoide de Poisson, alors

(1) I'g est une sous-variété coisotrope de T

(ii) 1 est un anti-morphisme de Poissonde T sur T

En effet, A# envoie les unités de T*I' dans celles de TI", et donc

A#(\)*Fo) < TTy, ce qui prouve (i), d'autre part Aol =Tio A% ou 1 est l'inversion

dans T*I'. D'apres le corollaire 1 de la Proposition 3-1, ceci s'écrit

-A* o1 =Tio A#

ce qui prouve (ii)

Exemple 8-1. Soit (P, A) une variété de Poisson. Alors le groupoide grossier

P x P est un groupoide de Poisson.

Exemple 8-2. Si (I'!, Al) et (T'2, A2) sont deux groupoides de Poisson, il en
est de méme du groupoide produit I'! X T2, muni de la structure produit (A1, A2).

Exemple 8-3. Soit (I', A) un groupoide de Poisson. Alors I" est un groupoide
symplectique si, et seulement si, l'application A¥ est un isomorphisme. En effet, on a

alors sur I' une forme symplectique o et avec les notations ci-dessus on a un

#
isomorphisme de A3\)*Gr(u) sur TG(lL), de sorte que Gr(lL) est une sous-variété

lagrangiennede I’ X I" x T".

Exemple 8-4. Soit G un groupe de Lie muni d'une structure de Poisson A.

Alors (G, A) est un groupoide de Poisson si, et seulement si, (G, A) est un groupe de

Poisson [7].
En effet | est alors une application G X G 5 G, et donc Gy () est coisotrope si,

et seulement si, i est un morphisme de Poisson.

o
Théoreme 8-2. Soit (I’ ? [0, A) un groupoide de Poisson a base non réduite a

un point. Notons encore A¥ le morphisme induit sur les formes différentielles par
A¥  T*T 1T
Alors A¥ envoie les 1-formes invariantes a gauche [resp. @ droite] sur des

champs invariants @ gauche [resp. a droite].
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Pour montrer ce résultat, on va donner des 1-formes invariantes a2 gauche une
caractérisation analogue a celle des champs invariants & gauche donnée dans le chapitre 1.
Remarquons tout d'abord que les translations a gauche opérent sur les fibrés conormaux
aux o-fibres. Plus précisémment, si x € I', notons

* -] * -]
L 19y a(ay) —» v, a(olxy)

-1
pour tout y € B(ou(x)), 'application définie par

Ly, (0*w)y) = (0*w)xy

E3
Io=T
pour tout ® € Ta(y) o=T, (xy)

On a alors

Lemme 8-1. Une I-forme (locale) sur le groupoide de Lie I" est invariante a

~

gauche si, et seulement si, 30 =0 et si 0 est invariante par les translations @ gauche.

*
Preuve. Si 0, € T, T, on a, en choisissant un glissement a droite ¢ envoyant

B(x) sur x, BOx = P*0Ox - ox j* P+ O4. Par suite

~ -1
Box =0 A ex:(P*a*j*(P*e = Ox = a* Wg(x
X (x)

— . A
oll on a noté Wy(x) = (* @ * a* j* ¢* 0, )q(x). Par conséquent, la relation BBy = 0

caractérise les formes conormales aux o-fibres, ce qui donne un sens au lemme. Le

dernier point est alors évident.

-1
Lemme 8-2. Sur le groupoide T, soient (x,y) € I'z, et Yye Ty B(B(y)),
* ]
Oy € v, o (a(y)). Alors dans les groupoides TI et T*I, ona

Ox ® Yy =Ty (Yy)
0x 08y =Ly, (8y)
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Preuve. Notons u = a(x) = B(y). On a Ta(0x) = TB(Yy) = 0, et
&(ox) = B(Oy) = 0,, ce qui permet de composer Oy et Yy d'une part, Ox et 6y d'autre

part. I1 suffit alors d'utiliser les définitions des multiplications dans TT et T*I".

Démonstration du théoréme 8-2. A* est un morphisme de groupoides

~

doubles : il commute donc aux projections P et TP d'une part, o et To. d'autre part, et

envoie la section nulle de T*I" I sur celle de TT T

Remarque. Le théoréme est en défaut (ainsi d'ailleurs que les deux lemmes)

pour les groupes de Poisson.

Corollaires. Soit (I', A) un groupoide de Poisson @ base non réduite a un point.

Alors

1) Pour toute fonction f € C= (I'g, R), le champ hamiltonien X y*¢ [resp. Xp*fl

est invariant @ gauche [resp. a droite].

2) I'g est canoniquement muni d'une structure de Poisson pour laquelle o : T"—I'g
est un morphisme de Poisson et P : ' I un antimorphisme de Poisson.

3) Les sous-algébres de Lie o* (C~ (I'g, R)) et B* (C~(I'g, R)) sont A-
orthogonales dans C (I'g, R).

4) Si (I, A) est ad fibres connexes, les orbites de T dans 1" sont des sous-variétés

(immergées) de Poisson.

5) L'application (B, o) : T 5Tg X I'g est un morphisme de groupoides de

Poisson.

En effet Xg+f = A¥* (0*df), ce qui donne 1). 11 en résulte que les champs Xq*¢

sont o-projetables. Si on note X(f) = To (Xgxf ), on aura

(0*f, akg) (x) = (Karr - 0%g) (x) = (X{ ) (@(x))
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ce qui montre que X? est le hamiltonien de f pour une structure de Poisson sur I'g telle

que o soit un morphisme de Poisson, d'ou 2). Le méme calcul donne d'ailleurs
{a*f, B*g} (x) = Xa*r.P*g) (x) =0
d'ou 3).
Si maintenant T est a fibres connexes et u € I'g, l'orbite S, de I en u contient
I'orbite en u des champs X(f) ol f parcourt C* ([g, R). Donc S, est une réunion de
feuilles du feuilletage caractérisitque de I'g. D'ou 4).

Enfin, 5) résulte immédiatement de 2).

Remarque. En général les composantes connexes des orbites de I dans ['g ne
coincident pas avec les feuilles du feuilletage caractéristique de (I'g, Ag), comme c'était le

cas pour les groupoides symplectiques. En fait, I'algébre de Lie des champs hamiltoniens

des fonctions o-projetables n'est pas transitive sur les B-fibres : il suffit pour s'en

convaincre de considérer sur un groupoide de Lie arbitraire la structure de Poisson triviale
(A=0).
En d'autres termes, le pseudogroupe le long de o des glissements a droite qui

sont des automorphismes de Poisson ne forme pas un pseudogroupe de définition de

(I', A). Comme un tel glissement est associé a un bissection coisotrope de I, cette
propriété s'explique par le fait qu'il n'existe pas en général de bissection coisotrope

passant par un point donné de I" (c'est déja le cas si I est un groupe de Poisson.)

Notons ¥ le feuilletage caractéristique de la variété de Poisson I', et pour tout

xe T, TXY le sous-espace caractéristique de Tx]".

Supposons I’ non discrete. Soient 3 * le faisceau sur I' des germes des champs
de vecteurs hamiltoniens des fonctions a-basiques, et pour tout x € I, H % (x) le sous-
espace de T, I formé des valeurs de ces champs. (Si T est un groupoide symplectique a
fibres connexes, ¥ © est un faisceau de définition de I'.) Comme les sections de H @

sont des champs invariants a gauche, 3 %(x) est un sous-espace de l'espace tangent i la
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B-fibres en x, et sa dimension reste constante lorsque x parcourt une o-fibre. De plus en
-1
tout pointude Iy, H*u)=T,¥ N T, P (u). Il en résulte que I *(x) coincide avec la

trace de T, ¥ sur I'espace tangent a la B-fibres en x.

Théoreme 8-3. SoitI" un groupoide de Poisson, et soit S la feuille du
feuilletage caractéristique de T passant par un point u de la base I'y. Alors

1°) 8¢ =S N ' est une sous-variété connexe de Iy, réunion de feuilles du
feuilletage caractéristique de (T'y, ), et les projections a.et B envoient S sur Sy,

als
2°) S g_ﬁ S, muni de sa structure symplectique naturelle, est un sous-groupoide
Is

symplectique de T

Démonstration : Remarquons tout d'abord que le résultat est trivial si I esta
base discrete : le seul groupe de Lie connexe qui soit un groupoide symplectique est le

groupe réduit a I'élément neutre.

Supposons I'y non discrete, et posons pour tout v € T, ig =T, ¥ NT,T,

On définit ainsi sur Iy un champ d'élément de contact intégrable au sens de Sussmann.

De plus, si haY désigne la trace de P sur FO, onaT¥0=£0

*
- - - - A¥
Soient maintenant x € I', et X, € T, ¥. Il existe n, € T, I tel que X, = A™n,, et

donc

Ta (X,) = A an,

Ceci montre que Taw (T, ¥) C Ta(x)‘fo. Par conséquent, o envoie la feuille ¥ (x)

de ¥ en x dans la feuille PO (c(x)) de ¥9en a(x). Si S = P(u) et six € S, il existe un
chemin (x,) dans Stel que u =xyetx =x;. Le chemin a(x,) joint alors u a a(x), et est

tracé dans S, = ¥O(u). Par conséquent a(S) =Sy =S N Ty et est connexe. Le méme

raisonnement s'applique a f.
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Désignons par o la forme symplectique de S. Pour tout v € S, TVYO est un

*
sous-espace isotrope de T, ¥ : en effet si X € Tv‘fo etsif, eT I' vérifie X = A#GV,
*
on peut supposer 6, € v, I, et donc

0(X,,Y,)=0,Y, =0

Pourtout Y e T, ¥0. Comme il est clair que de plus T, ¥ est coisotrope, il en
résulte que Sy est une sous-variété lagrangienne de S.
Pour montrer que S = S, est un groupoide symplectique,considérons la

restriction ¥ ®de H >3 S.
s

C'est un faisceau transitif sur les composantes connexes des Bg-fibres, et les flots

locaux de ses sections sont des glissements a droite poissonniens, c'est-a-dire respectant
A. Posons alors

-1 -1
I'=0a(Sy NP Sy

I" " est la réunion de toutes les feuilles de ¥ se projetant par o et  sur S;. C'est
donc une sous-vari€té de Poisson de I'. C'est aussi un sous-groupoide, dont les
glissements (& gauche et a droite) sont les restrictions a I' ' des glissements de I'.

Sixe I et6, e T¥ I, pour tout choix de 8, € T¥ I' dont la restriction a T, I soit

8, , onaavec des notations évidentes
a B, =(@6)Il
(et de méme en remplagant o par f3), et
# 0 =A#
A* 8, =AY 0,

Donc T'' est un sous-groupoide de Poisson de I' . La remarque essentielle est

alors la suivante : par tout x € S passe une bissection coisotrope de I' ' : en effet une
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telle bissection n'est rien d'autre qu'une sous-variété lagrangienne de S transverse aux

o-fibres et aux B-fibres.

Soit alors (x,y) un couple composable contenu sans S X S . L'ensemble des

glissements poissonniens de I" agit transitivement sur les Bs-fibres. Donc il existe un tel

glissement @ envoyant u sur y . Mais alors xy = @(x) est situé dans la méme feuille de
. N . C g .

¥ que x,c'est-a-dire S. De méme, y = ¢ (a(y)) est aussi un élément de S. On obtient

donc I'ensemble des restrictions a S des glissements 2 droite poissonniens de I'' constitue

un pseudogroupe de définition du groupoide S 3 S, respectant la forme symplectique
Oy .
Pour préciser la nature des autres feuilles, nous aurons besoin de la notion

d'affinoide symplectique [4'] [27]

Rappelons brievement qu'un affinoide de Lie est un triplet (A,A,,Ay) de

variétés différentiables muni de deux submersions

a:A-A, , B:ADA
et si on note
Ay={(xy2)e AXAXA lofx) = ) et By) = B@)
d'une application différentiable
n:Ay3—A

dont les points du graphe sont appelés les "parallélogrammes" de A, et vérifiant les
propriétés :

D o (n(x,y,2) =o(y) et B(n(x.y.z)) = B(z)

2) la relation "(z,x) ~ (y,t) & (t,x,y,z) est un parallélogramme"

[resp. "(t,x) ~ (y,z) & (t,x,y,z) est un parallélogramme"] est une relation d'équivalence

sur le produit fibré A >& A [resp. A B Al
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Un affinoide symplectique est un affinoide de Lie muni d'une forme symplectique

pour laquelle Gr(r) soit une sous-variété lagrangienne de A X A X A X A .

Par exemple, si o, B : I' 3 T, est un groupoide de Lie [resp. un groupoide
symplectique], (o : T = Iy, B: I’ — I'y) est un affinoide de Lie [resp. un affinoide

symplectique] si on pose
-1
(X,y,Z) = XZy
Une remarque essentielle est que dans cet exemple, pour tout glissement a droite @
tel que @(z) = y [resp. tout glissement a gauche Wy tel que Yy (z) =x on a

¢(x) = n(x,y,z) [resp. W(y) = n(x.y,z)].
Utilisant cette remarque et les raisonnement précédent, on obtient immédiatement :

Théoréme 8-4 : Soient I un groupoide de Poisson a base non discréte, x un

point de T, S la feuille en x du feuilletage caractéristique de T ,et S, et Sy
respectivement les feuilles en o(x) et B(x) du feuilletage obtenu sur 'y comme trace du

feuilletage caractéristique de 1" . Alors

1°) S, et Sy sont des sou-variétés connexes de Uy, réunions de feuilles du
feuilletage caractéristique de (I'y, ) , et a(S) =S, , B(S) =Sy,

2°) Si les traces sur S des fibres de o (ou de B) sont connexes, (o : S —> S..,

: S — S,) muni de sa structure symplectique naturelle, est un affinoide symplectique.
b

Définition 8-2. Soit (M, ¥) une variété munie d'un feuilletage de Stefan. On
o

dira qu'un groupoide de T ? g est une réalisation de (M, ¥)si I'o=Metsi ¥

est le feuilletage sur 1) des orbites de T

Exemples fondamentaux. Si (M, F) est une variété munie d'un feuilletage

régulie, le groupoide d'holonomie [16] Hol (%F') est une réalisation a fibres connexes de
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(M, F). Cette réalisation est universelle parmi les réalisations a fibres connexes, au sens
suivant : si I” est une réalisation a fibres connexes de (M, F), il existe un morphisme de
groupoides ' Hol (°F) qui est une submersion subjective, définie de manigre
canonique [16].

De méme, le groupoide d’homotopie Hom (°F ) est une réalisation 2 fibres
simplement connexes de (M, F ) qui posséde la méme propriété universelle parmi les

réalisations a fibres simplement connexes [16].

Définition 8-3. Soit (1o, Ag) une variété de Poisson. On dira qu'un groupoide
[0

. - s e , .
de Poisson (I’ B) I'o, A) est une réalisation de Poisson si

(1) (T, Ag) est la variété de Poisson des unités de (I, A)

(i1) I" est une réalisation de (I'g, ¥) o ¥ est le feuilletage caractéristique de

(To, Ag).
o

Tout groupoide symplectique (I" —B—> I, ©) a fibres connexes est une réalisation de

Poisson de ( I'g, Ag). Par contre le groupoide de Poisson grossier I'g X I'g n'est une

réalisation de ( I'g, Ag) que si ( I'g, Ag) est symplectique.

Proposition 8-1. Soit ( T'g, Ag) une variété de Poisson réguliére, dont on note
¥ le feuilletage caractérisitque, et Hol (P) et Hom () respectivement les groupoides
d'holonomie et d’homotopie de ¥ .

Alors Hol (¥) et Hom (¥) sont canoniquement munis de structures de
groupoides de Poisson qui sont des réalisations de Poisson de (I'g, Ag).

De plus, toute réalisation de Poisson a fibres connexes [resp. a fibres simplement
connexes] se factorise a travers Hol (¥) [resp. Hom (¥)] par un morphisme de

groupoides de Poisson qui est une submersion subjective.

o
Démonstration. Désignons par I '[—;})I‘ '0 indifféremment le groupoide

Hol (¥) ou Hom (¥).Y'= (B, ') : T''5g X I'p est un morphisme de groupoides de
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Lie de I' " dans le groupoide grossier I'g X T'p, et c'est une immersion. Soit x € ', et

notons u = o'(x), v = B'(x). Alors si S, est la feuille de ¥ passant par u
S, xS, cTY (TxI'")

Il existe donc sur I'' une unique structure de Poisson A' qui fait de

Y': (', A)—> T'gxTIp une immersion de Poisson : on peut la définir en demandant au

diagramme suivant d'€tre commutatif

[] 'k * T
™7 Y »T (Foxro)
A (- Ag X Ao )#
' Ty —
Tr >T(I“Ox1"0)

TY " est injectif fibre a fibre, donc Y '* est surjectif fibre a fibre. Il en résulte que
A* est un morphisme de groupoides de (T*I" ', o) dans (TT ',®), ce qui prouve que
(I'', A") est un groupoide de Poisson.

a
Considérons maintenant un groupoide de Poisson (I' —B-> g, A) qui réalise

(I'o, Ag), a fibres connexes. La propriété universelle des groupoides d'holonomie [16]
assure l'existence d'un morphisme de groupoides
h: T'sHol (¥)
qui est une submersion surjective. h est un morphisme de Poisson si, et seulement si,
Y'ohenestun, ce qui est le cas puisque Y'oh=7Y=(f, o).
Le méme raisonnement s'applique en remplagant Hol (¥) par Hom (¥) si ["est a

fibres simplement connexes, ce qui achéve la démonstration.

a
Conservons la notation I'' B:;I“ 'o pour I'un des deux groupoides Hol (¥) ou

Hom (¥), et soient u € I'g, et S, la feuille symplectique de I'g en u. Alors
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LI | -1 -1
rSu o (Su) N B (Sy) est le groupoide de jauge de a': P (u) — Sy. L'image

! —_—
par Y'= (B, a') de FS est S, X Sy, feuille symplectique de Ty X T , et
u

! 1
{r Su | ue I'g} est le feuilletage symplectique de I"". FS est le quotient du groupoide
u
. -1 -1 . . ! -1
grossier B(u) X P(u) par le groupe d'isotropie I’ a': PB(u) — Sy est un revétement,
u

et donc si oy est la forme symplectique de Sy, a* oy est une forme symplectique sur

-1 1
B (u) invariante par I' . Donc la structure symplectique -0y + oy du groupoide
u

-1 -1 '
grossier B (u) X B(u) passe au quotient et fait de FS un revétement symplectique de
u

- » . . ;. » t !
Sy % Sy. Donc, muni de sa structure symplectique de feuille caractéristique de I' ', FS
u

est un groupoide symplectique.
On a donc prouvé

Corollaire. Les feuilles du feuilletage caractéristique des groupoides de Poisson
Hol (¥) (resp. Hom (¥)) sont les groupoides de jauge al(S) = B'I(S) de Hol ¥

(resp. Hom ¥). Ce sont des groupoides symplectiques transitifs.

11 résulte du corollaire que le pseudogroupe engendré par B* C* (I'y, R), qui est
un pseudogroupe de glissements a gauche formé de difféomorphismes de Poisson, est un
pseudogroupe de définition de Hol (¥) (resp. Hom ¥) a la différence de ce qui se passe

en général pour un groupoide de Poisson.
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APPENDICE

Intégrabilité symplectique et sous-groupes de Lie de Diffy (I'g, Ag)

Soit (I'g, Ag) un variété de Poisson que l'on suppose intégrable. Soit
o

(r, o) ?(FO, Ag) un groupoide symplectique l'intégrant et Gp le groupe des
glissements A gauche symplectiques de (I, 6) a supports les images réciproques par 3
des compacts de I'g. On munit (cf. Ex 1.B.2) Gp de la difféologie a contrdle B-image
réciproque d'un compact. Gg est un sous-groupe difféologique de Diffg (T'g, Ag) dont

'algébre de Lie est isomorphe a Z Q(l) (T'g) espace des 1-formes fermées a supports

compacts de I'g muni du crochet défini par Ag.

Soit G; =B (Gp) = {Bo @I, ¢ € Gg}. Gj est un sous-groupe de Diffy (I'o, Ao)
et I'injection i : G = Diffy (I'g, Ag) est un morphisme difféologique.

Sit — g(t) est une courbe C= issue de l'identité de Gi, par définition méme de la
difféologie de Gy, il existe une courbe C  t > ¢ (t) de Gg telle que g (1) = B @).1l

en résulte que %tg I'+ = 0 = [Ag, ®] pour une 1-forme fermée w de I'g, a support compact.

Comme inversement toute 1-forme fermée donne naissance par intégration & un flot g (t)
de la forme Bo @ (1), ¢ (t) étant le flot de [A, a*®], Gy est un sous-groupe de Lie faible
de Diffo (I'y, Ag)

Il en résulte

Proposition A-1.Si (I'g, Ag) est une variété de Poisson intégrable telle que
H! (g, R) = 0, il existe un sous-groupe de Lie faible intégrant Hamq (I'g, Ag)

Autrement dit I'intégrabilité symplectique résoud - du moins pour les variétés de
Poisson a premier groupe de cohomologie deRham nul - le probléme posé en 1-B-4 de
l'intégration de Hamg (I'g, Ag) par un sous-groupe de Lie faible.

Cette condition d'intégrabilité symplectique n'est pas nécessaire comme le montre
l'exemple suivant : = S2 x S! muni de la structure symplectique Oy = 0( (2 + cos 0)
ol 6o est la structure standard de S? et 8 € Sl. Il résulte de [3] que (I'g, Ag) n'est pas
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intégrable. On va prouver que si G désigne le sous-groupe de Lie de Diff (I'g, Ag) formé
des automorphismes de Poisson de (I, Ag) conservant le feuilletage feuille a feuille,
(cf.1-B1 Ex 4), son algebre de Lie est Hamg (I'g, Ag). Soit t — g(t) une courbe C*

issue de I'élément neutre de Get X = %%

tout y, Xy:x > X(x,y)est hamiltonien. On peut donc en intégrant -1xy Oy a partir du

I~ 0. £x Ao =0 ce qui entraine que pour

pole sud par exemple construire une fonction C= f telle que
1Xy oy =- dX f
Autrement dit X = [A, f] ce qui prouve que T ¢ G = Ham (I'g, Ag).

En général il n'est pas vrai que le sous-groupe de Lie de Diffg (I'g, Ag) conservant le
feuilletage feuille a feuille, ait pour algeébre de Lie Hamg (I'g, Ag), comme le montre

I'exemple suivant : T =S2x R et Ag=y2Ag (y € R), Ag étant la structure de Poisson
standard de S2. Soit X = [Ag, yf] ol f | G2 « () N'est pas constante. Il est clair que

X € Te G. Cependant X ¢ Hamg (I'g, Ag) car 5 n'est pas C* au voisinage de $2 x 0. On
peut d'ailleurs montrer que Te G =y [Ay, CS° (Tg, R)]. En effet si X € TeG, X(x, 0) =

0. Comme £, A¢ = 0, pour tout y # 0 xy Op est une 1-forme fermée de $2 et donc

Ixy G0 |52 est fermée pour tout y. Eoit f (x, y) I'intégrale de cette forme valant 0 au pole

sud de %2 Pour tout yz0 X= [Ag, f;] et donc par continuité¢ X = [A, f;] pour tout
y. Il en résulte que f(x, 0) = 0 =d,f;(x, 0). f; étant C*, ceci implique l'existence d'une
fonction C= f telle que f;(x, y) =y f(x, y), ce qui prouve le résultat cherché.

Enfin (To, Ag = y2 Ag) n'est pas intégrable du point de vue symplectique. En effet si
a

(T, Ag) était intégrable soit (I' o) %))(I“o, Ag) l'unique groupoide symplectique
1
a-simplement connexe intégrant (I, Ag) et I'F le sous-groupoide o (S2 X IRf). On

considére par ailleurs le groupoide symplectique T* S3 3 80 (3)* et on note T’y sa
restriction a $0 (3)*\0.
L'application g : S2x R+ — $0 (3)™\0 définie par \V'Ol ©, y) = y2 0 est un
difféomorphisme de Poisson si on munit S2x R+*de Ag et 80 (3)* de sa structure
o

standard. Il en résulte [corollaire 2 Proposition 6-3 § 5] que (I'*, 6) %} SZ2x R* est

isomorphe a T* S3 | 50(3*)\0380 (3)"\0 On considere l'action naturelle de S3 dans

S2 x R définie par g. (8, y) = (g6, y). C'est une action de Poisson qui se releve donc
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en une action symplectique de (I', 6) qui admet un moment J: ' = 80 (3)* puisque
' =0. Soit J* =7 | T™*. J* 0y (ob y est I'isomorphisme de T*S> | g0 3y~osur ')

est donc le moment de l'action naturelle a gauche de S3 dans T*S3. Autrement dit
J* o Wy coincide avec I'application but de T*$3. Or Bo y'! = \ubl ofB. Donc

J+=\|;;)10[3 ol \yg)l(e,y):yze.llenrésulteque dJ|'Bl(52x0)=OCCqUi

implique que l'action de S3 au dessus de S2 x 0 est triviale. C' est faux puisque
(6, y) = (g8, y).
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