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CHAPITRE II 

GROUPOIDES SYMPLECTIQUES 

Introduction 

a 
Un groupoïde symplectique est un groupoïde de lie F —> TQ muni d'une forme 

symplectique a invariante par un pseudogroupe de définition de T, et telle que TQ soit une 

sous-variété lagrangienne. Ces groupoïdes ont la propriété que la variété des unités TQ est 

canoniquement munie d'une structure de Poisson Ao pour laquelle a (resp.(3) est un 

morphisme (resp.un antimorphisme) de Poisson. Cette notion a été introduite par 

A.Weinstein [24] et indépendamment par M.Karasev [11]. Le premier exposé 

d'ensemble est paru en 1987 [1]. 

L'exemple fondamental est fourni par le groupoïde cotangent d'un groupe de Lie G 

qui est un groupoïde symplectique quand on munit T*G de sa structure symplectique 

canonique de cotangent. Dans ce cas a et p sont respectivement les moments des actions 

naturelles à droite et à gauche de G dans T*G et la structure de Poisson dont se trouve 

muni le dual 0* de l'algèbre de Lie 0 de G, qui est l'espace des unités de T*G, est la 

structure de Poisson de 0* donnée par le théorème de Kostant-Kirillov-Souriau [20]. 

Ainsi, si 0* est le dual d'une algèbre de Lie de dimension finie munie de sa structure de 

Poisson linéaire A Q canonique, (0*,Ao) s'identifie à l'espace des unités de (T*G, dX). 

Le problème de l'intégration symplectique consiste à généraliser la situation 

précédente au cas d'une variété de Poisson arbitraire et à se demander si (TQ AQ) étant une 

variété de Poisson, il existe un groupoïde symplectique (T,G) d'unités (TQ AQ). Il s'agit 

donc, modulo le passage de 0 à 0* du problème de la généralisation non linéaire du 

Troisième théorème de Lie (cf. [3]). 

Malheureusement il est connu depuis longtemps que, quelle que soit la façon de poser 

le problème de l'intégration des algèbres de Lie de dimension infinie, il n'existe pas en 

général d'objet global, analogue à un groupe, répondant à la question. Ceci avait été noté 

initialement par V.Van Est [8] ainsi que par A. Douady et M. Lazard [6]. Une solution 

sous des conditions très restrictives a été fournie par M. Plaisant [15]. 
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Dans le cadre qui nous occupe, A.Weinstein a prouvé l'existence pour toute variété de 

Poisson d'un groupoïde symplectique local dont elle est l'espace des unités, [1] [24] en 

s'appuyant sur la notion de réalisation symplectique [23]. Dans le cas des variétés de 

Poisson régulières on peut construire des restrictions à l'intégration par un groupoïde [3]. 

L'objectif de ce chapitre est d'une part d'étudier la structure de groupoïde 

symplectique, local ou global, et en particulier d'étudier la structure de Poisson des 

unités, et d'autre part de prouver l'existence pour toute variété de Poisson d'un groupoïde 

local qui l'intègre. L'originalité de la méthode suivi consiste en l'utilisation des structures 

difféologiques de JM. Souriau [21] ce qui rend rigoureuse la démarche heuristique d'A. 

Weinstein [23]. 

L'équivalence de catégorie établie au tome I Chapitre 1 [5] entre algèbroïdes de Lie et 

fibres vectoriels de Lie Poisson - qui généralise la dualité algèbre de Lie 0, variété de Lie-

Poisson 0* - met en correspondance l'intégration des algèbroïdes de Lie au sens de J. 

Pradines [18] et l'intégration symplectique (dans la référence [18] seul le théorème local 

est exact). Ce point de vue sera développé par ailleurs [4]. 

Afin de ne pas alourdir l'exposé sur les groupoïdes symplectiques, on a rassemblé 

dans une première partie une brève étude de la notion de relation lagrangienne et de sa 

généralisation la notion de relation coïsotrope due à Weinstein [25], et une étude, qui 

semble présenter un intérêt intrinsèque, sur les groupes de difféomorphismes à support 

compact et leurs difféologies. 

NB : l'indication chapitre I Théorème 8.1 renvoie au premier chapitre de Théorie 

des groupoïdes symplectiques [Publ. dept. Math Lyon 4/B 1988]. 

1 - PRELIMINAIRES 

A - Relations lagrangignnçs et d a t i o n s çQïgQtrQpes 

Si (M, G) est une variété symplectique, on la notera M si aucune ambiguïté n'est à 

craindre sur a, et on notera M la variété symplectique (M, -a). De même une variété de 

Poisson (P, A) sera simplement notée P, et P désignera la variété de Poisson (P, -A). 
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Si (M,<?M) et (N, <*N) sont deux variétés symplectiques, une application f : M->N est 

à la fois un morphisme de Poisson et un morphisme symplectique (i. e. f*o*N = <*M) (on 

dira que f est un symplecto isomorphisme local) si et seulement si son graphe 

Gr(f) = { ( f (x ) ,x )e N x M} 

est une sous-variété lagrangienne de N x M, ce qui implique que N et M aient même 

dimension. Plus généralement, on appelle relation lagrangienne (ou relation 

canonique) de M vers N toute sous-variété lagrangienne (immergée) de N x M.On peut 

composer les relations de M vers N et les relations de N vers W (opération qui généralise 

la composition des applications) : si R est une relation de M vers N et S une relation de N 

vers W, on note 

SoR = {(t, X)G W x M I (3 y G N) (t, y) G S et (y, x) G R} 

Si U et V sont deux sous-variétés d'une même variété M, on dit que U et V se 

coupent nettement si U n V est une variété dont le fibre tangent est T U n T V. On a 

le résultat fondamental du "calcul lagrangien" [1] [10]. 

Proposition 1- Al : Soient M, N, W des variétés symplectiques, R une relation 

lagrangienne de M vers N, S une relation lagrangienne de N vers W. Soit AN la 

diagonale du produit N x N. 

Alors si S x R coupe nettement W x A N X M, SoR est une relation lagrangienne de 

M vers W. 

En particulier, si M (ou N) est réduite à un point, une relation lagrangienne de M vers 

N est simplement une sous-variété lagrangienne de N (ou M), et on peut parler de l'image 

par une relation lagrangienne d'une sous-variété lagrangienne, ou d'une relation 

lagrangienne par une sous-variété lagrangienne. On prouve que l'opération de 

composition est associative et on désigne le calcul construit sous le nom de calcul 

lagrangien. 

Si (M, A) et (N, A) sont deux variétés de Poisson, f : M -* N est un morphisme de 

Poisson si et seulement si son graphe Gr (f) est une sous-variété coïsotrope de N x M. 

(cf. [1]). Plus généralement on dira que W c N x M est une relation coïsotrope de M 

vers N si W est une sous-variété coïsotrope (immergée) de N x M. Aux relations 

coïsotropes on peut étendre la proposition 1-A1 et construire ainsi un calcul coïsotrope 

[25] qui étend le calcul lagrangien et généralise le calcul sur les morphismes de Poisson. 
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B - Difféologies de groupes de difféomorphismes à support compact et 

Formes <te Maurer-Cartan 

B-l Sous groupes de Lie de Dîffo (M) 

La référence générale en ce qui concerne les difféologies est [21] 

Soit M une variété, et soit E un espace vectoriel de dimension finie [resp. un fibre 

vectoriel sur M]. Désignons par (M, E) l'ensemble des applications C°° de M dans E 

à supports compacts [resp. des sections C°° de E à supports compacts]. On munit 

C^(M, E) de la dîfféologie à contrôle compact : ceci signifie que si W est une 

variété, une application F : W ->C^ (M, E), r »-> F r est dite dîfférentiable si elle 

vérifie les deux conditions suivantes : 

(Dl) : L'application W x M->E, ( r , x) »->FT (x) est C°°< 

(D2) : Pour tout r Q e W, il existe un voisinage U de T Q dans W et un compact K de 

M tels que 

(J spt F , C K 

où on a noté spt F r le support de F r 

Rappelons que si D et D' sont deux espaces difféologiques, une application 

O : D-*D' est dite différentiable si pour toute variété W et toute application F : W-*D 

différentiable, O o F est différentiable. 

oo 

Par exemple, l'espace vectoriel C Q (M, IR) des fonctions à supports compacts sur M, 

muni de la difféologie à contrôle compact, est un espace vectoriel difféologique : cela 
oo oo oo 

signifie que les applications C Q (M, E ) x C (M, R ) -» C (M, R ) et 
OO oo 

R x C Q (M, IR)-* (M, R) définies respectivement par l'addition des fonctions et la 

multiplication par un scalaire, sont différentiables, la difféologie produit se définissant de 

manière évidente. 
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De même, l'algèbre de Lie DCo (M) des champs de vecteurs à supports compacts sur 

M est une algèbre de Lie difféologique, si on munit DCo (M) de la difféologie à contrôle 

compact. 

Considérons maintenant l'ensemble DIFFo (M) des difféomorphismes de M sur elle-

même à supports compacts [rappelons que le support spt (p d'un difféomorphisme 

9 : M -> M est l'adhérence du complémentaire de l'ensemble des points fixes de <p]. On 

munit aussi DIFFo (M) de la difféologie à contrôle compact, qui se définit encore par 

(Dl) et (D2) en remplaçant E par M. Avec cette difféologie, DIFFo (M) est un groupe 

difféologique, en ce sens que la composition et l'inversion définissent des applications 

différentiables. 

Soit alors G un sous-groupe de DIFFo (M). On le munit de la difféologie induite : les 

applications différentiables d'une variété W dans G sont celles qui, composées avec 

l'injection G -* DIFFo (M), sont différentiables dans DIFFo (M). Soit g e G. Une 

courbe différentiable (g t) de G passant par g est une application différentiable R -» G 

telle que g 0 = g. Le vecteur tangent X g à la courbe (gt) en g est l'application M-*TM 

définie par 

( V X E M) X g ( x ) = ^ | t = 0 g t (x) 

C'est un "champ de vecteurs au dessus de g" en ce sens que si K : TM-»M est la 

projection naturelle, on a le diagramme commutatif 

Xg - r T M 

L'espace tangent T G en g à G est l'ensemble de tous les vecteurs tangents à 

toutes les courbes de G passant par g. C'est un R-espace vectoriel. Dans le cas 

particulier où G = DIFFo (M) et g = e = i d M , T e DIFFo (M) est l'espace vectoriel 

DCo (M)- P o u r t o u t sous-groupe G de DIFFo (M), T e G est donc un sous-espace vectoriel 

de DC0 (M). 
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Définition 1-B1 Soit G un sous-groupe de DIFFo (M). On dit que G est un sous-

groupe de Lie (difféologique) de DIFFo (M) si les deux conditions suivantes sont 

vérifiées 

(i) pour tout X G T e G, le flot ((p^ ) de X est une courbe différentielle de G 

(ii) T e G est une sous-algèbre de Lie deXo (M). 

L'algèbre de Lie T e G est alors appelée algèbre de Lie (à droite) de G et est notée #°. 

Exemples 

1°) DIFFo (M) est un "sous-groupe de Lie" de DIFFo (M), d'algèbre de Lie 

OCo (M). 

2°) Soit G un groupe de Lie (au sens usuel) et considérons une action effective de G 

sur M dans laquelle tout élément de G agit comme un difféomorphisme à support 

compact. On a alors une injection G -* DIFFo (M), qui fait de G un sous-groupe de Lie 

difféologique de DIFFo (M), dont l'algèbre de Lie est l'algèbre opposée 0° de l'algèbre de 

Lie 0 du groupe de Lie G, (ce qui justifie la terminologie générale). La difféologie à 

contrôle compact de G coïncide avec la difféologie naturelle du groupe de Lie G. 

3°) Soit T un tenseur sur M. Le sous groupe G T de DIFFo (M), formé des 

difféomorphismes à supports compacts respectant T est un sous groupe de Lie de 

DIFFo (M): en effet T e Gx s'identifie au sous-espace de DCo (M) formé des champs de 

vecteurs X tels que £ X T = 0, qui est une algèbre de Lie. 

4°) Si (P, A) est une variété de Poisson, le groupe G A des difféomorphismes de 

Poisson à supports compacts est d'après l'exemple précédent un sous-groupe de Lie de 

DIFFo (P)- H en est de même du sous-groupe G de G A formé des éléments qui laissent 

invariant le feuilletage caractéristique de (P, A). L'algèbre de Lie â° de G contient 

l'algèbre de Lie des champs de vecteurs hamiltoniens à supports compacts. 

Soit G un groupe difféologique et i : G DIFFo (M) un morphisme injectif de 

groupes (au sens algébrique). On suppose que le morphisme i est un morphisme 

difféologique de G dans DIFFo (M). On définit à l'aide des courbes différentiables de 

G l'espace tangent en g à G : si t H-> g t est une courbe différentiable de G issue de g, on 

appelle vecteur tangent à la courbe (g t) en g l'application X g , de M dans TM, définie par 

X g ( x ) = | | t = 0 ( i o g t ( x ) 
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et on note TgG l'ensemble des vecteurs tangents aux courbes de G issues de g, 

TG = gUç, T g G et 7t : TG—^G la projection naturelle. 

Définition 1- B2 Soit G un sous-groupe (au sens algébrique) de DIFFQ (M). On 

dit que G est un sous-groupe de Lie faible de DIFFo (M) si 

(i) Pour tout X G T e (G), le flot (cp^) de X est une courbe dijférentiable de G 

(ii) T e G est une sous algèbre de Lie de DC0 (M) notée 0° 

On remarquera qu'avec cette définition, un sous groupe de Lie de DIFFQ (M) est un 

sous-groupe de Lie faible muni de la difféologie induite par DIFFo (M). 

a 
Exemple : Soit r T§ un groupoïde de Lie et G le groupe des glissements à 

gauche dont le support est contenu dans l'image réciproque d'un compact K de T 0 par p . 

On note DEFFJj (r) le groupe des difféomorphismes de T à support à p- image compacte 

et on contrôle la difféologie par les ensembles p"1 (K), où K parcourt l'ensemble des 

compacts de T 0. On munit G de la difféologie induite. L'application p : G -> DIFFo (M), 

(p i—» (30(p | ^ est un morphisme difféologique. On peut munir p (G) soit de la 

difféologie image de G par P soit de la difféologie induite par DIFFQ (r 0). Pour la 

première on vérifie que P (G) est un sous groupe de Lie faible de DIFFQ (r 0). En effet si 

X G T e P (G), par construction même X = Tpx ou X est un champ de vecteurs invariant 

à droite de F. X est donc complet et son flot est formé de glissements à gauche ayant les 

bonnes propriétés de support. La propriété (i) est donc vérifié par p (G). Si X et Y sont 

deux éléments de T e P (G), avec des notations évidentes [X,Y] = Tp [X,Y] et, [X, Y] 

étant invariant à gauche, [X, Y] G T e p (G), p (G) est donc un sous groupe de Lie 

faible mais n'est pas en général un sous-groupe de Lie de DIFFo (Fo). 

Remarque : Si G C DIFFQ (M) est un sous groupe de Lie (faible ou non) il résulte 

de la propriété (i) que T e G est une sous algèbre complète de DC0 (M) au sens de [2] c'est 
X Y 

à dire que si X, Y sont deux éléments de T e G et si ( p t , cpt sont leurs flots l'image 

Y Y 

(pt*. X de X par (p t , est un élément de T e G. En effet, par définition, 

Y v d i Y X y 

^ Jx ° ^ 0CPt 
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Y X Y 
et d'après (i) t ^ ( p o (p o (pt est une courbe différentiable de G. 

-t T i 

B.2. Fibres tangents - Formes sur un sous-groupe de Lie 

Dans tout ce qui suit on ne considère que des sous-groupes de Lie faibles G de 

DIFFo (M) et on commettra l'abus de langage consistant à les appeler sous groupes de 

Lie (voire groupes de Lie). 

On munit TG de la difféologie suivante : pour toute variété W de dimension finie 

F : W —> TG est dite différentiable si 

(i) 7 T 0 F : W - > G e s t C°°. 

(ii) W x M —* M, (w, x) h-» F(w) (x) est C°° . (par abus de notation, on notera 

souvent F cette application ) 

(iii) pour tout w 0 G W, il existe un voisinage U de w 0 dans W et un compact K de M 

tels que pour tout w G U F(w, x) = 0 si x g K. 

Si on se restreint aux applications F : W ~ * T g G, on munit Tg G, et en particulier 

0° = T e G , de la difféologie à contrôle compact. Par définition même de la difféologie, 

n : TG - * G est un fibre difféologique, appelé fibre difféologique tangent de G 

dont la fibre type est 0° muni de la difféologie à contrôle compact. On définit de manière 

évidente les puissances p i è m e AP TG~»G qui sont des fibres difféologiques. On notera 

qu'avec les difféologies introduites l'application T g : 0° -*TgG, X»-»Tg. X définie par 

(Tg. X) (x) = T x g. X(x) est un isomorphisme difféologique. 

Rappelons que si D est un espace difféologique, une p-forme a sur D est une 

fonctionnelle qui à chaque application différentiable F : W"-*D où W est une variété, 

associe une p-forme F* a sur W, de sorte que si h : W'—*W est une application C°°, on 

ait 

(F 0 h)*a = h* (F*oc) 

Deux p-formes a et (i ont la même valeur en ô G D si pour toute F : W —• D où 

F(T) = 6, on a (F*oc)x = (F* p ) T . Une p-forme est définie par l'ensemble de ses valeurs 

aux différents points de D. 
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Si V est un espace vectoriel difféologique, on définit de même les p-formes sur D à 

valeurs dans V, en demandant aux p-formes F*a d'être différentiables de AP TW dans V. 

La différentielle d'une p-forme a (à valeurs dans V) est la (p + 1) -forme doc (à valeurs 

dans V) qui à F : W~*D associe d(F*oc). Ainsi, si O : D '—>D est une application 

différentiable, à la p-forme a sur D correspond une p-forme O* a sur D' et on a 

<D* (doc) = d(<D*oc). 

Si maintenant a est une p-forme sur le groupe G à valeur dans un espace vectoriel 

difféologique V, et si g G G, on peut associer à la valeur en g de a une application 

linéaire 

c c g : A P T g G - > V 

de la façon suivante : si X* X ^ sont des vecteurs tangents en g à G , on choisit une 

3F 
application différentiable F : E p —* G telle que F(0) = g e t ^ r (0) = X J

a . [ Par exemple, 

si pour tout j , %i : R - » G est une courbe différentiable de G passant par g et de vecteur 

tangent X J on peut prendre 

F(tl,...tP) = Kl (tl) gtf (t2)..;iïP (tP)] 

On pose 

«g(x;,...xP) = ( F . a ) o ( | r > . . . , | ; ) 

ce qui ne dépend pas du choix de F. La p-forme a est alors définie par la donnée des 

( 0 C g ) g G G , et une p-forme a sur G apparait en définitive comme une application 

différentiable a : AP TG —» V dont la restriction à chaque fibre A p T g G est linéaire. 

B3. Forme de Maurer Cartan d'un sous groupe de Lie : 

L'exemple fondamental est le suivant : si 0° est muni de la difféologie induite par la 

difféologie à contrôle compact de 0Co (M), l'application 

co : TG~> fl° 
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définie pour tout X g G T g G par 

( 0 ) g X g ) (x) = T x g ( X g W ) 

est, pour tout g, un isomorphisme de T g G sur 0°. co est la forme de Maurer-Cartan 

du sous-groupe de Lie G. 

Un champ de vecteurs sur G se définit naturellement comme une section 

différentiable de TG —• G. Si X G 0°, on lui associe un champ de vecteurs 

invariant à gauche X L sur G en posant pour tout g G G et tout x G M 

Xg (x) = T x g (X(x)) 

de sorte qu'en tout x G M 

x\ (x) = x(x) 

L 
Ce champ X L admet un flot (p x : E x G -» G, solution de 

^ ( p x L = X L o c p x avec cpx (g) = g V g G G 
0 1 t t 0 

xL X En effet cp (e) est nécessairement le flot 9 1 du champ de vecteur à support compact 

X, et donc pour tout g G G 

Y L X 
cpx (g) = goq>* 

t 1 

Si on introduit les translations à gauche L g et à droite R g , ceci s'écrit 

<T =Rq>x 

L L T 

et on notera que TL (X •) = X ce qui justifie le terme "invariant à gauche" pour X L . 
» g ëë 
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Ceci permet d'introduire l'application exponentielle de G 

exp : G exp X = <p * 

qui est différentiable pour les difféologies à contrôle compact, et permet de définir 

l'opérateur de dérivée de Lie par rapport à X L : 

si f : G—* 1R est différentiable, on pose 

et si Y est un autre élément de 0° 

£ x L Y L = [ X L , Y L ] = ^ | t = Q T(pX L (Yo(pXL) 

Il est immédiat de vérifier, avec ces définitions, que si X, Y G 0° 

[XL, Y L ] = - [X, Y]L 

de sorte que l'algèbre de Lie des champs invariants à gauche est l'algèbre opposée de 0°. 

On pourra la noter 0. 

Pour tout X g e T g G, on a 

et par conséquent une p-forme a sur G est définie par les valeurs qu'elle prend sur les 

p-uples X^... X^ de champs invariants à gauche. Ceci permet de vérifier la relation 

d a (Xj;..., ) = o s | p (-l)i £ X L (a (X^. . . . xf,..., X^ )) 

+ o A P « « ^ j l ' x^..xî,...x},... xL

p) 

pour tout X 0 , . . . , X p E g0, en se ramenant sur R P + 1 par l'application 
YO X P 

F : E P + 1 G où F(tO....,tP) = 9^ ... q> t p . 

37 



Si V est un espace vectoriel difféologique, la dérivée de Lie d'une application 

différentiable f : G —• V se définit comme plus haut, et on obtient la même expression 

pour doc si a est une p-forme à valeurs dans V. 

Soient a et (3 deux 1-formes sur G à valeurs dans 0° ; on définit naturellement la 

2-forme [a, p] par 

[a, P] g (X g , Y g ) = [ a g X g , p g Y g ] - [ a g Y g , p g X g ] 

où les crochets du second membre sont calculés dans 

Ceci dit, en appliquant les deux membres à des champs invariants à gauche, on vérifie 

immédiatement la relation de Maurer-Cartan 

d CD - j [CD, CD] = 0 

(le signe - provenant du fait que CD est à valeurs dans l'algèbre de Lie à droite de G). 

Si V est un espace vectoriel difféologique, on peut encore, en utilisant la structure de 

groupe abélien, interpréter les p-formes sur V comme des applications de AP TV dans IR. 

De même, si X G V, on peut lui associer le champ de vecteurs invariant X L sur V défini 

par 

X Y = I 1 t = 0 < Y + t X ) 

pour tout Y e V, de sorte que X L admet un flot ( (p^ ) 0 { , 

q>X (Y) = Y + tX 

Ceci permet de définir comme plus haut la dérivée de Lie 

( £ x L 0 ( Y ) = ^ I t = 0 f ( Y + tX) 

pour tout f : V - * E et tout Y e V. On a ici [X L , Y L ] = 0, de sorte que si a est une 

p-forme sur V 
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dcc(X^.. . , XL

p)= o ^ p (-l)i £x\(a(XL

0,...,xfv. x£)) 

Enfin toutes ces définitions sont compatibles : si O : V - * G est différentiable, on a 

pour toute p-forme a sur G 

O* a = a o TO 

où TO : AP TV -> AP TG est l'application induite par TO : TV TG. 

Ceci étant, on appelle forme de Maurer-Cartan de l'algèbre de Lie 0° de G la 

1-forme Q = exp* œ. C'est donc une 1-forme sur 0° à valeurs dans 0°, et 

^ X Y = 0 ) expX ^ I s = 0 exp(X+sY) 

ou encore pour tout x E M 

( Q x Y ) ( x ) = ^ | s = 0 q>*o ( p f + s Y ( x ) 

Si 9 est un difféomorphisme de M sur elle-même, (p* X est le champ de vecteurs 

défini par 

<p, X(x) = T ( p ( x ) 9
1 ( X (<p(x))) 

comme | <p* o cpf + s Y (x) = s T(p* (Y ( ( p t

X + s Y (x)) 

on obtient de façon explicite 

( Q x Y ) ( x ) = J o ( ( p ^ Y ) ( x ) d t (*) 

Par définition, Q. vérifie la formule de Maurer-Cartan 

d f ì - | [ Q , f ì ] = 0 (**) 
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B-4 Forme de Maurer Cartan d'une algèbre de Lie complète fermée 

Soit iJf une sous-algèbre de Lie de DCo (M) la formule (*) a encore un sens même si 0 

n'est pas l'algèbre de Lie d'un sous-groupe de Lie faible de Diffo (M), et définit une 

1-forme sur 0 à valeurs dans DCo (M). 

Si 0 est complète t »-> (p # (Y) est une courbe de g. Le champ de vecteurs 

Qx Y est un élément de 0 si l'on peut assurer que l'intégrale Z de cette courbe, qui est 

définie par : 

Z(x) = J <p*„ Y(x)d t 

(et qui a priori appartient à DCo (M)) est à valeurs dans 0. 

Soit 0 une sous algèbre complète de DCo (M). On dit que 0 est fermée si pour tout 
cl X 

couple (X,Y) G f l x j j o n a j c p Y E 0. Dans ce cas la formule (*) a encore un sens 

et définit une 1-forme Cl sur 0 telle que d Û - ^ [Û, Û] = 0 on dit que Q est la 1-forme 

de Maurer-Cartan de 0. 

Exemple fondamental : Soit Hamo (P, A ) l'espace des champs de vecteurs 

hamiltoniens à supports compacts d 'une variété de Poisson (P,A) Hamo (P,A)est une 

algèbre de Lie complète fermée. La démonstration de la fermeture est en fait la même que 

celle de la complétion donnée en [2]. Soit X = [A, u] et Y = [A, v] (où [,] est le crochet 

de Schouten) deux champs hamiltoniens à support compact. On a 

«P*. Y = 9 % [ A , v ] 

X X 

Or d'une part le crochet de Schouten est transparent pour (p % , d'autre part (p + A = A 

car (p ^ est un isomorphisme de Poisson. Il en résulte que 

X X* 
V Y = [ A ' ( P. t v] 

ce qui assure que Hamo (P,A) est complète. D'autre part par intégration en t 

J Q ( ç X

t , Y ) d t = [ A , J o ( p f v d t ] 
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ce qui entraîne que Hamo (P,A) est fermée. Hamo (P,A) est donc muni d'une 1-forme 

de Maurer-Cartan notée £1 

En général il ne semble pas qu'on puisse affirmer que Hamo (ro, Ao) est l'algèbre 

de Lie d'un sous-groupe de Lie faible, bien qu'on puisse construire de nombreux 

exemples où il en est ainsi (cf. Appendice). 

oo 

B.5 Forme de Maurer-Cartan de l'algèbre de Lie C (P, R ) des 

fonctions à support compact d'une variété de Poisson (P, A ) . 

Si (P, A) est une variété de Poisson l'application f Xf = [A, f] = A # df qui à 

une fonction associe le champ dont elle est le hamiltonien est un morphisme d'agèbre de 

Lie qui étend la représentation coadjointe du cas de dimension finie. En effet si Q est une 

algèbre de Lie de dimension finie 0* la variété de Lie-Poisson sur le dual, 0 est une sous-

algèbre de Lie de C°° (0*, R) et 

A # X(X) = ad* X. 

OO M 

On munit C (P, E ) et Hamo (P, A) des difféologies canoniques à contrôle compact 

(Hamo (P ,A) est un sous-espace difféologique de DCo (P)). A # o d = p est un 

morphisme difféologique et on a une suite exacte d'algèbres de Lie difféologiques (à 

contrôle compact) 
oo o 

0 -» Zo -> C (P, R)-î-> Ham 0 (P,A) -» 0 

Soit Q, la 1-forme de Maurer-Cartan de Hamo (P ,A) . Elle se rappelle sur 
oo . 

C (P, R ) en une 1-forme p* Q à valeurs dans Hamo (P,A) et : 

(p* Q) f h = J ( cp [ £ ' f l [A, h] dt = J [A, ( p t

[ A ' Q * h dt 

oo 
Donc en posant, pour f, h € C (P, K ) 

(Qo)fh = j " ( p [

t

A > f l * h d t 
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oo oo 
on définit une 1-forme sur C (P, E ) à valeurs dans C (P, E ) telle que 

(p* Q) f (h) = [A, (Qo)f h] = po(Qo)f (h). 

oo 

Si l'on note { , } le crochet dans C (P, R ), compte tenu de ce que p est un 

morphisme difféologique et d'algèbres de Lie 

dQo-\ { ^ 0 , ^o) e Zo. 

On va prouver 

Théorème et définition 1.B.3 : dQo - \ {^0, ^o) = 0 

On dit que Qo e s t ^a 1-forme de Maurer-Cartan de l'algèbre de Lie difféologique 

C°° (P, R) . 

Démonstrat ion : on va calculer explicitement dQo- Notons pour simplifier 

\ | /= cp[ A ' n le flot de [A, f] pour tout f € (P, R) . Si h i , h 2 e (P, R ), on a, par 

définition de l'opérateur d sur un espace vectoriel [cf. B3] 

(d Qo)f (hl, h 2 ) = £hL(Qo h 2 ) (f) - £hL(fio h{) (f) 

= \ Q i l s = 0 ( h 2 O ^ S h l - h l o ^ S h 2 ) d t 

en écrivant 
u f+shl u f / f f+shl x h 2 o \ | / t =h 2o\|f_ to(\ |f to\|f_ t ) 

et en remarquant que 

d f f+shl ™ f / r A u i f+shl , 
5 V j O V - t = - s T y t ( [A,hi]o\ | /_ t ) 

on obtient : 
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ai l s =o ( h 2 o x j / ; s h l ) = - d ( ¥

f

t * h 2 ) [ A , J o r

f

s * h ! d s ] 

c'est à dire 

S 1 s=0 ( h 2 o ¥. f

t ) = - J 0 (V* hi, v f * h2} ds 

On introduit alors les fonctions H- (s,t) (1 < i, j < 2 ) définies par 

HyCs, t) = {x | / f *h i ,V| / f

t *h j } 

on remarque que H- (s, t) = - (t, s) ce qui permet d'écrire 

( d O 0 ) f (h,, ,h2) = " J 0 J 0

 H 1 2 (s' l) d s d t + J Q J Q

 H 2 1 (s»1 > d s d t 

= - i i H 1 2 (s, t) ds dt - J J H 1 2 (s, t) ds dt 

= - J J H 1 9 ( s , t ) d s d t 
0 0 1 Z 

c'est à dire 

( d Q 0 ) f (h, ,h2) = - J J { /* h b V

f * h2} ds dt 
0 0 ~s _ t 

= - J V f * hi ds, J \)/ f*h 2dt} 
0 o 

= - { ( ^ 0 ) f h ! , ( Q 0 ) f h 2 } 

ce qui démontre le théorème. 

Remarque : La méthode suivie pour la construction de la forme de Maurer-Cartan 

généralise la méthode de Cartan-Smith de preuve du troisième théorème de Lie (cf. [9]. Si 

0 est une algèbre de Lie de dimension finie, à la représentation adjointe de 0 est associé la 

suite exacte 

O - > Z - > 0 - ^ > adjj - * 0 

ad0 étant une algèbre de Lie de matrices s'intègre et on construit ainsi sur un voisinage de 

0 une forme de Maurer-Cartan Q à laquelle on associe Q 0 sur un voisinage V de 0 dans 

0. On prouve que est de Maurer-Cartan ce qui munit ce voisinage V d'une structure de 
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groupe local. En dimension finie il y a le miracle, que met en évidence la méthode de 

Cartan Smith, que l'on peut globaliser ceci et obtenir un groupe (ce qui n'est que très 

rarement le cas en dimension infinie). 

2-GROUPOIDES SYMPLECTIQUES 

Définition 2-1 [1] [11] [24]. Un groupoïde symplectique est un groupoïde de 
a 

Lie Y To muni d'une forme symplectique a telle que le graphe Gr de la 

multiplication soit une sous-variété lagrangienne de T x r x r. 

Comme Gr (|i) est une variété difféomorphe à r 2, une des première conséquences de 

cette définition est que si dim T = 2n, on a dim T2 - 3n. En particulier, un groupe de Lie 

muni d'une forme symplectique n'est un groupoïde symplectique que s'il est discret. (Sa 

structure symplectique est alors évidemment sans intérêt). 

a 
Proposition 2-1 Soit r To un groupoïde symplectique. Alors 

1) la base To est une sous-variété lagrangienne de T. 

2) l'inversion i est un antisymplectomorphisme de T sur lui-même (autrement dit un 

symplectomorphisme de T sur T). 

Preuve : Comme To = a (F), on a 

To = {u G T (3 x e T) (x, x, u) G Gr (|i)} 

En d'autres termes, To = Ap o où est la relation lagrangienne de Y vers 

T x r définie par Gr (|Li), et A r la diagonale de T (qui est une sous-variété lagrangienne 

de T x T). Dans T 5 , A r x R^ et T x A r x r se coupent nettement. On peut donc 

appliquer la proposition 1.A1, ce qui montre que Fo est lagrangienne. 

De même, on a dans T x r 

Gr (i) = { (x" 1, x) I x G T} = { (y, x) G T x r I (3 u e T 0 ) (u, y, x) G Gr Oi)} 

et donc Gr(i) = To o R'̂  où R'̂  est la relation lagrangienne de T x r vers T définie par 

Gr (|i). On termine comme précédemment. 
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Il résulte de cette proposition que si dim F = 2n , on a dim To = n, et donc les 

a-fibres et les p- fibres sont de dimension n. 

a 
Définit ion 2-2. Soit F -^FQ un groupoïde symplectique. On dira qu'un 

glissement (à gauche ou à droite) (p de F est symplectique si cp est un 

symplectomorphisme local de F. De même, un champ invariant (à gauche ou à droite) X 

de F sera dit symplectique s'il est localement hamiltonien. 

On notera (r, a) et 2£ (r, a) les sous-faisceaux de (r) et 3£ (r) formés des 

germes de champs invariants symplectiques. 

a 
Proposition 2-2 Soit r To UAÎ groupoïde symplectique. 

l)Un glissement (à gauche ou à droite) (p de F est symplectique si, et seulement si, la 

bissection (p (To n dom (p) associée est une sous-variété lagrangienne de F . En 

particulier, (p est symplectique si, et seulement si, son conjugué <P l'est. 

2) Le pseudogroupe le long dt (5 [resp. de a] des glissements symplectiques à gauche 

[resp. à droite] est transitif sur les a-fibres [resp. les ^-fibres] et sépare les ^-fibres 

[resp. les a-fibres]. 

3 ) Le faisceau X (F, a) [resp. 91 (F, a) / est transitif sur les $-fibres [resp les 

a-fibres]. 

4) Les feuilletages de F par les a-fibres et les ^-fibres sont symplectiquement 

orthogonaux. 

5) La dualité symplectique échange les champs invariants à gauche [resp. à droite] et 

les 1-formes invariantes à gauche [resp. à droite]. 

Preuve 

1) Soit U un ouvert de To, et soit (p un glissement à droite défini sur a (U). Notons 

B = (p (U) la bissection associée. Si (p est symplectique, B est lagrangienne . 

Réciproquement, supposons B lagrangienne. Le graphe de 9 est 

Gr (q>) = {(xy, x) I x G d (U) et y G B} 

= { ( Z , X ) G T x r | ( 3 y e B ) ( z , x , y ) G Grfti)} 
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et donc Gr (cp) = R|i o B, où est la relation lagrangienne définie plus haut, cp est donc 

un symplectomorphisme local. 

2) Par tout point x de T passe une bissection lagrangienne B, de sorte que 

RB (P 00) = x. Donc le pseudogroupe le long de a des glissements symplectiques à 

droite est transitif sur les p-fibres. Il sépare les a-fibres, car si u et u' sont deux points 

distincts de To, donnons nous deux voisinages ouverts U et U' disjoints de u et u', un 

point y' G (¡1 (u') distinct de u', et une bissection lagrangienne B' passant par y' et telle 

que p (B') = U' (ce qui est possible en restreignant au besoin U'). Alors U u B' est une 

bissection lagrangienne, et R u u B' fixe u e t n o n u -

En prenant les conjugués, on obtient le résultat pour le pseudogroupe le long de P des 

glissements symplectiques à gauche. 

3) Si x G T, soit u = p (x), et considérons n fonctions différentiables fi..., fn dont les 

différentielles sont linéairement indépendantes sur un voisinage U de u. Les champs 

hamiltoniens Xp*fp... Xp*fn sont linéairement indépendants sur P (U) et sont invariants 

par les glissements symplectiques à droite. D'après 2) et le lemme 1-6-2, ils sont 

invariants à droite et engendrent en tout point l'espace tangent à la a-fibres. Donc 

3£ (r, a) est transitif sur les a-fibres,. En passant au conjugué, on obtient le résultat pour 

£ (r, a). 

4) Dans la construction ci-dessus, en tout point x G $ (U) l'espace tangent à la 

a-fibre est engendré par les valeurs en x de Xp*fj..., Xp*ffi. Les différentielles dp* 

fl,...,dP*fn sont des 1-formes invariantes à droites et linéairement indépendantes, de 

sorte que l'équation P* dfi = 0... p* dfn = 0 est l'équation de la p-fibre. 

Donc a-fibres et P-fibres sont symplectiquement orthogonales. 

5) Si 0 est une 1-forme invariante à droite, le champ X défini par ix o = 0 est 

invariant par les glissements symplectiques à droite, donc invariant à droite d'après le 

lemme 1-6-2. 

Inversement, si X est un champ invariant à droite, il est tangent aux a-fibres, de 

sorte que la forme 0 = i x (J est invariante par les glissements symplectiques à droite et 

nulle sur l'espace tangent aux P-fibres. La forme 0 - p* j *0 est alors nulle en tout point 

de To, et invariante par les glissements symplectiques à droite, donc identiquement nulle. 
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Corollaire : Le pseudogroupe le long de a des glissements symplectiques à droite 

est un pseudogroupe de définition de T. Si Y est à fibres connexes, le faisceau 

X (Y, a) est un faisceau de définition de Y. 

a 
Théorème 2-1 .Soit Y To un groupoïde de Lie muni d!une forme symplectique 

a . Alors T est un groupoïde symplectique si, et seulement si, il vérifie les deux 

conditions suivantes : 

1) la variété YQ est une sous-variété lagrangienne de T. 

2) Y admet un pseudogroupe de définition formé de symplectomorphismes locaux. 

Démonstrat ion : Nous venons de voir que ces conditions sont nécessaires, 

montrons qu'elles sont suffisantes : soit 3> un pseudogroupe de définition de Y formé de 

symplectomorphismes locaux. Si dim Y = 2n, on a dim To = n, et donc a-fibres et 

P-fibres sont de dimension n. 

Si u € To, soient f1,... F 1 n fonctions C°° dont les différentielles sont linéairement 

indépendantes, sur un voisinage ouvert U de u dans To. Les champs hamiltoniens 

Xo* fi..., X q * ^ sont linéairement indépendants en tout point de fl (U), sont invariants par 
-1 

les éléments de ?P, donc invariants à droite, et engendrent en tout point de p (U) 

l'espace tangent à la a-fibre. Cet espace est l'orthogonal symplectique du sous-espace 

défini par les équations 

dp*f! =0,. . . , dp*f" = 0 

c'est à dire l'espace tangent à la P-fibre au point considéré. Par conséquent, les 

feuilletages définis sur Y par les a-fibres et les p-fibres sont symplectiquement 

orthogonaux. Il résulte de là que l'inversion i est un antisymplectomorphisme de Y. En 

effet soient X et Y deux ?P -champs de vecteurs définis au voisinage de u G TO. On a 

XTU = X u - T a (X u ) , et donc 

0 = a (X"u, Y u ) = a (X u , Y„) - a ( T a (X u ), Y u ) 

Puisque Ti (X u ) = - X~u et YQ est lagrangienne, on a 

(i* o u ) (X u , Y u ) = GU (X u , Y u) = - cru (X u , Y u ) 

Si maintenant Z U et Z ' U sont deux vecteurs de T u TQ, 

(l* GU) ( Z U , Z'u ) = Ou ( Z U , Z'u ) = 0 = - GU ( Z U , Z'u ) 

(l* CJU) ( Z U , X u ) = -Ou ( Z U , X"u) = - d u ( Z U , X u ) 
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Par conséquent on a I*G = - a en tout point de Fo. Comme ?P agit transitivement sur 

les p-fibres en respectant a, cette relation est vraie en tout point de r. 

Une première conséquence est que si (p G 3>, (p = i o (p o i est un symplectomorphisme 

local de T. Les glissements à gauche "symplectiques" agissent de façon transitive sur les 

oc-fibres. 

Considérons alors le graphe Gr de la multiplication : c'est une sous-variété de 

T x r x r de dimension égale à dim T2, c'est à dire 3n . A tout élément (p e ?P on peut 

associer le symplectomorphisme local § de F x r x r défini par 

dom § = dom (p x r x dom (p et (z, x, y) = ((p (z), x, (p(y)) 

Puisque (p est un glissement à droite, § respecte Gr 

Si (p (P (y)) = y, on a 

(xy, x, y) = $ (x, x, P (y)) 

Par conséquent, pour montrer que Gr est lagrangienne dans T x r x r , il suffit 

de montrer que la forme - a + a + a est nulle sur le sous-espace 

T( x x u ) Gr où x G F et u = a (x). 

Or on a 

T(x,x,u) G r 00 = № < X x' Y u)> X x > Y u ) I X x e T x r > Y u G V ' e t T a ( X x ) = T P (Y u)} 

Introduisons dans T^x x u ) Gr le sous-espace "vertical" 

v(x,x,u) = (0> (X x , Y u ) , X x , Y u ) | T a (X x) = T(î (Y u) = 0} 

On peut prolonger X x et Y u en des champs de vecteurs localement hamiltoniens 

respectivement invariants à droite et à gauche, X et Y. Si (cpt) et (\|/T) sont les flots locaux 

en x et en u de ces champs, les (\|/t) sont définis sur un ouvert oc-saturé, donc en x, et 

on a 

T M X x ' Y u ) = d T l t = 0 < P t W - V t ( u ) = s ' t = 0 ( V t ° < P t ) ( x ) = X x + Y x 

Donc V( x x u ) est engendré par les (X x + Y x , X x , Y u ) où X et Y sont des champs 

localement hamiltoniens respectivement invariants à droite et à gauche. Un 

supplémentaire dans T^x x u^ Gr (jll) de V^x x u^ est donné par le choix d'une bissection B 

passant par x, en considérant 
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H L u )
 = № ( X x ' Y u > '

 X x ' Y u > I Y u e T u r 0 > * x € T x B, T a (X x ) = Y U ) 

"D 

On peut choisir B = \\f (U), ou x\f est un glissement à gauche "symplectique" : H, , 

est alors engendré par les 

( T X | / ( Y U ) , T Y ( Y U ) , Y U ) OÙ Y u e T u r 0 

Or si X et X' sont des champs localement hamiltoniens invariants à droite, Y et Y' des 

champs localement hamiltoniens invariants à gauche, et Z u , Z ' u deux vecteurs dans 

T U T Q on a d'une part 

(-a + a + a ) ( ( X X + Y X , X X , Y U ) , ( X ' X + Y ' X , X ' X , Y ' U ) ) = 

= - a <Yx> Y ' x ) + ° ( Y U , Y U ) 

(qui est nul car il existe un glissement à gauche "symplectique" envoyant x sur u , donc 

Y X sur Y U et Y ' X sur Y ' U ) 

d'autre part 

(-G + a + a) ( ( X X + Y X , X X , Y U ) , ( T y (Z u) ( T y (Z u) = 

= -o ( Y X , T V ( Z u ) ) + a ( Y U , Z u ) 

(qui est nul car T y ( Y U ) = Y X ) 

et enfin 

(-a + a + a) ( ( T V (Z u ), T v (Zu), Zu), (T y (Z' u), T y (Z' u), Z' u)) = 0 

d'où le résultat. 
a 

Corollaire : Soit F -g Fo un groupoïde de Lie à fibres connexes muni d'une forme 
symplectique G. Alors F est un groupoïde symplectique si, et seulement si, // vérifie les 
conditions suivantes : 

1) la variété T 0 est lagrangienne dans F. 

2) F admet un faisceau de définition formé de germes de champs de vecteurs 

hamiltoniens. 
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Exemple 2-1 : M étant une variété, désignons par X la forme de Liouville sur T*M, 

et par K : T*M -* M la projection canonique. Alors T*M, muni de la forme symplectique 

dX et de la structure de groupoïde définie par l'addition dans les fibres de n, est un 

groupoïde symplectique : en effet on a a = p = 71, et M identifié avec la section nulle de 

T*M, est une sous-variété lagrangienne. D'autre part à toute fonction différentiable f 

définie sur un ouvert de M, on peut associer le difféomorphisme (pf : 71 (U) -> T T (U) 

défini par la translation par df 

( V x e U)q>f (0 x ) = 0 x + dfx 

(pf est un symplectomorphisme, et le pseudogroupe le long de n engendré par les cpf est le 

pseudogroupe (le long de TC) formé des translations par les 1-formes fermées. C'est un 

pseudogroupe de définition de T*M z% M. 

Exemple 2-2. Soit M = (M, o) une variété symplectique. Alors, muni de la forme 
m 

symplectique a = -a + a, le groupoïde grossier M x M 4 M est symplectique. On 
pri 

obtient en effet un pseudogroupe de définition de M x M en considérant les 

difféomorphismes locaux (p de la forme q) = i d M x q>Q ou (p0 parcourt l'ensemble des 

symplectomorphismes locaux de M. 

Exemple 2-3. Soit M = (M, a ) une variété symplectique, et considérons le 

groupoïde fondamental n (M) (exemple 1-5-4). Si U et V sont des ouverts de M, un 
-1 -1 

glissement à droite dans n (M) de a (U) dans a (V) est un couple (p = (h^, x^) où h^ est 
un difféomorphisme de U sur V et x^ une section de P au dessus de U telle que 

a ( ip (x)) = h (x) pour tout x G U, l'action de (p sur une classe d'homotopie de lacet 
-1 

[%] e a (U) étant donnée par cp (ft]) = [%]. ( a ([K])). 

Comme n (M) M x M est un revêtement, la forme a = ( p , a ) * ( -a + a) est une 

forme symplectique sur n (M) telle que M = A M soit une sous-variété lagrangienne. En se 

bornant aux glissements à droite (p tels que h^ soit un symplectomorphisme, on obtient 

un pseudogroupe de définition de n (M) qui en fait un groupoïde symplectique. 

En tant que variété symplectique, n (M) jouit d'ailleurs de la propriété suivante : 
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Proposition 2-3 [1]. Soit G un groupe de Lie. Toute action symplectique de G 

sur M se relève en une action de G sur n (M) fortement hamiltonienne. 

Preuve : Si \|/ est un difféomorphisme local de M, il se relève sur K (M) en \j/ où 

V [Kl = [Y o K] . D'autre part, si [%] e K (M), on a (M) = ( 1 ) M x T ^ ( 0 ) M, 

de sorte que si X est un champ de vecteurs sur M, il se relève sur K (M) en X L = (0, X) 

qui est invariant à gauche, en X R = (X, 0) qui est invariant à droite, et en X = X L + X R 

qui est le relèvement naturel correspondant au relèvement des difféomorphismes. Si X est 

localement hamiltonien, X est hamiltonien; en effet la fonction H x : n (M) -* E où 

H

x m = f h ° 

est alors bien définie, et comme dH x = p* i x a -a* i x a , on aura i^ a = - dH x 

Par suite, si G agit sur M, soit A M le champ fondamental associé à l'élément A G 0 

L'application J : n (M) -* 0 * où < J ft], A > = H A m [K] est un moment 

Ad_ - équivariant pour l'action de G relevée sur K (M). 
G 

3 - ETUDE D'UN EXEMPLE : LE COTANGENT D'UN GROUPOÏDE 

DE LIE [1]. 

a 

Soit r To un groupoïde de Lie. Le fibre cotangent T*r -» F muni de la forme 

canonique dX est d'après l'exemple 2-1 un groupoïde symplectique. Nous allons relever 

la structure de groupoïde de F en une seconde structure de groupoïde sur T*r, qui sera 

elle aussi symplectique et fera de T*r un groupoïde double. 

En tout point u G To, la décomposition en somme directe 

T u T = T u r 0 © T u (u) 

définit une projection 

P p : T * r - * < r o 
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(où tf* To est le fibre conormal à To), avec 

Pp (o)u) = co u-p*j*co u 

On a de même une projection 

Pcx: T * r - * ^ r 0 

où p a (cou) = c o u - a * j * co u . 

a 
Lemme 3-1. Soit F Fo un groupoïde de Lie, et soit x e T. 

Si <p est un glissement à gauche tel qut (p (a (x)) = x, l'application 

a = p p o ç * : T * r - > \> a* x ) F0 

est indépendante du choix de (p. 

5/ \\f est un glissement à droite tel qut \\f (p (x)) = x, l'application 

P = p a o V * : T * r - * * p * x ) r 0 

est indépendante du choix de \|/. 

Preuve : Si (p' est un autre glissement à gauche avec (p' (a (x)) = x, (p et cpf 

-l * 
coïncident sur toute la P-fibre p (a (x)). Par conséquent (p* - (p'* envoie T x F sur le 

conornal à la p-fibre en a (x), c'est à dire sur le noyau de pp en ce point. 

On procède de même pour les glissements à droite. 

On a donc défini des projections a et P telles que les diagrammes 

T*r a ^ . F o r r Ë 

r * * r 0 r e * * r 0 

commutent (on a noté 7to = n I \)*ro ). De manière explicite 

oc (9X) = (p* Ox) - (q> o j o P)* 9 X si cp ( a (x)) = x 

p (6X) = y * (6X) - ( y o j o a ) * 9 X si \|/(p (x)) = x 
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Pour la forme canonique de T*r, la sous-variété (séparée) \>*ro est lagrangienne. 

Pour obtenir la structure de groupoïde cherchée, il suffit donc de construire un 

pseudogroupe de définition formé de symplectomorphismes locaux. Désignons pour cela 

par 3* le pseudogroupe de définition de F formé de tous les glissements à droite. 

Si U est un ouvert de T Q , notons U = Ko ( U ) . On a a _ 1 ( U ) = n ( d ( U ) ) 
- 1 - 1 • er% -1* 

Si (p : a ( U ) —• a (V) est un élément de 3 > , son relevé naturel (p dans T*r est un 
xx. xx / s . 1 XX 

symplectomorphisme de a"1 ( U ) sur o r 1 (V). De même, si Ç est une 1-forme fermée sur 
-1 

U , la forme a*Ç est une 1-forme fermée (invariante à gauche) sur a ( U ) , de sorte que la 
xx xx 

translation T a * ç par a* £ est un symplectomorphisme de o r 1 ( U ) sur lui-même : 

T a * ç ( e x ) = e x + ( a * Ç) x 

Désignons par 3> le pseudogroupe le long de a engendré par les (p et les T a * ç, où 

9 parcourt 3> et £ les 1-formes locales fermées sur To. On notera que 3> est un "produit 

semi-direct" de pseudogroupes, en ce sens que si l'un des deux membres est défini 
cp1* o x a * ç = T a * a * a * jq o q>* 

(ce qui fait apparaître l'action des glissements à droite sur les 1-formes invariantes à 

gauche, si la base To n'est pas discrète). En particulier, la définition ci-dessus de p 

s'écrit, en notant u = p (x) et Ç u = j * \|/* 0* 

e x = v * ( P ( e x ) + a * c ; u ) . 

Ceci montre que 3> agit transitivement sur les P-fibres, et que ces fibres sont les 

— * -1 
3>-orbites. Si d'autre part \iu e VuFo, P" 1 0n u ) s e projette par n sur p (u), et 

n : oc"1 ( | i u ) —* o r 1 (u) est un fibre affine d'espace vectoriel directeur \>* p ' 1 (u). 

Comme 3> est infinitésimalement transitif sur les p-fibres, il en résulte que 3> est 

infinitésimalement transitif sur les p-fibres. 
^—. • -x xx 

Montrons que 3> sépare les a-fibres : si % est le pseudogroupe le long de p 

engendré par les relevés des glissements à gauche et les translations par les formes 
x-x 

fermées p-projetables, le raisonnement ci-dessus montre que les orbites de ¿1 sont les a -

fibres. De plus, tout élément de 3> commute avec les éléments de Par conséquent, si 
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XV H« XV 

un cp G ?P fixe 6 Y G T T, il fixe toute la a-fibre en 0„. Réciproquement, soient 

0 X e T* T et 8' x. e T*. T tels que pour tout élément <p e 3> tel que <p (6X) = 9 X , on ait 

S** XV XV 

cp (0'x,) = 0' x, : il faut montrer que a (0X) = a (0'XO- D'après ce qui précède, on peut 

supposer que x = u et x' = u' sont deux points de TQ. Si FQ est discrète, le résultat est 
immédiat. Sinon l'existence d'une 1-forme fermée £ sur T 0 nulle en u et non en u' si 

xv 

u' * u entraîne, en considérant cp = T que u = u'. Posons alors T|U = 0 U - 0 ' u . S i 
cp est un élément de ?P tel que cp(u) = u, la 1 -forme cp*0u - 0 U est nulle sur la valeur en 

* -l 

u de tout champ invariant à droite, et donc cp*0u - 0 U G \) u a (u). Il en résulte que 

(p*r|u = T] et donc que T| u est la valeur en u d'une 1-forme invariante à droite. On a 

donc 
Î 1 u G \ ) u p (u)= T u r n k e r a 

ce qui donne le résultat. 

Notons encore que si cp G tP et si ^ est une 1-forme fermée locale sur FQ 

-1 
7i o (9* o x = cpo K 

xv 

a 
Par conséquent n est un morphisme de groupoïdes de Lie de T*F ^> ^ *To sur 

P 
a 

T -> Si l'on remarque que l'identification de F avec la section nulle de T*r permet 
P XX 

a a 
—> —> 

de regarder F —> To comme une sous-groupoïde de T*rV> *r"o, on peut aussi voir la 
P P 

xv 

a 
projection n comme un morphisme de groupoïdes de T*r >r> \>*ro dans lui-même. 

P 
XV 

XV 

De plus, a et p sont des morphismes de fibres vectoriels, et donc des morphismes du 
K 

groupoïde de Lie T*r —> F dans lui-même. 
a 

Ecrivons explicitement la loi de compositions sur T*r ^ V *To : soient 0 X et T | y 

deux 1-formes composables : cela signifie que a (x) = P(y) = u et que 
XV % 

a (0X) = p (|i y) = cou G N)^* TQ. Calculons la composée 0X o r | y G T F : il existe des 

glissements à gauche cp, à droite \|/ sur T, et des 1-formes fermées ^ et Ç sur FQ tels que 
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<P(u) = x 

V(u) = y 

e x = (p*œu + (3*ç 

la 1-forme 8 X o r\y est alors définie par 

- 1 -1 „ t 

G x o r | y = 9*\(/*cou + P*s+ a*Ç 

-l -l -l -1 

(où d'ailleurs 9 * y * cou = y * 9* cou). Ceci étant, si 0 ' x et if sont deux autres formes 

composables, on vérifie immédiatement que 

(9 X o T l y ) + (9 ' x o Tl ' x ) = (0 X + 0' x ) o (Tl y + Tl'y) 

ce qui établit l'"échangeabilité" des deux lois de groupoïdes de T*r. En résumé : 

a 

Théorème 3-1 . Soit F FQ un groupoïde de Lie. Alors, les projections 

a 
T*r ;r> T o et le pseudogroupe le long de a engendré par les relèvements naturels des 

P 

glissements à droite de F et les translations par les 1-formes fermées a-projetables, 

définissent sur T*r une structure de groupoïde symplectique tel que la projection 

naturelle n : T*r—> F soit un morphisme de groupoïdes de Lie. 
n 

De plus, ajoutée à la structure de fibre vectoriel de T*r~>r, cette structure de 

groupoïde fait de T*r un groupoïde double (symplectique). 

R e m a r q u e : Si To n'est pas une variété discrète, les 1-formes (fermées) 

a-projetables ne sont autres que les 1-formes (fermées) invariantes à gauche. On notera 

dans ce cas l'analogie entre les structures de groupoïdes doubles de TT et T*r. En fait 

Pradines a établi [19] une dualité entre TT et T*F en se plaçant dans la catégorie des 

"groupoïdes vectoriels" en généralisant la procédure de construction de T*r à partir de 

TT donnée dans f 1], qui prend comme point de départ le résultat suivant : 

Ta a 
—> —> 

Proposition 3-1. Dans les groupoïdes 1F —> TTo et T*r 7r>tf*ro, les 

multiplications © et o sont reliées de la façon suivante : si (x, y) e r 2 , et si X X G T X T, 
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Y y G T y T, 6 X e T* T, T] y G T* T vérifient T a (X x) = Tp (Y y) er S (6 X ) = p ( r | y ) , on a 

au point xy 

<(9 X o T | y ) , (X x 0 Y y )> = <6 X , X x > + <r | y , Y y > 

Preuve : soit u = a(x) = p(y). On choisit des glissements (p et \\f respectivement à 

gauche et à droite tels que <P(u) = x et \|/(u) = y. Si co u = a ( 6 X ) = (3 ( r | y ) et 

Z u = T a (X x ) = Tp (Y y), il existe des 1-formes ^ et Ç sur To, et des champs invariants Y' 

et X' respectivement à gauche et à droite sur F tels que 

e x 4 * G ) U + p H p ( x ) 

î l y = v|/*<ou + a * Ç a ( y ) 

X x = T(p(Zu) + X ' x 

Y y = Tx|/(Zu) + Y y 

de sorte que 

0 X o r i y = 9*v*(a> u ) + a*Ç„ ( y ) + P* Çp(x) 

X x © Y y = T9 o T y (Z u ) + X ' x y + Y ' x y 

et la vérification devient un calcul immédiat. 

a 

Corollaire 1. Dans le groupoïde T*r ^ tf*rb, l'inversion i est donnée par i (0 ) = 
P 

* 
-i* 0 V powr towr 0 €E T T 

x ' x X 
En effet, comme l'inversion dans T r est Ti, tout revient à vérifier que le couple 

x*v 

(9 X - i*0 x ) est composable, c'est à dire que (3 ( - i *0 x ) = ex (9 X ) : soient u = a(x) et (p 
-J 

un glissement à gauche tel que (p(u) = x. Alors <P est un glissement à droite envoyant u 
* 

sur x~A. D'autre part en tout point cou e ^ ^ O , on a i*cou = - cou, comme on peut le voir 

en appliquant les deux membres à la valeur en u d'un champ invariant à gauche. On a 

alors 

a ( 0 x ) = ( p * 0 x - p * j * ( P * 0 X 

-_l -J 
= i*( 9* i * 0 x - a * j * 9 * i * 0 x ) 

= i* p (i* 0 X ) 
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ce qui donne le résultat. 

Cas particulier : groupoïde cotangent d'un groupe de Lie : 

Supposons que V = G soit un groupe de Lie. On a alors To = {e} et 
XX 

XX 

»*ro = T E * G = £ * , 0 désignant l'algèbre de Lie de G. La projection a [resp.(J] coïncide 

au point x G G avec la translation à gauche L^ : G—• T* G [resp. la translation à 

droite R* : T * G - * T * G ] . 
x x e 

XX 

On peut aussi remarquer que les applications a et (3 sont les moments respectifs des 

actions naturelles à droite et à gauche de G sur T * G . Si 0 X e T ^ G et T|y G T ^ G , le 

produit 0 X o T|y est défini toutes les fois que L x (0X) = R^(r| y), et si l'on note co la valeur 

commune de ces éléments de 0*, on a 

0 x o î i y = L ; 1 * o R y

1 * ( œ ) 

Contrairement à celle de T * G , la structure de groupoïde de T G dégénère en une 

structure de groupe, et l'on a pour X X G T X G et Y Y G T Y G 

X x e Y y = T x R y ( X x ) + T y L x ( Y y ) 

(ou encore, si X x = ^ 11=0 x t et Y y = ^ 11=0 y t , 

X x ® Y y = Jt 11=0 x t Yf 

Si l'on identifie T * G à Gx0* au moyen d'un parallélisme invariant à gauche sur G, on 

peut écrire, si x, y G G et ^, r\ G 0* 

a (x, ç) = ç 
XX ^ 

et (x, o (y, r\) - (xy, T]) si £ = Ad^ r| de sorte que la structure de groupoïde de T * G 

s'identifie à la structure définie sur G x 0* par l'action coadjointe de G (exemple 1-5-2). 

Sous cette forme, on voit que les orbites de T * G dans 0* sont les orbites de la 

représentation coadjointe de G. 
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4- GROUPOÏDE LOCAUX SYMPLECTIQUES 

Le Théorème 2-1 amène à poser la définition suivante : 

Définition 4-1. Un groupoïde local symplectique est un groupoïde local de 
a 

Lie r - j* TQ muni d'une forme symplectique c telle que 

l°)La sous-variété TQ est lagrangienne 

2°) r admet un faisceau de définition formé de germes de champs de vecteurs 

hamiltoniens. 

Un faisceau de définition de T sera dit symplectique s'il est formé de germes de 

champs hamiltoniens. 

Les propriétés essentielles des groupoïdes symplectiques se généralisent aux 

groupoïdes locaux symplectiques. En fait 

a 

Proposition 4-1. Soit (Y —> To, a) un groupoïde local symplectique. Alors 
P 

1°) Les feuilletages définis sur F par les fibrations a et p sont symplectiquement 

orthogonaux. 

2°) Un champ invariant (à gauche ou à droite) est localement hamiltonien si, et 

seulement si, son conjugué l'est. 

3°) Un glissement local (à gauche ou à droite) est symplectique si, et seulement si, son 

conjugué l'est. 

4 °) Les glissements locaux à gauche [resp. à droite] symplectiques sont transitifs sur 

les a-fibres [resp. sur les ^-fibres]. 

5 °) TQ admet dans T un voisinage ouvert contenu dans le domaine d'inversion FV 

stable par l'inversion, et sur lequel i* a = -a . 

6°) La dualité symplectique échange les champs invariants à gauche [resp. à droite] et 
les 1-formes invariantes à gauche [resp. à droite]. 

7°) Pour toute fonction différentiable f définie sur un ouvert U de TQ, le champ 
-1 

hamiltonien X a * f [resp. Xp + f ] est un champ invariant à gauche sur a (U) [resp. invariant 

à droite sur p (U)]. 

Un calcul local utilisant le lemme 1-6-1 permet facilement d'obtenir ces propriétés au 

voisinage de TQ. On les étend ensuite à V en utilisant les flots associés à un faisceau de 

définition de T. 
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a 

Exemple 4-1. Soit r VQ un groupoïde local de Lie. Alors son fibre cotangent 

T T est naturellement muni d'une structure de groupoïde local double symplectique. La 

construction procède comme au paragraphe 3 : la première structure est la fîbration 

vectorielle T*r —•> F naturelle. Pour obtenir la seconde, on construit les projections 
/ s 

a 
T * r JT> ^ T o en utilisant les glissements locaux (à gauche et à droite), et on prend 

P 
A 

comme faisceau de définition le faisceau engendré par les relèvements naturels des 

champs invariants à gauche et les translations infinitésimales dans les fibres de T*r par 

les 1-formes fermées a-projetables. 

Définition 4-2 [23]. Soit M une variété symplectique. Une paire duale (a , p) 

sur M est un couple d'applications différentiables a : M —>P et p : M —»P' telles qu'en 

tout point x e M les noyaux des applications tangentes T x a et T x p soient 
symplectiquement orthogonaux. 

a 

Une paire duale stricte [1] M Mo sur M est une paire duale (a, p) formée de 

deux projections sur une sous-variété lagrangienne M Q de M. 

Avec cette terminologie, un corollaire de la proposition 4-1 est que tout groupoïde 

local symplectique est une paire duale stricte. On a en fait la réciproque : 

a 

Théorème 4-1 [1]. Soit M MQ une paire duale stricte à fibres connexes. Alors il 

existe sur M une unique structure de groupoïde local symplectique de base MQ et dont 

a et p soient les applications source et but. Un faisceau de définition symplectique de 

cette structure est formé des germes des champs hamiltoniens de la forme Xa*çOÙ f 

parcourt l'ensemble des germes de fonctions différentiables sur MQ. 

Démonstration . Désignons par & l'ensemble des fonctions différentiables définies 
-1 

sur un ouvert de To. Pour toute f G cft, oc*f est une fonction différentiable sur a (dom f), 

et pour tout x G T l'application 

a* : T , , T 0 -> T T 
a(x) u x 

* -1 

est une injection dont l'image est la fibre en x \) x a ( a (x)) du fibre conormal aux 

a-fibres. 
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Si if désigne le faisceau des germes des X a * f où f parcourt i l , c'est un faisceau 

d'algèbres de Lie formé de germes de champs de vecteurs tangents aux p-fibres, et 

transitifs sur ces p-fibres. Le commutant i f c de if contient les hamiltoniens 

Xp* f où f G cft, et est donc transitif sur les a-fibres. Comme en tout point X G T 

X a * f ( x ) = 0 « d f a ( x ) = 0 

if sépare les a-fibres, et donc if est un faisceau de définition d'une structure de 

groupoïde local symplectique. Le point 7°) de la proposition 4-1 montre de plus que cette 

structure est la seule possible. 

a 

Proposition 4-2. Soit T TQ un groupoïde local symplectique. Alors il existe sur 

TQ une unique structure de Poisson telle que a : r—» To soit un morphisme de Poisson. 

Pour cette structure p : T—> To est un anti-morphisme de Poisson, et le feuilletage 

caractéristique de To coïncide avec le feuilletage de Stefan défini par Valgébroïde de Y. 

Preuve. Si f G ik, le champ X a * f est invariant à gauche, donc a-projetable. Posons 

X° = T a ( X a * f ) 

S'il existe sur To une structure de Poisson A Q répondant à la question, X^ sera dans 

(ro, A Q ) le hamiltonien de la fonction f. Il suffit donc de vérifier que X^ est bien associé 

à une structure de Poisson. Or si {,}Q est le crochet pour cette structure on aura si f et g 

sont deux éléments de i l définis sur le même ouvert 

{f, g } 0 = X°fg = (a* dg) (X a * f ) = {a*f, a*g} 

où {,} est le crochet de Poisson dans F. Ceci donne immédiatement le résultat. 

Par définition du feuilletage de Stephan de To, il est la projection des p-fibres par a, 

c'est à dire la projection par a des orbites de n'importe quel faisceau de définition de T. Il 

coïncide donc avec le feuilletage singulier défini par les hamiltoniens de la structure A Q . 

Enfin le fait que p soit un anti-morphisme de Poisson va résulter du lemme suivant : 
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Lemme 4-1. Pour toute fonction différentiable f définie sur un ouvert de To, on a 

X a*f =Xp* f 

Preuve. (3* df est une 1-forme invariante à droite, et donc Xp* f est un champ 

invariant à droite. Il suffît donc pour obtenir le résultat de s'assurer que pour tout 

u G dom f, on a 

X a * f ( u ) - T c c ( X a * f ( u ) ) = X p * f ( u ) 

ou encore 

^ d V p d f ^ i x a ^ u ) ) 0 

ce qui se vérifie en évaluant successivement les deux membres sur un vecteur tangent à 

To, et sur un vecteur de la forme X a * g (u) où g est une fonction différentiable sur TQ 

définie au voisinage de u. 

a 

Remarque. Si T —> I~o est un groupoïde symplectique, la construction de la structure 

de Poisson sur To demeure, car les champs de la forme X a * f sont toujours invariants à 

gauche, donc oc-projetables. On a donc sur To la même structure de Poisson que si l'on 

se restreint à un voisinage séparé à fibres connexes de TQ dans T, qui est un groupoïde 

local. Par conséquent nous ne considérerons dans la suite (sauf mention explicite du 

contraire) que des groupoïdes locaux. En termes de groupoïdes, la considération de la 

structure du Poisson de Fo permet d'ailleurs d'apporter une précision au théorème 4-1 : 

a —> 

Théorème 4-2. [1]. Soit (F Fo, a )
 u n e paire duale stricte, 

a 

Alors (T -ĵ » To, a) e s t u n groupoïde symplectique si, et seulement si, pour toute 

fonction f différentiable à support compact sur TQ le champ hamiltonien X a * f est 

complet dans T. 

D é m o n s t r a t i o n . Si f est à support compact, X^ est complet. Comme 

Ta ( X a * f ) = Xj , la condition est nécessaire d'après la proposition 1-3-6. 
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Réciproquement, si cette condition est réalisée, l'ensemble des germes des X a * f où f 

est à support compact forme un faisceau de définition de F qui vérifie la condition de 

saturation du théorème 1-6-2. 

Par exemple, dans le cas du groupoïde cotangent d'un groupoïde de Lie, on obtient 

a 
—> 

Proposition 4 - 3 . [ l ] . Soit F -•> FQ un groupoïde local de Lie. Alors la structure de 

a 

Poisson sur \)* To héritée de la structure de groupoïde local symplectique T*T V*FQ 

coïncide avec la structure de Lie-Poisson canonique définie par Valgébroïde de Lie * To 

de T. 

Démonstation. Rappelons [1] que la structure de Lie-Poisson sur \>*ro est 

l'unique structure de Poisson pour laquelle le crochet de deux sections de ^*To, 

considérées comme fonctions sur *To linéaires sur chaque fibre de \ J * ro~*ro, 

coïncide avec le crochet dans Sect ( \)To) défini par la structure d'algébroïde de Lie de 

VFQ. Tout revient donc à montrer que si X et Y sont deux champs invariants à gauche sur 

T et si fx : N>*TO -* E désigne l'application définie par 

fx (cou) = <cou, X u > Vcou G * r 0 

-1 

avec l'identification naturelle de ^uFo avec T u p (u), on a dans T*T 

{a* fX, S * f Y } (cou) = <cou, [X, Y] (u) >. 

Rappelons pour cela que si M est une variété et X un champ de vecteurs sur M, la 

fonction ix : T*M-> IR définie par i x 6 x - <6x> Xx> admet comme hamiltonien dans 

(T*M, dX) le relevé naturel X de X dans T*M. Comme ici X est invariant à gauche, on a 

pour tout 0 X e T^F et tout glissement local à gauche (p tel que cp(a (x)) = x 

<9 X , X x > = <0 X , T a (X) cp X a (X) > 

= <cp* 0 X , X a ( x ) > = < a * 0 x , X a ( X )> 

Autrement dit 

ix = a*fx 

et par suite 

{o>f X ) S* f Y } = dX(Xa*(x, Xa*(Y) = -XV^Y] 
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ce qui donne le résultat. 

Dans le cas particulier où T = G est un groupe de Lie, on obtient le corollaire : 

Corollaire. Soit G un groupe de Lie connexe. Alors la structure de Poisson induite 
a 

sur g* par la structure de groupoïde symplectique de T*G ^> coïncide avec la 
P 

structure de Lie-Poisson canonique de &*. 

En ce sens, la correspondance 

groupoïde (local) symplectique variété de Poisson 

peut être considérée, via le "passage au cotangent", comme une généralisation de la 

correspondance 

groupe (local) de Lie algèbre de Lie 

Le paragraphe 6 va être consacré à l'étude de la naturalité de cette correspondance. 

a 
Auparavant , faisons la remarque suivante : Si r —» To est un groupoïde 

symplectique, TQ est une sous-variété lagrangienne de T, et donc la dualité symplectique 

définit un isomorphisme de \}*Fo sur le fibre tangent TTo. En considérant le groupoïde 
a 

symplectique T*r TT> ^*ro, on obtient une structure de Lie Poisson sur TTo, d'où par 
[3 

dualité une structure d'algébroïde de Lie sur T*FQ. En explicitant les identifications faites, 

le lecteur pourra vérifier le résultat suivant : 
a 

Propos i t ion 4-4. Soit T To un groupoïde symplectique. La structure 

d'algébroïde de Lie définie sur T*ro par Visomorphisme canonique avec \)To coïncide 

avec la structure d'algébroïde de Lie du fibre cotangent de la variété de Poisson Y§. 

C'est d'ailleurs ainsi qu'avait été obtenue la structure d'algébroïde de Lie sur T T o 

fibre cotangent d'une variété de Poisson dans [1]. Cette structure détermine une structure 

d'algèbre de Lie sur les 1-formes qui avait été observée indépendamment par plusieurs 

auteurs [12] [14] J .L Koszul a conduit dans [12] une étude complète de l'algèbre de Lie 

graduée des formes sur une variété de Poisson (cf. [5]). 
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5 - AUTRES EXEMPLES DE GROUPOÏDES SYMPLECTIQUES 

Exemple 5-1. Soit (M, c) une variété symplectique. Si F est le groupoïde grossier 

A 

M x M muni de la forme symplectique a = -a + a, la base To = AM s'identifie à M. T est 

un groupoïde symplectique et la structure de Poisson ainsi définie sur M n'est autre que la 

structure de Poisson canonique de M. 

a 

Exemple 5-2. Soit F —> To un fibre en groupes, G sa fibre-type. F est muni 

d'une structure de groupoïde en prenant P = a, j : FQ -> T l'injection définie par la 

"section neutre", les glissements (à droite et à gauche) étant les familles de translations (à 

droite et à gauche) définies dans les fibres correspondantes par les sections locales de a. 

L'algébroïde de Lie To de T s'identifie naturellement au fibre en algèbres de Lie 0 

associé à T. 
a 

Dans la sturcture de groupoïde symplectique de T*r ^ ^*To, \ )*ro est le fibre en 
P 

duaux d'algèbres de Lie 0* associé à T, et la structure de Poisson obtenue sur \)*To 

coïncide avec la structure de Lie-Poisson naturelle sur ce fibre. [1]. 

a 

Exemple 5-3. Soit M un G-fibré principal et désignons par F —» M son 

a 

groupoïde de jauge : rappelons que r -•> M est le quotient du groupoïde grossier 

Pi*2 
E x E —> E par l'action à droite de G définie par 

Pri 
(z, z') a = (za, z'a) (z,z' G E, a e G) 

Si [z, z'] G T est l'orbite de (z, z') G E X E, les glissements à droite de F sont les 

transformations de la forme 

cph [z, z'] = [z, h(z')] 

pour tout automorphisme local h du fibre E, de sorte que le pseudogroupe le long de a 

des glissements à droite de F est isomorphe au pseudogroupe le long de K des 

automorphismes locaux de E. L'algébroïde de Lie To de F est ainsi le fibre vectoriel 

quotient TE/G, muni du crochet des champs de vecteurs G-invariants, et de la projection 

7C* héritée de Tic : TE —» TM. Si E(0) = Ex g est le fibre en algèbres de Lie modelé sur E, 
G 

on a la suite exacte de fibres vectoriels sur M 
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o -> E(g) -» \>r 0 -^ t m -> o 

Une connexion principale sur E peut être regardée comme une scission 

% : TM —> \)To de cette suite exacte. 

a 

Ceci étant, considérons le groupoïde symplectique T*T ^ \)*M. A la suite exacte 
3 

précédente correspond par dualité la suite exacte 

0 ->T*M -> \)*M -> E(0*) -> 0 

et donc la donnée d'une connexion principale sur E définit un isomorphisme du fibre 

vectoriel \)*M sur le produit fibre E(0*) <g> T*M, où E(0*) est le fibre en duaux 

d'algèbres de Lie modelé sur E par la représentation coadjointe de G. Ce produit fibre se 

trouve ainsi muni d'un structure de Poisson. Chaque feuille symplectique de \)*M 

s'interprète comme l'espace des phases d'une particule dans le champ de Yang-Mills 

défini par la connexion principale y considérée. [1] [22]. 

Exemple 5-4, Soit G un groupe de Lie opérant à gauche sur une variété M. 
a 

Considérons le groupoïde associé [1] F = G x M —» M. On a a(a, x) = x et P(a, x) = ax 

pour tout (a, x) G G x M, et les glissements à droite de F sont en correspondance 

bijective avec les applications différentiables locales de M dans G : à h : M—>G 

correspond le glissement (ph défini sur F par 

(ph(a, x) = (ah (x), h(x)' 1 x) 

Par conséquent les champs invariants à gauche sont associés aux applications locales 

de M dans 0 : à Z : M—>0 correspond le champ 

X z ( a , x ) = Z ( x ) a + Z W x 

où on a noté Z(x) a la valeur en a de Z(x) considéré comme un champ invariant à gauche 

sur G, et Z(x) x la valeur en x du champ fondamental sur M défini par Z(x) e 0. On a de 

plus 

T a ( X z (a, x)) = Z00x 

Ceci montre que l'algébroïde de Lie de F est isomorphe au fibre trivial M x S sur M, 

le crochet étant défini par 
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[Z, Z'] (x) = [Z(x), Z'(x)] + (Z(x).Z)(x) - (Z'(x).Z)(x) 

où, si Z et Z' sont deux applications de M dans 0, le crochet [Z(x), Z'(x)] est pour 

chaque x calculé dans 0, et Z(x). Z' est la dérivée par le champ Z(x) de l'application Z'. 
a 

En passant au groupoïde cotangent T*L ^ *r 0 , on obtient sur \)*r 0 = M x 0* la 

structure de Lie-Poisson correspondante, que l'on peut expliciter de la façon suivante : si 

3f 
f : M x 0* —> ]R, désignons par (x, 0) un point de M x £*, et par — (x, 0) 

dx 
df 

[resp. — (x, 0)] la différentielle de f par rapport à x [resp. par rapport à 0], considérée 
30 

* 
comme un élément de T x M [resp. de 0]. On a alors 

{f, g} (x, 0) = < ^ (x, 0), A x , 0 ) ) x > - < ^ (x, 0), Â x , 0 ) ) x > 
3x 90 dx de 

+ < 0 , [ ^ ( x , 0 ) , ^ ( x , 0 ) ] > 
30 c)0 

Cette structure sur M x 0* peut être considérée comme un produit semi-direct de la 

structure de Poisson triviale sur M par la structure de Lie-Poisson de 0* ([26]). 

Exemple 5-5. [1]. Soient (M, T) une variété feuilletée, et Hol (CF) le groupoïde 

d'holonomie du feuilletage (I, exemple 5-5) : la variété M s'identifie à la base de Hol (T) 

par l'injection g : M-»Hol (̂ F) qui à x G M associe la classe d'holonomie du chemin 

constant (que nous notons encore x), et a et (3 sont les projections origine et extrémité. 

Notons respectivement T T , T*°F, tt*^ les fibres vectoriels sur M formés des 

vecteurs tangents aux feuilles, cotangents aux feuilles, conormaux aux feuilles. 

Si % G Hol (<?F), la définition même de la structure de variété de Hol (CF) donne un 

isomorphisme d'espaces vectoriels 

T Y H o i ( * ) = T a ( 7 ) M e T p ( 7 ) * 

En particulier, en tout point x e M on a la décomposition 

T x Hol («F) = T X M ® T x 'F 
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La projection sur le premier facteur étant Ta. Il en résulte une identification naturelle 

de la base tf*M de T * Hol (°F) ^ \)*M avec T * ^ , qui se trouve ainsi muni d'une 

structure de variété de Poisson. 

Les feuilles du feuilletage caractéristique de T*°F se projettent par 71 : T*°F—>M sur 

les orbites de Hol (T ) dans M, c'est à dire les feuilles de *F. D'autre part, tout 

difféomorphisme local de M respectant les feuilles de °F se prolonge, au moins 

localement, en un glissement à droite de Hol (CF). Comme les relèvements naturels des 

glissements à droite de Hol (°F) sont des glissements à droite de T* Hol (°F), et comme 

le pseudogroupe sur M des difféomorphismes locaux respectant °F est transitif sur 

chaque feuille, les orbites de T* Hol (T) sont les cotangents aux feuilles. Le feuilletage 

caractéristique de T**Fest donc le feuilletage naturel par les T * F X , où F x est la feuille de 

f e n x G M. 

La structure de Poisson ainsi définie sur T**F coïncide avec la structure obtenue dans 

[13] en considérant la projection naturelle T*M -^T* C F (qui, pour la structure 

symplectique canonique de T*M est une fibration isotrope symplectiquement complète), 

comme une réduction symplectique. 

Exemple 5-6. [1]. Plaçons nous encore sur la variété feuilletée (M, *F ) et 

conservons les notations de l'exemple précédent. Regardons le fibre vectoriel S ) ^ M 

normal à T comme un groupoïde. En utilisant l'action des classes d'holonomie de 

chemins sur les vecteurs normaux, on peut définir le groupoïde produit semi-direct 
a 

r = Hol ( c F)x^°F m 
p 

a TZ 

En tant que variété, T est le produit fibre de Hol (CF) M par tf^F-^M, et 

si (y, X) G Hol (*F), on pose 

a (y, X) = a (y) = n (X) et p (y, X) = p (y) 

La loi de multiplication est donnée par 

(Y, X) (y', X') = (yy\ X' + y ' ' 1 (X)) si p (y 1) = a (y) = K (X) 

y ' _ 1 (X) désignant l'action d'holonomie de y l " 1 sur X. 

Le lecteur pourra vérifier que T * r a pour base le produit fibre T * F © tf*^, qui se 

trouve ainsi muni d'une structure de Poisson. Si x G M, désignons par le groupe 
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d'holonomie infinitésimale de la feuille F x de T en x. La feuille symplectique en 

(0Y,co v)e T °F © °F est ici un revêtement de T F de fibre X F Y (coj , orbite en co„ de 

X A X X X a X A x. 

X 

6 - MORPHISMES DE GROUPOIDES LOCAUX SYMPLECTIQUES 

Nous allons dans ce paragraphe étudier la natualité de la correspondance qui à un 

groupoïde local symplectique associe une variété de Poisson (sa base). 

a a' 

Proposition 6-1. [1]. Soient (F Fo ; a ) et (F ^ F o ; a') deux groupoïdes 

locaux symplectiques. Soit de plus h : F —> T 1 une application vérifiant les propriétés 

suivantes 

i) h est un morphisme de Poisson 

ii) h (T 0) c ^ 

iii) si h 0 = h | r 0 , on a le diagramme commutatif 

r h ^ F' 

a a ' 

\ 

Alors l'application h 0 est un morphisme de Poisson. 

Si de plus h*a' = a , h est un morphisme de groupoïdes symplectiques et est 

uniquement déterminé par l'application h 0 . 

Ce dernier point signifie que si h 1 et h 2 vérifient ii) et iii), respectent les formes 

symplectiques, et se projettent suivant la même application h 0 , on a h 1 = h 2 . 

On peut évidemment remplacer dans iii) les applications a et a' par ß et ß'. 

Preuve. Si f est une fonction différentiable sur un ouvert de T^, la condition (i) 

s'écrit 
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Th (X h * a * f ) = X a . * f 

et donc d'après (ii) et (iii) 
(*) Th (X a * h ( ) * f ) = X a , * f 

en projetant les deux membres par a', on en déduit, en utilisant encore (iii) 

T h 0 (X h ( )*f) = Xf 

qui traduit le fait que ho est un morphisme de Poisson. 

Si maintenant h est symplectique, elle est de rang maximum. Il en est de même de h 0 , 

de sorte de la relation (*) montre que Th envoie les éléments du faisceau de définition 

£ = { X a * f ) f e Jft} 

sur son homologue X\ h est donc un morphisme de groupoïdes locaux symplectiques. 

Enfin si h 1 et h 2 sont des applications symplectiques de F dans F 1 vérifiant (ii) et (iii) et 
-1 

se projetant suivant ho, la relation (*) montre que h 1 et h 2 coïncident sur P (Fo) - F . 

Corollaire. Soit h : F — > F 1 un morphisme de groupoïdes locaux symplectiques. 

Alors Vapplication projetée ho : Fo —> To' est un morphisme de Poisson. De plus, h est 

uniquement déterminé par ho. 

Partant de ce résultat, on peut examiner le problème inverse : Etant donné un 

morphisme de Poisson ho : Fo —> Fo\ peut-on le relever en un morphisme de 

groupoïdes locaux h : F _> T ' ? 

Si on demande à h d'être un morphisme de groupoïdes locaux symplectiques, h sera, 

s'il existe, unique. Mais cette condition est trop restrictive : ho doit être dans ce cas un 

morphisme de rang maximum entre deux variétés de Poisson de même dimension. 

On peut, comme le suggère la Proposition 6-1, chercher un relèvement sous forme 

d'un morphisme de Poisson. Nous intégrerons plutôt cette démarche dans le cadre des 

groupoïdes de Poisson. 
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On peut aussi suivre de près la théorie des groupes de Lie. Examinons la situation 

suivante : Soient G et G' deux groupes de Lie connexes, et H : G'-> G un morphisme de 

groupes de Lie. Il donne lieu à un morphisme H* : 0'_> 0 d'algèbres de Lie, et partant à 

un morphisme de Poisson (linéaire) ho : 0*-^ 0'*. Si on regarde 0* et 0'* comme les 

bases des groupoïdes symplectiques T*G et T*G\ on peut chercher à relever ho en un 
-1 

morphisme h : T*G—> T*G\ Si H est inversible, l'application H* : T*G-^ T*G' est un 

morphisme de groupoïdes symplectiques répondant à la question. Dans le cas général, il 

n'y a pas de solution évidente, mais la sous-variété 

L = {0' x,, 0 X ) G T*G' X T*G I x = H(x') et 0 ' x . = H*0 X } 

est une sous-variété lagrangienne de T*G' x T*G qui est un sous-groupoïde du 

groupoïde produit T*G' x T*G, dont la base est Gr (ho). Si H est inversible, on a 
-1 

d'ailleurs L = Gr (H*). On peut donc ici relever le morphisme de Poisson ho en une 

relation lagrangienne de groupoïdes de T*G vers T*G'. C'est ce procédé que 

nous allons mettre en oeuvre dans la suite. 

a 

Proposition 6-2. Soit r -g VQ un groupoïde local symplectique. Alors si 
a 

L Lo est un sous-groupoïde local coïsotrope de T, sa base Lo est une sous-variété 

coïsotrope de la variété de Poisson VQ. 

Preuve. Soient uo G Lo, et f un germe de fonction en uo tel que df soit une 
-i * 

section de \)*Lo. En tout point x G L n a (uo), on a ( a * d f ) x G \> L et donc 

X a *f 00 e T X L. Par suite 

X°F (uo) = T a ( X a * f ( x ) G T U ( ) L 0 

Corollaire 1. Tout sous-groupoïde local lagrangien de T se projette suivant une 

sous-variété coïsotrope de VQ. 

a a ' 

C o r o l l a i r e 2 . Soient F VQ et T ' ^ T'o deux groupoïdes locaux 

symplectiques. Alors toute relation lagrangienne de groupoïdes locaux de V vers T ' se 

projette suivant une relation coïsotrope de VQ vers 
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Le corollaire 1 admet une réciproque. 

a 

Théorème 6-1. Soient F FQ un groupoïde (local) symplectique, et L Q une 

sous-variété coïsotrope de To. Alors il existe un unique sous-groupoïde (local) 

lagrangien maximal Lde T de base LQ. 

Un faisceau de définition de L est donné par les restrictions à L des germes de 

champs hamiltoniens Xa*f, où f parcourt l'ensemble des sections locales du faisceau des 

germes de fonctions constantes sur LQ. 

Démonstration. Soit W a = a L Q . La relation Ta A # a * y * L 0 = A Q # \ ) * L Q 

assure que W a est coïsotrope. Son feuilletage caractéristique est °F a = A # a*\)*L 0 , L Q 

qui est coïsotrope dans To, est isotrope dans T et on a la relation 

dim LQ + dim c F a = ^ dim F. 

La méthode des caractéristiques [1] assure alors l'existence d'une unique sous 

variété (immergée) lagrangienne maximale L contenant LQ et contenu dans W a . Comme 

ensemble 

L = U F a ( u ) 
UG LO 

(où F a (u) désigne la feuille de < î F a passant par u). Comme Tp ( T a ) = 0, L est aussi 
-1 

contenue dans la sous-variété coïsotrope Wp = p (LQ). L est donc à la fois l'unique sous 

variété lagrangienne maximale contenant LQ et contenu dans W a e t Wp. Enfin si 

(x, y) G L 2 est un couple composable dans T, oc(x) = P(y) = u G LQ. Comme 

p(y) G F a ( u ) il existe un glissement à droite de F produit de flots de champs de 

hamiltoniens associée à des 1-formes (fermées) appartenant à tf*LQ telles que (p(u) = y. 

Comme (p(x) = xy , il en résulte que xy G F x ce qui assure que L est une sous-groupoïde 

(local) de T. 

Si T est un groupoïde, la démonstration précédente assure que si (x, y) G L 2 et si 

a(x) = p(y), xy G L. L est donc un groupoïde dans ce cas ce qui achève la 

démonstration. 
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En applicant le théorème 6 . 1 au graphe d'un morphisme de Poisson h 0 : To —> T 'o on 

obtient le 
a a ' 

—> —> 

Corol la ire [ 1 ] . Soient F F Q et F' ^ F Q deux groupoïdes locaux 

symplectiques [resp. deux groupoïdes symplectiques à fibres connexes], et soit 

h : T Q — > F^ un morphisme de Poisson. Alors il existe une unique relation lagrangienne 

maximale de groupoïdes locaux [resp. de groupoïdes] de F vers T ' se projetant 

suivant h. 

En termes d'applications, ce résultat s'énonce de la façon suivante : 
a a' 
—> —> 

Proposition 6-3 [ 1 ] . Soient F Fo et F ^ F^deux groupoïdes locaux 

symplectiques de même dimension, et soit h : To T 'o un morphisme de Poisson 

étale. Alors si F est à fibres simplement connexes, il existe un morphisme H de 

groupoïdes locaux symplectiques se projetant suivant h. 

Preuve. Il suffit de montrer que la relation lagrangienne maximale L de F vers 

T ' relevant h est alors un graphe. Considérons pour cela le morphisme de groupoïdes 

locaux pr 2 : L-^ F Il se projette suivant pr 2 : Gr (h) ->Fo qui est un difféomorphisme. 

D'autre part, si u e To, l'espace tangent en tout point (x', x) G L tel que a(x) = u est 

engendré par les vecteurs X a * f (x', x) où f est une fonction définie au voisinage de h(u) 

dans 1^ et f est définie par 

f (v ,u) = f (v ) - f (h (u) ) 

comme Tpr 2 ( X a * f (x', x)) = - X a * h * f (x), il en résulte, puisque h est supposée étale, 

que la p-fibre en (x', x) de L est un revêtement de la p-fibres en x de T. pr 2 : L-> F est 

donc un étalement dont la restriction à chaque P-fibres est un revêtement. Si T a des 

p-fibres simplement connexes, c'est un difféomorphisme. 
a a ' 

Corollaire l . [ l ] Soient F F Q et T' T'Q deux groupoïdes locaux 

symplectiques de même base To. 

Alors, si les structures de Poisson définies sur FQ par F et F ' coïncident, il 

existe un sous-groupoïde local ouvert F^ de T, un sous-groupoïde local ouvert F^ de 

F ', et un isomorphisme H de groupoïdes locaux symplectiques de F^ sur F^ induisant 

Videntité sur FQ. De plus, si F est à fibres simplement connexes, on peut prendre 

r 1 = r. 

Il suffit de prendre h = i d r o et d'utiliser la proposition 6 - 3 . 
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Corollaire 2 [1]. Soit (To, Ao) une variété de Poisson integrable (r¿, G¿) deux 

groupoïdes symplectiques de base (To, Ao). On suppose (T^ cr) à fibres simplement 

connexes. Il existe un unique morphisme de groupoïdes symplectiques 

H : (Tj, Gj) ->(r 2, G 2) rendant commutatifle diagramme 

( T f G i ) • ( R 2 ' A 2 > 

Ce morphisme est un étalement. En particulier, à isomorphismes de groupoïdes 

symplectiques près, il existe un unique groupoïde symplectique à fibres connexes 

intégrant (ro, Ao). 

7 - INTEGRATION LOCALE DES VARIETES DE POISSON 

On va dans ce paragraphe montrer que la correspondance qui à un groupoïde local 

symplectique associe une variété de Poisson est biunivoque. Le problème est le 

suivant : étant donnée une variété de Poisson (P, A), existe-t-il un groupoïde local 
a 

symplectique ( T To, G) tel que (P, A) = (ro, Ao) ? Compte tenu de la proposition 

6-3, si T existe, son germe le long de TQ est parfaitement déterminé. C'est donc en fait 

en termes de germe de groupoïde le long de sa base que la situation se présente. 

a 
Soit ( T To, G) un groupoïde local symplectique, et soit u Q G FQ. Une 

première remarque est que, si l'on connaît la structure de Poisson de Fo, un voisinage 

de u 0 dans r est complètement décrit, en tant que groupoïde local 

symplectique, par la seule donnée de la projection a et de la forme 

symplectique G . En effet, un faisceau de définition de T est donné par les 

hamiltoniens de la forme X a * f . Ces champs définissent par ailleurs un feuilletage de T, 

dont les feuilles sont les (3-fîbres, ce qui permet de retrouver la projection (3 au voisinage 

de u 0 . 
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Supposons alors que la structure de Poisson Ao admette une singularité en 

UQ : AQ(UQ) = 0. L'espace cotangent T ro admet dans ces conditions une structure 

naturelle d'algèbre de Lie, définie (cf [7]) par 

t d f u 0 '
 d S u 0 ] = d { f ' g } u o 

pour toutes fonctions différentiables f et g au voisinage de u 0 dans FQ. 
-1 -1 

Notons \ cette algèbre de Lie. On a par ailleurs a (u Q) = (3 (u 0 ) , qui est une 

sous-variété lagrangienne L de T, et coïncide avec le groupe local d'isotropie de F en 

UQ. La dualité symplectique définit un isomorphisme entre l'algèbre de Lie des champs 

invariants à gauche le long de L (c'est à dire l'algèbre de Lie de r ) et l'espace cotangent 

TU Qro . Autrement dit, L est un groupe local de Lie d'algèbre de Lie I. De plus L est une 

sous-variété fermée de T. Par conséquent un résultat de B.Kostant assure que ([cf. 10]) L 

admet un voisinage tubulaire Q dans T symplectomorphe à un voisinage tubulaire de la 

section nulle de T*L avec sa forme symplectique naturelle. Le choix d'un tel 

symplectomorphisme définit une projection n : £2->L. Les projections n et a sont 

transverses au voisinage de u 0 , et définissent donc un difféomorphisme d'un voisinage 

de UQ dans F sur un voisinage de (e, u 0 ) dans L x FQ, où on a noté e l'élément neutre du 

groupe de Lie local L. En définitive, on est, à un difféomorphisme respectant FQ près, sur 

un voisinage de (e, u 0 ) dans L x FQ, avec une application 0 : L x To—>T*L commutant 

aux projections prj et n d'une part, p r 2 et a d'autre part, et définissant un 

difféomorphisme au voisinage de (e, u 0 ) . La forme symplectique sur L x FQ est 0 * (dX), 

où X est la forme de Liouville de T*L. Compte tenu de la remarque précédente, la 

situation est alors (toujours au voisinage de u 0 ) compètement décrite par la seule donnée 

d e 0 . 

On obtient ainsi : 

Lemme 7-1. Soient (FQ, AQ) une variété de Poisson avec u 0 e FQ tel que 

* 
A O ( U Q ) = 0, et E un groupe de Lie local d'agèbre de Lie 1 = T To . 

Soit 0 : L x To->T*L une application telle que 

1°) 0 est de rang maximum en (e, u 0 ) 

2°) on a le diagramme commutatif 
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L x r 0 ® • T*L 

Pr 1 K 

• r 
L L 

3°) pr 2 : L x To —> To wdttïf morphisme de Poisson d'un voisinage de (e, u 0 ) 

muni de la forme symplectique @* dA, dans (To, Âo). 

Alors (e, u 0 ) admet dans L x To w« voisinage muni d'une structure de groupoïde 

local symplectique dont la base est la trace de (TQ, AO) sur ce voisinage, la projection 

source étant la projection pr 2 . 

De plus, tout groupoïde local symplectique de base To admet un voisinage de u 0 

isomorphe à un groupoïde local de ce type par un isomorphisme induisant l'identitié sur 

r 0-

La construction d'un groupoïde local au voisinage de u 0 revient donc à celle d'une 

application 0 vérifiant les 3 conditions du lemme. Les propriétés demandées à 0 étant 

locales au voisinage de (e, u 0 ) , on peut imposer en plus que 0 (y, u) = 0 y en dehors d'un 

voisinage compact de (e, u 0 ) dans L x TQ. Dans ces conditions, une application 0 

satisfaisant 2°) est la même chose qu'une 1-forme 0 sur L à valeurs dans l'espace 

vectoriel difféologique (Fo. 1R), muni de la difféologie à contrôle compact : on posera 

en effet pour X y G T y L 

< 0 y , X y > ( u ) = < 0 ( y , u ) , X y > 

On a alors 

Lemme 7-2. Soit 0 : L x To —> T*L satisfaisant les conditions 1) et 2) du 

lemme 7-1. Alors 0 satisfait 3) si, et seulement si, la 1-forme 0 à valeurs dans 

(To. R) vérifie la relation de Maurer-Cartan 

d@ - ^ { 0 , @}=0 

Preuve. Soient (y 1,...y") et (u 1 , . .^") des coordonnées locales respectivement 

en e dans L et u 0 dans TQ. Si (y, u) e L x TQ, on peut écrire 
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0 (y, u) = 2 (pj (y, u) dy' 
l<i<n 

de sorte que (0)*X = ]C (p-. dy1, 
l<i<n 

Pour tout k, soit X k = X p uk le hamiltonien de pr 2 *u k , pour 0*(dX). Si 

X k = S A [ i + S 
l<i<n K 9u J l<i<n K o y 1 

on aura 

La condition 3) s'écrit alors 

A k = A o k = ^ u k >o 

On en déduit que la matrice (BJ ) est la matrice inverse de la matrice jacobienne 

dew 
( —r ), et donc la condition précédente s'écrit 

du) 

9cpj d(pj_ V 3cpj ik 3cpj 

ay1 ~a yj l f k au1 o a u

k 

Comme 0 = cp : dy 1 où cp : est l'application qui à y associe la fonction 
l<i<n 

u i-» (pj (y, u), on a 

d ® = 5 ( ! - | ) d y , * d y j 

et la relation précédente s'écrit alors 
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d 0 = j { 0 , 0 } . 

Lemme 7-3. Soit (To, Ao) une variété de Poisson admettant un point singulier 

UQ. Alors il existe un groupoïde local symplectique admettant pour base un voisinage de 

UQ dans To 

Preuve. L étant un groupe local de Lie d'algèbre T n To, tout revient à construire 
0 

l'application 0 . On va prendre pour cela 0 = F*Q Q , où QQ est la forme de Maurer-

Cartan de l'algèbre de Lie (TQ, R ) [(1-B- 5)], F étant une application différentiable 

de L dans (ro, E ) choisie convenablement pour que la propriété 1) du lemme 7-1 

soit vérifiée. 

Le problème est local au voisinage de u 0 , ce qui permet de travailler en 

coordonnées locales : soit ( u L . u 0 ) un système de coordonnées locales centré en UQ dans 

To. Alors du^.-.jdu 1 1 forme au point u 0 une base de T u To = I. Soient (y 1 . . .y 1 1) les 

coordonnées logarithmiques de L associées cette base, et posons pour 1< j < n 

F(yl...yn) (uL.u 1 1 ) = £ yiu* 
l<i<n 

que l'on prolonge en F : L -> (ro, 1R) différentiable. 

Montrons que ce choix convient : il suffit de montrer que 0 est de rang maximum 

en (e, UQ). C'est à dire que 0*(d^) est symplectique. Or si l'on note comme plus haut 

0 (y, u) = 2 q>: (y, u) dyj 
l<j<n J 

on aura © = S 9 j dyj où 

F(e) est la fonction nulle et QQ est l'identité sur l'espace tangent en 0 à (ro, 1R ), de 

sorte que 

9 j (e) (U 1...!! 1 1) = u» 

et donc ^ (e, u 0 ) = 8 J . 
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Par suite 0* „ x = £ dui A dy-i + 2 ^ 7 ( e , u 0 ) dyj A du 1 

^ V i<j<n l<i,j<n 3yJ 

et on obtient le résultat. 

On est alors en mesure de montrer le 

Théorème 7-1 [1] [24]. Soit (P, A) une variété de Poisson. Alors pour tout 

UQ G P, il existe un groupoïde local symplectique dont la base est un voisinage ouvert de 

u 0 dans (P, A). 

Démonstration. On utilise le théorème de décomposition locale des variétés de 

Poisson, dû à A. Weinstein [23]. Si S est la feuille du feuilletage caractéristique de 

(P, A) passant par u 0 , il existe un voisinage U de u 0 dans P difféomorphe en tant que 

variété de Poisson au produit Uj x U 2 où U] est un ouvert de U H S (et est donc une 

variété symplectique dont on notera co la forme symplectique) et U 2 est une sous-variété 

passant par u 0 , transverse à U 1 ? et munie d'une structure de Poisson A 2 singulière en u 0 . 

D'après le lemme 7-3, quitte à restreindre U, on obtient sur U 2 un groupoïde local 

symplectique ( r2—» U2, <J2). 
P2 

Comme le groupoïde grossier 1^ = Uj x JJl intègre ( U ^ t o ) , F = x r 2 

intègre U = Uj x U 2 , ce qui achève la démonstration. 

Remarque. Le théorème 7-1 est équivalent au théorème de réalisation locale des 

variétés de Poisson, d'A. Weinstein (voir plus loin), qui affirme que si (P, A) est une 

variété de Poisson et u Q G P, il existe un voisinage U de UQ dans P, et une variété 

symplectique M admettant U comme sous-variété lagrangienne, et une projection 

oc : M _> U qui soit un morphisme de Poisson. La démonstration proposée ici est, en 

termes de groupoïdes locaux et de difféologies, la formalisation de la démonstration 

heuristique d'A. Weinstein [23], dont elle explique en même temps le fonctionnement. 

Théorème 7-2. [1] . (Théorème d'intégration locale des variétés de 

P o i s s o n ) . 

Soit (P, A) une variété de Poisson séparée. Alors il existe un groupoïde local 
a 

symplectique (F —> P, a) de base (P, A). 

Démonstration. P étant paracompacte, il existe d'après le théorème 7-1 un 

recouvrement (Uj) i G j de P localement fini, formé d'ouverts relativement compacts, avec 
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pour chaque i G I un groupoïde local symplectique (I^ -» Uj, (7j) de base (Uj, A | y ^ . 
Pi 

Pour obtenir le résultat, on va montrer que l'on peut recoller ces groupoïdes locaux. 

Pour chaque ie I, l'ensemble Ij des indices j G I tels que Uj fl Uj * 0 est fini. 

Pour chaque j G IJ, il existe d'après le corollaire de la proposition 6-3 un voisinage ouvert 

ftj de Uj fl Uj dans 1^, un voisinage ouvert de Uj fl Uj dans Tj et un isomorphisme 

de groupoïdes locaux symplectiques O- : .O- _> :QJ induisant l'identité sur Uj D U j . 

Sur r" = 11 r i 5 la relation 
iGl 

x ^ y ( 3 i , J G l ) XG S ^ y G r Q j e ty = OJ(x) 

est une relation d'équivalence dont chaque classe n'a qu'un nombre fini d'éléments. Sur 

T ' = r fV on a alors une structure naturelle de variété (non séparée), symplectique 

puisque les <Ï>J sont des symplectomorphismes. Comme les <&| induisent l'identité sur 

Uj fl U j , Ii Uj /^ = P, et par suite P est une sous-variété lagrangienne de F ', et on 
iGl ~ 

a' 

a deux projections r ' ̂  P bien définies, qui coïncident localement avec les a{ et les pj, 

et sont donc symplectiquement orthogonales. Utilisons le théorème 1-7-2 : P admet un 

voisinage ouvert F dans T ' qui est séparé. Les restrictions a = a'| p et P = p'| p 

forment une paire duale stricte a , p : r P, et quitte à restreindre F on peut la 
a 

supposer à fibres connexes. Le théorème 4-1 dit alors que F P est un groupoïde local 

symplectique, et comme a coïncide localement avec les 0Cj, c'est un morphisme de 

Poisson. 

Pour terminer ce paragraphe, on va faire le lien entre la notion de "réalisation 

pleine stricte" d'une variété de Poisson [1] et celle de groupoïde local symplectique. 

Définition 7-1 [1]. Soit (P, A) une variété de Poisson. Une réalisation 

pleine stricte de (P, A) est une variété symplectique (M, a) admettant P comme sous-

variété lagrangienne, et munie d'une projection a : M _> P qui est un morphisme de 

Poisson. 
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a 

Si (r To, o ) est un groupoïde local symplectique, (r _> To, cr) est une 

réalisation pleine stricte, et donc le théorème 7-2 admet le corollaire : 

Proposition 7-1. Toute variété de Poisson (P, A) admet une réalisation pleine 

stricte. 

Par ailleurs, la remarque initiale faite dans ce paragraphe consiste à noter que si 

a 

(M_> P, a ) est une réalisation pleine stricte de (P, A), tout point u G P admet un 

voisinage Y dans M muni d'une structure de groupoïde local symplectique de base Y Pi P. 

On peut globaliser ce résultat. 

oc 

Proposition 7-2. Soit (M_* P, a) une réalisation pleine stricte de la variété de 

Poisson (P, A). Alors il existe un voisinage ouvert Y de P dans M muni d'une structure 

de groupoïde local symplectique de projection source a | p et de forme symplectique 
a | r . 

Preuve. Soit le feuilletage de M défini par les X a * f où f est une fonction C°° 

sur P est donc le feuilletage de Liberman de moment a) . Comme on l'a remarqué au 

début de ce paragraphe tout point u G P admet un voisinage ouvert Q u dans M muni 

d'une projection p u : Q u U u où U u est un voisinage ouvert de u dans P, telle que les 

préimages des points par p u soient les feuilles de ^Fl^. En remplaçant au besoin Qu par 

son intersection avec a (U u ) , on obtient un triple ( p u , U u , P u ) ayant les propriétés 

précédentes, et vérifiant de plus oc(£2u) = U u . Nous dirons brièvement que (Qu, U u , pu) 

est un "triple adapté". 

Il existe donc un recouvrement localement fini (Ui de la variété P, avec pour 

chaque i e I 

1) un triple adapté (Q], Ui, pi) 

2) un triple adapté (Q'i, U'i, p'O où Q,[ C Çïu Ui est un ouvert relativement 

compact d'adhérence Ui cz U'i, et Pi = P'i | Qj 

Posons 

Q = {x G U Qj | x e Qi n Qj => Pi (x) = pj (x)} 
iel J J 

Nous allons montrer que Q. est un voisinage ouvert de P dans M. Soient pour cela 

uo e P et io e I tel que uo G UiQ. L'ensemble IQ des indices j tels que Ui Q n U'j * 0 est 

fini. Posons alors 

80 



I ' 0 = { j e I 0 | u 0 6 Uj} 

et U.. = (U i n n fl U'î) - U ÏÏj 
u 0 « jel'o ] ) j 6 l 0 - r 0 

Û o o ^ C Q i o n O Q'j)- . U Q jn " d ( U 0 ) 
j e l 0

 J j e l 0 - l 0

 J 

et enfin p U Q = p i 0 | Q y Q . Le triple (Q u ( ) , U U Q , p U Q ) est adapté. 

Si x e Q ^ n Qj avec j € I, on a a(x) e U U Q n Uj et donc j ' e I'o, de sorte que 

Q c Q'j. Désignons par p u0 et p J respectivement les plaques en x de "F | 0 , ,« et 

O X x "U(| 

». 

f I o - : . On a p u ° c p J et donc 
" J r x r

x 

Par conséquent pj(x) = p ^ (x), et donc Qu^ n Q, ce qui donne le résultat cherché 

a\Q 
On a donc sur Q une projection p : Q—»P, de sorte que Q P est une paire 

duale stricte. En prenant pour T un voisinage ouvert à fibres connexes de P dans £>, on 

obtient la proposition. 

oc oc' 
Corollaire. Si (M _^ P, o ) et (M' _> P, a') sont deux réalisations pleines 

strictes de la même variété de Poisson P, // existe un voisinage ouvert Q de P dans M, 

un voisinage ouvert Q' de P dans M', et un symplectomorphisme H : Q-^Q! laissant 

invariants les points de P et commutant aux projections a et a ' . 

8 - GROUPOÏDES DE POISSON 

Les groupoïdes symplectiques forment une sous-catégorie d'une catégorie plus 

vaste : la catégorie des groupoïdes de Poisson. 

Les groupoïdes de Poisson, introduits par A.Weinstein [251, généralisent les 

groupes de Poisson [7]. Ils apparaissent de façon naturelle dans les problèmes de 

réalisation et de dualité. 
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Définition 8-1 [25]. Un groupoïde de Poisson est un groupoïde de Lie 
a 

Y To muni dune structure de Poisson A telle que le graphe de la multiplication Gr (|LI) 

soit une variété coïsotrope de Y x r x r . 

Au groupoïde de Lie T on a associé dans ce qui précède les groupoïdes doubles 

T*r et TT. Si r est muni d'une structure de Poisson A, on a d'autre part le morphisme 

de fibres vectoriels associé 

A # : x * r _^ x r 

a 
Théorème 8-1. Soit Y YQ un groupoïde de Lie, et soit A une structure de 

Poisson sur Y. Alors (Y, A) est un groupoïde de Poisson si, et seulement si, 

l'application 

A # : x*r _> TT 

est un morphisme de groupoïdes doubles. 

Démonstration : Comme A* est un morphisme de fibres vectoriels, la condition 
a 

ne porte en fait que sur les structures de groupoïdes cotangent ( T T ^ ^ * To) et tangent 
3 

Ta 
(TT =|Tr0). 

Notons comme précédemment o et © respectivement les multiplications dans T*r 

et TT. On a montré (corollaire 2 de la Proposition 3 -1 ) que les graphes Gr Gr (T|j,) et 

Gr des multiplications de T*r, TT, Y sont liés par 

Gr(W = {(o) x y , 0 X , Ti y) | (-co x y, 0 X , T| y) e *GrOi)} 

Gr(T^i) = TG r0i). 

Considérons alors le tenseur de Poisson A^ = (-A,A,A) de Y x r x r . Gr{\i) est 

coïsotrope si, et seulement si 

A 3 \)*Gr(^i)cTGr(^i) 

autrement dit si, et seulement si, pour tout couple (9 X , T| y ) e T*r x T*r composable, 

A # ( 9 X o T ] Y ) = A # ex e A#ny 
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ce qui donne le résultat. 

a 
Corollaire. Si (F TQ, A ) est un groupoïde de Poisson, alors 

(i) VQ est une sous-variété coïsotrope de F 

(ii) i est un anti-morphisme de Poisson de F sur F 

En effet, A # envoie les unités de T*r dans celles de TT, et donc 

A#(\)*ro) c TTo, ce qui prouve (i), d'autre part A* o î = Ti o A # , où î est l'inversion 

dans T*r. D'après le corollaire 1 de la Proposition 3-1, ceci s'écrit 

- A* o i* = Ti o A* 

ce qui prouve (ii) 

Exemple 8-1. Soit (P, A) une variété de Poisson. Alors le groupoïde grossier 

P x P est un groupoïde de Poisson. 

Exemple 8-2. Si ( r 1 , A 1 ) et ( r 2 , A 2 ) sont deux groupoïdes de Poisson, il en 

est de même du groupoïde produit T 1 x r 2 , muni de la structure produit (A 1 , A 2 ) . 

Exemple 8-3. Soit (r, A) un groupoïde de Poisson. Alors F est un groupoïde 

symplectique si, et seulement si, l'application A* est un isomorphisme. En effet, on a 

alors sur T une forme symplectique a et avec les notations ci-dessus on a un 

isomorphisme de A 3 \ )*Gr( | i ) sur TG r ( | i ) , de sorte que Gr(|Li) est une sous-variété 

lagrangienne de T x r x r . 

Exemple 8-4. Soit G un groupe de Lie muni d'une structure de Poisson A. 

Alors (G, A) est un groupoïde de Poisson si, et seulement si, (G, A) est un groupe de 

Poisson [7]. 

En effet |H est alors une application G x G _> G, et donc G r est coïsotrope si, 

et seulement si, [i est un morphisme de Poisson. 

a 

Théorème 8-2. Soit (F To, A) un groupoïde de Poisson à base non réduite à 

un point. Notons encore A* le morphisme induit sur les formes différentielles par 

A # . T*r_>Tr. 
Alors A* envoie les 1-formes invariantes à gauche [resp. à droite] sur des 

champs invariants à gauche fresp. à droite]. 
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Pour montrer ce résultat, on va donner des 1-formes invariantes à gauche une 

caractérisation analogue à celle des champs invariants à gauche donnée dans le chapitre I. 

Remarquons tout d'abord que les translations à gauche opèrent sur les fibres conormaux 

aux a-fibres. Plus précisémment, si x G T, notons 

* -1 * .1 
L x + : \ ) y a (a (y ) )_> a (a (xy) ) 

-l 
pour tout y G p (a(x)), l'application définie par 

L x * ((oc*co)y) = ( a * ( 0 ) x y 

pour tout co G T , , To = T , TQ. v a(y) u a(xy) 

On a alors 

Lemme 8-1. Une 1-forme (locale) sur le groupoïde de Lie Y est invariante à 

gauche si, et seulement si, p0 = 0 et si 0 est invariante par les translations à gauche. 

* 

Preuve. Si 0 X G T x T, on a, en choisissant un glissement à droite cp envoyant 

p(x) sur x, p0 x = <P*0X - oc* j * <P* 0 X . Par suite 

p0 x = 0 « 0 X = <P * oc* j * cp* 0 X <=> 0 X = a * c o a ( x ) 

-1 

où on a noté co a ( x ) = (j* (p * a * j * (p* 0 x)a(x)- Par conséquent, la relation p 0 x = 0 

caractérise les formes conormales aux a-fibres, ce qui donne un sens au lemme. Le 

dernier point est alors évident. 
-1 

Lemme 8-2. Sur le groupoïde T, soient (x, y) G T2, et Y y G T y p(p (y)) , 
* -l 

0y G \) a (a(y)). Alors dans les groupoïdes TV et T*r, on a 

0 X 9 Yy = T L x ( Y y ) 

0 x o 9 y = L x , ( 6 y ) 
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P r e u v e . Notons u = a ( x ) = (3(y). On a Tcc(O x) = T(3 (Y y ) = 0 U , et 

oc(0x) = P(0y) = 0 U , ce qui permet de composer 0 X et Y y d'une part, 0 X et 0 y d'autre 

part. Il suffit alors d'utiliser les définitions des multiplications dans TT et T*r. 

Démonstration du théorème 8-2. A* est un morphisme de groupoïdes 

doubles : il commute donc aux projections p et Tp d'une part, a et Ta d'autre part, et 

envoie la section nulle de T*r_>r sur celle de T T ^ r . 

Remarque. Le théorème est en défaut (ainsi d'ailleurs que les deux lemmes) 

pour les groupes de Poisson. 

Corollaires. Soit (T, A) un groupoïde de Poisson à base non réduite à un point. 

Alors 

1) Pour toute fonction f G C ° ° (To, R), le champ hamiltonien X a *f [resp. Xp*f] 

est invariant à gauche [resp. à droite]. 

2) TQ est canoniquement muni d'une structure de Poisson pour laquelle a : T-^ro 

est un morphisme de Poisson et p : r_>ro un antimorphisme de Poisson. 

3) Les sous-algèbres de Lie a* ( C ° ° ( r 0 , R)) et p* ( C ° ° ( r 0 , E ) ) sont A-

orthogonales dans C ° ° (TQ , E). 

4) Si (T, A) est à fibres connexes, les orbites de T dans FQ sont des sous-variétés 

(immergées) de Poisson. 

5) L'application (P, a) : r_>ro x To est un morphisme de groupoïdes de 

Poisson. 

En effet X a *f = A# (a*df), ce qui donne 1). Il en résulte que les champs X a *f 

sont oc-projetables. Si on note xj? = Ta (X a*f ), on aura 

{a*f, a*g} (x) = ( X a * f . a*g) (x) = (xj g) (a(x)) 
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ce qui montre que X® est le hamiltonien de f pour une structure de Poisson sur To telle 

que a soit un morphisme de Poisson, d'où 2). Le même calcul donne d'ailleurs 

{a*f ,p*g}(x) = (X a* f.p*g) (x) = 0 

d'où 3). 

Si maintenant F est à fibres connexes et u G TO, l'orbite S u de F en u contient 

l'orbite en u des champs X^ où f parcourt C°° (Fo, E ) . Donc S u est une réunion de 

feuilles du feuilletage caractérisitque de To. D'où 4). 

Enfin, 5) résulte immédiatement de 2). 

Remarque. En général les composantes connexes des orbites de F dans To ne 

coïncident pas avec les feuilles du feuilletage caractéristique de (I~o, AQ), comme c'était le 

cas pour les groupoïdes symplectiques. En fait, l'algèbre de Lie des champs hamiltoniens 

des fonctions oc-projetables n'est pas transitive sur les p-fibres : il suffit pour s'en 

convaincre de considérer sur un groupoïde de Lie arbitraire la structure de Poisson triviale 

( A = 0). 

En d'autres termes, le pseudogroupe le long de a des glissements à droite qui 

sont des automorphismes de Poisson ne forme pas un pseudogroupe de définition de 

(r, A ) . Comme un tel glissement est associé à un bissection coïsotrope de T, cette 

propriété s'explique par le fait qu'il n'existe pas en général de bissection coïsotrope 

passant par un point donné de F (c'est déjà le cas si F est un groupe de Poisson.) 

Notons ^ le feuilletage caractéristique de la variété de Poisson T, et pour tout 

x G T, T X T le sous-espace caractéristique de T x ^ . 

Supposons FQ non discrète. Soient 3f a le faisceau sur F des germes des champs 

de vecteurs hamiltoniens des fonctions ot-basiques, et pour tout x G F, 3 f a (x) le sous-

espace de T x T formé des valeurs de ces champs. (Si F est un groupoïde symplectique à 

fibres connexes, 3f a est un faisceau de définition de F.) Comme les sections de 3f a 

sont des champs invariants à gauche, 2ff a (x ) est un sous-espace de l'espace tangent à la 
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p-fibres en x, et sa dimension reste constante lorsque x parcourt une a-fibre. De plus en 
-1 

tout point u de T 0 , 3f a (u ) = T U T D T u P (u). Il en résulte que Ma(x) coïncide avec la 

trace de T X T sur l'espace tangent à la p-fibres en x. 

Théorème 8-3. Soit T un groupoïde de Poisson, et soit S la feuille du 

feuilletage caractéristique de Y passant par un point u de la base TQ. Alors 

I o ) SQ = S fi TQ est une sous-variété connexe de TQ, réunion de feuilles du 

feuilletage caractéristique de (TQ, AQ), et les projections a e i p envoient S sur S 0 . 
als 

2°) S z | SQ, muni de sa structure symplectique naturelle, est un sous-groupoïde 
Pis 

symplectique de T. 

Démonstration : Remarquons tout d'abord que le résultat est trivial si T est à 

base discrète : le seul groupe de Lie connexe qui soit un groupoïde symplectique est le 

groupe réduit à l'élément neutre. 

Supposons TQ non discrète, et posons pour tout v G TQ, = T v f fl T V TQ. 

On définit ainsi sur TQ un champ d'élément de contact integrable au sens de Sussmann. 

De plus, si y0 désigne la trace de T sur TQ, on a 0 = 

Soient maintenant x G F, et X X G T x T . Il existe T | x G T x r tel que X X = A # T | X , et 

donc 

T a ( X X ) = A # ar | x 

Ceci montre que T a ÇTxf)C Ta^xyf°. Par conséquent, a envoie la feuille T (x) 

de y en x dans la feuille T 0 (a(x)) de y 0 en a(x). Si S = ¥ (u) et si x G S, il existe un 

chemin (x t) dans S tel que u = x ( ) et x = x^ Le chemin a(x t ) joint alors u à a(x), et est 

tracé dans SQ = T°(u). Par conséquent a(S) = SQ = S H TQ et est connexe. Le même 

raisonnement s'applique à p. 
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Désignons par a s la forme symplectique de S. Pour tout v G S Q , T V T 0 est un 

sous-espace isotrope de T v * : en effet si X v e e, si 6 V « T * r vérif.e X v = A«0„ 

on peut supposer 0 V G ^ v r 0 , et donc 

a s ( X v , Y v ) = 0 v Y v = O 

Pour tout Y v G T V y °. Comme il est clair que de plus T V f
0 est coïsotrope, il en 

résulte que SQ est une sous-variété lagrangienne de S. 

Pour montrer que S SQ est un groupoïde symplectique,considérons la 

restriction 3f a de 3 f a à S . 
s 

C'est un faisceau transitif sur les composantes connexes des p s-fibres, et les flots 

locaux de ses sections sont des glissements à droite poissonniens, c'est-à-dire respectant 

A. Posons alors 
-1 -l 

r 1 = a (S 0) (1 p (SQ) 

r ' est la réunion de toutes les feuilles de T se projetant par a et p sur SQ. C'est 

donc une sous-variété de Poisson de F. C'est aussi un sous-groupoïde, dont les 

glissements (à gauche et à droite) sont les restrictions à T ' des glissements de T. 

Si x G F et 9X G T * T' , pour tout choix de 9 X G T * T dont la restriction à T X T' soit 

9 X , on a avec des notations évidentes 

a 9; = (a 9 X ) I T' 

(et de même en remplaçant a par P), et 

À# 9; = A # 9 X 

Donc F 1 est un sous-groupoïde de Poisson de r . La remarque essentielle est 

alors la suivante : par tout x G S passe une bissection coïsotrope de T ' : en effet une 

88 



telle bissection n'est rien d'autre qu'une sous-variété lagrangienne de S transverse aux 

a-fibres et aux p-fibres. 

Soit alors (x,y) un couple composable contenu sans S x S . L'ensemble des 

glissements poissonniens de T' agit transitivement sur les Ps-fibres. Donc il existe un tel 

glissement (p envoyant u sur y . Mais alors xy = (p(x) est situé dans la même feuille de 

y que x , c'est -à-dire S. De même, y = (p (a(y)) est aussi un élément de S. On obtient 

donc l'ensemble des restrictions à S des glissements à droite poissonniens de T1 constitue 

un pseudogroupe de définition du groupoïde S z> S 0 respectant la forme symplectique 

Pour préciser la nature des autres feuilles, nous aurons besoin de la notion 

d'affinoïde symplectique [4] [27] 

Rappelons brièvement qu'un affinoïde de Lie est un triplet ( A , A a , A b ) de 

variétés différentiables muni de deux submersions 

a : A -> A a , p : A -> A b 

et si on note 

A 3 = {(x,y,z) G A x A x A I a(x) = a(z) et p(y) = p(z)} 

d'une application différentiable 

7i : A 3 —» A 

dont les points du graphe sont appelés les "parallélogrammes" de A , et vérifiant les 

propriétés : 

1) a (7i(x,y,z)) = a(y) et p(7c(x,y,z)) = p(z) 

2) la relation "(z,x) ~ (y,t) <=> (t,x,y,z) est un parallélogramme" 

[resp. "(t,x) ~ (y,z) <=> (t,x,y,z) est un parallélogramme"] est une relation d'équivalence 

sur le produit fibre A x A [resp. A x A ]. 
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Un affinoïde symplectique est un affïnoïde de Lie muni d'une forme symplectique 

pour laquelle Gr(7i) soit une sous-variété lagrangienne d e A x A x A x A . 

Par exemple, si a , p : V z> T 0 est un groupoïde de Lie [resp. un groupoïde 

symplectique], ( a : T —» T 0 , p : F -> T0) est un affinoïde de Lie [resp. un affinoïde 

symplectique] si on pose 

, v "I 

7l(x,y,z) = X Z y 

Une remarque essentielle est que dans cet exemple, pour tout glissement à droite (p 

tel que (p(z) = y [resp. tout glissement à gauche \|/ tel que \|/ (z) = x on a 

(p(x) = 7c(x,y,z) [resp. \j/(y) = 7c(x,y,z)]. 

Utilisant cette remarque et les raisonnement précédent, on obtient immédiatement : 

Théorème 8-4 : Soient F un groupoïde de Poisson à base non discrète, x un 

point de F , S la feuille en x du feuilletage caractéristique de F , et Saet S b 

respectivement les feuilles en a(x) et p(x) du feuilletage obtenu sur T 0 comme trace du 

feuilletage caractéristique de F. Alors 

I o ) S a et S b sont des sou-variétés connexes de FQ , réunions de feuilles du 

feuilletage caractéristique de ( F 0 , A 0 ) , et ot(S) = S a , p(S) = S b . 

2°) Si les traces sur S des fibres de a (ou de p) sont connexes, ( a : S —> S a , 

P : S —> S b ) muni de sa structure symplectique naturelle, est un affinoïde symplectique. 

Définition 8-2. Soit (M, une variété munie d'un feuilletage de Stefan. On 
a 

dira qu'un groupoïde de F FQ est une réalisation de (M, y) si FQ = M et si T 

est le feuilletage sur FQ des orbites de T 

Exemples fondamentaux. Si (M, T ) est une variété munie d'un feuilletage 

régulie, le groupoïde d'holonomie [16] Hol (°F) est une réalisation à fibres connexes de 
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(M, °F). Cette réalisation est universelle parmi les réalisations à fibres connexes, au sens 

suivant : si V est une réalisation à fibres connexes de (M, *F), il existe un morphisme de 

groupoïdes T -4 Hol (T) qui est une submersion subjective, définie de manière 

canonique [16]. 

De même, le groupoïde d'homotopie Horn (*F) est une réalisation à fibres 

simplement connexes de (M, çf) qui possède la même propriété universelle parmi les 

réalisations à fibres simplement connexes [16]. 

Définition 8-3. Soit ( To, Ao) une variété de Poisson. On dira qu'un groupoïde 
a 

de Poisson (T -» Tn A) est une réalisation de Poisson si 
p ' 

(i) ( TQ, AQ) est la variété de Poisson des unités de ( T, A) 

(ii) T est une réalisation de (ro, Y) où Y est le feuilletage caractéristique de 

( r 0 , A 0). 
a 

Tout groupoïde symplectique (r To, a) à fibres connexes est une réalisation de 

Poisson de ( To, Ao). Par contre le groupoïde de Poisson grossier To x To n'est une 

réalisation de ( To, Ao) que si ( To, Ao) est symplectique. 

Proposition 8-1. Soit ( To, Ao) une variété de Poisson régulière, dont on note 

Y le feuilletage caractérisitque, et Hol Çf) et Horn (f) respectivement les groupoïdes 

d'holonomie et d'homotopie de f. 

Alors Hol Çf)et Horn Çf) sont canoniquement munis de structures de 

groupoïdes de Poisson qui sont des réalisations de Poisson de (ro, Ao). 

De plus, toute réalisation de Poisson à fibres connexes [resp. à fibres simplement 

connexes] se factorise à travers Hol Çf) [resp. Horn (f)] par un morphisme de 

groupoïdes de Poisson qui est une submersion subjective. 

a 

D é m o n s t r a t i o n . Désignons par T ' ^ T ' o indifféremment le groupoïde 

Hol Çf ) ou Hom Çf). 1 ' = (P', a') : T '_>ro x TQ est un morphisme de groupoïdes de 
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Lie de T ' dans le groupoïde grossier To x Fo, et c'est une immersion. Soit x e T et 

notons u = a'(x), v = (3'(x). Alors si S u est la feuille de ¥ passant par u 

S v x S u c T 7 ' ( T x r ' ) 

Il existe donc sur T' une unique structure de Poisson A' qui fait de 

7 ' : (T ', A')_> To x To une immersion de Poisson : on peut la définir en demandant au 

diagramme suivant d'être commutatif 

t r y_2 • r ( r 0 x r 0 ) 

A' (- A 0 X Ao )# 

T T y V 
T F " ~ T < r o x r o > 

TY ' est injectif fibre à fibre, donc 7 '* est surjectif fibre à fibre. Il en résulte que 

A* est un morphisme de groupoïdes de (T*T ', o) dans (TT ',©), ce qui prouve que 

( r ', A') est un groupoïde de Poisson. 
a 

Considérons maintenant un groupoïde de Poisson ( r To, A) qui réalise 

(To, Ao), à fibres connexes. La propriété universelle des groupoïdes d'holonomie [16] 

assure l'existence d'un morphisme de groupoïdes 

h : r_>Hol (¥) 

qui est une submersion surjective. h est un morphisme de Poisson si, et seulement si, 

7 ' o h en est un, ce qui est le cas puisque 7 ' o h 7 = ((3, a). 

Le même raisonnement s'applique en remplaçant Hol ) par Horn (t) si T est à 

fibres simplement connexes, ce qui achève la démonstration. 

» 

a 

Conservons la notation T ' 'o pour l'un des deux groupoïdes Hol (T) ou 

Horn ( T ) , et soient u e TQ , et S u la feuille symplectique de VQ en u. Alors 92 



• -1 -1 -1 

r a (S u ) n P ( S u ) est le groupoïde de jauge de a ' : p (u) _> S u . L'image 

t — 

par Y ' = (P\ oc') de F est S u x S u , feuille symplectique de r 0

 x Fo , et 
u 

» ! 

{ T | UG To) est le feuilletage symplectique de F '. F est le quotient du groupoïde 
Su Su 

-1 -1 t -1 
grossier p(u) x p(u) par le groupe d'isotropie F a ' : p(u) S u est un revêtement, 

u 

et donc si o u est la forme symplectique de S u , a * a u est une forme symplectique sur 
-1 » 
P (u) invariante par F . Donc la structure symplectique - a u + o u du groupoïde 

u 

-1 -1 t 

grossier p (u) x p (u) passe au quotient et fait de F un revêtement symplectique de 
Su 

S u x S u . Donc, muni de sa structure symplectique de feuille caractéristique de F ', F 
Su 

est un groupoïde symplectique. 

On a donc prouvé 

Corollaire, Les feuilles du feuilletage caractéristique des groupoïdes de Poisson 

Hol ) (resp. Hom (T )) sont les groupoïdes de jauge a" 1 (S) = p _ 1 ( S ) de Hol T 

(resp. Hom T). Ce sont des groupoïdes symplectiques transitifs. 

Il résulte du corollaire que le pseudogroupe engendré par p* C°° (r 0 , R ) , qui est 

un pseudogroupe de glissements à gauche formé de difféomorphismes de Poisson, est un 

pseudogroupe de définition de Hol (f) (resp. Hom ^ ) à la différence de ce qui se passe 

en général pour un groupoïde de Poisson. 
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APPENDICE 

Intégrabilité symplectique et sous-groupes de Lie de Diffo (Fq, Ao) 

Soit (To, Ao) un variété de Poisson que l'on suppose integrable. Soit 
a 

( T , a ) -jjj> (ro, AQ) un groupoïde symplectique l'intégrant et Gp le groupe des 

glissements à gauche symplectiques de (F, a) à supports les images réciproques par p 

des compacts de To. On munit (cf. Ex LB.2) Gp de la difféologie à contrôle p-image 

réciproque d'un compact. Gp est un sous-groupe difféologique de Diff^ (FQ, AQ) dont 

l'algèbre de Lie est isomorphe à Z i î J (FQ) espace des 1-formes fermées à supports 

compacts de To muni du crochet défini par AQ. 

Soit Gi = P (Gp) = {p o (p I T 0 I (p E Gp }. Gi est un sous-groupe de Diffo (ro, Ao) 

et l'injection i : Gi -> Diffo (ro, Ao) est un morphisme difféologique. 

Si t »—• g(t) est une courbe C°° issue de l'identité de Gi , par définition même de la 

difféologie de G i, il existe une courbe C°° t (p (t) de Gp telle que g (t) = P ((p (t)). Il 
de 

en résulte que -g* 1 1 = Q = [Ao, œ] pour une 1-forme fermée œ de To, à support compact. 

Comme inversement toute 1-forme fermée donne naissance par intégration à un flot g (t) 

de la forme po 9 (t), cp (t) étant le flot de [A, a*co], G\ est un sous-groupe de Lie faible 

de Diffo d o , A 0 ) 

Il en résulte 

Proposition A - l . Si (FQ, AQ) est une variété de Poisson integrable telle que 

H 1 (To, R) = 0, // existe un sous-groupe de Lie faible intégrant Hamo (ro, Ao) 

Autrement dit l'intégrabilité symplectique résoud - du moins pour les variétés de 

Poisson à premier groupe de cohomologie deRham nul - le problème posé en l-B-4 de 

l'intégration de Hamo (ro, Ao) par un sous-groupe de Lie faible. 

Cette condition d'intégrabilité symplectique n'est pas nécessaire comme le montre 

l'exemple suivant : FQ = S 2 x S 1 muni de la structure symplectique a y = OQ(2 + COS 9) 

où ao est la structure standard de S 2 et 0 G S 1 . Il résulte de [3] que (ro, AQ) n'est pas 
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integrable. On va prouver que si G désigne le sous-groupe de Lie de Diff (To, Ao) formé 

des automorphismes de Poisson de (Jo, Ao) conservant le feuilletage feuille à feuille, 

(cf.l-Bl Ex 4), son algèbre de Lie est Hamo (To, Ao). Soit t *-* g(t) une courbe C°° 

issue de l'élément neutre de G et X = ^ 1 1 = Q . £x Ao = 0 ce qui entraine que pour 

tout y, Xy : x X( X î y) est hamiltonien. On peut donc en intégrant -ixy Oy à partir du 

pôle sud par exemple construire une fonction C°° f telle que 

iXyCJy = - d x f 

Autrement dit X = [A, f] ce qui prouve que T e G = Ham (ro, Ao). 

En général il n'est pas vrai que le sous-groupe de Lie de Diffo (ro, Ao) conservant le 

feuilletage feuille à feuille, ait pour algèbre de Lie Hamo (ro, Ao), comme le montre 

l'exemple suivant : To = S 2 x R et Ao = y 2 Ao (y e R ) , Ao étant la structure de Poisson 

standard de S 2 . Soit X = [Ao, yf] où f I 5 2 X Q n'est pas constante. Il est clair que 

X G T e G. Cependant X g Hamo (Î Q, AQ) car - n'est pas C°° au voisinage de S 2 x 0. On 

peut d'ailleurs montrer que T e G = y [Ao, C^° (ro, R ) ] . En effet si X G T e G, X(x, 0) = 

0. Comme £ x Ao = 0, pour tout y * 0 i X y G 0 est une 1-forme fermée de S 2 et donc 
l Xy a 0 e s t f e r m é e P o u r t o u t Y- Soit fj (x, y) l'intégrale de cette forme valant 0 au pôle 

sud de S 2 * Pour tout y * 0 X = [AQ, fj] et donc par continuité X = [AQ, f j pour tout 

y. Il en résulte que f^x, 0) = 0 = d xfj(x, 0). fj étant C°°, ceci implique l'existence d'une 

fonction C°° f telle que fj(x, y) = y f(x, y), ce qui prouve le résultat cherché. 

Enfin (ro, Ao = y 2 Ao) n'est pas integrable du point de vue symplectique. En effet si 
a 

(ro, Ao) était integrable soit (r, <r) -» (Xo> Ao) l'unique groupoïde symplectique 
^ _l 

a-simplement connexe intégrant (ro, Ao) et le sous-groupoïde a ( S 2 x R * ) . On 

considère par ailleurs le groupoïde symplectique T* S 3 z£ 80 (3)* et on note T\ sa 

restriction à 00 (3)*\0. 

L'application \j/o : S 2 x R + 00 (3)*\0 définie par XJ/Q1 (9, y) = y 2 9 est un 

difféomorphisme de Poisson si on munit S 2 x R+ de Aoet0O (3)* de sa structure 
a 

standard. Il en résulte [corollaire 2 Proposition 6-3 § 5] que (P", a) -» S 2 x R + est 
p 

isomorphe à T* S 3 I 0o(3*)\O~^^ (3)*\0 On considère l'action naturelle de S 3 dans 

S 2 x R définie par g. (9, y) = (g9, y). C'est une action de Poisson qui se relève donc 
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en une action symplectique de (r, a) qui admet un moment J : F -> 00 (3)* puisque 

rc^ = 0. Soit J + = J I r 1 - . o \\f (où \\f est l'isomorphisme de T*S 3 I £<j (3)*\Q sur T4") 

est donc le moment de l'action naturelle à gauche de S 3 dans T*S 3 . Autrement dit 

J + o y coïncide avec l'application but de T* S 3 . Or p o y 1 = \\f'Q o p . Donc 

J + = o p où (0, y) = y 2 0. Il en résulte que dJ I p ^ s

2

 x 0 ) = 0 ce qui 

implique que l'action de S 3 au dessus de S 2 x 0 est triviale. C est faux puisque 

g(6, y) = (g0, y). 
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