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SUR L'ANALYSE ALGEBRIQUE I I 

par Samuel D. EKONG 

INTRODUCTION 

Cet article est la suite de "Analyse algébrique I " [3]; il constitue un 
maillon dans le travail que nous consacrons aux méthodes algébriques dans 
Tétude des équations différentielles. Nous n'aborderons pas ici les <©-
modules ; il s'agit essentiellement de fabriquer des outils relativement simples 
qui permettent l'exploitation des résultats obtenus dans Tétude des points 
singuliers réguliers des systèmes d'équations différentielles algébriques. 

So i t : ^ = A ( z ) y ( o u z ^ = A ( z ) y ) 

un système différentiel où A(z) est une matrice carrée d'ordre n à coefficients 
méromorphes au voisinage de o. 

L'étude d'un tel système est équivalent à l'étude d'une équation 
différentielle linéaire d'ordre n. 

Plusieurs critères permettent de déterminer le "type" de la singularité du 
système au point o. Nous avons adopté le point de vue de N. Katz par 
l'utilisation des connexions linéaires ce qui nous a conduit à retenir comme 
"mesure" : le rang rationnel de N. Katz l'indice de B. Malgrange et les 
invariants de R. Gérard et A.H.M. Levelt. 

L'utilisation de ces critères exige d'avoir à sa disposition un vecteur 
cyclique. La construction d'un tel vecteur est donc essentielle. A. Dabèche 
donne dans [1], un procédé de construction. Nous proposons dans la partie III 
de cet article une autre méthode inspirée par les travaux de J.P. Ramis. 

I. NOTATIONS ET RAPPELS. 

O désigne soit l'anneau Œ{z} des germes de fonctions holomorphes au 
voisinage de o soit l'anneau Œ[[z]] des séries formelles en z à coefficients dans 
(E; K est le corps des quotients de © et Tïl l'idéal de la valuation v 0 dont 

l'anneau est ©. On a Tïi = z O ; O est un anneau de valuation discrète (voir 
[8]). 
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Soit Q le ©-module des différentielles de © et d : © -> Q , la 

dérivation canonique de © dans Q. 

Q est un ©-module libre de base dz et Q = ©dz. 

Notons Der(O) : le ©-module des dérivations de © dans © , Q* : le dual 

de Q. 

A toute forme linéaire x sur Q est associée une unique dérivation dx de © 

dans ©, rendant commutatif le diagramme 9 T 

ci-contre . On a alors x o d = 9 X , L'application © > © 

x -> x o d = dxes\ un isomorphisme de ©- | 

modules qui permet d'identifier Der(©) à Q* . d x 

La dérivation canonique d de © dans Q se 

prolonge de manière unique sur K en Q 

posant pour tout f = p/q e K 

d f = q d p - pdg 

q 2 

QK = K ® Q est le K -espace vectoriel des différentielles sur K ; Q K s'identifie 

à Kdz et d i m K (QK) = 1. 

La dérivation canonique d est alors une dérivation de K dans QK et comme 

ci-dessus, on identifie le K-espace vectoriel Der(K) au dual Q*K de Œ K , au 

moyen de l'isomorphisme : x -» d x = x o d, où xeQ ^ . 

1-1 Espaces uector ie ls à c o n n e K î o n . 

Soit V un K-espace vectoriel de dimension finie n > O. 

Définition. Une connexion linéaire sur V, est une application 

V : V -> Q K ® V, telle que 

i)V estadditive, i.e.f 

V ( V 5 V ' ) G V 2 V(v+v') = V (v )+V (v ' ) 

/ /yVfeK , V V G V 
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Vfv) = fV(v) + df ® v. (identité de Leibniz). 

Définition. Un espace vectoriel à connexion, est un couple (VV), où V est 

un K-espace vectoriel de dimension finie > O et \lune connexion 
linéaire sur V. 

Soit (V,V) un espace vectoriel à connexion et t e £ 2 K ; considérons les 

applications V T : V -» V et d T : K -» K, définies par 

a) VveV, V T (v) = <V(v),t> 

b ) V f € K , aT(f) = <df,x> 

n n 
ceci signifie que si : V(v) =Z co. <8> v. , co. e îL , , v.eV , <V(v),x>= =E t(co.)v. et 

¡=1 K i=i 

T 

1 .1 .1 : dx est une dérivation sur K. 

1.1.2 : V f e K , V(v,v')€V 2 . 

V f T (fv) = fV t(v) + 9 T (f)v 

Vt(v) = fVT(v). 

1.1.3 : Si k désigne le corps des constantes de Bx, alors V T est k-linéaire. 

1.1.4 : Expression analytique de V T . 

* 
Soit (ej) t < j < n , une base de V, xe . 

n n 
V(e.) =Z co. <8» e ( , co.. e K ; posons t(co..) = a.j il vient V T (e.) =E a . ^ , soit 

A=(a..)e *nin(K) matrice carrée d'ordre n à coefficients dans K. Pour tout 

n n n 
v =Z v.e. de V posons a.(v) = £ 3_(v)e., il vient Vv = £ v. e. € V. 

¡=1 ¡=1 ¡=1 J J 
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n 

V T(v) = <V(v),x> = <Z Vj V(ej) + dv. ® e. ,x> 

n n 
= I v. <V(e.),x> + E <dv. <8> e. ,t> 

j=i j=i 

n n n 
=Z Sv.a-.e. + Z a (v.)e. 

]=1 ¡=1 J , J j=i T J J 

= A(v) + d T (v). 

On en déduit que : V T = A + dx. 

Définition : A est appelée (par abus de langage) la matrice de V t dans la 

base (e.) 1 < j < n ; V z est un opérateur différentiel sur V = K n et 

V T(Y) = 9T(Y) + AY, Ye V, représente un système différentiel. 

Par conséquent si (V,V) est un espace vectoriel à connexion, la donnée 

de , correspond à la donnée d'un opérateur différentiel V T sur V ; que 

devient cet opérateur dans un changement de base ? 

1.1.5. fiction d'un changement de base. 

Soient (e) = ( e . ) 1 < j < n , une base de V, A : la matrice de V T dans cette 

base, (e') = ( e ' . ) 1 < i < n une autre base de V, P la matrice de passage de la base 

(e) à la base (e1) on a : V T = 9 T + A et Vye V, V T(Y) = 3 T(Y) + AY ; posons Y = P Z , 

il vient 

V T (PZ) = d T(PZ) + A P Z 

= P 3 T (Z) + 3 T (P)Z + APZ, d foù 

p - 1 v T P(Z) = a T (Z) + p- 1a T(P)(Z) + P" 1 AP(Z) . 
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On en déduit que 

P " 1 V T P = 3 T + P" 19 T(P) + P" 1AP 

= a T + B , 

O Ù B = p _ 1 a T (P) + p" 1 AP 

Un système différentiel sur V = K n , est une expression de la forme 

<D(Y) = 3T(Y) - AY , où xe Q*K , dxe Der(K) et Ae mn (K). 

Déf ini t ion: SoitveQ^ d x eDer(K) ; deux systèmes différentiels 

<D(Y) = 3T(Y) - AY 

*F (Y) = 3T(Y) - BY , sur V = K n , sont dits semblables (ou K-équivalents), 

s'il existe P dans GL n (K) , telle que : B = P" 1 AP-P" 1 3T(P). La relation de 

similitude, est une relation d'équivalence entre systèmes différentiels. 

1.1.6. Systèmes différentiels et connexions linéaires. 

Proposition 1 : A tout système différentiel<I>(Y) = 3T(Y) - AY, si/rV, est associée 

une connexion linéaire sur V. 

Preuue. Soient xe Q K T ^ Q , dx e Der(K), A = (a.j)e 7 ï l n (K) 

/VA A A 
Y = • e V , O(Y) - A 

V V ^ z ( y n ) J \V,J 

La donnée de 9 T = d o x et A = (a.j) permet de définir la connexion linéaire V de 

la manière suivante : 

1°) Soit ( e j ) 1 < j < n une base de V ; V est l'application additive de V dans 

QK <8>K V , définie par : 
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n 

V je {1,2,...,n}, V(ej) = Z o)|j <8> e. , où le coy sont des éléments de , 

tels que T(coy) = a^e K; x n'étant pas nulle, x 1 est surjective d'où l'existence des 

co... 

2°) On pose V f € K , Vi€ {1,2,...,n} 

V(f9j) = fV(ej) + df <8> e,. 

On vérifie alors aisément que V est une connexion linéaire sur V ; cependant 

cette connexion linéaire n'est pas unique en effet : V M e f ï l ( K ) , V = V + M , 

est une connexion linéaire sur V. 

Définition : Soient (V,V), un espace vectoriel à connexion x e Q K , x ^ o ; un 

vecteur e de V est dit cyclique pourVx , si la famille, (V^(e)) 0 < l < n _ 1 est 

une base de V. 

* 

Proposition 2 : Soient (V,V) un espace vectoriel à connexion, xe , x* o, si 

e G V est V, -cyclique alors VX'G Q ^ , xf ± o, e est V '-cyclique. 

Preuve. Supposons eeV, V -cyclique alors ( v ,

T ( 6 ) ) 0 < i < n ^ 1 , est une base de V. 

* * 
Soit t 'e Q K - {o}, dirn^ {Q^ ( f i

K ) = 1 existe donc fe K, f ^ o tel que 

x' = h V T ' (e) = V f T (e) = f(V T(e) ; supposons a o e + a ^ ^ e ) = o, a.e K ; il vient 

a 0 e + a 1 fV T,(e) = o, d'où a 0 = a 1 = o , donc la famille {e,V,(e)} est libre ; 

supposons que pour o<k<n-1, (V^, (e)) 0 < | < k ) soit libre et soit 

k k+1 

X.Qe + X 1 Vx,(e)+...+\k V T , (e) + X, k + 1 V T . (e) = o une combinaison linéaire 

nulle ; on a VT.(e) = fV T (e). 
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V T

2(e) = V t.(fV x(e)) = f \ 2 ( e ) + fa (f)V (e). 

Supposons que pour, 1 < k < n-1 

VlJ.(e) = f k V^e) + a k ; k _ 1 V T

k " 1 ( e ) + . . . + a k ^ ( e ) a k j e K ; alors 

k-1 

V * * 1 (e) = f V [ f k V t

k ( e ) + I o k J v | ( e ) ] 

= f h + 1 V T

k + 1 (e) + a k + 1 k V k ( e ) + . . . + a k + l 1 V T ( e ) . 

Par conséquent : 

k+1 
X X. V x (e) = o est équivalent à 
i=o 

\ e + (k^au +l2a2]+...+ \ + ] , o k + 1 # 1 ) V z ( e ) + . . . + \ + / + 1 ^ + 1 (e) = o 

X 0 = o 

d'où 
X, k + 1 = o => X. = o , 1 <i<k 

donc (V^e) ) 0 $ i $ k + 1 , est libre donc (V^(e) ) 0 ^ n _ } est une base de V, par 

conséquent, e est V, -cyclique . 

Définition : Soit xeQ^ t x ^ o ; un vecteur e de V V^-cyclique, est dit 

cyclique. 

Théorème (P. Deligne) [2] : Soit (V,V) un espace vectoriel à connexion alors V 
possède un vecteur cyclique. 

L'étude des systèmes différentiels englobe celle des équations 
différentielles de la forme 

= V 1 ( z ) ~à + - + a i W 57 + a o 
dz dz 
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en posant y 0 = y , y ] = y' 0 yn_ ] = y' n_ 2 = y ( n " 1 } 

/0 1 0 . . . o \ 

/ y 0, \ O O 1 O . . 0 

y n = y ' n - i . Y = : • A = n * " n ; 
O . . . . O 1 

^ a o a l a n - 1 J 

on a AY. 

Le théorème ci-dessus connu sous la dénomination du lemme du 
vecteur cyclique conduit au résultat suivant : 

Théorème (P. Deligne) 12] : SoitdT = Z ^ - G Der(K) , tout système 

différentiel dT{Y) = AY, dans M, se ramène à une équation différentielle 

linéaire d'ordre n. 

Preuue. Soit ee V un vecteur cyclique, ( e | ) 0 < i < n la base de V dans laquelle la 

f z* \ 

matrice de V T est A ; soit P la matrice de passage, posons Y = PZ, Z = 

V z n - i y 

Le système 9T(Y) =AY est alors équivalent au système 9T(Z) = BZ où 

B = P~1AP - P~1 3T(P) d'où le système 

^( z o> = b 0 V i 
a x ( Z l ) = Z o + b 1 Z n - 1 

< • 

^ V Z n - l ) = Z n - 2 + b 1 Z n - 1 

ce système se ramène à une équation différentielle de la forme 
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a t V i > - Pn_! C 1 (z n_ l } +...+ W z ^ } + p o V l . 

J.P. Ramis donne dans [7], une démonstration qui, dans le cas 3 T = établi 

l'équivalence entre système différentiel d'ordre 1 et équation différentielle 
linéaire d'ordre n. Cette démonstration n'utilise pas le lemme du vecteur 
cyclique ; c'est cependant en s'inspirant de sa méthode que nous donnons 
une construction explicite d'un vecteur cyclique. 

Soit teQJg , t ^ o, et soit ee V, un vecteur cyclique la matrice A de V T 

dans la base (V^ ( e ) ) 0 < j < n _ 1 a la forme 

/ ° • • • 0 b o \ 

1 o . . o b 1 

A = o 1 o . o b 2 

. . . . o 

V ° - - 0 l b n - 1 J 

I I . Points singuliers régul iers . 

d n v d n " 1 v dv 
Soit — ^ = a n l ( z ) — ~ f + - + a i ( z ) d z + a o ( z ) y u n e é c l u a t i o n différentielle 

dz dz 

linéaire d'ordre n>l , à coefficients dans K = Œ{{z}} : le corps des fonctions 
méromorphes au voisinage de o. 

Cette équation se ramène au moyen d'un vecteur cyclique à un 
système différentiel de la forme 

^ = A Y f A 6 m n ( K ) . 

Définition : On dit que o est un point singulier régulier du système différentiel 

AY , Ae 7ï l n ( K ) ,(ou de l'équation différentielle) s'il existe un 

système fondamentale de solutions à croissance modérée au 
voisinage de o. 

(une fonction f est dite à croissance modérée au voisinage de o, s'il existe un 

entier naturel n tel que lim z n/f(z)) = o, 8 < Arg z < 0 A 
z->o 
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dny n " 1 dV 
Théorème (L.l. Fuchs) : Soit—V a^z) , a{(z)e K une équation 

dzn 6 dz' 
différentielle linéaire d'ordre n>1 ; o est un point singulier régulier de 
cette équation si : 

Vi, o< i<n- l , a^z) a un pôle d'ordre inférieur ou égal à n-i, ce qui est 

équivalent à vQ(a i(z))> i-n (conditions de Fuchs). 

Au moyen d'un vecteur cyclique diverses mesures : le rang rationnel de 
N. Katz, l'indice de B. Malgrange les invariants de R. Gérard et A.H.M. 
Levelt, permettent, dans le cas des systèmes différentiels de la forme 
dy 
g£ = A(z)Y, A(Z)G TU n ( K ) de préciser la nature du point singulier o. 

Rappels sur les résu l ta ts de N. K a t z B. M a l g r a n g e , R. Gérard et 
fl.H.M. Leuel t . 

2 .1 . Le rang rationnel de N. Katz. 

Soient (V,V), un espace vectoriel à connexion , dx = z ^ - e t V T = 3 T -A, 

Ae < Hl n (K ) . Un réseau A de V, est un ©-module libre qui engendré V ; on a 

n 

alors A = ^ . O e | où ( e ] ) 1 < i < n , est une base de V. N. Katz défini le nombre 

i = 1 
rationnel r de la manière suivante : 

soit A , un réseau de V, l'application v A : V -> ZU{+oo}, définie par : 

VxeV , v A (x ) = sup{neZ U {+oo}/xe Tï l n A} 

où Tiïl est l'idéal de la valuation v d'anneau O, possède les propriétés 

suivantes : 

a/ V(x,y)E V 2 , v A (x+y) > inf {v A (x) , v A (y)} 

b/ V Xe K , VXG V , vA(A,x) = vQ(A.) + v A (x ) 

cl v A (x ) > o <=> X G A 
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d/ v A (x ) = o <=> x = o. 

Théorème (N. KflTZ) : // existe un nombre rationnel r > o tel que pour tout 

réseau A de V , et toute base (e.) 1 < i < n de V, il existe une constante C 

telle que pour tout entier i deK on ait : 

I sup { - v A ( V ^ ( e k ) } - r i | < C 

On trouvera une démonstration de ce théorème dans [2]. 

Définition : r est appelé le rang rationnel de N. Katz. 

Théorème (P. Deligne) [2] : Soient (V,V) un espace vectoriel à connexion 
d d 

T = d l e t 0 = z d l 

soit e un vecteur cyclique de V , on a : 

n n-1 i 
V e(e) = £ b.(z) V 0 (e) 

i=o 

n n-1 i 

i=o 

v0(bi(z)) 
r = sup {o, sup (- — — } 

o<i<n-1 n 1 

r = sup{o, sup (- • ) - 1 } • 
0<I<I1-1 n 1 

Théorème. (N. Katz) : O, est un point singulier régulier si r = o. 

2.2. L'indice de B. Malgrange [6]. 

Soient E et F des K-espaces vectoriels u : E -» F, une application 
linéaire. On dit que u est à indice si dim(Ker(u), et dim(coker(u)), sont finis ; 
l'indice de u est alors l'entier 

%(u) = dim(ker(u)) - dim(coker(u)). 
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n d 1 

Soit D = V a.(z) — , a.(z)e(E{z}, an(z) * o . 

i=o d z 

B. Malgrange démontre dans [6] que 

D : Œ[[z]] -> Œ[[z]] , et D : C{z} -> Œ{z}, sont à indice, et ont pour indice 
respectif 

X(D,(C[[z]]) = o s j jp n {i - v0(a,(z))} 

X(D,(C{z}) = n - v o (an(z)). 

Définition : i(D) = x( D -C[ [ z ] ] ) - % ( D № } ) . est appelé l'indice de B. Malgrange. 
Cet indice mesure la différence, où "irrégularité" entre résolution 
formelle et résolution analytique. 

Théorème. (B. Malgrange). 

i (D)= sup {v o (a n (z)-n-(v o (a.(z))- i ) } . 
o<i<n 0 

Soit ^ = A(z)Y, A(z)e (m, n(K) un système différentiel ; ce système se 

ramène à une équation différentielle au moyen d'un vecteur cyclique ; si l'on 

pose 0 = z , soit e un vecteur cyclique de V, on a : 

n n-1 i 
V e ( e ) = £ b,(z) V 0 ( e ) 

i=o 

n-1 
en posant D = 0 n - £ bj(z) G1 , l'étude du système différentiel ci-dessus est 

i=o 
alors équivalente à l'étude de l'équation différentielle : 

0n(y) = £ b,(z) e j(y). 

i=o 

Théorème. (B. Malgrange). 

a / i (D)= sup ( -v 0 (b , (z) ) . 
o<i<n-1 0 1 

ù/o, est un point singulier régulier s/i(D) = o. 
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2.3 Les invariants de R. Gérard et fl.H.M. Levelt. [41. 

Soient (V,V) un espace vectoriel à connexion %<=Q , x ^ o , V T = dT-A, 

Ae «JTl^K). Pour tout réseau A de V et tout rri€ N 

m £ j 
2 . 3 . 1 . y (A) = X V (A) , est un réseau de V. 

1=0 

m m + 1 m 
2.3.2 Q (A) = y (A)№ (A), est un ©-module de longueur finie, 

m m m+1 m m 
V x induit un épimorphisme de Q T (A) sur Q x (A) et (Q T (A),V ) m > 0 est 

un système inductif. 

oo 
Soit Q (A) la limite inductive de cette famille, 

x 

oo r d 
2.3.3. Q (A) est de longueur finie soit pT(A) sa longueur pour dT = z ^ , 

x 

re N* , Gérard et Levelt prouvent que p T (A) ne dépend pas de A et posent 

p t(A) = p r , r 6 N * . 

Théorème (R. Gérard et A.H.M. Levelt) : / existe qe N , tel que p q = o soit 

* 
£ = i n f { q e N / p q = o} a/ors p 1 > p 2 >...>p^-| > o. 

Définition : Les entiers (pk)Uk<j^_-, , sont appelés les invariants de Gérard et 

Levelt de la connexion V , ? est appelée l'ordre de la singularité de la 

connexion V , p 1 est l'invariant de Fuchs de V. 

Théorème (R. Gérard-A.H.M. Levelt : o, est un point singulier régulier si 

p 1 =o . 
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THEOREME. (R. Gérard - A.H.M. Levelt) : Soient re N * ô T = z ^ et e un vecteur 

cyclique de V, alors 

n n-1 i 
v t (e) = S b,(z) V t (e) 

i=o 

Si v = sup { - v (b,(z))} f alors 
0 o<i<n-1 0 1 

p r = sup{o,v0}. 

Définition : La connexion V est dite x-régulière s'il existe une base ( e . ) 1 < i < n de 

V dans laquelle la matrice A de V appartient TM©). 

kd 
Théorème. (R. Gérard, A.H.M. Levelt) : Soient k G N , dx = z ^ , /a 

connexion V esf x-régulière si p k = o. 

Théorème . (R. Gérard - A.H.M. Levelt) : So/enf r /e rang rationnel de N. Katz 
i(D) l'indice de B. Malgrange, on a 

77 i(D) = P l 

2°/p]/n < r < P l . 

La construction d fun vecteur cyclique est par conséquent une démarche 
fondamentale pour la détermination de la nature du point singulier o au 
moyen des critères précédents. 

I I I . CONSTRUCTION D'UN UECTEUR CVCLIQUE. 

Le procédé de construction d'un vecteur cyclique que nous donnons ici, 
s'inspire de la méthode utilisée par J.P. Ramis dans [7], pour établir 
l'équivalence entre un système différentiel et une équation différentielle 
linéaire d'ordre n. 

K, est le corps Œ{{z}} : corps des fonctions méromorphes au voisinage 
de o, ou le corps Œ((z))) : corps des quotients de l'anneau Œ[[z]] des séries 

* 

formelles en z à coefficients dans Œ ; n c N et (V,V) est un espace vectoriel à 

connexion de dimension n. 
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d 

Soient xe Q K ; T , 9 T = ^ , V t = ^ - A où A = (a .̂) e mn (K) 

Soit { ^ ( z ) } ^ ^ , une famille de polynômes de <E[z], telle que : 

V . , 1<i<n, d°Àj(z)<n. 

On construit une matrice B = (b i f) de la manière suivante 
'J o<i<n 

i<j<n 

(t>o1 , b o 2 bm) = (X,(z),l2(z),..\(z)) 

( b i + 1 , 1 - b i + 1 , 2 - A 1 ,n) = - dT ( b i 1 b i , n ) + ( b i 1 - - b i n ) t A 

où l A est la transposée de A. 

/ b 1 1 • b 1 n \ 
f b d • • b o n \ 

B n = b H b m . B 0 = 

^ b n + 1 • • • b n - 1 n J 

V b n 1 • • b nn J 

B n = ( b i i U n - 1 • B o = 
1<j<n 1<j<n 

pour i > o, la relation de récurrence 

/ a n a 2 i • • • 3 n 1 \ 

d b n db j n  

( b i + u b i t i , n H - d T "dTW b i i bin> • 

V 3 l n a 2 n • • 3 n n / 

d b n n db j n n 

= ( - " d 7 " + E b ik a ik"- -"dT +
 E b i k a i k > ) 

k=1 k=1 
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entraîne la relation 

o dz n 

Si B n est inversible alors on a 

dB n t 1 dB n . . 
B = - -"j— + B A <=> B B" = - -r1 B" + B A B o dz n o n dz n

 n n 

posons C = l (B 0 .B n

1 ) , il vient 

C = - l B n

1 ^ . ' B ^ 

en posant P = i B n , on a 

c = p - i A P _ p - i d P 

Le système différentiel ^ = AY, est alors équivalent au système différentiel 

^ - C Y 

Théorème (J.P. Ramis) [7] : La fonction z -> dét(Bn(z)) de (E dans d n'est pas 

identiquement nulle au voisinage de O. 

Preuue. Soient F un disque ouvert de centre o, et T o = r - {o} le disque ouvert 

pointé dans lequel tous les coefficients a^z) de A(z) sont définis. 

Lemme (J.P. Ramis) [7] :SoitzQ G Tq et soit L (£ y) e 7Hn((C) une matrice scalaire 

arbitraire fixée il existe une famille A(z) = (X1(z),,...,Xn(z)) de polynômes 

de <X[z], telle que : 

a / V., 1<i<n, le degré de X-{z) est inférieur ou égal à n. 

" / B n ( z o ) = L 

Les À.(z), 1 <i<n , sont déterminés de manière unique par ces 

conditions. 
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Preuue du lemme . Soit L = (£ ..)<= TU n(<L) ; pour tout i, o<i<n posons 

La matrice B(z) a alors la forme suivante : 

/ A ( z ) 

- ^ + A * 2 0 ( Z ) 

d 2 A(z ) dA (z ) , 4 v _ , % 

B(z)= d z 

\ dz dz 

où les Ojj(z) ne dépendent que des coefficients a.j(z) de la matrice A(z). 

Les conditions a/ et b/ du lemme sont équivalentes à l'existence d'une 

famille de polynômes A(z) = (^ (z ) A,n(z) de <X(z) telle que 

' A ( z 0 ) - ( « n , . . , * 1 n ) 

- d ^ z 0 ) + A ( z 0 ) O 2 0 ( z 0 ) = ( ^ 2 1 * 2 n ) 

< 

M ) R " 1 d " ^ Z o ) + - + A ( Z o ) ^ n . o ( Z o ) - « „1 « nn> 

^ dz 

soit 
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^ A ( 2 0 ) = ^ 

< d ^ Z o ) = ^ 2 + ^ 1 * 2 0 ( z o ) 

d 4 r ^ Z o ) = ( - i r 1 ( ^ + . . . ^ 1 O n o ( Z 0 ) ) 

^ dz 

n-1 

Pour tout i de {1 , . . . ,n} posons ^(z) = a i h z h on a alors n systèmes de la 

h=o 
forme 

r M Z o ) = * 1 i 

d \ 

~ T < Z a ) = ( - 1 ) n " ^ n i + - - - ^ 1 i ( P n ( a i j ( Z o ) ) 
v dz 

d'où le système 

' a i o + a i i z o + - + a i n - i Z S " 1 = * 11 = ^ 1 1 

<

 a i 1 2 a i 2 Z o + - + ( n - 1 ) a i n - 1 Z o " 2 = ^ 2 i 

( n - 1 ) ! a i n - 1 Z o = ^ n - 1 . i 

( n - 1 ) ! a i n ^ = 

Les ( « i h ) 0 < h < n - i ' s o n t l e s inconnues du système . Le déterminant de ce 

système n'étant pas nul, on a un système de Cramer d'où l'unicité de ^ (z ) , 

1 < i < n et par conséquent celle de A(z). 

Pour achever la démonstration du théorème il suffit de prendre 

L = (£ yJeTïl^Œ) dans GLn(<C) ; B n(z o) = L, implique la régularité de B n(z Q) ; par 

conséquent z -> dét (B n(z)), n'est pas identiquement nulle dans TQ ; la 

continuité de cette fonction entraine alors qu'il existe un voisinage ouvert U de 

z Q , contenu dans r o , tel que pour tout z de U, dét(Bn(z)) ^ O. 
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Remarque. On a dans U l'identité formelle 

n-1 ( z - z n )
k

 d

k

A 

A(z) = A(z 0) + I S f " ^ ( z 0 ) 
k=1 dz 

La matrice C. 

On part du système différentiel ^ = A(z)y ; B(z) = (by(z) 0 <j< n 

1 <j<n 

(bo,i - - b o n ) = (*i W K W e Œ(Z) tf^Z) < n . 

( b i + 1 , 1 b i + 1 ,n> = " HT < b H b i n ) + ( b i1 b i r / A 

/ b o 1 • • • b on \ / b 1 1 • • • b 1 n \ 

Bn(z) = B 0(2) = 

V b n + 1 • • • b n - 1 , n / V b n 1 • • • b n n / 

C(z) = L(B 0(Z) B n

1 (z ) , ze U comme ci-dessus on a B"n

1 (z) = ( Y y W ) ^ 

1<j<n 

où = ^ ( B j où Aj . est le mineur du déterminant de B n obtenu en 

supprimant la j ligne et la i colonne 

B o B ^ M B ^ ^ . o ù B p ^ £ b p h Y k q 

1<q<n ^ -1 

n / ^ \ h + c l 

d ' 0 Ù B p q = I dél(BT b p k A q k • S O l t 

k=1 n 

n 

^ • « f t j ^ W d ' ° ù 
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( -1) p + 1 n k  

B P , P + I
 = d é t ( B n ) £W b

P h V u 

or £ (-1 ) p + 1 + k b p k A p + 1 k = dét (B n ) , donc pour, 1 <p<n-1, B p p + , = 1 
k=1 

pour q ^ p + 1 , o n a 

B p q = a ^ ' i H ) k b P k V 

n 

o r X + q b pk A q h °- c a r c e s t l e développement du déterminant 
k=1 

obtenu à partir de celui de B n , en remplaçant les éléments de la q ligne de 

ce déterminant par ceux de la p+1 ligne par conséquent pour : 

'1 < p < n-1 
, on a : B n n = o. 

1 < q < n , q ?f p + 1 p q 

Les b n k , 1 < k < n , sont des éléments de B Q . 

K—1 

les A Q K , 1 < k < n ; sont des mineurs du dét(B n) de telle sorte que pour, 

1 < q < n on ne peut rien dire a priori sur B n q ; posons B n q = a q_ 1 , 1 < 6 < n ; il 

vient 

/ 0 1 0 . . 0 \ 

0 0 1 0 . 0 

0 . . . 0 1 

V 3 o a 1 • • • ttn-1 J 
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/ ° • • • 0 a o \ 

1 o . . o a 1 

d'où c = o 1 o . o a 3 

o 

V ° - ° 1 a n - 1 J 

d 
Soient d% = (2) = (£ j ) 0 : < j $ n _ i l a b a s e d e v d a n s laquelle la matrice de V 

est A , (e) = ( e j ) 0 : S ^ n _ 1 la base de V dans laquelle la matrice du système 

différentiel équivalent est C ; on a : 

1°)(e) = ( £ ) P , o ù P = l B n 

2°) e 0 , est un vecteur cyclique 

v(a,(z)-) 
3°)r = sup {o , sup ( - • ) - 1 } . 

o<i<n-1 " 1 

Bibl iographie. 

[1] A. DABECHE, Formes canoniques rationnelles d'un système différentiel 
à point singulier irrégulier, Lecture notes in mathematics, Springer-
Verlag, 712 (1979). 

[2] P. DELIGNE, Equations différentielles à points singuliers réguliers, 
Lecture notes in mathematics, Springer-Verlag, 163 (1970). 

[3] S. D. EKONG, Sur l'analyse algébrique I - Publ. Dept. Math. Lyon 
(1985) - 6/A. 

[4] R. GERARD et A.H.M. LEVELT, Invariants mesurant l'irrégularité en un 
point singulier des systèmes d'équations différentielles linéaires, Ann. 
Inst. Fourier - Grenoble, 23, 1 (1973) p. 157-195. 

[5] (voir P. Deligne) N. KATZ, Equations différentielles à points singuliers 
réguliers, Lecture notes in mathematics, Springer-Verlag 163 (1970). 

[6] B. MALGRANGE, Sur les points singuliers des équations différentielles. 
L'enseignement mathématique, T. 20 (1974), p. 147-176. 

9 7 



[7] J.P. RAMIS, Théorèmes d'indice Gevrey pour les équations 
différentielles ordinaires, Pub. I.R.M.A. 118/P - 69, 1981. Université 
Louis Pasteur, Strasbourg. 

[8] J.P. SERRE, Corps locaux, Hermann (1962). 

98 


