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DIMENSION DES COUFLES D'ANNFAUX PARVAGEANT UR IDEAL

Paul tean CAHEN

Introduction

Pousz  tes anuesusz consideres sont computatits <6 unitalres. Dans toute la
sulte,on desteone e CABY un cpuple propre d'anneaux (A 4 By, tel que A soit
inclus dans B et ayant un idéal I  commun pop itrivial (I2@)) (6] ;
l'exemple le plus classique en est donné par la construction D+M [21,[13). De
fagon générale, pour définir un tel couple, il suffit de se donner un anneau B,
un 1déal I de B et un sous anneau D du quotient B/I et de définir A
conme l'ensemble des éléments de B dont la classe modulo I est dans D :
on dira alors que A est l'anneau de la construction B,ID ; dans ces

conditions, D est isomorphe au quotient A/l et on a un carré cartésien

|

Dans un premier paragraphe nous donnons des conditions pour que A soit

( comme chez Fontana [111,[121).

B

(D e 13>

» B/I
Noethérien ou intégralement clos qui généralisent les résultats biens connus de
la construction D+M . Dans un second nous étudions les relevements des
chaines d'idéaux premiers de A dans B. Au troisiéme paragraphe, notant Alnl
l'anneau des polynémes en 1n indéterminées sur A, on étudie directement 1la
dimension de Krull de Aln) et on en déduit la dimension valuative de A
lorsque B est localement de Jaffard et que les idéaux premiers de B
contenant 1 sont maximaux. Enfin, au quatriéme et dernier paragraphe, on

termine par des exemples.

1 Propriétés de A

PROPOSITION 1 : Pour que l'anneau A soit Noethérien 11 suffit que B soit
Noethérien et que le quotient B/I  soit un A/I-module de type fini ; s1 I

contient un élément qui ne divise pas zéro dans B, alors ces conditions sont

en outre nécéssaires.

EXEMPLE 1 : Soient k un anneau Noethérien et integre, B = ki(x.)] le quotient
de l'anneau de polynémes k[(X.)], en une infinité d'indéterminées par 1l'idéal
engendré par tous les produits X.X,, i#J , I=(x=) et D = k , alors l'anneau A
de la construction B,I,D est isomorphe a l'anneau de polynémes kiX.l, 11 est

donc Noetbhérien et integre alors que B ne l'est manifestement pas.

69



PROPOSITION 2 : Si B est un anneau intégralement clos. alors pour que A
soit iIntégralement clos 11 faut et il suffit que A/] scit intégralement fermé
dans B/I .

Remarque 1 : S1 B est intégre, de corps des fractions K, il est clair (comme
noté dans [11) que B est contenu dans le conducteur [I:I] et que ce
conducteur est le plus grand sous-anneau de K contenant A et partageant
1'idéal I avec A . I1 en résulte que l'anneau A n'est jamais complétement

intégralement clos

Remarque 2 :S1 A est intégre aucun idéal commun & A et B n'est principal
dans A ,puisque sinon on a [I:I] = A (par contre 11 suffit de prendre
A=AxI et B =ByxI , oo Ay, Bi et I sont trois anneaux, pour que 1l'idéal

I soit monogéne dans A comme dans B).

EXEMPLE 2 : Soit A un anneau intégralement clos mais non complétement
intégralement clos et x un élément de son corps des fractions quasi entier
sur A mais non dans A ; il existe donc un idéal I de A tel que =xell:I]
et si on pose B = Alx*], alors B est contenu dans le conducteur [I:I] et
partage donc 1'idéal I avec A, mais B n'est pas intégralement clos puisque

x est entier sur B.

2 Hauteur de 1, dimension de A

Tout idéal de B contenu dans 1 est encore commun & A et B (parmi
les idéaux communs &8 A et B il en existe d'ailleurs un plus grand, somme
de tous les autres, donc dans le cas particulier ou A et B ont en commun
tous leurs idéaux premiers ce sont donc nécéssairement des anneaux locaux [11).
Par contre un idéal de A contenu dans 1 n'est pas nécéssairement un idéal
de B (comme par exemple si cet idéal est principal dans A lorsque A est
intégre [Remarque 21> ; néanmoins tout idéal premier de A contenu dans I
se reléve de maniere unique dans B d'aprés la proposition suivante
PROPOSITION 3 : PFour toute partie multiplicative ) de A, le couple
(5-'4,5°'B) partage 1'idéal S~'] ; en ogutre si 8§ rencontre 1'Idéal I,

alors les localisés S~ 'A et S 'B sant égaux.

En particulier, si B est intégre, alors A et B ont méme corps des

fractions.

De fagon générale le spectre de A est donc la réunion du fermé V(D
(ensemble des premiers contenant I), homéomorphe au spectre de D = A/I, et
de 1'ouvert complémentaire D(I), homéomorphe & 1l'ouvert correspondant du
spectre de B [introduction, proposition @] (voir Fontana (11D).

PROPOSITION 4 : Spit F. C P C ... CPFP, , une chaine d'idéaux premiers de A4,
ot P. est minimal parmi les premiers contenant I et F.., ; alors cette

chalne se releve dans B.
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Démonstration : On peut immédiatement relever le début de cette chaine jusqu'en
Pn-1 [proposition 31, Qn.: relevant P..: , il reste a relever P, et pour
cela on montre (de fagon directe et tout a fait élémentaire) que Qn-1+I ne

rencontre pas la partie multiplicative complémentaire de P. dans A «

Pour étudier la dimension de Krull de A, on note
X 1l'ensemble des idéaux premiers de B contenant I,

Y 1l'ensemble des éléments minimaux de X.
Comme les idéaux ne contenant pas I de A et de B sont en bijection
respectant l'inclusion, on a

LENME 4 : Si @ est un Idéal premier minimal de I dans B , alors on a
1'inégalité htn (@) € hia QNA).
On tire

THRORENE 1 : On a l'encadrement
Supasy { hte (@) + dim (A/QNA) } ¢ dim (4)
dim (4) € Supaex { dim(B), hte(Q) + dimA/QNA) )

Pour la démonstration on peut se reporter & celle du théoréme 2 au 83 ci-

dessous.
COROLLAIRE 1 : On a 1'inégalité dim(A) ¢ dim(B) + dim(A/D.

COROLLAIRE 2 : Si tout idéal premler de B contenant I est maximal, on a
dim(4) = Supa.x { dim(B),hte (Q)+dim(A/Q A) )

On tire en effet du lemme 4 que, dans ce cas, dim(A) > dim(B) {(ce qui

n'est pas toujours vrai [exemple 4 ci-dessousl), le résultat est alors immédiat.

On retrouve ainsi en particulier les résultats de la construction classique

D+¥ [2],[5].

EXENPLE 4 : Soient A & B C C, trois anneaux partageant un 1déal 1 de
hauteur maximale dans C, alors

dim(A) = dim(C) + dim@A/D et dim(B) = dim(C) + dim(B/D),
ainsi dim®) > dimA) si dim(B/ID> > dim(A/D). Par exemple C = RIX] est
l'anneau des polynémes a coefficients réels, I 1'idéal X>, A le sous—anneau
formé par les polynémes de terme constant rationnel et B le sous-anneau formé
par les polynémes de terme constant dans l'anneau Qlti,...,tn], oOu ti,entn

sornt des réels algébriquement indépendants.

83 Polynomes
On note Rin]l 1l'anneau des polynémes en n indéterminées sur un anneau
R, et pour tout idéal J de R, on note Jinl 1'idéal de Rinl formé des
polynémes & coefficients dans J. Il est clair que le couple (A[n],B[nD
partage 1'idéal IInl.
71



81 Q est un idéal premier de B et P = Q A, on note da le degré de
transcendance du corps des fractions de B/Q sur celui de A/P.
LENME 5 : Soient @ et Q' deux idéaux premiers de B, tels que

QCQ ICQ et que I Q' et solent P=QNA, P =QOA4;
Alors, si n¢da, on a ht acn2(Pn]/F'(nl) 2 n+l

Démonstration : On choisit des éléments o1,...,an de B tels que le systéme
(©1,...,0n) soOit algébriquement libre dans B/Q sur le corps des fractions de
A/P  et, pour 1¢i¢n, on note Q?i 1'idéal premier de Blnl contenant Q'lnl
et correspondant a 1'ideal (X_&1,...,X—&1) de B/Q'n] (en particulier o? = est
égal 4 Q'ln)). Si on note S)-._ l'intersection de Q;L avec Aln], on tire une
chaine
P'In] = =
En outre, ?.—. < PInl, en effet, si fe ‘33..., alors flotr,...,0-)€Q", donc

q° >

6-) S Y "

N
}(&1....,&.-“) = E) dans B/Q, alors que t est a coefficients dans A/P, donc
T = 6, soit fePinl. Enfin toutes les inclusions sont strictes, en effet si Jel
mais jeP', alors jePlnl mais j;( Q. et, pour 1¢ifn, j(er)eCZPi tandis
que j(Xi-ai)f()j,M,

On tire

THEOREME 2 : On a l'encadrement
Supa«v { bte (@) + inf(da,n) + dim(A/QNA [n]) } < dim(AlnD)
dim (Alnl) € Supgex{ dim(Binl, htwn:(QInl) + Inflde,n) + dimA/QNA [nl) )

Démonstration : » Pour la minoration, soit Qe€Y, on a immédiatement

dim(Aln]) 2 htaca@NA [n]) + din(A/QNA (nD)
or htara(@QAA [n1) 2 hte(@) + inf(da,n), en effet, si on considére une chaine
Q€€ ... CQ = Q, dans B, posant Py = QiMNA, on tire une chaine de méme
longueur dans A <(puisque Q est minimal contenant I) et donc une chailne
P.lnl € P.[nlC .... € P.lnl = QNA (n] dans Alnl, or d'aprés le lemme 5, si
k=inf(da,n), on peut intercaler k premiers entre Pn.-1lnl et Pu.inl.
» Pour la majoration, on note que d'aprés le théoréme de la chaine spéciale
(51,0171, 11 existe une chaine de longueur maximale dans Alnl, soit

?o CGD-; < o C(?m, telle que, pour tout 1, 0¢i¢m, notant P =(3b-1 nA,
alors Pilnl est dans la chaine. Deux cas alors se présentent :
- ou bien aucun P. ne contient I, dans ce cas cette chaine se reléve dans
Binl et dim{AlnD ? dimBinD.
- ou bien le plus petit idéal de la chaine contenant Iln] est de la forme

B ¥,

a = Palnl. Dans ce cas, la chaine C(P 1 S . C(Sb.j se releve dans
Bln] [§2, proposition 41, . ee relevant en <& tel que <ZfB=Q et
Q est au dessus de P.. Ainsi

d ¢ htﬁxr_.-.:,(a?) = hteona@QInd) + htg;x[;,—.,](Q/Q[n]) (5, théoreme 11
08 btec.a(<2/QnD) ¢ inflde,n), tout idéal entre o et QInl étant au dessus

de Pulnl. Enfin 11 est clair que m-d ¢ dim<A/Ps)nl o
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Notant dim.(R) la dimension valuative d'un anneau R (17], on tire
COROLLAIRE 1 : Si tout idéal premier de E contenant I est maximal et si
l'anneau B est localement de Jatffard, alors
1) dim(A{n]) = Supaex{ dim(B)+n, hte Q) + Inf(dw,n) + dim(A/7Q0A [n]) )
2> dime(4) = Supasx{ dim(B), hte (@) + do + dim. (47Q0 4 )

Dans un article a venir, on établit une formule pour la dimension valuative
de A sous la seule hypothese que tout premier de B contenant I est

maximal (7]
§4 Exemples d'anneau localement de Jaffard
On rappelle les implications clas=iques (21,[71,[10]

(Universellement S-fort) @ (localement de Jaffard>
W
(5-fort)
toutes ces conditions étant équivalentes pour un anneau de dimension 1.
Pour donner des contre-exemples auw implications réciproques on produit le
plus souvent un anneau S-fort qui n'est pas localement de Jaffard ou l'inverse.
La construction B,I,D nous permet de produire un arneau qui est tout a la

fois S-fort et localement de Jaffard mais n'est pas universellement S-fort.

EXEMPLE 5 : On considere le corps D = k(Xy,..,%n,.) des fractions
rationnelles en une infinité d'indéterminédes sur un corps k et B une D-
algebre intégre de type fini, ainsi B  est noethérien et donc a la fois
localement de Jaffard et 3-fort. On note I 1'intersection de deux idéaux
premiers Q, et Q: de B de hauteur respectives hy et h: qu'on suppose
maximaux, quitte a localiser, de sorte que B/I =~ B/Q.xB/Q: ; pour tout idéal
premier Q de B, le quotient B/Q est une extension finie d'une extension
transcendante pure de D, soit de k(ty,. ., te,%0,.,%-,. ) ; 11 est donc clair que
pour tout entier d, 11 existe un morphisme 8 de kK(Xi,. K, dans
Ko, ot 1,00, Xny,. .00 qui fait de B/Q une extension de D de degré de
transcendance d (il suffit de "décaler" les indéterminées); consideérant alors
le morphisme produit 6.x6. de D dans B/I = B/Q,xB/Q:, on peut réaliser
la construction B,I,D de sorte que les degrés de transcendance de B/Q: et
B/Q: sur A/1 soient des entiers d et ds arbitrairement fixés.On
choisit alors les hauteurs et les degrés de transcendance comme suit :

ha=1, dieg, hoz2hv+do), de=o

epec B Spec A
Q- I
\\
Qi 4:
y ,
Q> O
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L'anneau A de la construction B,I,D est facilement S-fort et 1localement
de Jaffard (et en outre caténaire). Par contre A[X] n'est pas S-fort. En effet
on peut choisir des éléments o et ax de B tels que le systéme (o ,0=)
solt algébriquement libre dans B/Q: sur A/l ; 1'idéal (X- a:> de B(X]
découpe un ideéal 631 de AlX] contenu dans ItXl, sans 1déal
intermédiaire, mais 1'idéal &X- on,X- o=) de BIX,Y] découpe dans A[X,¥] un

O
idéal 631;:; strictement contenu entre )1[Y] et IfX] [Y] [lemme 51.
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