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DIMENSION DES COUPLES D'Ail BEAUX PARTAGEANT UN IDEAL 

P a u l - Seau CAHEN 

Inli o d u c t i . o n 

tous U-S anneaux considet es sont commutât ifs et unitaires. Dans toute la 

suite,011 désigne par U,B) un couple pxopxe. d'anneaux <A / B>, tel que A soit 

inclus dans B et ayant un idéal I commun non trivial (I*«2>)) C6] ; 

l'exemple le plus classique en est donné par la construction D+M [21 ,[13]. De 

façon générale, pour définir un tel couple, il suffit de se donner un anneau B, 

un idéal I de B et un sous anneau D du quotient B/I et de définir A 

comme l'ensemble des éléments de B dont la classe modulo I est dans D : 

on dira alors que A est l'anneau. d£ là. construction BfIfD ; dans ces 

conditions, D est isomorphe au quotient A/I et on a un carré cartésien 

( comme chez Fontana Cil],[12]). 

A ^ B 

y, v 
D jB/I 

Dans un premier paragraphe nous donnons des conditions pour que A soit 

Noethérien ou intégralement clos qui généralisent les résultats biens connus de 

la construction D+M . Dans un second nous étudions les relèvements des 

chaînes d'idéaux premiers de A dans B. Au troisième paragraphe, notant ACn] 

l'anneau des polynômes en n indéterminées sur A, on étudie directement la 

dimension de Krull de A[n] et on en déduit la dimension valuative de A 

lorsque B est localement de Jaffard et que les idéaux premiers de B 

contenant I sont maximaux. Enfin, au quatrième et dernier paragraphe, on 

termine par des exemples. 

1 Propriétés de A 

PROPOSIT101 1 : Pour que l'anneau A soit Noethérien il suffit que B soit 

Noethérien et que le quotient B/I soit un A/I-module de type fini ; si I 

contient un élément qui ne divise pas zéro dans B, alors ces conditions sont 

en outre nécessaires. 

EXEMPLE 1 : Soient k un anneau Noethérien et intègre, B = k[(xi)] le quotient 

de l'anneau de polynômes kUXn.)], en une infinité d'indéterminées par l'idéal 

engendré par tous les produits XiXj, i*j , I=(xe>> et D = k , alors l'anneau A 

de la construction B,I,D est isomorphe à l'anneau de polynômes kCXcJ, il est 

donc Noethérien et intègre alors que B ne l'est manifestement pas. 
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PROPOSITIOH 2 : Si B est un anneau intégralement clos, alors pour que A 

soit intégralement clos il faut et il suffit que A/I soit intégralement fermé 

dans B/I . 

Remarque 1 : Si B est intègre, de corps des fractions K, il est clair (comme 

noté dans Cil) que B est contenu dans le conducteur C1:13 et que ce 

conducteur est le plus grand sous-anneau de K contenant A et partageant 

l'idéal I avec A . Il en résulte que l'anneau A n'est jamais complètement 

intégralement clos 

Remarque 2 :Si A est intègre aucun idéal commun à A et B n'est principal 

dans A ,puisque sinon on a [1:13 = A (par contre il suffit de prendre 

A = Ai xi et B = Bi xi , où Ai , Bi et I sont trois anneaux, pour que l'idéal 

1 soit monogène dans A comme dans B). 

EXEMPLE 2 : Soit A un anneau intégralement clos mais non complètement 

intégralement clos et x un élément de son corps des fractions quasi entier 

sur A mais non dans A ; il existe donc un idéal I de A tel que xe[I:I3 

et si on pose B = A[x-23, alors B est contenu dans le conducteur [1:13 et 

partage donc l'idéal I avec A, mais B n'est pas intégralement clos puisque 

x est entier sur B. 

2 Hauteur de If dimension de A 

Tout idéal de B contenu dans I est encore commun à A et B (parmi 

les idéaux communs à A et B il en existe d'ailleurs un plus grand, somme 

de tous les autres, donc dans le cas particulier où A et B ont en commun 

tous leurs idéaux premiers ce sont donc nécessairement des anneaux locaux [13). 

Par contre un idéal de A contenu dans I n'est pas nécessairement un idéal 

de B (comme par exemple si cet idéal est principal dans A lorsque A est 

intègre [Remarque 23) ; néanmoins tout idéal premier de A contenu dans I 

se relève de manière unique dans B d'après la proposition suivante 

PROPOSITIOH 3 : Pour toute partie multiplicative S de A, le couple 

(S-'AfS-'B) partage l'idéal S~11 ; en outre si S rencontre l'idéal I f 

alors les localisés S"1 A et £~7I? sont égaux. 

En particulier, si B est intègre, alors A et B ont même corps des 

fractions. 

De façon générale le spectre de A est donc la réunion du fermé V(I) 

(ensemble des premiers contenant I), homéomorphe au spectre de D = A/I, et 

de l'ouvert complémentaire D(I), homéomorphe à l'ouvert correspondant du 

spectre de B [introduction, proposition 03 (voir Fontana [113). 

PROPOSITION 4 : Soit P© C Pi C ... C P n , une chaîne d'idéaux premiers de A, 

où P n est minimal parmi les premiers contenant I et P,-,--? ; alors cette 

chaîne se relève dans B. 
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Démonstration : On peut immédiatement relever le début de cette chaîne jusqu'en 

P n - i [proposition 3 1 , Q w - ! relevant Pr.-i , il reste à relever P o et pour 

cela on montre (de façon directe et tout à fait élémentaire) que Q n - i + I ne 

rencontre pas la partie multiplicative complémentaire de P n dans A • 

Pour étudier la dimension de Krull de A, on note 

X l'ensemble des idéaux premiers de B contenant I, 

Y l'ensemble des éléments minimaux de X. 

Comme les idéaux ne contenant pas I de A et de B sont en bijection 

respectant l'inclusion, on a 

LEMME 4 : Si Q est un idéal premier minimal de I dans B , alors on a 

l'inégalité htB(Q> (hU(QC)A), 

On tire 

THEOREME 1 : On a l'encadrement 

Supo*Y < ht&(Q) + dim (A/Q^A) ) f dim (A) 

dim (A) { Sup*** { dim(B), ht,.3(Q) + dim(A/Qr)A) ) 

Pour la démonstration on peut se reporter à celle du théorème 2 au §3 ci-

dessous. 

COROLLAIRE 1 : On a l'inégalité dim (A) < dim(B) -h dim(A/I). 

COROLLAIRE 2 : Si tout idéal premier de B contenant I est maximal, on a 

dim (A) = Supo«x < dim(B)thte(Q)+dijB(A/Q A) ) 

On tire en effet du lemrae 4 que, dans ce cas, dim (A) ) dim(B) (ce qui 

n'est pas toujours vrai [exemple 4 ci-dessousl), le résultat est alors immédiat. 

On retrouve ainsi en particulier les résultats de la construction classique 

D+M [2],[51. 

EXEMPLE 4 : Soient A C B C c> trois anneaux partageant un idéal I de 

hauteur maximale dans C, alors 

dim (A) = dim(C) + dim(A/I) et dim(B) = dim(C> + dim(B/I), 

ainsi dim(B) > dim (A) si dimŒ/I) > dim(A/I). Par exemple C = M X ] est 

l'anneau des polynômes à coefficients réels, I l'idéal (X), A le sous-anneau 

formé par les polynômes de terme constant rationnel et B le sous-anneau formé 

par les polynômes de terme constant dans l'anneau Q[ti ,...,trJ, où ti ,...,tr» 

sont des réels algébriquement indépendants. 

§3 Polynômes 

On note R[nl l'anneau des polynômes en n indéterminées sur un anneau 

R, et pour tout idéal J de R, on note J[n] l'idéal de R[n3 formé des 

polynômes à coefficients dans J. Il est clair que le couple (ACn],B[n]> 

partage l'idéal Itnl, 
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Si Q est un Idéal premier de B et P = Q A, on note d Q le degré de 

transcendance du corps des fractions de B/Q sur celui de A/P. 

LE1ME 5 : Soient Q et Q' deux idéaux premiers de B, tels que 

Q'dQ, I CQ et que I <fi Q', et soient P = Q f)A, P' = Q' f) A ; 

Alors, si nfdct, on a ht AcnyCPCnJ/P'CnJ) ï n+1 

Démonstration : On choisit des éléments ûd a n de B tels que le système 

(Si ,...,5,-,) soit algébriquement libre dans B/Q sur le corps des fractions de 

A/P et, pour l^i(n, on note l'idéal premier de BCnl contenant Q*[n] 

et correspondant à l'idéal (X-a-, ,...,X-a±) de B/Q'Cnl (en particulier est 

égal à Q'[n3). Si on note ± l'intersection de <Q ± avec ACn], on tire une 

chaîne 

P'[nl = ^ 0 ^ 9 l C ....c^ 

En outre. CI PCnl, en effet, si fe alors f (oh ,...,ari>eQ', donc 

f (oh ,...,â,,) = 0 dans B/Q, alors que f est à coefficients dans A/P, donc 

f = 0, soit fePtnl. Enfin toutes les inclusions sont strictes, en effet si jel 

mais jeP\ alors jePCn] mais w J n et, pour l^i^n, j(X±~a±)e->± tandis 

que j (X±-a±)/r J ± i . 

On tire 

THEOREME 2 : On a l'encadrement 

Sup<:^Y< ht&(Q) -f inf(dQ>n) -f dim(A/QnA [ni) ) f dim(ACnJ) 

dim(ACnl) x< SupQ«x< dlmŒfnl, ht^-^CQfnl) + inf(d0,n) -h dimCA/ÇHA Cnl) ) 

Démonstration : • Pour la minoration, soit QeY, on a immédiatement 

dim(ACn]) >, htAt:o:i(Q f) A Cnl) + dim(A/Q0A En]) 

or ht Acn:i(Q0A Cnl) £ ht B(Q) + inf(d Q,n), en effet, si on considère une chaîne 

Q o C Q i C ... CQi, = Q, dans B, posant Pi = QjHA, on tire une chaîne de même 

longueur dans A (puisque Q est minimal contenant I) et donc une chaîne 

Potnl C PiCnlC .... C Pi,[ni = Q 0 A Cnl dans AEnl, or d'après le lemme 5, si 

k=inf(dQ,n), on peut intercaler k premiers entre Pi,-lCn] et P^CnL 

• Pour la majoration, on note que d'après le théorème de la chaîne spéciale 

[51,C173, il existe une chaine de longueur maximale dans ACn], soit 

? 0 c ? , c c<? telle que, pour tout i, 0$i^m, notant Pt = riflA, 

alors PiCn] est dans la chaîne. Deux cas alors se présentent : 

- ou bien aucun Pi ne contient I, dans ce cas cette chaîne se relève dans 

BCn] et dim(ACn]> >, dimŒCnD. 

- ou bien le plus petit idéal de la chaine contenant Kn] est de la forme 

tPci = P>:d[nL Dans ce cas, la chaîne 'Ŝ., C^P i <C ... e3r̂ j se relève dans 

BEn] C§2, proposition 4], "5 a se relevant en tel que 5/1 B = Q et 

Q est au dessus de Prf. Ainsi 

d < htBr,-,;.(4?) = hte«:vv.3(QCn]) + h W , 3 <^/QCnl ) [5, théorème 1] 

OÙ h t e cm 3( ) ^ inf(dQ,n), tout idéal entre et QCn] étant au dessus 

de PdCn]. Enfin il est clair que m-d * dim (A/P. dMn3 • 
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Notant dinwŒ) la dimension valuative d'un anneau R [17], on tire 

COROLLAIRE 1 : Si tout idéal premier de B contenant I est maximal et si 

l'anneau B est localement de Jaffard, alors 

1) dim(Alnl) = Supr^xi dimŒJ-t-n, ht& (Q) -h inf(dQ>n) + dim(A/Q(\A Lnl) ) 

2) dim^(A) = SupQ«x{ dim(B>, M e ( ' Ç > f d Q 4 Jim* (A/Q () A) ) 

Dans un article à venir, on établit une formule pour la dimension valuative 

de A sous la seule hypothèse que tout premier de B contenant I est 

maximal [71 

§4 Exemples d'anneau localement de Jaffard 

On rappelle les implications classiques C21,[7],[191 

(Universellement S-fort) • ̂ » (localement de Jaffard) 

(S-fort) 

toutes ces conditions étant équivalentes pour un anneau de dimension 1. 

Pour donner des contre-exemples aux implications réciproques on produit le 

plus souvent un anneau S-fort qui n'est pas localement de Jaffard ou l'inverse. 

La construction B,I,D nous permet de produire un anneau qui est tout à la 

fois S-fort et localement de Jaffard mais n'est pas universellement S-fort. 

EXEMPLE 5 : On considère le corps D = k (x i ,.. ,xv,,..) des fractions 

rationnelles en une infinité d'indéterminées sur un corps k et B une D-

algèbre intègre de type fini, ainsi B est noethérien et donc à la fois 

localement de Jaffard et S-fort. On note I l'intersection de deux idéaux 

premiers Qi et Q,- de B de hauteur respectives hi et h- qu'on suppose 

maximaux, quitte à localiser, de sorte que B / I * B /QixB/Q- . : ; pour tout idéal 

premier Q de B, le quotient B /Q est une extension finie d'une extension 

transcendante pure de D, soit de k (ti ,.. ,t, ,x. ,.. ,xv,...) ; il est donc clair que 

pour tout entier d, il existe un morphisme 8 de k (xi ,..,xVM...) dans 

k(tt ,..,tv-,xi , . . ,Xw, . . . ) qui fait de B /Q une extension de D de degré de 

transcendance d (il suffit de "décaler" les indéterminées); considérant alors 

le morphisme produit 61 x8.r de D dans B / I = B / Q . xB/Q .:, on peut réaliser 

la construction B,I,D de sorte que les degrés de transcendance de B / Q i et 

B / Q - sur A / I soient des entiers di et d.;- arbitrairement fixés. On 

choisit alors les hauteurs et les degrés de transcendance comme suit : 

h.^l, di)2, h:,Kh, +d. ), d;.—0 

Spec £ Spec L 

Q , I 

(0) (0) 
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L'anneau A de la construction B,I,D est facilement S-fort et localement 

de Jaffard (et en outre caténaire). Par contre ACX1 n'est pas S-fort. En effet 

on peut choisir des éléments oh et a*, de B tels que le système <5i ,02) 

soit algébriquement libre dans B/Qs: sur A/I ; l'idéal (X- oh ) de BCX] 

découpe un idéal ^5^1 de ACX1 contenu dans K X ] , sans idéal 

intermédiaire, mais l'idéal (X- a^ , X - 02) de BCX,Y] découpe dans ACX,Y3 un 

idéal strictement contenu entre ^ 1 [Y] et ICX] [Y] Qemme 51. 
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