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CHAPITRE VII

SYSTEMES HAMILTONIENS COMPLETEMENT INTEGRABLES
NON COMMUTATIFS
ETUDE LOCALE

M. BOUCETTA

Résumé : Etant donné un systéme hamiltonien complétement intégrable non commutatif
M,o,H,f',...f") [M-F] , on considere l'algebre de Lic g* engendrée par les champs de
vecteurs hamiltoniens associés aux (f',...,f"‘ ). On considere, alors, 'application moment
associée J: M - g*.

On étudie une situation dans laquelle, transversalement 2 une orbite de la représentation
coadjointe régulire et réductive, l'isotropie infinitésimale agit A la fagon du groupe R" dans les
modeles d'action-angle avec singularités. On arrive alors, compte tenu du caractére presque
canonique des coordonnées actions-angle, & dégager des invariants qui classifient
complétement le modele.

I. INTRODUCTION.
Dans ce travail, la différentiabilité est entendue, sauf mention expresse du contraire, au

sens C™ .
Soient (M,Q2H) un syst¢éme hamiltonien de dimension 2n et (f',...,f‘") une famille

d'intégrales premiéres telle que :

v . m
pour i,j = 1,..,m (f,f} =3 C'i‘j f* ol les C'i‘j sont des constantes réelles et { } désigne le
k=1
crochet de Poisson usuel sur (M,2).
I.1. Quelques rappels :
Pour le crochet de Poisson, la famille (f 1 ,....f") engendre une algebre de Lie A. On
notera g l'algebre de Lie des champs de vecteurs hamiltoniens correspondants et on désignera

par G le groupe de Lie connexe et simplement connexe d'algebre de Lie g . On définit
l'application] : M — 9"' (dual de g) par <J(x),X, > =f(x), pour toutx € MettoutX; € g .

On a, immédiatement, pour tout X, ,X € g ettoutxe M:
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(1) QX X)) = - <JX), X, X ]>.

Lemme L1. [S] . J est une application différentiable , tout champ de vecteurs hamiltonien
X, élément de g est J-projetable et son projeté est le champ de vecteurs fondamental sur g* ,

associé @ X, pour l'action co-adjointe de G sur g* .

Preuve. Pour tout X, € g , le champ de vecteurs fondamental sur g* associé a X, , pour

l'action co-adjointe de G sur g* noté Xfg* est défini par :

%

d
Xfg*(W) =5 Adgylix ) By, ' HE9
Pour tout Xge g,ona:

d
< ng* W . X!;l > =< dt Adexp(fl)( r) H, Xg > Nzo
= <1, X, X)) >

En vertu de la relation (1),on a:

< X (0.X,> =Q (X, X)(x) pourtout xe I ()
dg,(X; (n))
= aq{ g(@ )., ou o estle flotde X, passant par x

d
=37 <J@ ) X >,
= <TJX,00), X, >

d'ou T, J(X((x)) = ng" (W) pourtout x € J"(u) C.QFD. ¢

On notera désormais JX, le champ de vecteurs fondamental sur g* associé 2 X, pour

l'action co-adjointe de G sur g™ . On a la relation :
(2) pour tous X, ,Xg eg <JX (W, Xg > = <, [X; ,Xg] >.
Le lemme précédent nous permet de définir pour tout | € g* :
g, =X €9 /IX =0}
On a alors le lemme élémentaire suivant :
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Lemme 1.1.2. g, est une sous-algébre de Lie de g et si on désigne par G.pn l'orbite

passant par W pour la représentation co-adjointe, on aura :
i) T,Gp = gt (annulateur de g, dans q") .
ii) Pour tout élément W' = Ad;' WU de l'orbite G.u (ge G) g, = Adg-1 g,

Preuve. Le fait que g, est une sous-algbre de Lie de g découle de la relation (2) et de

I'identité de Jacobi.
Pour le (1) il suffit de remarquer que TlJ G.u = {JX, (W/X; € g} etlarelation (2) permet

de conclure. ii) évident. ¢
g, est appelée l'isotropie infinitésimale au point L.

1.2. Enoncé du probléme : Soient x € M, p=J(x ), G.., l'orbite passant par i, pour
la représentation co-adjointe, Gp0 le groupe d'isotropie en 1 et &, l'isotropie infinitésimale
au pointlL .

G.p, est une sous-variété symplectique de dimension nécessairement paire 2p [S] . La

dimension de g, est alors m - 2p.

On suppose que :

a) G.uo est une orbite réguli¢re (de dimension maximale). Le théoréme de Duflo-Vergne [D,V]
affirme alors que g, est abélienne.

b) 1, est un point réductif en ce sens que :
g=g, ®m, et Ad;‘ m, =m, pourtoutge Guo .
D'apres le ii) du lemme I.1.2, tout point i de l'orbite G.u, est réductif. I suffit de
prendre m, = Ad_-1 m,. si p=Ad¥p, (ge G).

En plus m, ne dépend pas du choix de g. On dira alors que G.j1  est réductive.

= 1 -
On pose V=L + m;- pour tout L € G.u, . En vertu du lemme 1.1.2, V est un sous

espace affine de g* transverse 3 G.|. | au point [

Lemme 1.2.1. I/ existe un voisinage ouvert ﬁUO de G.u, tel que pour tout | élément de

G.u, lisotropie infinitésimale est invariante le long de Upo N Vu .
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Preuve. L'orbite G.u €tant réguliere, il existe un voisinage ouvert Gvo de G.n, dans lequel

toutes les orbites de la représentation co-adjointe sont réguliéres.
Soientpre Gp etp+Pe V, . Pourtout X, e g ona:

<X (u+B), X, > = <p+B, X X 1>
= <JX, (u),Xg >+ < B,[X,, X, 1>
= <B, [X; X 1>

Or, [X, ,Xg] €m, du fait que g, est abélienne et U est réductif d'ott < |3,[Xr,Xg] >=0.

On a montré alors que 8, < &p - SurV, N Guo on aura 'égalité. ¢
Pour simplifier, on notera V  au lieu de v, N Guo .

Proposition 1.2.1. Sg0 = J"(Vpo ) est une sous-variété symplectique de M. Les éléments
de g,, sont des champs de vecteurs tangents d SUo et pour tout x € SUo , l'espace tangent en

Xxa Suo est l'orthogonal symplectique de m, (x) ={X,(x) X, € m o }.

Pour montrer cette proposition on aura besoin du lemme classique suivant :

Lemme L2.2. Pour tour xe M, T,J (T M) = g-xL on g ={X;€9,X (x)=0}.
Preuve. Voir Guillemin-Sternberg [G-S] .

Preuve de la proposition. D'aprés le lemme précédent, il est facile de voir que J est
transverse a Vuo , donc d'apres le lemme de transversalité [G-P], SUo est une sous-variété de

M et pour tout x € Su0
= -l
lxo Suo = (T,J) (muo ).

La relation (1) donne facilement que (TXJ)‘1(mj; ) = orth mUO(x). La méme relation plus
I'hypotheése de réductivité entraine que m, O orth m, (x) = {0} sur Sp0 . SlJO est donc
symplectique les éléments de gy, étant verticaux, ils sont tangents aux fibres de J donc

tangents a SUo .

On note AU0 I'algebre de Lie abélienne de fonctions associées aux champs de vecteurs de

g ,8 larestricionde Qa5 etH larestriction de H.
Yo Yo Yo Yo
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S,,

involution. On suppose désormais que M,Q.H,f',..f") est un systeme hamiltonien

Quo , Huo ’AUo) est alors un syst¢me hamiltonien muni d'intégrales premiéres en

compleétement intégrable non commutatif au sens de [M-F] et Marle [M]. Soit
dim Ker A =dim M - dim g = p, ot A est le tenseur de Poisson usuel sur g*. On a alors :

m-2p =2n-m soit m = n+p
dim Sl—’o =2(n-p) etdim AlJo = n-p.

On suppose alors que le systéme hamiltonien (SU0 , Quo , Huo , Auo) est équivalent au modele
des variables action-angle avec singularités d' Eliasson [E] au voisinage de x_ . Quitte a

restreindre SLJO , il existe sur Suo un systeme de coordonnées action-angle avec singularités

(€1ree0s€ 5 Ppaeees®y q 500, ,0¢,...,0 ) tel que :

1°) Suo =D(0,r)) x... x D(O,r,) x T x Qo D(0,r,) est le disque de centre O et de rayon r,
dans R? , T" le tore de dimension r et Q unouvertde R".
k k
2°) QUO = 3 ede, Ado, + ¥ dqj A d6j.
i=1 =1

¥) Pourtoutfe A, , f(e,0,q,8) = 0(e%,q).

o] 2 2 . 7 . N
4) .5, > €7 5.€,  SONL des intégrales premieres du systéme.

On définit, pour tout f e AUo , I'application :

ST X T

(e;.9;) r—>(é §§<q,e>, ;?af-_ (q.8))

f:DxD

En prenant sur T*x T" le systtme de coordonnées (9,0, correspondant aux

coordonnées action (e,q,) ou D est un domaine de R.

Il est relativement facile de voir que f est bien définie et ne dépend pas des variables

action-angle avec singularités choisies.

On observera aussi, que les f caractérisent entierement le systéme (Suo ’Qvo’Auo) sous les

hypotheses ci-dessus.

189



Définition 1.2.1. On appelle invariants caractéristiques du systéme (M,L2,A) au point x, ,

sous les hypothéses ci-dessus, l'ensemble ?\UO = {f, fe AlJo }.

Probléme : Ces invariants classifient-ils complétement le modele (localement) sous les
hypotheses ci-dessus ?

Les 2 théoremes suivants donnent une réponse affirmative a cette question.

Théoréme 1. Soient M,Q H,A) et M',Q" H',A") deux systémes hamiltoniens
complétement intégrables non commutatifs on A et A'sont deux algébres de Lie non
commutatives d'intégrales premiéres respectivement sur (M,QQ,H) et (M',Q"H') . On notera
g et g'les algébres de Lie de champs de vecteurs hamiltoniens associées respectivement @ A
et A',Get G'les groupes de Lie connexes et simplement connexes respectivement associés.
Soient J et I les moments respectifs de (M,QQ,A) et (M',QQ',A"). Soient x un point de M et

x' un point de M'. On notera W =1J(x) et W' =J(x"). On suppose que :

i) Les orbites G.\L et G .| pour la représentation co-adjointe passant respectivement par |
et W' sont réductives et régulieres.

ii) Soient (Su ’Qu ’Hu ’Au) et (S‘p. ,Q'u. ,H'U. ,A'p. ) les systémes hamiltoniens munis
d'intégrales premiéres associés respectivement @ et V', définis dans la proposition
1.2.1. On suppose qu'ils sont équivalents aux modéles action-angle avec singularités
respectivement aux points X et x'. On note Au et ?\'u. leurs invariants caractéristiques
respectifs.

Alors (M,Q,A) et M',Q',A") sont équivalents en (x,x') si et seulement si il existe un
isomorphisme ¢ :9 — q' tel que

1) o"W=p on o désignelatransposée de ¢ .

2) A, =A'.

Théoréme 2. Soient g une algébre de Lie, G le groupe de Lie connexe et simplement
connexe correspondant, |\ € g* et g, Uisotropie infinitésimale au point W . On suppose que

l'orbite du point | pour la représentation co-adjointe et réguliére et réductive. On considere, si
p=dim g, , le systéme modele (S,=D(Or,)x .. xDOL)xQxT", w, q,,¢) avec
k+r =p et p fonctions, de variables q, et eiz, soient f 1,...,f° , nulles en 0, et dont les

différentielles sont de rang r en 0.
Alors il existe une variété symplectique M de dimension 2n = m+p si m = dim G et une
algébre de Lie A de fonctions pour le crochet de Poisson, isomorphe @ g , de maniére que, en
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un point x € M, les invariants caractéristiques de A soient définis par f ! wof et que, si J
désigne le moment du systéme ainsi défini, on ait J(x)) =L .

II. DEMONSTRATION DU THEOREME 1.
Si (M, Q,A) et (M',0Q"A') sont équivalents en (x,x'), il existe un
difféomorphisme symplectique ¥ d'un voisinage ouvert U g-invariant de x sur un voisinage

ouvert U', g'-invariant de x' qui applique x en x' et tel que le diagramme :

Ux)— 5 (U x)

soit commutatif.
Si on note ¢ =¥ /g »ona évidemment ¢*’ = 1, ce qui entraine que I'image par ¢ de

l'isotropie infinitésimale g, au point t est l'isotropie infinitésimale au point . On a aussi
m;,. = (p(mu) , soit ‘P(SU) = S'u. . En identifiant Su et S'u. au modele action-angle avec

singularités et en utilisant le fait que rg Jx =rg J'x', on a 2).

. Supposons maintenant qu'il existe un isomorphisme ¢ : g — g' tel que 1) et 2) soient
vérifiés.
On identifie g et g' a l'aide de ¢ ce qui entraine, en vertu de 1), que g,= g'u. .La

relation 2) nous permet de trouver un difféomorphisme symplectique
9,:(5,.8,) > (S, ,Q;) quiéchange A, etA .

Soient X;1,..., X2p une base de m, et ((pﬁ ),...,((pzlp ) les flots associés. On définit alors

deux applications différentiables :

X, :ﬁxsu—)M

1 2
(t,,...,tzp,y) (Y (p,_p 0..0 (plzpp (y)

xzzﬁxS'u. - M

2 '
(tslypy) 1 (pc1 0..0 (])szp )
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Les orbites respectives de x et x' pour l'action de g, étant compactes, X, et X, induisent deux
difféomorphismes locaux respectivement de {2 X Su sur un voisinage ouvert U, g-invariant, de

x et de Q x §',; sur un voisinage ouvert U', g'-invariant, de x'.
On définit, alors, un difféomorphisme local ¥ : U — U’ par
(@) 0 007 =0 0..002 (@)
Ly © e 0 Py Ly 0 0 @y (@YD)

1l est clair que ¥(x) =x' et ¥ 15, =9y et que le diagramme suivant est commutatif :

v

U >U

N

*

9

Pour conclure, il suffit de montrer que ¥ est symplectique.
¥ est symplectique en restriction a Sp .
Pour toutxe §, TM=T,S & mx). Ceci entraine que W est symplectique le long de

S, et donc (par €quivariance) partout. ¢

III. DEMONSTRATION DU THEOREME 2.
La donnée de f‘,...,fp définit sur le modele D(0,r,) x ... x D(0,r, ) X Q x T" muni de

coordonnées action-angle avec singularités (e,,9,,0,,q,) et de la forme fondamentale

k T

w, = 21 ede, A do, + El dg; A dE)j , une algebre abélienne de champs de vecteurs hamiltoniens
1= J:

a savoir X,1,..., X;p . Comme les fibres sont compactes, ces champs sont complets et

déterminent donc une action verticale hamiltonienne de R ~ g,

On considere la fibration principale [[ : G — G.u de groupe structural G, . Soit GS la

composante connexe de I'élément neutre. C'est en général un cylindre T" x RP" | Soit @, une
trivialisation locale de G au-dessus d'un disque D, centréen . Ona:

¢,:G)xD, - H’1(Dp)°
(84t) 1 5, ()8
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ou s, est une section locale du fibré [1: G — G.ju et H"(Dp )° une composante connexe de
n'm,).

On considere la projection canonique q : R” — GS , on définit alors une projection
P:R°x D,— lT'(Du )° par P(gp) = su(u')q(é). (RP x D,,P) est le revétement universel
deIT"'(D,)°.

Les champs fondamentaux de l'action a gauche de G sur lui-méme, c'est-a-dire les
champs invariants & droite, se relévent en une algebre de Lie g de champs simplement

transitive sur R” x D, . En particulier, g, se releve en une algeébre de Lie éu abélienne verticale

pour la fibration IT : R” x D,—D,.
Considérons la projection P:R°x D, xS, = D, xS, définie par

P(g.1'.e,9,0,0) = (W,g(e,0,q,0)).

Lemme IIL1. L'action infinitésimale de g sur le facteur R” x D, de R°xD, x§, se

projette par P en une action infinitésimale de 9 sur M= D,x S\J .

Preuve du lemme. Soient (éo M, 5(€, .9, .4, 0 0 )) et (é; My »(€,9,,9, ,0,)) se projetant

par P au méme point. Ceci veut dire que
~| -~ 1 t 1] 1] - 1
g8, =8,-Y, et (& .9, ,.q ,0,)= g, .(e,,9,.,4,,9,)

Soient (é(t),p.(t), (e,.9,.9,.9,)) 1a trajectoire du premier point par exp(ts() o X e 6 et
(é'(t),u’(t), €,9,.9,,9, ) celle du second. Comme le champ fondamental X est un
automorphisme de fibré principal, il vient f'(t) = pu(t) et é’(t) = é(t)yo . Donc les projections par

P de ces 2 courbes coincident. On a donc une action de g sur M = D, xS, .

Suite de la démonstration du théoréme 2 :
On définit une projectionJ : M — g* de la fagon suivante : f1,...,fp définissent une

projection de S, sur g: = mL{ soit J,. On en déduit une projectionJ: S, — u+mt en posant
Jx)=pu+1J L,(x). On étend cette projection 8 M de la fagon suivante : soit 1’ = g.u (g € G). On
pose : J(1',e,9,q,0) = g.Jp(e,cp,q,G) + W' ce qui assure que J est équivariante du point de vue

infinitésimal.
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On définit maintenant une forme fondamentale w de la fagon suivante : on la définit le
long de S, , puis on I'étend par équivariance [relativement a l'action infinitésimale de G] .

Pour cela, on observe que l'ensemble des champs de vecteurs fondamentaux associés aux
éléments de m, définit en tout point de S, € M un supplémentaire de TSlJ . On va décider

que ces 2 sous-espaces sont orthogonaux du point de vue symplectique, donc on a :

o] ’

(Y, (m),Yy (m)) =<J(m), [Y,Y]>Y,Y € m

co/su =@

U\

On observe que la forme O)/Su , ainsi définie le long de SlJ , est invariante pour les

champs X, , X € g , puisque ceux-ci sont hamiltoniens, et que l'action de Gv laisse
invariantes les projections J et J .

Par suite, le long de chaque fibre D, x {e,9,9,0}, ® s'étend de maniére que la forme

obtenue soit équivariante.
Par construction, ® est de rang 2n le long de Su , donc partout [par équivariance] .

west fermée :
On observe que dw Sy~ 0. Pour conclure il suffit de montrer que dw est nulle le long de

Su , donc [par équivariance] partout.

En vertu de ce qui précéde, on a, pour tout m € S, :
T ,M=T_S, ®&m, (m)

Un calcul relativement simple permet d'affirmer que

-dw_(Y,, (m), Y3 (m), Y (m)) =0 siYLY%Y' e m,
-do (Y, (m), X, ,Y,)=0 Xy Y€ TS, et Y'em,
-do,, (Xy Y, (m),YZ (m) =0 X.,€T,S, et Y, Y em

Finalement (M,w) est symplectique. Si, maintenant, X est un champ fondamental, dans
g, comme I}X(o =0, X est localement hamiltonien. Le long de Su , l'orthogonal de TSlJ est
engendré par les champs fondamentaux de m, . L'orthogonal de Ker Ji est I'espace des

champs fondamentaux, donc les formes fermées duales des champs fondamentaux sont
basiques le long de S, , donc partout par équivariance. Il en résulte, D, étant un disque, que

les champs fondamentaux sont hamiltoniens et leurs hamiltoniens J-projetables.
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On peut supposer que le "vrai" moment J' : M — g™ de I'action de g coincide avec J en
X, , donc sur l'orbite de ce point. La transversale sur laquelle g, est le noyau de Ker J,

coincide avec V, et sa préimage coincide avec S, . Dailleurs J' et J coincident sur Sp et

finalement [par équivariance] partout . ¢
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