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INTRODUCTION GENERALE

Le probléeme des semi-groupes de moments dont la résolution parait difficile
au coup par coup sans théorie globale, consiste, d'une part a étudier les fonctions
définies sur un semi-groupe abélien involutif S et engendrant un semi-groupe
exp(ty), t > 0, de fonctions moments et d'autre part a caractériser parmi ces
fonctions celles qui engendrent un semi-groupe de F-fonctions moments lorsque F

*
est un sous-*-semi-groupe du dual S des semi-caractéeres sur S.

Des études faites sur les probabilités indéfiniment divisibles, consulter
par exemple S$.K.S. VARADHAN [32] et K.R. PARTHASARATHY [27], ont conduit
a la représentation de Lévy-Khintchine des probabilités indéfiniment divisibles
et des semi-groupes de convolution étroitement continus de probabilités sur un
groupe abélien localement compact F = G. Aussitot C. BERG et G. FORST [6]
ont caractérisé les semi-groupes de convolution de sous-probabilités sur un groupe
abélien localement compact F = G, en termes de fonctions de type négatif sur

le groupe dual de G.

A partir de la, cette théorie s'est amorcée avec les semi-groupes 'réels"
pour lesquels l'involution * est telle que s* = s et lorsque  est bornée, ceci
correspond aux travaux de C. BERG, J.P.R. CHRISTENSEN et P. RESSEL [8],
puis s'est poursuivie avec les semi-groupes involutifs lorsque Re ¥ est inférieure-
ment barnée dans les travaux de P.H. MASERICK [25], en fournissant une décompo-
sition de Lévy-Khintchine de Re ¢ . Ceci a donné plus généralement naissance
a une notion plus abstraite de mesure de L.évy portée par le compact § des semi-ca-
ractéres bornés (par 1) ne permettant toutefois de reconstituer la fonction ¥
qu'a l'aide d'une fonction de Lévy sur S x S. L'existence d'une telle fonction de

Lévy vient d'ailleurs d'étre prouvée par H. BUCHWALTER [15] .

A

Toutefois, la démarche suivie sur S ne s'adapte plus au cas général d'un
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*
*-semi-groupe F du dual S et la difficulté réside essentiellement dans le fait

que l'on ignorait le moyen d'étendre les résultats classiques a ce cas général.

Or notre avis est que, mis & part le cas d'un semi-groupe "réel" pour lequel
s* = s, et peut-étre celui d'un groupe avec s* = -s, les notions de mesure de Lévy
et de fonction de Lévy sont mal définies ou en tout cas insuffisamment bien défi-
nies. Nous proposons donc des définitions plus restrictives a priori, serrant de
plus prés une réalité mal pergue, qui est que, dans le cas F = S toute fonction Y
de type quasi-positif (- ¢ est de type négatif) possédant une mesure de Lévy
associée est telle que R.y est une fonction moment sur §, pour tout X-polynéme

R>0 sur 5 tel que R(T) = 0.

Pour le premier chapitre nous introduisons donc une notion nouvelle de
mesure de L.évy, de fonction de Lévy et de forme quadratique. Notre idée fondamen-
tale est de faire dépendre chacune de ces notions d'un sous-¥-semi-groupe donné F
du dual S* par l'intermédiaire du cone positif des X -polynémes positifs sur F
et qui s'annulent au point T . Nous prouvons d'abord que l'on préserve ainsi les
notions classiques et nous étudions les diverses liaisons qui existent entre ces
nouvelles notions. Enfin nous donnons des exemples de mesures de Lévy et fonctions

de Lévy en ce sens nouvead.

Dans le deuxieme chapitre, nous montrons comment ces nouvelles notions
de mesures de Lévy, de fonctions de Lévy et de formes quadratiques s'adaptent a
la résolution du probléme des semi-groupes de moments pour des cas trés intéres-
sants et plus généraux que ceux jusque-la connus. Nous commengons par introduire
deux classes intéressantes de sous-*-semi-groupes F & savoir celle formée des
I satisfaisant & la condition d"adaptation” de Choquet et celle formée des F
satisfaisant & la condition de "détermination". Pour chaque F de l'une de ces
deux classes, nous offrons une condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction
de type quasi-positif ¢ posséde une F-mesure de Lévy associée. Nous €énongons
un théoréeme général donnant une décomposition "du type de Lévy-Khintchine",
qui couvre toutes les représentations de Lévy-Khintchine classiques dont les preuves
différaient d'un semi-groupe a l'autre. Nous étudions le cas particulier F C § tout
en offrant un théoreme de décomposition du type de Lévy-Khintchine, ou sont
en plus explicitées en fonction de ¢ les parties 2-homogéne et additive de la

forme quadratique canoniquement associée a ¥ . Nous donnons ensuite deux théore-
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mes de résolution partielle du probléme des semi-groupes de moments lorsque
F est fermé dans §, a savoir le cas o Y est réelle et le cas ot la F-mesure
de Lévy X associée & Y satisfait a la contrainte [ | XS—1 |dA < 4+ o, 5 €85,
Ces deux résolutions sont indépendantes et généralisent toutes les deux le théoréme
de C. BERG [5] . Dans le dernier paragraphe de ce chapitre on étudie les semi-grou-
pes de convolution sur F, en introduisant les deux notions de semi-groupe de convo-
lution "gaussien" sur F, et de semi-groupe de convolution de "type de Paoisson'.

Lorsque F est localement compact satisfaisant a la condition de détermination,

nous donnons une condition suffisante pour qu'un semi-groupe de convolution (ut)

t 20
sur F se décompose sous la forme
= * * >
Ky Gk g, Vet 0
t
avec kt € F, (0 t) un semi-groupe de convolution gaussien et (\)t) un
t 20 t 20

semi-groupe de convolution de type de Poisson. Nous montrons ensuite que cette
condition est nécessaire lorsque F satisfait aux deux conditions de détermination

et d'adaptation.

Nous commengons le troisiéme chapitre en offrant un résultat de stabilité
relatif aux semi-groupes abéliens involutifs, & savoir qu'étant donnés deux tels
semi-groupes S et T et un *-morphisme surjectif. 8 : S > T, une condition nécessaire
et suffisante pour qu'une fonction ¢ : T = € soit fonction moment est que la
fonction ¢ o 6  soit une fonction moment sur S. Ce résultat permet de retrouver
certains résultats classiques de stabilité, par exemple celui ([9] , page 207) garantis-
sant que l'image *-homomorphe d'un semi-groupe parfait est parfait. Finalement
nous donnons diverses applications de cette théorie, nous résolvons le probléme
des semi-groupes de moments lorsque F = S* satisfait & la condition d'adaptation,
ce qui recouvre le cas des semi-groupes de type fini. Nous examinons aussi le
cas des groupes de type fini et nous donnons enfin une nouvelle démanstration
des théorémes de C. BERG [4] et de P.J. BICKEL et N.R. VAN ZWET [10] dont

les preuves utilisaient les fonctions d'une variable complexe.
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CHAPITRE 1

MESURES DE LEVY ET FONCTIONS DE LEVY GENERALES

Dans ce chapitre, on introduit des nouvelles notions de mesures de Lévy,
de fonctions de Lévy et de formes quadratiques, qui, quand on se restreint au
compact §, different des définitions classiques par le choix du céne des X-poly-
némes positifs qui s'annulent au point T, et par la condition (l1.l.4.d). Ensuite,
en raisonnant sur §, on montre que l'on préserve les notions classiques ayant
leur deéfinition d'origine sur les groupes [28], [23]. On donnera a la fin des exem-
ples de mesures de Lévy et de fonctions de Lévy, sortant du cas S et issus de

situations concretes.

(1.1) Définitions et premieres propriétés.

Rappels : Soit (S,+,*) un semi-groupe abélien admettant un €lément neutre 0
< . * * * * * %
et involutif, ou l'involution s »s est telle que (s+t) =s +t ,(s) =s;stes

*
et 0 =0.

On appelle semi-caractere sur S, toute application p : S + C, telle que

* ——— *
p(s+t) = p(s)p(t), p(s ) =po(s), pour s,t € S etp(0) = 1. L'ensemble S des semi-ca-
racteres est structuré en semi-groupe abélien multiplicatif, unitaire et involutif,

- , . ~ - ” . . *
dont l'elément neutre est le semi-caractere unite N et avec !'involution p =p.

* . ~
La topologie sur S est celle de la convergence simple qui est completement
réguliere et induit une topologie compacte sur l'ensemble S des semi-caractéres

bornés par 1.

-X_ ” ~ , rd
Introduisons la fonction Xs : S =+ C, associee a chaque element s € S, selon
XS(D) = p(s), c'est la fonction d'évaluation au point s. On a évidemment

= . = X = 1. dirons que t un mondme, et
X oot Xs- Xy XS* X et Xo T. Nous dirons que X es ,

nous introduisons en le notant # par abus de langage, l'espace vectoriel com-

plexe engendre formellement par les X, et identifié a l'espace somme directe
(S)
Cc.



Pour P = X a, X, et Q :thXt on note
P.Q=Zab, X,

ce qui définit une structure d'algebre sur £ , nous dirons que &£ est l'algebre

des X-polyndmes. Par ailleurs chaque P € & , détermine (non injectivement
Id Id . * - . . * ”

en géneral) une fonction sur S, et a fortiori sur toute partie de S , notee encore P

par abus de notation et définie par
P(p) = Za_o(s)

si P = Z asXS

de sorte que I'on définit une forme bilinéaire
<P, > = (P.I)0) = 2 af(s)
si P = 2 a X, quiest telle que <X,f> = f(s).

Il est clair que cette forme bilinéaire est separante et met en dualité les

deux espaces 2 et T

Il est facile de vérifier le mécanisme d'utilisation de la forme bilinéaire

ainsi définie. En effet si P et Q sont deux X -polyndmes, on a les formules

I

P(Q.f) = (P.Q).f = Q(P.f)

(1)
< P,Q.f> = <Q,Pf> = <PQ,f> = ((P).fX0)

On rappelle qu'une fonction ¢ : S > € est dite fonction moment, s'il existe
sans exigence d'unicité, une mesure de Radon positive u sur l'espace completement
< . * . A . . - .
regulier S, telle que toutes les fonctions mondmes soient p-integrables et veri-

fient
(2) @ (s) = [ 4 X_du
¥ s

pour tout s €8S.

On notera ¢ = [i, appelée transformee de Laplace généralisée de p.

, . * N
Lorsque la mesure p est portee par une partie F de S au sens ou l'on a

p(B) = Sup { p(K), K compact contenu dans BnF} pour tout borélien B de F, on



dira que ¢ est une F-fonction moment.

Il est clair que si ¢ est une fonction moment sur S et si y est une mesure
* ~
de Radon positive sur S , telle que p = @ alors pour tout X -polynéme P,

on a

< P,op > :[P.dp

En particulier on a <|P]% ¢ > = J|P|2dp > 0, et on tire de la que ¢ est de

type positif, c'est-a-dire que I'on a l'inégalité
(3) ch cp(s +sk)>O

pour toutes les familles finies (c) dans C et (s) dans S. On de51gnera par P(S)
le céne convexe des fonctions de type positif defmles sur S et par P (S) celui
des fonctions de P(S) qui sont bornées. On sait avec ([9], th. (4.2.8)) que le cdne
Pb(S) est en correspondance bijective affine avec le cone M*(5) des mesures

A

de Radon positives sur S.

Finalement, on appellera fonction de type quasi-positif sur S, toute fonction
Y : S » @ vérifiant I'inégalité (3), pour toutes les familles finies (Cj) dans C telles
que z ¢ = 0 et (s].) dans S. On sait par un résultat classique de Schoenberg,
que U est de type quasi-positif sur S si et seulement si pour tout nombre réel
t > 0, exp(t{) € P(S).

Pour tout s € S, on note F I'opérateur l[‘( + X Jet AS I'opérateur
s

—l.[X - X , ). Rappelons déja la définition classique d'une mesure de Lévy associée
S
a une fonction de type quasi-positif, on a ([9], (4.3.12)).

(1.1.1) Proposition. Soit Y :S > € une fonction hermitienne telle que
(1-T ). v < PP(s) pour chaque ae S, et soit o_ e M*(S) telle que
a
=(l-T). ¥ . Alors il existe une mesure de Radon positive unique
d

A sur S\ {1} telle que :

(- T)A = 05\ (1)

pour chaque ace€ S.
Une telle mesure A est dite mesure de Lévy associée a | .



*
Introduisons maintenant la famille %  des parties F de S qui sont des
* ~ .
sous-*-semi-groupes multiplicatifs de S , c'est-a-dire telles que T€F et o,T€F
* —_
implique g.7 € Fet ¢ = o0 € F. Chaque F € & est muni de sa topologie

* N - PN
induite par celle de S , donc completement reguliere.

On ne suppose pas F fermé, ni borélien. Néanmoins une mesure de Radon
bornée sur F étant portée par un Ky de F, définira une mesure de Radon sur

*

S .

(1.1.2) Definition 1. Pour chaque F e %, on note ?o+(F) le cone positif des

X -polynomes R telsque R >0 sur F et R(1) = 0.

(1.1.3) Définition 2. On appelle mesure de Lévy sur F, ou F -mesure de Lévy,
toute mesure de Radon positive sur l'espace completement régulier
F\ {1} telle que S Rd)A < = , pour tout R € g’g(F). On note%:

le cone positif de telles mesures.

(1.1.4) Définition 3. On appelle fonction de Lévy sur F ou F -fonction de
Lévy, toute fonction Lpt Fx S > @ telle que :
a) LF( 0,.) est additive et hermitienne sur S, pour tout p e F.
b) Lp(ys) est continue sur F pour tout seSet LF(E,s) :m),
(2.3)=F « S,

c) J| o(s)—l—LF(p,s)l dX (p) < =, pour toute A € fF et tout se S.

d < R,LF(D,-) >=0 , pour tout p€ F et tout R € g’g(F).

A la suite de ces définitions il y a plusieurs remarques a faire.

(1.1.5) Remarque 1. La definition 2 est apparemment plus restrictive que la
définition classique. Il faut voir dans quels cas elle lui est exactement
equivalente. L'avantage est alors que la definition 3 I'est moins. 1l y

a donc plus de chances de trouver une fonction de Lévy.

(1.1.6) Remarque 2. Concernpant la définition 2, il faut trouver un moyen de
diminuer la famille des X-polynémes R servant de tests. En particulier
lorsque F est contenu dans g, on peut se demander si les X-polyndmes
l - Fs s € S, suffisent, ce qui englobe le cas ou S est un groupe. Nous

verrons que la réponse a cette question est positive.



*
Dans le cas F = S , la méme question se pose avec les X-polynémes |1-XS|2, seSs.
Pour le cas d'un semi-groupe "réel" il est fort probable qu'il y ait des simplifica-

tions a faire.

(1.1.7) Remarque 3. Si F, c F, alors f?g(Fz) est contenu dans QS(FI) de sorte
gu'une Fl—mesure de Lévy A est aussi une Fz—mesure de Levy, telle

d'ailleurs que )\(BZ) = Sup {A(K), K compact ¢ B, n Fl} , pour tout

2
borélien B, de F,. Mais réciproquement une F,-mesure de Lévy, méme

portée par F| au sens ou A(Bz) = Sup {A(K), K compact < B, n Fl}

n'est pas nécessairement une F -mesure de Lévy.

(1.1.8) Remarque 4. L'intérét des définitions 2 et 3 réside principalement dans
leur adaptation pour résoudre le probleme des semi-groupes de moments

sur F.

On a déja le résultat immediat :

(1.1.9) Proposition. Soient X une F-mesure de Lévy et L une F -fonction

de Lévy. Alors la fonction { = Yy L définie par
2

®) Wis) - [F\ {H}[O(S)—l—L(p,S)]dA(o), ses

est hermitienne, de type quasi-positif et telle que pour tout R G@g(F)

la fonction R.VY est une F-fonction moment. En particulier

(5) R.v = (R.A)

Preuve. Déja { est hermitienne. De plus pour I < = 0 avec cj €eCona

Iz CjEk\P(Sj + s;:) = JlZ cjo(sj)lzdx(p) >0

. .. . . . +
donc § est de type quasi-positif. Enfin si R = X a X, est element de WO(F),

ona ZXa_ =0et
S
(R.9)(s) = Ta, ls+t) = j (2 a, p(s+t)]dA(p)
t t

soit



(R.U)s) =  p(s)R(p)dA(p) = (R.A)(s)

car I a,L(p,s+t) = L(p,s)(Z,a,) + & a L(p,t)
t 1t t t

= < R,L(p,.) > =0,
d'ou le résultat avec (1.1.4.d).

Les F-formes quadratiques sur S. On sait que la formule de Lévy-Khintchine

fait intervenir la notion de forme quadratique. Cette notion, primitivement
développée pour les groupes [24], [22], [1], [2], a été étendue au cas des *-semi-
groupes c'est-a-dire des semi-groupes involutifs, par Maserick [25], et généralisee
par Buchwalter [12] pour les besoinsde la theorie des semi-groupes de ‘moments
sur S (et non plus sur S). Nous proposons ici une généralisation, tenant compte

de l'introduction de la famille %, soit :

(1.1.10) Définition 4. On appelle F -forme quadratique (non nécessairement
2-homogene) toute fonction hermitienne Q : S > € telle que Q(0) = 0,

vérifiant 1'équation fonctionnelle
(6) (R.Q)s) = (R.Q)0) = <RQ > =C(R)

pour tout R € g’;(F), ou C(R) est une constante complexe.

On désiynera par Q. l'espace de ces F-formes.
g F

Il est clair que si F est contenu dans §, une telle forme est une forme quadra-
tique au sens de Maserick comme on le voit avec R = 1 - Ft’ t € S. Dans le
cas général on obtient une forme quadratique au sens de Buchwalter, comme
on le voit avec R = ll—thz, t €S. Or on sait [12] qu'une telle forme Q se décom-
pose de facon unique en Q = q+h, ou q est une forme quadratique 2-homogene

et ou h est une forme hermitienne additive avec
@) gD =5 Q(21) - QI, h(1) = 2 Q1) - 5 Q2D

On a alors :

(1.1.11) Proposition. Toute F -forme quadratique @ Q se décompose de fagon

unique selon



(8) Q=qg+h

ou q est une F -forme quadratique 2-homogeéne et h une F-forme additive.

Preuve. L'unicité provient du fait que la décomposition est nécessairement donnée

par les formules (7).

a X

s +
= X =
Réciproquement, pour tout R € Q’O(F) posons R = I a, X etR, ¢ Sop

Alors si q et h sont définies par (7) on a

(Ra)s) = 5 (R,QN25) - (RQS)

1
—2(R2 Q)(2s)

(Rh)(s) = 2(RQXNs) -
Mais R(p) = Za_ 0*t) = L a X (p?) = R(p?) 20 sur F puisque o F implique
pt e F. Alors (RZQ)(S) = < R,Q> est indépendant de s, donc aussi (R.g)(s)

et (R.h)(s), d'ou le résultat.

Quant a la F-forme q, on sait [12], qu'elle se décompose en
q = q,-q3+2i g, ou les composantes q;,9,,95 sont réelles. En posant q = Reg
on a donc g = q;-q; et q, est de plus determinée par la condition q
ql(t) = —i q(t+t*), equivalente a la condition que q5 soit une forme (2-homogene)

de Maserick.

. . - ~ * -
Or g étant hermitienne on a q(t) = —;[q(t) + q(t )] de sorte que le raisonne-
* —_
ment fait plus haut se reconduit en remplagant 2t par t (donc o par p)
~ * .
pour q et par t+t (donc p par |p|?) pour q; Enfin la composante q, est

donnée par

90 = 4 La(0-al )] et (Ras) = < Raay> =3y Zapa o)

de sorte que qu = 0 chaque fois que R = 2 a, Xt est tel que a, = ay

pour tout t. En résume :

(1.1.12) Proposition. Toute F-forme quadratique 2-homogéne q se décompose

de fagon unique en



9) q- q1 - q3 + 2iq2

*
avec ql(t) :% q(t+t ) . Les composantes q, et q; sont des F -formes
quadratiques 2-homogenes et a3 est de plus une forme de Maserick.

La composante q, est anti-hermitienne et telle que R.q2 =0 , pour

*

tout R=73a X, e P(F)telque a, =a, pourtout t.
Tt o " t

(1.2) Mesure de Lévy associée a une fonction de type quasi-positif.

(1.2.1) Définition 5. Soit ¢ : S+ C wune fonction hermitienne. On dit qu'une

F -mesure de Lévy )\ est associée a { lorsque l'on a

(10) R.y = (R.A) + C(R)

pour tout R € QS(F) , ou C(R) est une constante réelle positive. En
particulier R. VY est une F -fonction moment associée a la mesure
bR = R+ C(R) 611 . De plus ¥ est de type quasi-positif.

En effet pour T € @, avec T(1) = 0, on a <|T|%¥>= (R.YX0) = JRd)ur C(R),
avec R = |T|2 Remarquons que si R = 0 sur F, alors R € @g(F) et -R € E?’:;(F)
donc C(R) = 0. Il suit de la que si R = R' sur F alors R.Ax = R'.x, C(R) = C(R")

et R.y = R'.¢{. Par exemple en posant R = X a, Xs’ on voit que R =2 _a_; X,
_ s
est tel que R = R sur F, de sorte qu'en remplacant R par —; [R + R], et en

posant a = bS + ics, on pourra supposer, si besoin est, que R s'écrit

R =73 (bS I -cg AS) avec bS et ¢ reels.

S'il existe une F-fonction de Levy L = Ly, on voit avec (10), que la fonction

P = l|1>\ L admet précisément A pour mesure de Lévy associee.
b

La liaison avec les F-formes quadratiques est inévitable, car on a

(1.2.2) Théoreme. Soit V : S »~ C une fonction hermitienne. Les assertions
suivantes sont équivalentes :
a) A=0 estlaseule F-mesure de Lévy associée a ¥

b) La fonction { - y(0) = Q est une F-forme quadratique telle que

(1D <R,Q> 20
pour tout R € @Z(F).
En particulier Q est de type quasi-positif.



Preuve. b) = a) Car R.Q = < R,Q> =C(R) » 0, donc ) = 0 est bien une
F-mesure de Lévy associée a Q et l'on a bien Q(0) = 0. Il reste a voir que c'est

la seule, car I'implication a) = b) est immédiate.

Fixons donc la F-mesure de Lévy )\ telle que

R.Q = (R.A)" + C(R),

avec C(R) » 0. On en déduit que (R.A)"  est une constante D(R), nécessairement
positive ou nulle puisque D(R) = (R.A)"(0) = Rdx. 1l faut tirer de la X = 0.

Pour cela introduisons p = D(R) (S,Hde sorte que (R.A)" = i . Le lemme qui suit
va impliquer l'égalité R.A = p, qui n'est possible, puisque R.\ est une mesure
sur F \ {T}, que si R.A = 0. Alors en particulier |Xs~l IZ. A = 0, pour tout
s*e S, donc X = O sur les ouverts US = {p,p(s) £ 1}. Mais ces ouverts recouvrent
S\{1},dou A=0.

Le lemme utiliseé précise une situation délicate et a donc son intérét propre.
On sait en effet que si deux mesures X\ et p sur S sont telles que A = p alors
A = p. Le résultat n'est malheureusement plus vrai si A et p sont deux mesures
sur S'. Ce lemme figure dans ([9], 6.1.5), mais avec une preuve differente de

celle que nous allons lui offrir.

*
(1.2.3) Lemme. Soit ) une mesure sur S admettant une fonction moment

et p une mesure sur S. On suppose que A= ﬁ Alors X = .

Preuve. 1l suffit de se ramener au cas ou X est une mesure sur S, et pour
X A

cela de prouver que A(K) = 0, pour tout compact K ¢ S \ S. Pour tout

o € K, il existe s € S tel que |p(s)| > I, de sorte qu'on peut recouvrir K par

des ouverts V_ ,...,v_ ou V_= {p ;| ols)] > 1}.
5| S s
Posons F (p) = & |o(s )I2n . Comme on a
n K k
~ * N *
J | o( S)Iznd?\(p) =X In(s+s)] = uln(s+s )]
= le(s )Izndu(p)

on en déduit l'inégalité

I Fn(o)de) = J Fn(o)du(o) < p.



Mais K étant recouvert par les ouverts Vs , on voit que pour tout p € K
k

il existe s, tel que |p(sk)| > 1, ce qui implique Fn(p) + + o sur K. Il n'y a plus

k
qu'a appliquer le lemme de Fatou aux fonctions lKFn pour obtenir A(K) = 0

a la limite.

Liaison entre les différentes notions. Du théoreme (1.2.2), on déduit un premier

résultat important, liant entre elles F-mesures de Lévy, F-fonctions de Lévy

et F-formes quadratiques, et amenant a la décomposition de Levy-Khintchine.

(1.2.4) Théoreme. On fixe F « % et l'on suppose qu'il existe une F -fonction
de Lévy L =L

vement a une fonction hermitienne .

. Alors les assertions suivantes sont équivalentes, relati-

a) { admet une F-mesure de Lévy associée X.

b) { admet une décomposition de Lévy-Khintchine
(12) V) = PO - Q) + J [o(5)>-1-L(p,9) 1dA(p)

ot A estun élément de E’F et ou Q estune F-forme quadratique
telle que <R,Q > »0, pour tout R € g’g(F).

Preuve. a) = b) Pour R € 2 :;(F), on a R.y = (R.A)" + C(R) avec

C(R) 0. Mais (R.A)" = R.y, | dapres (1.1.9) de sorte que Q = ¢ ~ § (0)-y, |
b ’

est telle que Q(0) = 0 et R.Q = C(R) » 0, donc est une F-forme quadratique

vérifiant b).

b) = a) Si { vérifie (12), alors ¢ = P (0) + Q + P, donc

R.y = <RQ > + (R.A)" = (R.A)" + CR) avec C(R) = <R,Q > » 0 et tout
est dit.
(1.2.5) Remarque. L'hypothese a) entrafne que R. VY est une F-fonction moment

pour tout R € QE(F). La question délicate, au moins dans toute sa généralite,

est le probléme réciproque.
(1.3) Cas ou F est contenu dans S, préservation de la notion classique de mesure

de Lévy.

Il s'agit de voir comment ces nouvelles notions de mesures et de fonctions
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de Lévy se situent par rapport aux notions classiques, qui ne sont d'ailleurs
définies que dans les cas particuliers ou S est soit un groupe G avec * = -id,
soit un *-semi-groupe (éventuellement réel, c'est-a-dire, * = id) mais en se limi-
tant au cas F = S. Ii s'agit aussi de voir qu'elles interviennent explicitement
dans l'etude de situations plus geénérales que les précédentes, par exemple dans

*
le cas de certains *-semi-groupes avec F = S .

Auparavant introduisons dans S un systeme *-genérateur B = (ek) qui
kel
est donc tel, par définition que tout s € S admet une représentation (non unique

en genéral sauf si B est une *-base),

*
s = Z(mkek £ e
ou les indices m = (mk) et n = (nk) sont des €léments de la somme directe IN(I).

Lorsque F est contenu dans S, on retrouve exactement pour les mesures

de Lévy la notion classique, ce qui justifie notre facon de voir. En effet :

(1.3.1) Théoréme. On suppose F € % et F c S. On dit qu'une mesure A\ sur
S \ {1} est portée par F lorsque A(B) = Sup {A(K), K compact
c BnF} pour tout borélien B de S\ {1}. Alors les assertions suivantes

sont équivalentes :

a) X estune F-mesure de Lévy
b) A estune S-mesure de Lévy portée par F
c) ) est une mesure sur S\ {1} , portée par F, et telle que
(1 - I‘s)d)\ < + o, pour tout s€ S décrivant un systéeme *-genérateur

de S.

Preuve. 1| est clair que a) = b) d'apres (1.1.7) et que b) = c¢). Supposons c),
et soit B un systeme *-générateur de S. Fixons R = I a  X_ E@;(F). Alors il
il existe un systeme fini {el,...,ep} dans B tel que pour tout s figurant dans
la décomposition de R, il existe une représentation
P s s ¥
s = k§1 (m; e +np e.)

avec mi , ni e IN. Alors R, qui est tel que R(l) = 0 peut s'écrire

11



R = X a n(l-I')mAn

|m+n|>1 7
p . _ _ o
avec m,n € INV, 3n e ¢ T -= (Fel,..., I‘e )et A= (Ael,..., Aep). Puisque
r et A sont réels et que R est positif ou nul sur F, on peut supposer les
ain réels sans changer les valeurs de R sur F, donc sans changer la valeur
’

de l'integrale { RdAX . Posons alors

Ry = £ a_ ( -m)MaA" et R,= I amr$I—anAn
Im+nf>1 "7 |m+n|>1 7
|n| pair In| impair

Puisque p € F implique p € F et que Rl(—a) = Rl(p) tandis que RZ(E) = _RZ(D)’
on voit que l'on a ‘Rz(p)| < R,(p), d'ou R < 2R sur F. Or la condition

F ¢ S assure que les polyndmes (I -T) et A sont bornés sur F, de sorte que
la partie de Rl formée d'indices tels que |m| » | est dominée par une combinai-

son linéaire finie des (1 - T _ ). Et lorsque m = 0, alors In| > 2 et le méme
k

. A

resultat est obtenu car, sur S, donc sur F, on a

A2 ¢ 1 -T2 (1 -T ML +T )<2(1-T)
Kk €k “k €k Kk

Ainsi ¢) implique JRd A < © , ce qui prouve ¢) = a).
(1.3.2) Corollaire 1. Lorsque F € % est contenu dans § , les F -mesures de

Lévy ne sont autres que les mesures de Lévy habituelles de la théorie,

définies par la condition que X soit une mesure de Radon sur F \ {1}

telle que J (1 - I“S)dA < o, pour tout seS , ou seulement pour tout s

décrivant un systeme *-générateur.

(1.3.3) Corollaire 2. Lorsque S est un semi-groupe réel et que F est contenu
dans $ , alors LF = 0 est une F -fonction de Lévy.

Preuve. Car p(s) = p(s*) = p(s) est réel donc  p(s) = Fs(p). Ainsi  pour toute
A € S’F ona )€ Lpg donc, J(l - Fs)dx < o . Alors L, =0 vérifie evidem-

ment les conditions de (1.1.4).



(1.3.4) Corollaire 3. Lorsque Fc §, alors LF est nécessairement imaginaire

pure, donc de la forme LF =L = iLZ ou L2 : Fx S » € est additive
en s, continue et anti-hermitienne en p , sans oublier les conditions

(1.1.4.c) et (1.1.4.d).

(1.4) Préservation de la notion classique de fonction de Lévy - Théoréme de

Buchwalter sur l'existence d'une S-fonction de Lévy, cas des groupes.

On sait que la notion de fonction de Lévy n'a pas é€té, jusque-la, extrémement
etudiee. En particulier, avec les definitions classiques de Berg-Christensen et
Ressel ([9], 3.17), différant essentiellement des ndtres par la condition (1.1.4.d)
et le choix du c6ne SfF des mesures tests, on ignore s'il eiiste une F-fonction
de Leévy dans le cas general d'un *-sous-semi-groupe de S . Toutefois le cas
F - S lorsque S = G est un groupe abélien muni de s - s a été étudié par
PARTHASARATHY-RAO-VARADHAN [28], qui ont apporté une réponse positive,
d'ailleurs dans le contexte élargi des groupes abeliens localement compacts
quelconques, puis récemment par BUCHWALTER [15] dans le cas F = §, avec S
un *-semi-groupe quelconque. On verra au fil de la preuve de [15] que la fonction
de Lévy construite est différente, mais en quelque sorte plus naturelle que celle

donnée dans [28].

On sait par la monographie de BUCHWALTER [12] qu'a tout *-semi-groupe
S est attache le groupe G = G quotient associé a la relation d'equivalence

* * *
sur S, s =t si et seulement s'il existe u=u tel que s+t +u =5 +t+u.

On voit donc que si S est un groupe muni de l'involution ¥ = -id on a GS =5

si et seulement si pour s € S\ {0} on a 2s £ 0.

(1.4.1) Theoreme (Buchwalter). Soit (S,+,¥) un semi-groupe involutif quelconque.

Alors il existe une S -fonction de Lévy.

Preuve. Construction de L. Soit G = Gg le groupe associe a S comme ci-dessus,

et soit G le groupe sans torsion qui lui est associé, qui est donc le groupe quotient
de G par le sous-groupe des €lements d'ordre fini.

Pour s € S, on note [s] son image dans G et s son image dans G.

Introduisons maintenant un systeme Z -libre maximal (eNk) dans G, ou A
kep

est un ensemble convenable d'indices, et relevons chaque €k par un elément e €S
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Alors, pour tout elément s € S, l'image s € G est telle, nécessairement,

)y e zW

~

qu'il existe un entier n > | et une suite finie (nk avec ns = I n e,

n
On voit facilement que la suite (——‘r:) est unique. On definit alors L : Sx S >
n
selon, L{p,s) =i L _nk Im p(ek) ce qui garantit les proprietes (1.1.4.a) et (1.1.4.b).

Pour démontrer (l.l.4.c) remarquons que pour chaque s € S la fonction
F(p) = 1 - p(s) + L(p,s) est bornée sur S et telle que Re F(p) = I - Fs(p) et
Im F(p) = 1 L(p,s) - A(p)

=-iL(0,5) - A(0).

Pour ) e Qfs, il suffit pour prouver (l.l.4.c) qu'il existe un voisinage ouvert V

de 1 dans S tel que
(1 [ Jage)+iLte9lar(o) < o
\%

Introduisons encore, pour chaque s € S, la fonction Gs(p) = Arg o (s), choisie
telle que -7 < 8 < 7. Ainsi a chaque s € S sont associées T AS et 95

que nous noterons pour simplifier Fk’ Ak et ek lorsque s = e

Fixons maintenant s € S et l'ensemble fini AS des indices k tels que n. £0
dans la représentation ns = & Ny eNk. En étudiant, pour z = re'>= x + iye D, la
fonction H(r) = (a - r sina)(l-r cos oc)_l sur le segment [0,1], il est facile d'obtenir

I'inégalite
(14) la-y| €| a|(l-x) < #(1-x)

d'ou l'on déduit les inégalités suivantes

o, - ol <ul - T

(15)

| 6, -4 <8l -T), ke A

k

permettant de ramener (13) a la condition

n
(16) | 1o 601 2-Ke (o) ar(e) <1 =
\
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Posons maintenant v = ns et

*
(17) w o= ) Z>1 ne. + ) i_llnk!ek
k* k™
de sorte que vV = w, ou encore [v] - [w] est un élément d'ordre fini du groupe G

- . . . . *
donc il existe p > 1, entier tel que pv = pw, et il existe alors u = u € S tel que

(18) pv+pw*+u = pv*+pw+u

En posant V| = {0, p(u) £01}, on obtient un voisinage ouvert de 1 dans S

tel que, pour tout p € Vl’ on ait la condition

(19) [o(v) o(w)IP € R

ce qui implique l'égalité p ev(p) = pew(p) (mod. 27m), soit encore
_ 2m

(20) 6,(p) =6 (p) (mod 5 )

Ainsi la fonction 6, - 6, ne prend qu'un nombre fini de valeurs sur Vl’ donc
il existe un voisinage ouvert V de 1 , choisi dans V1 sur lequel sont vérifiées

les conditions

=

nl6 |+ Zing,| <
(21)

qui impliquent, pour pev, nes(p) = 6V(p) = Gw(p) = I n ek(p) ce qui montre
(13) pour V.

Pour vérifier (1.1.4.d) fixons R = & a XS tel qué R > 0 sur S et R(1) = 0.
Puisqu'il n'y a qu'un nombre fini d'éléments s qui interviennent dans R, on
peut supposer que seul un nombre fini d'éléments e intervienne aussi pour

représenter les éléments s selon

avec le méme entier n > 1. Alors, pour p €S
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n

K,s .
z Zas o 1Imp(ek)

It

< R,L(py) > =rag L(ps)
S s k

H

a_l

Im p(ek)[Z nk,s .

Ly
K k

de sorte que (1.1.4.d) sera vérifiee si l'on a, pour chaque indice k

(22) In a =20

Fixons k et, pour a € IR, considérons la fonction p : S > € définie par

m

e (t) = exp[i——r—n—k al, sitvérifie mt = X mj gj
nI<,s
n

Alors p est un élément de S et R(p) - & a expli a J. On obtient ainsi

S

en definitive une fonction R(p) = HR(OL), telle que HR(OL) >0 et HR(O) = R(1) =

Alors H'R(O) = 0 donne la condition cherchee (22), ce qui termine la preuve.

(1.4.2) Corollaire 1 ([281). Soit S =G un groupe abélien muni de l'involution
* - - id . Alors pour tout sous-groupe multiplicatif fermé F c S , 1l

existe une fonction de Lévy L

Preuve. F est un groupe abelien compact, donc est le dual du groupe quotient
discret T = S/Fo, ot F® est l'annihilateur de F. On sait d'aprés [33] que T
et F sont en dualité. On construit d'aprés (1.44) une fonction L : F x T »

permettant de definir L : Fx S - € selon
L(p 75) = L(p7é)

ou s est la classe de s dans T. Alors f veérifiant les conditions (l.l.4) entre

T et F, il est facile de voir qu'elle les verifie entre S et F.

(1.4.3) Corollaire 2 [28]. Soit S un groupe abeélien de torsion, c'est-a-dire dont

tous les éléments sont d'ordre fini. Alors pour tout sous-groupe ferme

F cS§ on peut prendre LF = 0.
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Preuve. Résulte du fait que le groupe sans torsion associé a S est nul, donc

celui associé a T = S aussi.
/FO

(1.4.4) Corollaire 3. Soit S un groupe sans torsion, possédant une ZZ -base

(ek)k c p - Alors la fonction

L(p,s)=iZ Ny Im p(ek)
k
pour s = Ine., estune fonction de Lévy sur S.

(1.5) Exemples de fonctions de Lévy et de mesures de Lévy générales.

Dans ce paragraphe, nous examinons quelques cas ou la partie F n'est

plus contenue dans S.

Cas ou S = (le, +, id). On sait que S* = ]Rp, muni de sa structure multiplica-

A

tive et que S = IP avec I = [-1,1]. Alors :

(1.5.1) Proposition.
a) Pour F- RP les mesures de Lévy ) € ,?F sont exactement les

mesures A sur IRP \ {1} telles que

m. P
(23) (r+r3) [z (Xk—l)z]d)\ <+ o
k=1
P
pour tout entier m > 1, avec r? = I Xf( .
k=1

b) Pour F = RP il existe une fonction de Lévy L définie par

p
(24) L(X,n) = I nk(Xk—l)
k=1

Preuve.

a) La condition (23) est évidemment nécessaire. Reéciproquement supposons-
la verifiée. Tout X -polyndme R sur RP, tel que R » 0 et R(1) = 0, admet
un développement de Taylor par rapport aux variables X =X-1 = (Xk-l)
qui commence au second ordre. Donc chaque mondme qui intervient possede

en facteur un terme Xij et le reste de ce mondme est dominé par uneexpression

du type A(l+r?)™. Il n'y a plus qu'a voir que 2ijk < )N(JZ N ;(li pour trouver

la condition J RdA < + o .
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b) La fonction L vérifie les conditions (l.l.4.a) et (l.l.4.b). Elle verifie aussi

(I.1.4.c) car pour tout s = n = (nk)E NP le polynéme
X" 1-L(X,n)

se développe au voisinage de X = 1 avec des termes de degré supérieur a deux.
Enfin pour démontrer (l.l.4.d), posons R = I aan avec R(II) = 0 et R > 0

sur RP. Alors, avec la base canonique (ek) de INP, on obtient

< R,L(X,.) > -Za L(X,n) = & Zann L(Xe)
n n k

=1 L(X,ek)[X a nk]
k n

Or il est clair que l'on a, pour tout k, la condition

a =R (qy-o,

In
nkn Bk

d'ou la condition (1.1.4.d).

(1.5.2) Remarque. Il est intéressant de constater que méme dans le cas d'un
semi-groupe réel, on n'a plus L = 0 lorsqu'on sort de '§, et que la fonction
de Lévy obtenue est cette fois réelle et non imaginaire pure. En effet le poly-
néme (1 - I’S) n'a plus aucun rdle a jouer en dehors de S, et il vaut mieux le
remplacer par le polynéme IXS—I |2,c'est-a-dire ici par (X"-1)2, d'ou l'apparition
des termes (Xk-l)2 de degrée minimal. Le fait qu'une fonction de Lévy pouvait
étre réelle, et non imaginaire pure comme il est donné dans la définition (4.3.17)
de [9], est suspecté dans la remarque (p. 215) qui suit la preuve de la proposi-
tion (5.5.13) de [9] .

P

Cas ou S - (NP « }Np, +, *) avec (m, n) = (n,m). On sait alors que S* = CF et

que S - Dp, ou D est le disque unité de €, chacun étant muni de sa structure
multiplicative. En posant Z = (Zk) et Z, = X, +iY, on obtient, par des raisonne-
ments analogues aux précédents basés sur le fait que le point Z = 1 correspond
a Xk =1 et Y, = 0, les resultats :
(1.5.3) Proposition.

a) Pour F = P les mesures de Lévy )€ ’?F sont exactement les
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mesures A\ sur CF\{I} telles que

p
(25) { (l+r2)m[ X |Zk-1|2]d)\ <4

k=1

pour tout entier m 20, avec r? = I|Z |? = |z]| 2

Kl
b) Pour F = @P il existe une fonction de Lévy L définie par

L(Z,(m,n)) = [mk(Zk-l) + nk(Zk—l)]

k

IR w)

1
(26)

k

i Mo

l[(mk+nk)(Xk—l) + i(mk—nk)Yk]

On fréle donc ici la situation générale puisque cette fois la fonction L
n'est ni réelle, ni imaginaire pure. Les formes (24) et (26) ont d'ailleurs eté
explicitement utilisées par H. BUCHWALTER [13], dans I'étude des semi-groupes
de moments sur RP et €P , et c'est la raison pour laquelle des définitions élargies

des mesures de Lévy et des fonctions de Lévy ont été recherchées.

On verra plus loin des extensions possibles de (1.5.1) et (l.5.3) au cas des
*-semi-groupes de type fini, c'est-a-dire admettant un systéme ¥-genérateur

fini.
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CHAPITRE 11
PROBLEME DES SEMI-GROUPES DE MOMENTS

ET REPRESENTATION DU TYPE LEVY-KHINTCHINE

(2.1) Probléeme des semi-groupes de moments.

On fixe le semi-groupe involutif (S,+,*¥) et le sous-*-semi-groupe F de S*.
Le probleme consiste a caractériser les fonctions { : S = € engendrant un
semi-groupe de moments sur F, c'est-a-dire telles que pour tout t > 0, la fonction
explt U] soit une F-fonction moment. Il existe donc une mesure de Radon bornée

u, sur l'espace completement régulier F telle que :

cexplty(s)] = J o(s)dut(p)
F

pour tout s € S.

Il est clair que ¢ doit étre hermitienne et la fonction exp[ty ] doit étre
de type positif, pour tout t > 0, ce qui implique par un résultat classique de
Schoenberg que ¥ doit étre de type quasi-positif. Mais ces conditions nécessaires

ne suffisent pas en général.

Le probleme a déja été résolu par H. BUCHWALTER et G. CASSIER [16]
pour S = (N,+,id) et F = [-1,1], par H. BUCHWALTER [11], pour S = (INP,+,id).
F étant un convexe compact de RP donc nécessairement contenu dans §, cette
resolution a aussitdét permis a C. BERG [5] de traiter le cas general d'un semi-
groupe réel S = (S,+,id), avec F un sous-semi-groupe (multiplicatif) fermé de
§, la condition de convexité de [11] ayant évidemment disparu puisque S n'a
plus de structure linéaire dans ce cas géneral. Mais quand on sort du compact §,
la résolution se limite au cas S = (NP +,id) ou S = (INP x INP +,%), avec (m,n)* = (n,m)
avec F = RP ou @P, correspondant aux travaux de H. BUCHWALTER [6] et

*
au cas S = (Q+,+,id) avec F = R = [-o,+o [ = S, correspondant aux travaux
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de BERG, CHRISTENSEN et RESSEL ([9], 6.5.6).

Neanmoins le probléme général d'un *-semi-groupe reste entier et la diffi-
culté réside essentiellement dans l'ignorance ou l'on est de l'existence ou
non d'une F-fonction de Lévy lorsque F est différent de S, et ici nous espérons
apporter quelques €léments positifs a la question pour des cas plus généraux
que ceux qui précedent évidemment moyennant les nouvelles notions de fonctions

et de mesures de Lévy que nous avons introduites au premier chapitre.

Cela étant, commengons, déja, en gardant les notations du chapitre I, par

enoncer une condition nécessaire de résolution du probléme.

(2.1.1) Proposition. Soit (S,+,x) un *-semi-groupe et F un sous-*-semi-groupe
de S* . Une condition nécessaire pour qu'une fonction V¥ :S > € engendre
un semi-groupe de moments, exp(ty), t >0 sur F , . est que pour
tout Re QS(F) , on ait

<R,y > >0

Preuve. Fixons R € ?};(F) et montrons que <R,y > » 0.Si R =} a Xs et si
explt ¢] = ﬁt’ ou W, est une mesure de Radon positive bornée sur F, alors

I afexp(ty(s) - 11 = S R(p)dp(p) >0 puisque I a = 0. Par division par t

et en faisant tendre t vers zéro, on obtient <R, ¢ > > 0.

(2.1.2) Remarque. La proposition (2.1.1) exprime que la forme linéaire
Ry <R, Y} > est positive sur l'espace @;(F) - @;(F). On peut donc
espérer lier le probleme des semi-groupes a la théorie des représentations

intégrales par des mesures de Radon non bornées [21] .

Avant de s'attaquer au probléme, on va rappeler la notion d'espace vectoriel

adapté due a CHOQUET [18] .

(2.2) Espaces vectoriels adaptés - Théoréme de Choquet.

Etant donné un espace localement compact X, on désigne par C(X) 1'espace
des fonctions complexes continues sur X et par XA (X) (resp. CO(X)) celui des

éléments de C(X) qui sont a support compact (resp. tendant vers zero a l'infini).
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On note aussi par M(X) (resp. MC(X)) I'ensemble des mesures de Radon (resp. a
support compact) sur X. Si & (X) est un ensemble de fonctions ou de mesures

sur X, on note &f (X) celui des éléments positifs de &/ (X).

(2.2.1) Définition. Un sous-espace vectoriel V de C(X) est dit adapté si :
1) 1l n'existe pas de point de X en lequel toutes les fonctions de V

s'annulent, autrement dit V sépare X.
2) Le cone v, = C'(X) nV engendre V.
3) Toute f € V+ est fortement dominée par une autre ge€ V+ en ce

sens que g > f et que pour tout € > i, il existe un compact K de

X en dehors duquel on a

f <eg

le resultat suivant donne une expression analytique des formes linéaires

positives sur V.

(2.2.2) Théoreme de CHOQUET [18]. Soit V  un espace vectoriel adapté de
fonctions continues sur X . Pour toute forme linéaire T sur V , qui
est positive sur V+ , il existe au moins une mesure de Radon positive p
sur X, telle que toute f €V soit p-intégrable, vérifiant :
T(f) = } fdp
X

(2.3) Sous *-semi-groupe F satisfaisant a la condition d'adaptation et procedé

de construction de F-mesures de Lévy.

>
Introduisons les espaces g’éR(F) = ?/’;(F)— @;(F), Q’O(F) = @})R(F) + ig’g\(F)
et 2F) des restrictions des €éléments de £ a F.
On dira que le sous-*-semi-groupe F de S*, satisfait a la condition d'adapta-
tion (CA), lorsqu'il est localement compact et  2(F) estun sous-espace vectoriel

adapte de C(F).

Comme exemples, on prendra pour F un sous-*-semi-groupe ferme
A
de S, qui réalise la condition (CA) grdce au theoreme de Stone-Weierstrass.

*
Par ailleurs en supposant S de type fini, on sait que S est sous-espace
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fermé d'un €", donc métrisable, localement compact dénombrable a I'infini
et que l'espace 2 est adapté dans C(S*) ([9], 6.1.7), de sorte que tout sous-*-

” * . . ~ . -
semi-groupe ferme de S satisfait a la condition (CA).

Dans tout ce paragraphe, les sous-*-semi-groupes F considérés seront supposeés

satisfaisant a (CA).

*
(2.3.1) Proposition. Soit F un sous-*-semi-groupe de S  satisfaisant a la condi-
tion (CA), et soit ¢y :S > C une fonction engendrant un semi-groupe
de fonctions moments, exp(ty), t >0, sur F. Alors pour tout

R € 9’;(F) , la fonction R.y est une fonction moment sur F.

Preuve. Fixons R € QS(F), alors pour tout T € 2*(F) on a RT e @;(F) de sorte
qu'avec (2.1.1), la forme linéaire T +— < R.T, { > est positive sur P (F)

et la proposition (2.3.1) résulte de (2.2.2).

Considérons maintenant 'espace %O(F \ {1} ) des fonctions complexes
f, continues sur l'espace localement compact F\ {1} et telles qu'il existe

R 69’;(13) tel que |f| < R.

(2.3.2) Définition. Nous dirons qu'une fonction f e %O(F\ {1}) est 9’;(12) -
fortement dominée lorsqu'il existe R € ?]’;(F) tel que f soit fortement
dominée par R, c'est-a-dire que pour tout € >0 , il existe un compact
de F\ {11} en dehors duquel on a |f| < €R.

On désignera par (QO(F \ {li} ) I'espace des fonctions Q;(F)—fortement do-

minées.

(2.3.3) Lemme. Pour tout R € @g(F) et tout X -polynéme Q tel que
Q) = 0 ,le X -polyndme Q.R est dans (QO(F\ {1}).

Preuve. Puisque 2 est adapte dans C(F), il existe un X-polynéme

R' > 0 tel que pour tout e > 0, on peut trouver un compact K€ de F, en

dehors duquel on a |QR| s eR'.
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Soit donc € > O et K'_= {p<=K_ , Qo) > , K' est compact dans
F\{1} et pour o ¢ K. on a |Q.R| < €(R+R ), de sorte que Q.R est fortement

dominé par R+R'.

(2.3.4) Proposition. Toute forme linéaire positive L, sur Q’O(F) se prolonge en

une forme linéaire positive L sur %O(F \ f1}).

Preuve. Il suffit d'introduire la fonctionnelle sous-linéaire p definie sur l'espace

‘6CI’R(F \ {lI} ), des fonctions réelles f, qui sont dans € (F \ {1} ) par

pD) = Inf {L_(R), f <R, R € P (F)})

qui est telle que p(R) = L (R) pour tout R €Q’IR(F) de sorte qu'avec le théoreme
de Hahn-Banach, il ex1ste une forme lineaire L sur (F\ {’H}) prolongeant

L et telle que :
o

L(f) < P(f)

pour toute f E‘géR(F\ {1}).
L est positive, puisque si f < 0, L(f) < P(f) <0.

Pour f = f, +if2€‘6’o(F\{ﬂ})avec £ 126(6 REN{}) on pose

L(f) = L(fl) + iL(fz). On voit donc que L est un prolongement positif de L .

Maintenant on va €noncer le résultat suivant, donnant une expression analy-

tique des formes linéaires positives sur %’O(F \ {1} ).
(2.3.5) Proposition. Pour toute forme linéaire positive L sur %O(F\{“[l}) il
existe une F -mesure de Lévy A , telle que pour toute f appartenant
a @O(F\{ﬂ}) on ait
Lo - | 12
Preuve. Il est clair que I'espace Cgo(F\ {1} ), contient I'espace Q’O(F) et l'es-

pace ¥(F \ {1}) des fonctions continues et a support compact dans F \ {11},

de sorte que la restriction de L a J (F \ {fi} ) définit déja une mesure de
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Radon positive A sur F\ {1} telle que

L(f) - dex

pour toute f € ¥ (F\ {1i}) .
Considérons une fonction f dans Cg;(F\ {1 }), on a donc :

(1) J fdA = su pd A< L()

.
¢ €A (F\{1})
donc f est X -intégrable.

Si maintenant f est @;(F)—fortement dominée, alors il existe R € Q’S(F)
tel que pour tout € > 0, il existe un compact K de F\ {1} en dehors duquel
on a |f| £ €R. Soit @ une fonction continue et a support compact dans F \ {1}

telle que 0 £ ¢ < let ¢ =1 sur K, on a donc

f=f¢o +(l-9)fs f.¢ + e(l-9)R<sfp + €R
D'ou
L(f) < dex + € L(R)
de sorte qu'en faisant tendre € vers zéro on obtient

L(f) Sf fdA

ce qui acheve la preuve.

Applications aux fonctions de type quasi-positif.
Dans cette partie, nous allons voir comment la proposition (2.3.5) s'utilise
pour caractériser les fonctions de type quasi-positif qui possedent une F-mesure

de Lévy associee.

* ~
(2.3.6) Theéoreme. Soit F un sous-*-semi-groupe de S satisfaisant a la
condition (CA). Relativement a une fonction hermitienne ¢ : S >,

les assertions suivantes sont equivalentes :
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a) R.V est une F -fonction moment, pour tout R €9’;(F).

b) \ possede une F -mesure de Lévy associée.

Preuve. (@ implique (b). Soit L‘l’ la forme linéaire définie sur Q’O(F), qui, a
tout R € ?/E)(F), associe le scalaire Lq)(R) = <R,V > = (R.UX0).

. - . + ~
L‘b est positive, puisque si R €<@0(F), alors L\p(R) = pR(F) Ou pp est une

mesure de Radon positive sur F telle que ﬁR = R. .

On est donc invité a appliquer la proposition (2.3.4) pour trouver une forme
linéaire positive L sur ‘%’O(F\ {1} ), prolongeant L‘P’ et avec la proposition (2.3.5)

il existe une F-mesure de Lévy A sur F\ {1} telle que
J fdx = L(f)
pour toute f € (OO(F\ {1}).

On va montrer que A est une F-mesure de Lévy associee a ¥ . Pour cela
soit s € S et R e .@Z(F), on sait, d'apres le lemme (2.3.5) que le X -polynéme
(XS—I)R est dans COO(F \ {0}), de sorte que I'on a

[ (Xs—l)Rd)\ = L((Xs-l).R) = LO((XS-I).R)

H

<(xs-1).R,w >

(R.YXs) - <R, { >
On tire de la

R.¢ = CR) + RA)

avec C(R) = <R,y > - JRd)\ = L(R) - JRdX > 0 d'apres (1). Ce qui montre

que X est une F-mesure de Lévy associée a 1§ . La réciproque est évidente.

(2.3.7) Remarque. Avec le théoreme précedent et la proposition (2.1.1), on voit
que toute fonction ¢ engendrant un semi-groupe de fonctions moments
sur F est telle que R.{ soit une F-fonction moment pour tout R € E?Z(F)
ce qui équivaut au fait que ¥ possede une F-mesure de Lévy puisque

F satisfait a la condition d'adaptation. Toutefois on peut poser le probleme
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réciproque, c'est-a-dire partant d'une fonction 1 satisfaisant aux conditions
du théoreme (2.3.6) peut-on affirmer que V engendre un semi-groupe de fonctions
moments (ou sous quelles conditions sur { on a cette propri€té) sur F? On verra
plus tard que l'on peut repondre partiellement a cette question dans des cas

intéressants.

(2.4) Sous-*-semi-groupes F satisfaisant a la condition de détermination.

On fixe le semi-groupe involutif (S,+,*) et le sous-*-semi-groupe F de s”.
On dira que F satisfait a la condition de détermination (CD), lorsque toute F-fonc-
tion moment est déterminée, ou l'on entend par la que deux mesures de
Radon positives p et v sur F, admettant des moments de tous les ordres et

telles que fi = Y, sont égales .
Pour des exemples illustrant cette situation, on peut prendre pour F tout

sous-¥-semi-groupe de S*, lorsque S est parfait ([9], page 203). On peut aussi

prendre pour F tout sous-*-semi-groupe de S avec S quelconque.

Condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction de type quasi-positif

possede une F-mesure de Lévy associ€e.

Dans tout le reste de ce paragraphe, on suppose que le sous-*-semi-groupe

F considere satisfait a la condition de détermination.
Cela étant dit, le résultat suivant va nous donner une caractérisation des
fonctions de type quasi-positif qui possedent une F-mesure de Lévy associée, a

savoir :

(2.4.1) Théoréme. Soit F un sous-*-semi-groupe satisfaisant a la condition
de détermination et soit P + S » € une fonction hermitienne. Alors les

assertions suivantes sont équivalentes :

a) Pour tout R 697’;(15) la fonction RV est une F -fonction moment.

b) ¢ posséde une F -mesure de Lévy associée X .

Preuve. On sait que b) = a) d'apres (l.2.1). Reciproquement supposons

R.y = ﬁR’ pour tout R € .V]’g(F), ou R st une mesure de Radon positive sur F.

Pour T eg’;(F) on a:
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(R.TYV(s) = <RX, Ty > = J O(S)R(O)de(D)

= <TX, R¥> = J P (s)T(0)du, (0)

de sorte que (R.pT)/‘ = (T.pR)A, d'ou I'on deduit, gridce a la condition de détermi-

nation sur F, I'égalité

R.pT = T.pR .

Or la famille des ouverts Up = {p €F, R(p) > 0} est un recouvrement de l'espace
compléetement régulier F \ {1}, car pour tout p # 1, élément de F, il existe
s€ S tel p(s) # 1, ce qui implique |p(s)-1]? >0 et ainsi p € Ug avec

R = | XS_1|2.

En posant Tp = le “RlUR’ on obtient une famille de mesures sur les UR’

qui sont telles que Tp = Ty sur UR n UT’ donc d'apres le principe de recollement

des mesures de Radon ([30], ([9], Al.18 )), il existe une mesure de Radon positive A

sur l'espace completement regulier F \ {11} telle que >‘|U = Ty Il faut tirer
R
de la que )\ est une F-mesure de Lévy associée a | .

De I'égaliteé A U, “ R * —%{ pR’U on déduit, en introduisant le ferme
R R

F, =F\ Ug de F et la mesure v , l'égalité

:ut
R R RFR

pR:R.A+ YR

laquelle implique pour tout T EQ’;(F) I'égalite

R.\)T = T\)R

Maintenant, montrons que v, est concentrée au point 1.

Pour cela soit K un compact de FR \ {1} , de sorte qu'on a R = 0 sur K.
Par un recouvrement fini avec les ouverts associés aux X -polynémes |x _-1]?,
on voit qu'il existe T € g’g(F) tel que K ¢ Urps de sorte que l'on a T > 0 sur

K. Mais alors

[Td\) :[Rd\) =0
K R K T
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d'ou I'on tire \)R(K) = 0. Ainsi VR = \)R({ﬂ} ) Sq et VR {1}y = MR {3,
d'ou enfin I'égalité
HR = R.A + pR({H} )61.[

qul prouve J RdA <+ o, donc )€ "fF’ et aussi

g - (RA)" + CR)

avec C(R) = uR( {1}) > 0, ce qui ramene a (1.2.1) et termine la démonstration.

(2.4.2) Remarques :

1) On a la conclusion du théoreme (2.4.1) lorsque F est un sous-*-semi-grou-

*
pe quelconque de S , avec S parfait, ou lorsque F est contenu dans S
et S quelconque.
2) Lorsque S = (G,+,*) est un groupe abélien topologique avec * = -id,
et F le groupe dual de G, formé des caracteres continus pour la topologie

de G, on voit donc, d'apres [29], que F satisfait a la condition de determina-

tion, de sorte que l'on a pour de tels F la conclusion du théoreme (2.4.1).

En fait les théoremes (2.3.6) et (2.4.1) préparent des énoncés plus développes
ou vont apparaltre des décompositions de Lévy-Khintchine, sans méme qu'on

ait fait I'hypothese d'existence d'une fonction de Levy sur F.

(2.5) Deécompositions du type de Lévy-Khintchine.

Dans ce paragraphe F é€tant supposé quelconque, on peut déja remarquer,
que si A est une F-mesure de Lévy(,*)alors pour tout R € @;(F) et Q €2 tel

que Q) =0 ona
<Q.R,¥ > = <QR.Y> = <QR.A)"+ CR) >

(2)
- <Q,R.A)>= J QR di

et le méme résultat reste valable en remplacant R par un elément quelconque

de P(F) = Z(F) - 2(F) + (P (F) - P (F)).

(*) associe a la fonction |
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* —_
Lorsque S = (NP x le, +,%), avec (m,n)* = (n,m), alors S = cPet - Cl(z,z)

avec Z = (Zl""’zp)’ et on a le lemme suivant :

(2.5.1) Lemme. Soit T € €[Z,Z] un polynéme vérifiant les conditions suivantes

T(11) =0
3) gXT_(H) - aa;(ﬂ) =0, j = lyenyp
j j
32T R 3T P
X a% (1) = X5y M) = =5~ (1) = 0, j,k = 1,eee,p
j Tk j ok j k

Alors T se décompose sous la forme T = % RiQi avec R e 9’0 = Q’O(GZP)
et Qi(ﬂ) = 0.

Preuve. On écrit le développement de Taylor de T au point 1l qui ne fait apparaitre
que des termes de degre supérieur ou égal a 3, ayant chacun en facteur ['un

des monOmes suivants :

(1-xj)(1-xk)(1-x9v)
(l—Xj)(l—Xk) Y,

(1-xj) Y, Y,

Yj Yk YSZ,

de sorte qu'avec l'égalité polynomiale

P, +P, % P -P, 2

1 2 Sl 2
PIPZ—(Z) )

on voit que ces mondmes sont de la forme R.Q avec R € 9’0 et Q(I) = 0.

On tire de la des énoncés fondamentaux préparant la solution du probleme
des semi-groupes de moments sur F, sous la forme d'une représentation de Lévy-
Khintchine.

Introduisons dans S le systéme *-générateur B = (ek) , donc tout s € S

ke 1
admet une représentation (non unique) sous la forme
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S = Z(mkek + nke;:

ou m = (mk) etn = (n-k) sont des éléments de la somme directe IN(I) de sorte

que l'on peut supposer I fini chaque fois que n'interviendront qu'un nombre fini
d'éléments s.

(2.5.2) Proposition. Soient F un sous-*-semi-groupe de s , B = (ek) un
kel
y S =+ € , une fonction hermitienne

possédant une F -mesure de Lévy associée A . Alors

sentation du type de Lévy-Khintchine sous la forme

systeme *-générateur dans S et

Y admet une repré-

() v (s) = v(0) + qgls) + E (bkmk + bknk)
+ [ [p(s)-1 - Z[(m_+n XRe p(e )-1) + i(m -n )m p(e, )]1]ldA
F\ {1} K k 'k k k 'k k
Z *
pour s = (mkek +n e
ou les coefficients bk sont donnés par la formule
_ ‘ Lia2 ey L _
(5) bk = <\, I‘k—l + 1Ak + Z(Ak- (I'k 1)?) 2Ak( Fk 1)>
1 J .
-5 [A2 -(D,-1)2 -1 A (T, -1)]dA
et ou q est une F-forme quadratique 2-homogeéne explicitée de fagon
indépendante de la décomposition non nécessairement unique de s , par
trois matrices reelles Ml = (gj’k), M2 = (nj,k) et M3 =(c j,k) avec
E. = <Y, (T-INT -1)> - [ (T.-1XT, -Ddx
Ik bk F\ (a1} J K
6 . = < (r.-na, > - J (T .-1)A di
(6) n]’k Uy J K N K
. = < A A > - [ A d>\
Cl’k b ) K F \ {1} ) Ak
selon la formule
(7)

2q(s) = <M1 (m+n), m+n > + 2i <M2(m+n), m-n > - <M3(m—n), m-n >
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De plus la matrice M - est de type positif, et
q est de type quasi-positif.
. * m sn
Preuve. Fixons s = I (mkek + nkek)e S de sorte que p(s) = Z Z avec Z = (‘Zk) ,

Zk = p(ek), Z e aP ou p est le nombre d'indices intervenant effectivement dans

le développement (fini) de s. Posons alors Q = Z2™Z" ce qui implique

, ~ 9 Q B 3 _ _
Q.1 = 1, BXk(]I) =my o+, —8%(11) = 1(mk-nk), k = lyeeeyp
%’Em = (my e 0D - (myny)y k= Lep
—53(—%&11) S )y sy, K = L
J
() axkaYliﬂ) - 1[(mk + nk)(mk - nk) - (mk - nk)]

2
—&% (11) - l(m] t n])(mk - nk)’ ] ﬁk = l,...,P

J k
2
—a%' () = —(mk - nk)z +mo+n k= Le,p
_3RQ . i o
Y, 3yk(“) == (my - n)(my = ny) 5 Ak = Lep

Il en resulte que le polynéme T € €[Z,Z],

m n

_ p
T=2"Z"1- T [m +n)X-I +—;_ (Y2 - (X -D2) + i(my - n )Y, - (X -DY,)]

k=1

1 .
-3 jzk[(mjmj)(mkmk)(xj—1)(Xk—l) + 21(mj+nj)(mk—nk)(Xj-l)Yl< - (mj—nj)(mk—nk)Yij]

vérifie les conditions (3) du lemme (2.5.1). Alors en remplagant Z par Z(p) = p(s),
Xk devient I’k(p), Yk devient Ak(p) et T devient T(p) = T(Z(p)) = T(p(s).
D'apres (2) et (3) on a donc
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ou X est une F-mesure de Lévy associée a 1y , qui existe d'apres I'hypothese
faite sur { . En vertu de l'inégalité de Cauchy-Schwarz on voit que chacun des
X -polynémes (I'j-l)( Fk— N, (I‘j—l) Ak et Aj Ak’ est A-intégrable.ll résulte de

tout cela la decomposition

V(s) = {0) +—12 jZk[(mj+nj)(mk+nk)€j’k - 2i(mgan(my nn;

- (mj—nj)(mk—nk) Cj,k]

(m, b +n_b)+[ [X -1 -
P KkRKK TR w8k

+

p
z
k=

{1 M"O

| [(mk+nk)( Fk—l) + i(mk-nk) Ak]]d)\

qui n'est autre que (4) avec les expressions (5) et (6) des b, et des Ej K n]. K
? b
et -
%ok
Pour voir que g(s) ne dépend pas de s et que q est une F-forme quadratique,
considérons R EQZ(F), on voit a cause de |'additivité de l'expression Z(mkbk + nk_b—k)

que l'on a

(R.g)s) - (R.g)0) = <(XS-1).R,¢ > - J (Xs—l)RdX =0
d'apres (2), ce qui prouve que q est une F-forme quadratique.

¥*
M M

M, My
(1

cela soit U = (Xk) et V = (yk) deux vecteurs de IR*’ on a :

Reste a montrer que M = est de type positif. Pour

< MU,U> + 2<NbU,V> + <M3V,V >

|
S DBk YR G
= <T,y> - J TdX, d'apres l'expression (6)

avec T = ( Z[xj(l“.-l) + Y. Aj])z, qui est donc dans QE(F), de sorte que l'on a

)
<T, ¢ > - J Tdx = C(T) >0 car A est une F-mesure de Lévy associée a V.

Ceci termine la démonstration.

Notons a titre de remarque que si q(s) ne dépend pas de la décomposition
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de s, le terme % (mkbk + nkEk) en dépend. De sorte que la représentation du
type de Lévy-Khintchine n'est une vraie représentation de Lévy-Khintchine que

si B = (ek) est une base.
Comme premiere conséquence de la proposition (2.5.2) on a :

(2.5.3) Théoreme. Soit F un sous-*-semi-groupe de " , satisfaisant a la condi-

tion d'adaptation ou de détermination, B - (ek) un systeme *-générateur
kel
dans S et y: S > € , une fonction hermitienne. Alors les assertions

suivantes sont équivalentes :

(i) Pour tout X -polynéme R Eg’g(F) la fonction R.{y est une F-fonc-
tion moment.

(ii) V possede une F-mesure de Lévy associée ) , ainsi qu'une représenta-

tion du type de Lévy-Khintchine sous la forme
Y (s) = p(0) + Zk(mkbk n nk_b—k) + qls)

+ [X -1 - £{m, +n, (T, -1) + i{m, -n, ) A, ) ]1dA
JF\{,]I}S A" K B

*
pour s = Z(mkek + nkek) e S

ou les coefficients b, sont donnés par la formule (5) et q est une F-
forme quadratique 2-homogene donnée par les formules (6) et (7) et telle

que <R,q> »0 pour tout R € Q’Z(F).

Preuve. FElle resulte immeédiatement des theoremes (2.3.6) et (2.4.1), et de la

proposition (2.5.2).

. Cas des semi-groupes parfaits. On rappelle qu'un semi-groupe involutif (S,+,%)

est dit parfait, lorsque toute fonction de type positif sur S est une fonction moment

” . ” - ~ . % - . ~ . .
determinee. Il suit de la que tout sous-*-semi-groupe de S satisfait a la condition
de determination, de sorte qu'avec le théoreme (2.5.3) on a :

(2.5.4) Corollaire 1. Soit (S,+,*) un semi-groupe parfait, B = (ek) un sys-

k &1
téme *-générateur dans S et F un sous-*-semi-groupe de S . Alors

relativement a une fonction { : S > C , les assertions suivantes sont équi-
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valentes :

(i) R.y est une F -fonction moment pour tout X -polynéme
Re 2 (F).

(i) ¢ possede une F-mesure de Lévy associée )\, ainsi qu'une représenta-
tion du type de Lévy-Khintchine sous la forme

V) = 00 4+ T (myby - by

+ JF\ a }[Xs—l - i[(mkmk)( Fk—l) + i(mk-nk)Ak]]dA

pour tout s = 2(m
k

*
S nkek)
ou les coefficients bk sont donnés par la formule (5) et ou q est une
F -forme quadratique donnée par les formules (6) et (7) et telle que
<R,q > >0, pour tout R GQZ)(F).

*
En particulier lorsque F =S les conditions (i) et (ii) sont equivalentes a

(iii) ¥ est de type quasi-positif.

(2.6) Le probleme des semi-groupes de moments pour F C S.

On sait, par compacité de la fermeture F de F dans S et gridce au théoréme

de Stone-Weierstrass, que de tels sous-*-semi-groupes satisfont a la condition

(CD) de sorte qu'avec le théoreme (2.5.3) on a la résolution partielle du probleme :

(2.6.1) Théoreme. Soit (S,+,*) un *-semi-groupe, F un sous-*-semi-groupe

(9)

de S, B = (ek)k ep un *-systéeme générateur dans S , et ¢ : S~>C

une fonction hermitienne. Les assertions suivantes sont eéquivalentes
ot .
a) Pour chaque R€90(F) , R.V{ est une F-fonction moment.

b) La fonction V¥ admet une F-mesure de Lévy associée X ainsi qu'une

décomposition du type de Lévy-Khintchine

U(s) = w(0) - g(s) - h(s) + iZ(mk—nk)Im q)(ek)
k

+ [o(s) -1 -1Z(m -n )Im ple, )ldx(p)
JF\W} kT k

pour s = Z(mkek + nkek)
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La fonction q est une F-forme quadratique de Maserick 2-homogene,
donnée par la formule

(10) q(s) - - tim L i

n > o n > o

Re Y (ns)
nZ

et explicitée (de facon invariante) par la matrice hermitienne

M = . ,k € 1
q (C]’k) b

(11)
Cj,k = <Aj Ak, Y > —[ Aj Akdx
selon la formule
l
(12) qls) = 5 L C}.,k(mj—nj)(mk-nk)

En plus la matrice Mq est de type positif, ce qui implique q(s) > 0,
pour tout s €S. Enfin pour tout R € @;(F) ona <R,qg> >0.

La fonction h est une F -forme réelle et additive donnée par la formule

L

o= Wn(s+s )

(13) h(s) = - lim

n-—+ o
et explicitée de fagon invariante par le vecteur réel

b=
(14)
L2 1
Bk <] - I‘k -5 Ak, P > - J(l —Fk - 2Ak)dk
selon
(15) h(s) = Z(mkmk) By

k

De plus on a Bk >0, pour tout k, donc h(s) >0 pour tout s€S. Enfin

pour tout R E;U]’g(F) on a <R,h > g 0.

Preuve. L'implication b) = a) est évidente d'apres le théoreme (2.5.3). Prouvons
donc a) = b) et pour cela,remarquons avec (2.5.3) que { admet la représenta-

tion du type de Levy-Khintchine sous la forme (4). Puisque F est contenu dans §,

les X -polyndémes 1 - T\, k € I sont dans 2 ;(F) de sorte qu'avec les formules (6)
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et(2)ona & ., =n., =0, ke letg., = <AAN,p>-SA Ad\ c'est-a-dire
j Kk Jok jk j K K
(11) et de plus Mq = (gj k) est de type positif, et permet de déterminer la F-forme
b
quadratique 2-homogene -q associée a U selon (12) a cause de la formule (7),
qui est de Maserick comme on le voit avec 1 - FS, s € S. Une constatation analogue
1

. _ _ R .
sur les coefficients bk’ k €1 donne bk = <] I‘k ZAk’ Y >+ i< AK,UJ >
1

_ I - ; g 1 pe
S Iy 2Ak)dk,enposant B = <l I -3, ¥> —f(l-Fk-zAk)d)\

on voit donc que l'on a la formule :
P(s) = $(0) - q(s) - Zk[(mkmk)Bk + i(mk - nk)lm \U(ek)]

+ [p(s) - | = iZ(m, -n, )Im p (e, )]1dA (p)

*
pour s = i(mkek + nkek)
qui n'est autre que (9), puisque I'expression h(s) = Z(mk+nk)8k est invariante,
k
. . ) 1 . "
et lef coefficients B, = pp {1} > 0, avec R . =1-T -5 Azk qui est positif

sur S donc sur F, et s'annulie au point 1, et elle est additive de sorte qu'elle

définit une F-forme car R.h = <R,h> ,R € g’g(F).

Démontrons maintenant la formule (10). Remarquons déja que la fonction
p > pfls)-1- iZ(mk—nk)Im p(ek) est X -intégrable, de sorte qu'en negligeant

des termes en a et Y on a

n .
————q’(r?f) = - qs) + J i £ (5)'1"”n}m 005 4y (p) + o(%)
F\ {1

et (10) sera démontrée si l'on prouve que [ g,dA * 0 quand n tend vers l'infini,

avec

g (p) =5 [o™s) - L - in Im 0(s)]

Pour cela on utilise le théoreme de convergence dominée de Lebesgue. En

effet introduisons la meilleure constante Mn telle que
|1 - 2"+ iny| « M _(1-x), si Z = x + ly

et |Z| < 1. Alors
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n

- 2™ ey = 1+201-2 4iny) - Z - inyZ + i(n+ 1)y

= z(1-z"4iny) + L-x + ny? + iny(l-x)
Sachant que y? < 1-x? < 2(1-x) on obtient

n

|1-Z +, itney] < (1-0)[M_+1+3n]

d'ou l'on tire M &M+ 3n+l < M_ + 3(n+l), ce qui, avec M, = I, donne la
n+1 n n 1

majoration

n(n+1)

=
N
rolw

On en deduit

g ()] < 2D (1 p (0) € 301 - (o)

ce qui donne la condition de convergence dominée puisque [f(l - I‘s(p))d)\(p) < 4+ o,

Ainsi la condition gn(p) > 0 sur g\ {11}, et a fortiori sur F\ {1} , fournit le
résultat. En passant a la partie réelle on remplace  par Re ¢ d'ou les deux

égalites de (10) sachant que qg(s) > 0.

Verifions enfin la formule (13). Puisque q(s+s*) = 0 on a, avec le fait que

h est reelle et hermitienne,

1p[n(s+s*)] ) v(0) h(s) - J -]’—_—l—Md)\(p)
2n 2n

2" F\ {1}
Or pour 0<r <! ona,avecr? = x> +y?
Z2n
|l -r¢ 1l -r2 1 -Xx°
5 STy < <l-x

de sorte que la condition
2n
1 - | pfs)
Zn S l - Fs(p)

donne la convergence dominee. On a donc, quand n > + o,
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20 (n(ses™) > -h(s)

ce qui fournit (13).

Il reste encore quelques points a vérifier. Fixons en effet R = aSX

s
et R € .J/’:)(F). On a alors avec (10) et (15) les égalites

<R, -q > = lim Ji Z a_¥(ns)

n
n > © S

(16)
<R, -h >

1

lim A La Y(ns + ns*)
n s
n-> s

Introduisons les polyndmes

1—228X,T: a X *
S

1
S = = 7
s ns n 2nss ns + ns

n n

de sorte que Sn(‘ll) =T (1) =R(1) = 0.

De plus pour p€ Fona p"e F et |pzn] €FetS (p)-= —ri—z R(p"),

- _1__ 2n H < 1 + +
Tn(p) = >n R(| p“"|) ce qui démontre que 1'on a S, € 90(13) et T € WO(F). Alors

avec les formules (16) on obtient
<R,-g> 20 et <R, -h > >0
ce qui termine la preuve du théoréme.

Le théoreme (2.6.1) fournit des conditions nécessaires, d'apres la proposition
(2.1.1), pour que la fonction | engendre un semi-groupe de F-fonctions moments
lorsqu'on suppose F fermé. Mais toutes ces conditions nécessaires ne sont pas
encore suffisantes pour que le probleme des semi-groupes de moments sur F
soit considéré comme résolu. Revenons a ce probleme, en utilisant les notations

du théoreme (2.6.1) et en rajoutant I'hypothese que F est ferme.

Designons pour simplifier par ‘/%F le co6ne des fonctions moments sur F,

et partons de I'hypothese

(17) exp(t) E‘WF’ pour tout t > 0.

Il existe donc une famille y € M™(F) telle que
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(18) exp(ty) = ﬁt’ t >0

Pour n entier > 1 on a donc

exP[;}; Yns)1 = £p Ns)dp ; (s)
n?
de sorte que si l'on considere !'application Pn tp > pn qui opere de F dans

F, on voit en posant

O¢n ~ Poluy)
n?

~ t N . . ~ t
que o t,n(s) = expl —3 ¥(ns)] . Ainsi en particulier Ot,n(o) = f dot,n = exp[;;xp(O)]

et comme, d'apres (10), on voit aussi que St n(s) + expl-tq(s)] quand n -+ + «, on
b
obtient, par le raisonnement habituel de compacité, que les mesures O, Sur F
’

ont une limite o, telle que

(19) exp(-tq) = 8t

ce qui démontre déja que exp(-tq) € ﬂF. Mais q(s+s*) = 0, puisque q est une
forme quadratique 2-homogene de Maserick, d'ou l'on déduit q(s) = 0 pour

s=s par 2-homogéneite. Alors
expl-tq(s)] = 1 = S D(S)dot(p)

*
et comme p(s) € [-1,1], pour s = s, on obtient p(s) = | 0,-presque partout.
La fonction Xs : p > p(s) étant continue, on en déduit supp o, € {p, ols) = 1},

donc aussi supp o, < Fl en introduisant le sous-groupe fermé Fl de F defini par

*
Fli{QEF;Q(S):l Vs=s}

Ainsi o, est une mesure sur Fl’ donc

(20) exp(-tq) € /”F , t>0
|

A partir de la formule (13), on peut reprendre le méme raisonnement et aboutir
a la conclusion que la forme additive -h engendre elle aussi un semi-groupe de

moments sur F. Mais exp(-th) E"WF s'écrit plus simplement
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(21)

exp(-th) € F, t>0

Avant d'aller plus loin rassemblons ce qui a €té obtenu :

(2.6.2) Proposition. Soit (S,+,*) un *-semi-groupe, F un sous *-seini-groupe fermé
A

(22)

de S et soit ¥ :S > @ une fonction hermitienne engendrant un semi-grou-
pe exp(ty) , t >0 de fonctions moments sur F. Alors tous les résultats
du théoreme (2.6.1) s'appliquent a { . De plus la forme quadratique 2-homo-
géne q et la forme additive h figurant dans la formule de Lévy-

Khintchine (9) sont telles que
exp(-tq) € A4t >0

exp(-th) € F t >0

*

ou Flz{p€F, po(s) =1, Vs =s }.

Cas ou l'on a J | o(s)-11dA(p) < += . Ce cas particulier est intéressant car, d'une

part, on peut resoudre compléetement le probleme des semi-groupes de moments

sur F avec cette hypothese supplémentaire, et d'autre part, il recouvre un certain

nombre de cas déja connus, tout en offrant une réelle geneéralisation. Examinons

tout d'abord la signification exacte de I'hypothese :

(2.6.3) Proposition. Soit B = (ek), k € I un *-systeme générateur de S. Pour toute

mesure de Lévy ) sur S\ {1} les assertions suivantes sont équivalentes :

a) Ona J|R|d\A < = pour tout X-polynéme R tel que R(1) = 0.

b)Oona J|p(s)-1|dr(p) <+, pour tout se S
c) On a f|As(p)|d>\(p)<+oo, pour tout se S

d) Ona JS|b Jdh < =, pourtout kel

Preuve. On a a) = b) et b) & «c¢) grice aux inegalités

lyl « 1Z-1] < tx + ]

pour Z = x + iy et |Z| g 1, sachant que J (1-I‘S)d)\ <,

™)

fermé
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Puisque ¢) = d), il reste a prouver d) = a). Or si R(1) = 0, on peut supposer

que R provient d'un polynéme T = Z a nsz“ tel que T(11) = 0. Mais alors
m,n ¢

T peut s'ecriNre T - lz:, [(I—Xk)Ak + YkBk] avec A, B € €[z,2], d'ou l'egalite
R = i[(l- 1“k)/\k + Akgk] qui fournit a).

On peut maintenant énoncer le résultat répondant a la réciproque partielle
de (2.1.1) :

(2.6.4) Théoreme. Soit F un *-sous-semi-groupe fermé de S et soit
Yy S > C une fonction hermitienne telle que R. Yy & /%F pour tout
R € WS(F) . On suppose de plus que la F -mesure de Lévy ), associée
a V , dont l'existence provient du théoreme (2.6.1), vérifie les conditions
(2.6.3). On a alors 1'équivalence des assertions :
a) La fonction | engendre un semi-groupe de moments sur F, c'est-a-dire
expltV] € J%F, pour t > 0.

b) La fonction { admet une décomposition de Lévy-Khintchine
(23) V(s) = $(0) - gls) + &(s) + J(D(S)-l)dk(p)

ou % est une F-forme additive et hermitienne telle que

(24) %(s) = -h(s) + ik(s) = lim % (v +qXns)

n-> o
avec par conséquent
(25) Kis) = lim + Im p(ns)
n-> oo n

la décomposition (23) étant telle que l'on ait les conditions

(26) exp(-tq) €M, t >0
|

A\
S

(27) exp(-t2) € F , t

Preuve. a) = b) les conditions (2.6.3) montrent que la formule de Lévy-Khintchine
(9) peut se mettre sous la forme (23) avec &(s) = -h(s) + ik(s), ou k : S ~ R est

une forme additive anti-hermitienne explicitée (de facon invariante) par
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k(s) = I yj(mj—nj)
(28)
= < AJ-,\JJ > -[Ajd)\

Yj

ce qui est en accord avec les définitions (11) et (14) des cj " définissant
b

g et des Bk définissant h. Posons maintenant

B (s) = J[o (s)-11dx(p)

On voit aisérment par troncature que exp(tf) € ij pour t > 0. Désignons
en effet par ¥~ une base de voisinages, symétriques pour l'opérateur 0> p,

du point 11 dans S (ou dans F) et choisis ouverts. Alors la mesure )\V = A IF\V

est bornee, pour chaque V € ¥ de sorte que

ev(s) = J( [p(s)-11d AV(O)

A

est telle que GV = )\V - CV’ avec C’V = Jdx Ne Désignons maintenant par ¥

fe produit de convolution naturel sur M+(S), associeé a la multiplication, et

posons
© n
* t *n
E ) = Exp (1h) = & = (i)
n-o
© N
t *n
= 61] + 3 ‘Fﬁ()\v)
n=1
On obtient

eXp(tGV) = exp(—tCV)Et()\V) e‘/ﬂF

et par passage a la limite en V, compte tenu que exp(—tCV)Et()\V) est une
probabilité sur F, on obtient bien la condition exp(t 6) € V%F, ce qui prouve

encore, par le raisonnement habituel de compacité, que l'on a

exp(tf) - Gt

vy = livm exp(—tCV)Et()\V) € Prob(F)

Par ailleurs la fonction 6 verifie la condition

(29)
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(30) lim =

car en effet,

8 (ns) 0 "(s)-1
e J — dXx(p)

et il suffit d'appliquer le théoreme de convergence dominée de Lebesgue

puisque |Z"-1| € n|Z-1|, |Z| € 1. L'égalité (30) signifie donc

31 2s) = lim L (v s ns)

n > ®

d'ou l'on déduit les deux egalités

‘ -h(s) = lim (Re ¥ + g)ns)
(32) n—> [s'e]
( k(s) = tim L m ¥ (ns)
n > o n
On remarque d'ailleurs que l'égalite q(s+s*) = 0 redonne la valeur -h(s)
exprimée par (13), et que I'égalite fournissant k(s) exprime une propriéte

de WV, conséquence de I'hypothese faite sur sa mesure de Levy A.

Il reste a prouver (27) puisque (26) a déja eté obtenue. Pour cela remar-
quons que exp(t®) est un caractere sur S, elément de S puisque son module
est exp(-th) et que l'on a h(s) > 0 d'apres le théoreme (2.6.1). Par ailleurs

I'egalite

VU(s) - ¥(C) = -qls) + 2(s) + B(s)

fournit par passage aux exponentielles

(33) expl-t Oy = 0y % S gy * Yy

ou l'on rappelle que 6, = exp(-tq), avec o, € M+(Fl) I'égalite (33) etant

t t
lue dans M'(S). Par ailleurs toutes les mesures étant a support compact,

on tire de l'égalité classique supp p * v = supp g . supp v , ({9], 4.2.3),
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I'égalité

(34) supp O . exp(tL).supp v, = supp p ¢ F

Mais supp o, c F|, de sorte que tout p € supp o est tel que |p]| = I,

t t

donc par multiplication par p , on obtient la condition

(35) exp(t L) . supp v cF

Mais on a aussi

Y(s) + q(s) - ¢(0) = 2(s) + B(s)

donc
explt(y+q - Y(ON] = exp[t(L+ 0)] EﬂF

A~

v.) . On tire de la le resultat auxi-

puisque exp[t(2 + 0)] = ((Sexp(tl) * ;

liaire
(36) explt(y+q)] €4

Si on pose encore

(37) @ (s) = W(s) + qls) - W(0) = L(s) + 8(s)

On voit donc que ¢ engendre un semi-groupe de moments sur F et &

s'obtient avec (31) selon

2(s) = lim —rll @(ns)

n-> o

Le raisonnement fait plus haut pour obtenir (19) prouve alors de la méme
facon que le semi-caractére exp(t &) est élément de F, d'ou la condition

(27).

b) = a) : La preuve est ici évidente car la formule de Lévy-Khintchine
provient de la condition R.{y € //F pour tout R € ;@;(F). Comme précédem-

ment on voit, par troncature, que exp(t 6) € %F. L'egalite
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exp(-t P(0))exp(tP) = exp(-tq) . exp(t2) . exp(t6)

fait donc apparaftre exp(t ¥) comme produit de F-fonctions moments, d'ou

exp(ty) VWF, et le théoreme est démontré.

En fait on se doute bien que les conditions (2.6.3) ne doivent pas étre
nécessaires pour impliquer le résultat. On le voit aisément lorsque ¥ est

réelle.

(2.6.5) Théoreme. Soit F un *-sous-semi-groupe fermé de S et soit
Y : S > R une fonction hermitienne réelle telle que R.Vy € ﬂ’lF ;
pour tout Re.@;(F). Alors ¢ admet la décomposition de Lévy-
Khintchine

(38) Y(s) = ¥ (0) - gls) - h(s) - J [1 - Re p(s)lda(p) .

ou q et h sont les F -formes respectivement quadratique 2-homogene

et additive introduites au théoreme (2.6.1).

Pour que { engendre un semi-groupe de moments sur F, il faut et

il suffit que les deux conditions supplémentaires soient vérifiées

(39) exp(-tq) € A t 20
Fl’
(40) exp(-th) € F, t >0
Preuve. L'egalite P(s) = P(s) = \b(s*) prouve que la mesure de Levy A
associée a 1y , est invariante par la symétrie p > p . En désignant par

X la mesure symétrique de X , image de A par l'application p > p, on
a donc A = A . Maintenant la formule (38) provient de (9) par passage
a la partie réelle, mais comme rien ne permet d'affirmer que X\ verifie
les conditions (2.6.3) on ne peut appliquer le théoreme (2.6.4). Procédons
alors par troncature pour prouver que (38) et (39) impliquent

exp(t ¢) € ‘/%F’ puisque la réciproque est déja acquise par (19) et (21). 1l
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suffit d'ailleurs de prouver que la fonction
6(s) = J[Re o(s)-11d Mp)

est telle que exp(t 6) € ﬂF et la difficulté vient du fait qu'on ne peut intro-
duire J [ p(s)-11dA(p) qui n'a pas de sens. Revenons donc au choix d'une

base de voisinages de 1 dans S, dénotée par ¥, voisinages choisis symetriques
et ouverts, et posons )\V = A |F \ v qui est une mesure bornée et symétrique.

Introduisons la fonction
6V(s) = [[p(s)—l]dkv(p)

qui est telle que exp(th) € ‘/”F pour t >0. Mais

3, - | (p-10r, - | (o-11aT,,

11

J[p—l]d)\v = GV

de sorte que ev(s) = J [Re p(s)-l]dkv(p).

Mais alors lim Gv(s) = 0(s) et la condition exp(tev) € ﬂF donne
\'
exp(t8) € "ﬂF par passage a la limite, ce qui termine tout.

(2.6.6) Remarque. Lorsque S est un semi-groupe réel, c'est-a-dire tel que
* = id, le théoreme (2.6.4) et le théoreme (2.6.5) redonnent tous les

deux un résultat récent de BERG [5] . On a en effet dans ce cas

[p(s)-1] =1 - p(s) = 1 - I‘S(p)

donc les conditions (2.6.3) sont satisfaites, et bien entendu U est réelle.
De plus dans ce cas q - 0, puisque dans le cas général on a

q(s) = 0 lorsque s = s* . La seule condition reste donc (40), qui est
la condition donnée par Berg. Il est juste de dire que la premiere condi-
tion de ce type, résolvant un probleme de semi-groupes de moments

dans ce cas particulier a été obtenue par BUCHWALTER ([11] , th. &).
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(2.6.7) Remarque. Il peut arriver que les conditions (2.6.3) qui sont a priori
des contraintes sur A , soient automatiquement vérifiées pour certains
choix de F. Comme exemple, considérons S = (IN x IN,+,*%) avec
(m,n)* = (n,m), de sorte que S - D={z e ¢, lz] < I} . Pour tout

a > 0, posons

Fa:{z - peie, |6l <m, p<e

Il est assez facile de verifier que Fa est un *-sous-semi-groupe (multipli-
catif) de D, délimité par sa frontiere I'| qui est une courbe formée

de deux arcs de spirale logarithmique.

Pour F = Fa’ on a F1 = {1}, donc q = 0. Les tangentes au point 1

a Fa sont les droites Y = * —;(X—l), de sorte que les polynémes

R = (1-X) + aY

sont €léments de ,@g(F). Ainsi  alY| < 1-X sur F. De plus S possede
une base formée du seul élément e = (1,0) et X = T Y = b, d'ou
I'on déduit que les conditions (2.6.3) sont satisfaites pour toute mesure

de Lévy sur F.

Maintenant la forme additive 2(m,n) = - B (m+n) + iy(m-n) doit étre
telle que <R,% > » 0, pour tout R € L‘?;(Fa), ce qui implique facilement
la condition B > al] y| . Réciproquement cette condition implique
exp(-th) F,comme on voit d'abord pour les petites valeurs t > 0.

Ainsi

(2.6.8) Proposition. Pour qu'une fonction hermitienne : S » € soit telle
po

que exp(ty) € '“ﬂF , pour tout t >0, il faut et il suffit qu'il existe
a
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une mesure de Léevy A  sur Fa et des constantes B >0, vy réelle

telle que a| Y| £ B, permettant d'exprimer { selon
(41) Y(m,n) = ¥(0,0) - B(m+n) + iy(m-n) + I[Zmzm—l]d)\(Z)

(2.6.9) Remarque. Il peut aussi arriver que F soit tel que les conditions (2.6.3)
soient toujours verifiées et que l'on ait q = 0 et h = 0. Cela se produira
lorsque F1 = {1}, ce qui entraine q = 0. Pour garantir & = 0, introduisons

le sous-semi-groupe réel de S défini par

(42) |[F| = {]eo|, o€ F}

et supposons |F| dénombrable. Alors la condition exp(-th) € |F| pour tout
t > 0 implique nécessairement h = 0 par condition de dénombrabilité. On

a alors

P(s) = P(0) + ik(s) + J [o(s)-11d A(p)

et

Re ¥(s) = Y(0) - J [I - Re p(s)]dA(p)

de sorte que la fonction Re {  est non seulement majorée mais aussi bornée.
Comme exemple de tel F, considérons S = (IN,+,id), de sorte que

§ - {-1,11, et fixons, pour 0 <a < |

F - {l,a,az,...,ap,...,O }

Alors ici on a méme & - 0 puisque F est réel, et U est reelle et telle que

c- ye %F’ pour une constante convenable c.

Avant d'aborder ce qu'on peut dire du cas genéral il est intéressant de
revenir sur un point de deétail. Dans le cours de la preuve du théoreme (2.6.4),
on a vu apparaitre la condition (36) exprimant que la fonction (Y +q) engendre
un semi-groupe de moments sur F. On peut se demander si ce résultat est
véritablement lieé aux contraintes (2.6.3) imposées a A . La reponse est heureu-

sement negative et fournit un résultat general.
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(2.6.10) Proposition. Soit F un *-sous-semi-groupe fermé dansg ety : S> C une
fonction hermitienne, engendrant un semi-groupe de moments sur F.
Alors y admet la décomposition de Lévy-Khintchine (9) et la forme
quadratique q est telle que

(43) exp(t(Y+q)) € QWF.
Preuve. Posons ¥ = -q + ¢ , d'ou
(44) exp(ty) = exp(-tg).exp(t ¢)

et prouvons d'abord que exp(t @) € ﬂg Or cela est évident avec (9) et le lemme
de Schoenberg, car (9) implique sans difficulte que ¢ est de type quasi-positif

et telle que

(45) Re @(s) = ¥(0) - h(s) - J[I—Re p(s)1dA(p) < W0)

Il existe donc des mesures v, € M+(§) telles que

exp(t ) = Gt

(46)

- *
e = ¢ 7 Y

avec ﬁt = exp(ty) et at - exp(-tq). Mais by € M'(F) tandis que o, € M+(Fl),

t
de sorte que la condition deja exploitee

SUPP [ = SUPP G . supp v,

prouve l'inclusion supp Vv, S F, donc v € M (F).

;S
Or (44) s'ecrit

explt(V+q)] = exp(to) - Ot € %F, d'ou le resultat (43).
L'interét de la proposition (2.6.10) reside dans le fait qu'en partant de

I'hypothese exp(ty) € ﬂF on peut se ramener, en remplagcant { par ¥ - ¥ (0)+q
a supposer Y (0) = 0 et g = 0.
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(2.7) Deécomposition des semi-groupes de convolution.
*
Soit F € % un sous-*-semi-groupe de S . On appelle semi-groupe de convo-

lution sur F, toute famille (pt) de mesures de Radon positives et bornées
t 20
sur F, telle que
(i) by = g

. 5 Sy v
(ii) Pour tous s,t >0, on a e, t = Hg ¥ Hy

Si  # est une partie de M'(F) telle que , € A pour tout t >0 et siT
est une topologie sur # , on dira que le semi-groupe de convolution
(pt) est  T-continu lorsque ['application t +——> b, est continue sur [0,+ [

t 20
a valeurs dans # munie de la topologie T .

(2.7.1) Remarque. Si F est localement compact, Ty la topologie faible sur
le sous-ensemble ME(F) de M'(F), formé des mesures bornées, associée
a l'espace C®(F) des fonctions continues et bornées sur F, et T, la

topologie vague sur M+(F), alors une condition nécessaire et suffisante

pour qu'un semi-groupe de convolution (pt) T, -continu sur F,
o . . , . t > o0
soit s b—contmu, est que l'on ait :
fim Jdpt =1,
tvo

Pour cela, voir par exemple ([9], (2.3.4) et (2.4.2)).

(2.7.2) Remarque. Soit (pt) un semi-groupe de convolution sur F satisfaisant
t >o0
a la condition

(47) J ‘Xsldpt <

pour tous s € S et t »0, et soit Tp la topologie faible, sur le sous-en-

semble MF de M’

les ordres, associeée a l'espace % des X -polyndmes ; si {u

(F}) {formé des mesures ayant des moments de tous
) est
t 20

T p—Continu, alors il existe une unique fonction ¢ : S - C, telle que

t

(438) exp(ty) = i,
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Cette fonction ¥ , engendre alors un semi-groupe de fonctions moments

sur F, mais ne permet pas en general de definir (pt) , sauf si F satisfait
t 20
a la condition de determination.

x
(2.7.3) Proposition. Soit F un sous-*-semi-groupe de S , satisfaisant a la

condition d'adaptation, et soit un semi-groupe de convolution

, (ut)t o
sur F, vaguement continu, verifiant (47), et tel que

(49) sup J Tdp, < »,pour toutt_ > 0, et tout X-polynéme T >0 surF
t >t>0 F
0
Alors  (p,) est T - continu.
t p
t>o0

Preuve. Soit P € 2, comme % est adapte dans C(F), on peut trouver un
X-polynéme T > 0 sur F tel que P/T € C°(F), et comme t by est vaguement
continue sur [0,+» [ , la fonction t +— T.pt est aussi vaguement continue, de
sorte qu'avec ([9], (2.4.4)) la fonction t ~ T'“t est continue sur [0,+ o[ a valeurs
dans Mg muni de la topologie faible associee a l'espace C°(F). Il suit de
la, que la fonction t +—— dept est continue sur [0,+ @ [, ce qui acheve la

démonstration.

Par analogie avec les groupes [3], [21], [31], nous dirons qu'un semi-groupe

de convolution (pt) T -continu est gaussien, lorsque la fonction
t > o0
qg= V¥ :S >C quilui est associee par la relation (48) est une F-forme quadrati-

que 2-homogene.

(2.7.4) Remarque.
lI. Cas S :(le,+,id), p€IN*, on prend F = RP. Pour t > 0, soit by

la mesure image, de la mesure gaussienne Yy dont la fonction caracte-

2
ristique est  exp(- t—nz-XAH ) par ['application H qui, a

u u
u = (Ul""’up) e RP associe le vecteur H(u) - (e l,...,e Py e RP. On a

donc, pour n &€ NP
expGlal ) = | expl<un >)dy,w
; RrP

n
y dy (y)
rP t
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(2.7.5)

On voit donc que (“t) est un semi-groupe de convolution gaussien
t >0 N
sur le semi-groupe multiplicatif RP =5 , associé a la forme quadratique

g =5 |nf 2% nenP.

. * .
2. Pour S = (Z,+,-id), S est isomorphe et homéomorphe au tore T.

Soit T i la probabilité gaussienne sur T dont les coetfficients de Fourier

sont
Tt(n) = exp(-tn?)
pour tout n € Z
(Tt) est un semi-groupe de convolution gaussien sur (T,.), dont
t > o0

la forme quadratique associée est g'(n) = -n?.

Remarque. Soit F € % et F contenu dans 5. Si (pt) est un semi-
t 20
groupe de convolution gaussien sur F, alors toutes les mesures Wy oo

t > 0, sont des probabilités porteées par le sous-groupe

* . .
F = {o € F,o(s) =1 Vs =s} ferme dans F, et la F-forme quadratique
-q = ¥ associée a (“t) par la relation (48), est de Maserick et
t 20
verifie q(s) > 0, pour tout s € S. Plus précisément, on a avec (2.6.1) :

(2.7.6) Proposition. Soit F € % et F contenu dans S , (pt) un semi-
t2o0
groupe de convolution sur F, Tp—continu, et soit ¥ : S > € la fonction
associée a (pt) par la relation (48). Alors les propriétés suivantes
t 20

sont equivalentes :

(1) (ut) est gaussien
t>o0
(ii) Y(ns) = n?Y(s), pour tout n€ IN et s €8S,

(2.7.7) Probleme. Soit F € & , et soit (u,) un semi-groupe de convolution

tt 2 0

sur F, T -continu. Nous posons le probleme de decomposition sous la

forme suivante

(50) ne= S *o * v, t >0
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avec kt € F, (o t) un semi-groupe de convolution gaussien T -continu

t 20
sur F, et (v t) un semi-groupe de convolution T-continu sur F véri-
. t 2o
fiant
\)'[
(51) lim inf J [ Xold— <+ =, VsES
t Yo F\ {1}

On verra dans ce qui suit que le semi-groupe de convolution
( \)t) représente en quelque sorte une partie poissonnienne de (pt)

t >0 t 20

Un probleme du méme genre que (2.7.7), mais ne faisant pas intervenir
la condition (51), a €té posé et résolu par C. BERG [1] et [2] , relativement

a un semi-groupe de convolution (pt) , symeétrique, ou de type local (c'est-a-
t >0
dire que la mesure de Levy A qui lui est associée est nulle), lorsque F = G

est un groupe abelien localement compact et T est la topologie vague sur
MY(G).

Nous allons donner maintenant une nouvelle interprétation du probleme
(2.7.7), en termes de fonctions de type quasi-positif, lorsque F satisfait aux
deux conditions de détermination et d'adaptation et ( pt) est vaguement con-
tinu vérifiant (49). t>o
(2.7.8) Lemme. Soit F un sous-*-semi-groupe de S* , satisfaisant aux deux

conditions d'adaptation et de détermination, et soit (\)t) un semi-
t 20
groupe de convolution vaguement continu sur F , vérifiant la condition (47).

v
Alors la famille des mesures (Tt) converge vaguement sur F\ {1}
t 20
vers la F -mesure de Lévy associée a la fonction { : S - C , liée elle-
méme a (\)t) par la relation (48).
t2o0
v
+ t t >0 .
Preuve. Pour tout R € @O(F) ona JRd e ———> <R, ¥ > donc la famil-
v
le des mesures R —,[1 , t > 0, est étroitement, relativeme{w)t compacte. Ainsi
, t ,
pour tout R ?/’Z(F) toute valeur d'adhérence vague de (R 5 )t o est aussi
>
une valeur d'adhérence étroite et réciproguement. Soit Vp une telle va{)eur
, n . . t
d'adhérence, pour tout X-polyndme T positif sur F la famille des mesures TR e

t » 0, admet comme valeur d'adhérence vague la mesure T\)R donc aussi comme va-
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leur d'adhérence étroite, car TR GQ’;(F).

Soit P un X -polynéme positif sur F, puisque F satisfait a la condition
d'adaptation, on peut donc trouver un X -polynéme T > 0 sur F tel que

P P Vi

5 € C?(F) donc la famille J 5 TR d — »t > 0, admet la valeur d'adhérence

J—I; T d\)R = J P d\)R lorsque t + 0. Mais

p \)t \)t t>o
J—T TR dT - J PR dT —> < PR,¥ > et ainsi Pd\)R: <PR, y > de

Y
sorte que VR est I'unique valeur d'adhérence vague de (R Tt ) lorsque
t >0

t > 0, car F satisfait a la condition de détermination. Il suit de la que

t~>o

v
t
R T > Vp vaguement sur F.
Maintenant, soit ¢ € ¥(F \ {11} ) et soit R € .@g(F) tel que le support de @
soit contenu dans l'ouvert (QR = {o, R(p)£0} deF. Soit A l'unique F-mesure
, s 1
de Levyassociee a {, on a donc >\| COR =R \)Rl@R de sorte que

v
I Y e _t
J o dx = J R d\)R = lim J R.Rd T

t¥o
\)t
= lim J od—
t Yo t
v, tdo
donc (T ) ——> X\ vaguement, ce qui termine la démonstration de
|[F\ {1}
(2.7.8).
(2.7.9) Définition. Soit F&€ % et (Vt) un semi-groupe de convolution
tzo
T _-continu sur F et possédant une F -mesure de Lévy associée
XA, c'est-a-dire que, la fonction VY : S = C qui lui est associée par
la relation (48) possede A comme F -mesure de Lévy associée. On
dira que (\)t) est sans composante locale [2] , ou de type pois-
t2o

sonnien, lorsque, pour tout X -polynéme R X-intégrable tel que R(1)=0

on a

< R,y > :JRd)\
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(2.7.10) Remarque. Soit F € %, et F localement compact satisfaisant a la condi-

tion de determination, et soit A une F-meusre de Lévy telle que

J ‘Xs_l |dA < ©» pour tout s € S, en utilisant un procédé de troncature
on voit que la fonction Y VIS J (Xs—l)d)\ engendre un semi-groupe
de F-fonctions moments. Soit (\)t) le semi-groupe de convolution

t >0
sur F tel que

Gt = exp(t ¥, )

pour tout t > 0, on voit donc que (Vt) est un semi-groupe de type
. . >
poissonnien. t>o

(2.7.11) Théoreme. Soit (S,+,*) un *-semi-groupe abélien, F un sous - * - semi-

* N : ey
groupe de S , localement compact et satisfaisant a la condition de

détermination, et soit (“t) un semi-groupe de convolution
. t 20
T b -continu sur F :
a) Si la fonction ¢ : S > @ , associée a (pt) par la relation
t 20
(48) admet une décomposition sous la forme
(52) P(s) = V() + gls) + h(s) + i8(s) + J(Xs-l)dk

pour tout s €S,

ou q est une F-forme quadratique 2-homogene engendrant un semi-groupe
de fonctions moments sur F, h et & sont des formes additives réelles
respectivement hermitienne et anti-hermitienne telles que exp[t(h+i2)] e F,

pour tout t >0, et ot A\ est une F-mesure de Lévy telle que

J|X-l|d)\<oo
S

pour tout s € S,

alors (pt) admet une décomposition unique sous la forme (50),
t >0
avec k, € F, t>0, (Ot) gaussien et (\)t) de type poissonnien.
t >0 t >0

b) Si F satisfait aux deux conditions d'adaptation et de détermination,

alors, relativement a un semi-groupe de convolution (pt) y vaguement
t2z2o
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continu et vérifiant (49), l'implication a) ci-dessus devient une équivalence.

Preuve.

a) On suppose que la fonction V¥, associée a (pt) par la relation (48), admet
t2o0
une représentation sous la forme (52). En utilisant un procédé de troncature,

on voit que la fonction s +—— J (X_-DdA engendre un semi-groupe de

fonctions moments sur F, soit ( \)t) le semi-groupe de convolution qui
t >0
lui est associe par (48), nous allons prouver que l'on a

\)t
lim sup J|Xs—lde <4 o
t vo

Pour ce faire, soit K un compact de F\ {1} et soit Vik I'unique mesure
b

de Radon positive sur F telle que Gt K(S) = exp[t(J (Xs-l)dk )], s eS.
2

K
On a donc :

) tn N
- exp(-tA(K)) £ — A D
n: K

n=o

Vi,K

ou >\K = )\IK

Mais, grice a l'inégalité | p o'-1| < |[p-1||p'-1| + |p-1] + |0'-1], et en

utilisant un procédé de récurrence on a l'inégalité

-] e o -1
l€<n,<..<n.<n " nj

*
pour tout n € IN , et tous Pprees P eF.

Il suit facilement de la que I'on a, pour tout s €S,
*n
J | o (s)-1 |d)‘K (p):J | o (s) ... pn(s)-l|d)\K(pl) e drp (o)

J]pnl(s)—l| e | pn(s)-l)|d)\K(pl)...

dkK(pn)
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< [ Io@r1ldx o) + 2 601" - G,

On tire de la

oo n *
[10©-11dv, () - XA KD S PISRTPTATY
®© .Nn
s exp(-t MK) I L [( [ | o(s)-1]dx (o) + A®KN" - (AK)"]
n=0

< exp(-tA (K))[exp(t(J |p(s)-1]d )\K(p) + A (K))) - exp(tAa(K))]

c'est-a-dire
[ | o(s)-1]d Vt,K(p) < exp[tj lo(s)-1] dA (o)) -1
ce qui donne, en faisant croftre K vers F\ {1},

J | O(s)—l|d\)t(o) < exp[tj |o(s)-1] dA(p)]-1

on en deduit que

\Y)
lim sup Jl O(s)—llth(D) < Jlo(s)-1|dx(o) <+ oo
t Vo

Pour terminer la preuve de a), il suffit de remarquer que l'on a, pour

tout t 2> 0,

-ty (o)
€ M T Sexpltk) © 9t T Vs

ou (ot)t 5o est le semi-groupe de convolution associé par la relation (48),

a la F-torme quadratique 2-homogene q.

b) On suppose que F satisfait aux deux conditions, de déterminationet d'adapta-

tion. Soit (pt) un semi-groupe de convolution sur F vaguement continu
t >0
et verifiant (49), on sait, d'apres (2.7.3), que (pt) est Tp—continu.
t >0
Si (pt) admet une decomposition sous la forme (50) avec (\)t)
t 2 o0 t 20

~

poissonnien verifiant (51), alors, avec la relation ﬁt = K 3,[.\),[,
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t >0, on voit que, pour chaque s € S, la fonction t +—> kt(s) est continue et

telle que, (s) = kt(s).kt,(s), pour tous t,t' > 0. Il suit de la qu'il existe

k’£+t'
une application k = h +i% :S > additive et hermitienne, c'est-a-dire que
h et & sont respectivement hermitienne et anti-hermitienne, telle que

kt(s):exp(tk (s)), s €S.

Soit A la F-mesure de Lévy associée a (v) , montrons que l'on a
t2o0

flxs-lldx< ®

pour tout s €8.

Pour cela, soit s€S et ¢ € X (F\ {1}) telle que ¢ \;< | Xs‘l |, on sait d'apres
.. t
le lemme (2.7.8) que X est la limite vague de T |F\ (1P lorsque t tena

vers 0 donc
v
JCP dx = lim J @ dT

t>o

\YJ
< lim inf { |Xs_l|th <4
t Yo

on en deduit que
v

L t
J|Xs—l|d>\ < 11tm¢1(;1fj|xs—l| d— <+,

de sorte qu'avec la définition (2.7.9) la fonction ¢¥': S » € associée a (\)t)

t2o0
par la relation (48), admet une décomposition sous la forme

Ps) = p ) + [ (X -Dd

pour tout s € S,

finalement la fonction Y : S - € associée a (pt) par la relation (48)
. t >0
est donnee par

P(s) = qls) + h(s) + i2(s) + J(O(S)-l)dk(o), s€S

ou q est la F-forme quadratique 2-homogene associee a (0 t) , ce qui termine
t >0
la preuve de (2.7.11).
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(2.7.12) Remarque.
l. La preuve du théoreme précédent montre que, sous les conditions

(2.7.9.b), on a

\)t
lim J IXS—lld—t— :[lxs-udx
tYvo ’F

pour tout s €S,

A

2. Si F est un sous-groupe localement compact de S satisfaisant aux
conditions de (2.7.9.b), alors selon la remarque precédente, une condition
necessaire et suffisante pour qu'un semi-groupe de convolution (pt)

R . . >
de sous-probabilites sur F, soit de type local , est que l'on ait t>o

. He
lim ['Xs—ll d—t‘—: 0

t Vo

pour tout s €S.
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CHAPITRE 111

THEOREME DE STABILITE ET APPLICATIONS GENERALES

Soient S et T deux *-semi-groupes, nous notons sauf mention expresse du
contraire, par le méme symbole *, I'involution sur S et sur T et nous désignons
par M (S) (respectivement 4 (T)), le cébne convexe des fonctions moments
definies sur S (respectivement sur T). Nous supposons qu'il existe un *-morphisme
surjectif ©: S » T, c'est-a-dire une application © de S sur T telle que

Olu+v) = 0(W) + 8(v), uv €S, BU") = B(W,ues, et (0 = 0.

On se pose la question de savoir si l'on peut caractériser les €léments de
M(T) a partir d'éléments de #(S) et © . Nous répondrons positivement a cette
question par un théoréme que nous appelons de stabilité, disant qu'une condition
nécessaire et suffisante pour qu'une fonction ¢ + T » @ soit dans .#(T) est
que la fonction ¢ o O soit dans  #(S). Nous verrons ensuite comment le
théoreme de stabilité s'adapte de facon tres €légante a la résolution du probleme
des semi-groupes de moments pour des cas interessants. Enfin nous abordons
les applications générales, de la theorie faite et les resultats acquis au premier
et second chapitre, sur les différentes notions de mesures de Lévy, de fonctions

de Lévy et de formes quadratiques.

(3.1) Le théoreme de stabilité.

Soit © un *-morphisme surjectif d'un *-semi-groupe S sur un *-semi-groupe T.
Pour tout p € T on a po O € s¥ et po O() = p o 6(v) pour tous u,ve S
tels que | O(u) = ©(v). Inversement, soit p' € S*, tel que p'(u) = p'(v) pour
tous u,v € S tels que O(u) = 0(v), alors on peut definir un semi-caractere

sur Tpar p(t) = p'(wsit= O(uetonap'= po O, ainsi
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* *
(3.1.1) Proposition. Le dual T de T s'identifie au sous-*-semi-groupe de S
*
formé des semi-caracteres p' € S , tels que p'(u) = p'(v), pour tous
*
uv € S tels que 0O(u) = 8(v), selon la correspondance qui, a tout p<T ,

N ~ *
associe le semi-caractere ©(p) = po 6 € S.

(3.1.2) Théoreme de stabilité. Soit © : S > T un *-morphisme d'un *-semi-grou-
pe S sur un *-semi-groupe T . Alors une condition nécessaire et suffi-
sante pour qu'une fonction ¢ : T » €, soit élément de #(T) est que

la fonction ¢ o 0O soit élement de #(S).

Preuve. Si ¢ est une fonction moment sur T , alors on voit de fagon evidente
que la fonction ¢ o O est une fonction moment sur S, puisque les topologies

* * . S * *
sur T et S etant celles de la convergence simple, l'injection de T dans S

est continue.

Réciproquement, supposons que ¢ o @ est un €léement de #(S) et prouvons
que @ est un élément de . (T). Pour cela considérons une mesure de Radon

N - . *
positive sur l'espace completement regulier S , telle que ﬁ@ = po O

He
. * *
et prouvons que He est portée To® = {po 0, pe T }.

* * <
En effet, soit K un compact de S \ To 0, d'apres (3.1.1), pour tout p'e€ K,

il existe u,v € S tels que O(u) = 0(v) et p'(u) # p'(v), de sorte que les ouverts
*
O,y = {pte S, p'uw £ p'(V)} recouvrent le compact K, il existe donc
’
parmi ces ouverts un nombre fini (QU , 1 = l,...,n, recouvrant K. Considerons
1’
n *
maintenant la fonction f(p') = % | p'(ui) - p'(vi)[2 definie sur S qui est stric-

1=1

tement positive sur K. Mais

n
Ho )i (0" < J Ctdp. - % j o) - p'(v)|2du. (o)
JK © S © i1 s oy )l

et pour chaque i = l,...,n ona

J S*| p'(u)- p'(v))] 2du (o) = J [o'(upsu; ) - p'(uiw’;) - Q'(u?+ V) - p'(uiw’;)]dp@(a)
* * * *
- @o @(ui+ui) - 9o @(ui+vi) - @ 00{u+v) + 9o O(v+v;)
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puisque @(ui) = @(vi), 1= lyeeoyn.

On tire de la

J fdopy=0

K C]

donc p @(K) = 0, ce qui prouve que Hg est portée par T* o O et que ¢
est une fonction moment sur T associée a la mesure p = O_l(pe) image de

. . ~-1 * *
W g par l'application @ :T o ©~>T.

(3.1.3)Remarque. Lorsque (S,+,*) est de type fini ayant un systéme *-générateur
G = {el,...,ep} , le théoreme (3.1.2) permet d'affirmer que l'on peut ramener
I'étude du probleme des moments sur S a celle sur le semi-groupe NP x NP

*
muni de I'involution (m,n) = (n,m).

Comme conséquence immediate du théoreme (3.1.2), considérons le cas ou S
est parfait, on a donc d'apres (3.1.2) le résultat suivant, figurant dans ([9],

6.5.5) ou il a été démontré en utilisant le fait que S est parfait.

(3.1.4) Corollaire. Soient S et T deux *-semi-groupes et 0O :S »T un *-mor-

phisme surjectif. Si S est parfait, alors T est parfait.

Applications générales.
(3.2) Cas des semi-groupes de type fini.

Soit (S,+,*) un semi-groupe de type fini, admettant un systéme *-générateur
G - {el,...,ep}, p € IN*, on prend pour F le semi-groupe S* qui est donc métrisa-
ble, localement compact et deénombrable a !'infini, et tel que l'espace %

soit adapte dans C(S*). ({91, p. 180-181)

. *
Soit Y ¢ S > @ une fonction hermitienne possedant une S -mesure de
Lévy X . On sait, par le théoreme (2.5.3), que ¥ admet une représentation

de Lévy-Khintchine sous la forme

P(s) = w(0) + gls) +

) (mkbk + nkbk)

p
X
=1

+ JS*\ {ﬂ[}o(s)-l - i[(mkmk)(Re p(ek)—l) + i(mk—nk)lm o(ek)]]dk(o)

*
pour s = E (mkek + nkek)
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ou les coefficients b, sont donnés par la formule (5) et q est donnee par les
formules (6) et (7) de la proposition (2.5.2).

*
(3.2.1) Lemme. La S -forme quadratique 2-homogeéne associée a VY engendre

un semi-groupe de fonctions moments sur S .

Preuve. Introduisons la matrice réelle et symétrique

M *
1 MZ
T -
My My
avec M, = (£.)) M, = (n..) et M, = (C. ) sont
1 K. » Vo K 3 K
Js jsk=1yeeeyp J Jok=1yueuyp J jsk=1,e000p

. *
donnees par la formule (6), et M2 la matrice adjointe de M2' Notons T la forme

linéaire positive définie sur (60(5* \ {1}) par :

T() - L\p(f) - dex , e &[S \ {1})

ou L‘J) est un prolongement positif de la forme linéaire P > <P,y >  définie
sur 2.

Pour tout u = (X,Y) e RP x RP,

<l'u,u> = <Ml X, X > + 2<M2X,Y > o+ <M3Y,Y>
B b N L NS

= . - - + . r.- + oy, .
jE,:k [x]ka(FJ I)(Fk 1) ZXJykT(( J I)Ak) nykT(AJAk)]

p
TI( 2 (xAT.-1) + y. A))?1 > 0.
RN i

Si Q est la forme quadratique sur RZP associée a T ,etsi  y. = Yy est
la mesure gaussienne sur IRzp, dont la fonction caracteristique est exp(-Q/2),

on pose, Q(X,Y) = Q(U) pour U = (X,Y) € RP x IRP, on a donc

>
eXP[—IZ QIX,Y)] = J 2pe<X’u e <YV dy (u,v)
R
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et pour m = (ml,...,mp), n = (nl,...,np) e INP, on a q(s) = —é Q(m+n, i(m-n)), si
*
s = i (mkek + nkek) donc
expltq(s)) = exp[% Q(m+n, i(m-n))]

_ J , e<m,t(u+1v)> e<n,t(u—1v)>dY(u’v)
R“P

( m—n
= z z dplz

J P (2
ou M, est la mesure image de <y par l'application gy ! RP x RP » ¢P qui,

t(ul+ivl t(u_+iv )

a tout (u,v), associe le vecteur gt(u,v) = (e yeeny€ ), ce qui prouve
*

que la suite 9o = q( Z (mkek + nkek)) engendre un semi-groupe de moments

b —
sur (Ep . k=1

Considerons maintenant l'application © , qui, a tout (m,n) € NP x INP, associe

- - * . . .
I'element s = Z(mkek + nkek) de S et qui est donc surjective, de sorte qu'avec
k
le theoreme de stabilité la fonction q engendre un semi-groupe de fonctions

moments sur S, ce qui termine la démonstration de (3.2.1).

Maintenant, posons

wl(s) =P(0) + 2 (bkmk + Eknk)

k
+J N {H}[D(S)—l - I [(m +n JRe ple) )-1) +i(m -n )Im o(e )]ldA(p)
= P(s) - qgls)

s = i(mkek + nke:

On voit donc, en utilisant un procédé de troncature, que la suite double
*
_ - _ p
—_— wl(i(mkek + nkek)), m = (ml,...,mp), n = (nl,...,np) € INF, engendre un

semi-groupe de moments sur cP, de sorte qu'avec le théoréeme de stabilité
by engendre un semi-groupe de fonctions moments sur S. Ainsi {y = q + Lle

engendre un semi-groupe de fonctions moments sur S. D'ou
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(3.2.2) Théoreme. Soit (S,+,*) un *-semi-groupe de type fini admettant un
systeme *-générateur G :{el,...,ep} . Relativement a une fonction her-
mitienne y : S > € les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) ¥ engendre un semi-groupe exp(ty), t >0  de fonctions moments
sur S.

(ii)) Pour tout X -polynome R >0 tel que R(M)= 0 la fonction R.y
est une fonction moment sur S.

(iii) ¢ possede une " -mesure de Lévy associée X, ainsi qu'une repré-
sentation du type de Leévy-Khintchine sous la forme

p
(1) P(s) = () + qls) + = (mkbk +n k)
k=1

+ J X [p(s)-1 - £ [(m +n )Re ple)-1) + i(m -n )Im ole )dA(p)
S\ {1}

ou q est une " -forme quadratique sur S , 2-homogéné,engendrant

un semi-groupe de fonctions moments sur S donnée par les formules

(6) et (7) de la proposition (2.5.2) et ou les coefficients bk sont donnés

par la formule (5) de (2.5.2).

Si S = (G,+,id) est un groupe abélien, une fonction moment sur S est dite
fonction moment bilatérale. Avec (3.3.2) nous allons donner une résolution, généra-
lisant ([9], 6.4.8), du probleme des semi-groupes de fonctions moments bilateres
lorsque G est de type fini au sens du groupe. On verra que la forme quadratique g

ne dépend pas des différentes représentations d'un élément s € G.

(3.2.3) Corollaire. Soit S = (G,+,id) un groupe abélien muni de l'involution
*
s = s et admettant un systéme générateur {el,...,ep} au sens du groupe,
et soit Yy : G > R une fonction réelle définie sur G. Alors les assertions

suivantes sont équivalentes :

(i)  engendre un semi-groupe de fonctions moments sur S = (G,+,id).

(ii) Pour tout R € 9’;(5*) , la fonction R.y est une fonction moment
sur S.

(iii) ¢ possede une s" -mesure de Lévy ainsi qu'une représentation

du type de Lévy-Khintchine sous la forme

p
b(s) - w(0) + qls) + T m by + J o IXlezm (X -DIdA
k-1 KROISN qmy S k'"ey
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~ * . .
ou q estune S -forme quadratique engendrant un semi-groupe de fonc-

tions moments sur S , donnée par la matrice réelle symétrique
L= X - - - - -
£~ <X D0 Do j(xej e -

selon

_ 1 L
q(s) = 5 Zgj,k mm , si s = I me,

et ou les coefficients bk sont donnés par

1 i
b, = <X_ -l +=(X_ -13¥> -—J(X -1)*dA
k e, 2 e, 2 €

Preuve. Remarquons déja que le*systéme {;el,...,-ep, el,...,ep} 'engendre le
semi-groupe reel (G,+,id) et que S = (G,+,id)  s'identifie a un sous-semi-groupe
multiplicatif de (R \ {o})P par la correspondance qui, a tout p € G*, associe
'élément (ple )ywwryp (e ) de (R \ {0} P.

L'implication (i) = (ii) résulte immédiatement du théoreme (3.2.2). Il reste
a prouver (ii) = (iii) puisque l'implication (iii) = (i) est évidente en utilisant

un procedé de troncature.

Pour cela, déja avec le théoreme (3.2.2) V¥ possede une représentation du

type de Leévy-Khintchine sous la forme

p p
Y(s) = P(0) +qls)+ T nb + [X-1- X n

J (x_, -DIdX
om=—p K K "™ @y S okep <%k
p
sis= I N, avece, =-e, & IN, k = Lyueeyp.
0fk=-p
) : b J[(X 1) g (X_ -DIdx Zp( )b
1) On a I n + -1)- n - = n -n_ +
0#k=-p kk S 0#k=-p k € k=1 k k

p
(X<l - % (n-n )X -DIdr, $(0) = p(0)b, +b | + J(x Dy -Ddh
[ S - | MMk e, v k -k e, -€
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d'ou b, + b_k + J(Xe -1+ X e -1)dx = 0, k = I,...,p, ce qui donne immédiatement

.k K k
le resultat.

2) O = & .. ==& .., = Lyp.
) On a EJJ E_H E_U j P

En effet, on a avec q(ej) = q(2ej + e_j), I'égalite
..oz g . 4 .. ..
ST AL TR
et avec 0 = q(ej + e_j), on a l'égaliteé
0= E¢.. 2¢& .. .
TR R

Ontiredela §.=8& . et & ..=-E., j= lu,p.
n tire de la g]] E_He €_” «E”, J = Lesp

3) On a g-jk = _gjk’ jsk = 1l,e.yp, car avec q(ej) = q(ej te 4 e_k), on a

i 7 Byt 2 2E 28 g Byt By

SE 2K Tk

donc g_jk = - gjk.

p
Avec les relations 2) a 3) on voit donc que si s = %L me, m_ € Z,
k7k k
b k=1
k = lye,p alors q(s) = Ly mm £. et avec la relation 1) on a
2 k=1 ik 7jk
B 90 - q) = E mpby [ DXL E m(x, -DdX
s) - - q(s) = m + -1 - m (X -
k=1 k7k S k-1 k e,

d'ou l'implication (i) = (ii). Pour prouver (ii) = (i) on utilise un procédé de

p
troncature pour montrer que la suite IV y(Z mkek), m & ZP, engendre un

k=1
semi-groupe de fonctions moments sur Zp, puis on applique le théoreme de sta-

bilité pour conclure.

Comme conséquence immédiate du corollaire (3.2.3) on a

(3.2.4) Corollaire. Soit (a ) - o une suite de nombres réels.
mmeZp

Alors les assertions suivantes sont equivalentes :
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(i) o engendre un semi-groupe de moments sur (R\ {o})P.
(ii) Pour tout polynéme positif Re IR[XI’"”Xp] tel que R(M) = 0
et tout ne NP tel que |n| soit pair, la suite (R.BXm) est une

suite de moments sur (R \ {01 , oi l'on a posé Bj=a,,»i€Z P,

I-Nn

(iii) Il existe un vecteur (bl’ v, bp) de RP, une matrice pPxDp
réelle (E . k) symétrique et de type positif et une mesure A de Radon
(R\ {0})F telle que

'3
(1) (2 (X, 1]
2% dA (X) < @ ¥, %' €IN

J (RP\ {o})P r

. ) P
ou l'on a posé X = (Xl,...,Xp) e (R\ {0})P et rr- I Xf , permettant
il
d'exprimer o selon

P |
(2) @ =t kzzl m b, +3 ZY],k mm,
m p
+ J [X'-1 - % mk(xk-l)]dx (X).
(R\ {0p)P k=1

Preuve. Il suffit de remarquer que le cbne convexe QS(IR\ {0} )P est formé

des fractions rationnelles de la forme &m avec 0 < R € IR[XI""’Xp] et R(1) = 0,
X
etm e NP tel que |m| soit pair. Il suit facilement de la que les mesures

de Lévy sur (R \ {0} )P, peuvent étre définies par la condition

9. P
('L 3 (-7
k=1

72N
J(IR\ {o}P :

dr(X) <+

pour tous £,% € IN.

(3.2.5) Remarque. La fonction L qui a tout elément (X,m) de (R\ {onP «x zP

P ,
associe le nombre reel, L(X,m) = % mk(Xk—l), est une fonction de Levy
k=1

sur le semi-groupe reel zP. En effet il suffit de vérifier la condition

(1.1.4.d). Pour cela soit P WL((IR \ {01)P), alors P peut s'écrire sous
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sous la forme P = YRI‘T] avec R 20, R £ R[Xl,...,Xp] et R(I) = 0, et

m € INP, avec |m| pair. On a donc, pour P = DX ag Xy etn€ Zp,

g ezP
(P.L(X,))n) = % a, L(X,2+n) = Z aSLL(X,SL) + X aSLL(X,n)

=L aQL(X,Q)
= < P,L(X,.) >

donc

P.L(X,) = —= R.L(X,) == . <R,L(X,) >
X X

- <R,L(X,.) > =0

d'apres b) de la preuve de (1.5.1), d'ou (1.1.4.d).

(3.3) Cas ou S satisfait a la condition d'adaptation.

Dans ce paragraphe, (S,+,*) est supposé quelconque, avec la condition

* N .. .
que S satisfasse a la condition d'adaptation.

Pour tout sous-*-semi-groupe de type fini T de S, on note QT’ I'espace

(1)

somme directe € . Il est clair que Q’T est contenu dans & et que l'on a

P - U 2
T de type fini

de sorte qu'une forme lineaire L définie sur £ est positive si et seulement,
pour tout sous-*-semi-groupe de type fini T de S, la restriction LT de L a

:J/% est positive. Ainsi on a

’ ~ . - * . ~ . .
Théoreme. Soit (S,+,*) un *-semi-groupe tel que S satisfasse a la condition
d'adaptation. Alors relativement a une fonction hermitienne ¢ : S > C , les

assertions suivantes sont équivalentes :

(i) ¢ engendre un semi-groupe de fonctions moments sur S .
(ii) Pour tout X -polynéme positif R tel que R(1) =0, R. est une fonction
moment sur S.

(iii) Méme énoncé qu'en (ii) de (2.5.3).

(3.4) Cas ou S = QP ,4,id), peIN.
On sait, par la monographie ([9], page 210), que le semi-groupe (Q+p,+,id)
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est parfait et que son dual s'identifie a [- =+ [P = (R)P, selon la correspondance

qui, a tout x = (xl,...,x ) € IBP, associe le semi-caractere

px(rl,...,rp) = ex.p[< r,x>] avec <r,x> = FYXp o+ et rpxP etr - (rl,...,rp)€Q+p.

Pour j = l,..,p, on pose ej = (0,...,1,0,...,0) € Q+p . On voit donc que

i % jeplace
I'ensemble {ﬁ ej, j = lewp, Nn€ IN} = E engendre le semi-groupe réel Q+P.

En choisissant alors pour F le semi-groupe (B)p, on obtient le résultat suivant,

geénéralisant la proposition (6.5.13) de [9] :

(3.4.1) Théoreme. Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction
Y o Q+p + IR soit de type quasi-positif, est qu'elle admette la représen-

tation de Lévy-Khintchine

p | %

(3) $(r) = pO)+ I rr, & .+ Ibr
k=1 ik 7,k k=1 k' k
p XK
+ [ [exp(<ryx>)-1 - L rk(e - D]dx (x)
(R)P\(0} k=1
ou la matrice (¢ . k) est réelle symétrique de type positif,
3

jok = Lyeeesp
les coefficients bk’ k = l,..., p Sont des nombres réels et X est une

mesure de Levy sur ([ﬁ)p\{O} , tous détermines de fagon unique.

Preuve. La condition est evidemment suffisante, il suffit donc de voir qu'elle
est necessaire, pour cela, déja, si | est de type quasi-positif, elle engendre
un semi-groupe de fonctions-moments sur Q+P , de sorte qu'avec le théoreme

(2.5.3), elle admet une décomposition de Levy-Khintchine sous la forme

P
V() =9 (0) + glr) + Z m. b(ﬁl— e.)
=1 )N

p X.
+J fexp(<r,x >-1 - I mj(exp(—nl—)—l)]d)\(x)
. j=1 j
(RP\(})
m

m
pour r = (rl,...,rp) = (;— yaees —n—P)e (Q+)p, mj € IN, nj € N) avec pour q la forme
1 P
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quadratique 2-homogeéne associeée a , pour b(—}] ej) les coefficients reels, indexes

]
e.
par le systéeme genérateur {_rJf’ i = lyeesp, n € IN} et associés a ¥ dans le

théoreme (2.5.3) et pour X\ la mesure de Levy associée a Y dans le théoreme
(2.5.3).

n.
Mais, on sait que le polyndme X J - I - n(X-1) € R[X] admet (X-1)?

comme facteur, donc par substitution de X par exp(%l), on voit que le X -poly-
X. X. j
néme e J—l-nj(exp(ﬁl)—l) agissant sur (R)P est dans ?O(R)p, donc X -intégrable,

J
et il suit de la que le X-polyndme

p X.
exp(<r,x>) - 1 - L mj(exp(ﬁjj)-l) -

p m. X.
% —J (exp(x.)-1-n.(expL)-1))
j=1 j =t "] S

L j

p
= expl<r,x>)-1 - I rj(exp(xj)—l)
j=1

est A-integrable.

On peut donc écrire Y sous la forme

r.b.

p
v(r) = v(0) + qlr) + Z
0

p
)

X.
v | fexpl<r,x>)-1 - rj(e 1_D)1dr (x)

(IR0}

j=1

avec b. € R.

En revenant a la proposition (2.5.2), on voit que la forme quadratique

g, 2-homogene est déterminée par la matrice réelle symétrique de type positif

@]

N‘l = (E) ) % ] = 1,...,P
k n ,n. €IN
on K
selon ]

5o
E

, pour tout r = (rl,...,rp) e QP,

] e. e
m. n; "Nk
avec r. = — i = l,..,p, ou les coefficients § indexes par le systeme
. e.
! i %k
n.’
"
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générateur {—nl s J = lLyeeyp, n € IN}, sont donnés par la formule (6) de la propo-

sition (2.5.2).

Or on a
4 Ry L
q( + nk) = (n} o )2 q(nkeJ + njek)
| 2 1
= g + g + g
2 2
(nJ) epe;  nm . Teney (nk) 1€
et
S
g+ +—) - ¢ +2 & + €
R S G % %k Sk
b b b
nn, n oy n. '
__— £ + 28 + 1 £
= 7 2
(nJ) epe, & o (nk) S
nJ ’ N,
d'ou
|
3 = &
i’_e_lf nony Ceey
nt oy
et q s'ecrit alors
1. MM
q(r) == 2 . g ’
2 ik nJ nk ej,ek

ce qui termine la preuve du théoreme (3.4.1).

Comme conséquence de ce théoréme, on peut énoncer le théoreme suivant,

di a Berg [4] qui I'a prouvé en utilisant les fonctions d'une variable complexe.

(3.4.2) Théoreme [4]. Relativement a une fonction ¥ : ]R+p -+~ IR, les assertions
suivantes sont équivalentes :
(i) ¥ est de type quasi-positif et continue.
(ii) Pour tout R € 9’:;( RP) la fonction R.Yy est une fonction moment
continue sur le semi-groupe réel IR+p.
(iii) | posséde une mesure de Lévy associée X, portée par RP\ {0},

ainsi qu'une representation de Lévy-Khintchine
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P(x) = ¥(0) + <x,b> + L XXy gj,k

S - <Xy 2 .

ou b est un vecteur de IRP, et ou (Ej k) est une matrice réelle symetri-
H

que de type positif.

De plus le triplet (b, (Ej k),/\) est déierminé de fagon unique.
b

Preuve. Il suffit de prouver !'implication (i) = (iii) car on peut voir le reste
facitlement. Supposons donc que y est de type quasi-positif et continue,alors
la restriction de ¥ a Q+p est de type quasi-positif et engendre un semi-groupe
de fonctions moments exp(ty ), t > 0 sur Q+P , il existe donc, pour tout

t >0, une mesure de Radon positive W, sur (Ql_l_)p telle que

expltb(@) - | experyrdn(), reQp
(R)P
et comme exp(t ¥) est continue on voit donc d'apres ([9], 6.5.8) ou Devinatz [20]

que p est portée par IRP et on a ainsi exp(t¥(x)) = J D exp <r,y>dpt(y), x€IR .
IR
Mais, IRP considéré comme sous-semi-groupe de (R)P satisfait a la condition

de détermination de sorte qu'avec (3.4.1) U admet une représentation de Levy-

Khintchine sous la forme

p
Y(r) =00 « <rb> +
j&kil

r.r

Ej,k K

. J( P Yk
Rp\\{o}[exp(<r,y>)—l - k?l rk(e - Dldi(y)

pour tout r € (Q*)p,

ou le triplet (b, (Ej k),A) est determiné avec le theoreme (3.4.1).
b

On tire de la, par continuite de ¥, que pour tout x € R+ p, on a

p
U (x) = P0) + <x,b> + oz 5j,l< ijk
J,k:1
'*j [exp( <x,y>)-1 5 (yk
. .Y =1 - X, \€ -
RPN\ {0} k-1 K D1dA y)
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Pour terminer la demonstration, il suffit de remarquer qu'au voisinage des

points 0 et <« les expressions

p Yk <X, >
y — exp(<x,y >)-1 - I x, (e - 1) et y&> exp<x,y> -1l - —ﬂy——“—;
kel k l+|y

sont équivalentes pour tout x fixe dans IR+p,

Cas ou S - (Qp,+,id).

En utilisant les mémes arguments qu'en (3.4.1) on peut énoncer le théoréme

suivant :

(3.4.3) Theoreme. Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction
Yo Qp + IR soit de type quasi-positif est qu'elle admette la représenta-

tion de Leévy-Khintchine
3
(4) V() = (0 + <rb> + e Ej,k S

+ [exp<ryy >-1 ——W LY 2 1dA(y)
[IRP\{O} t+ly

pour tout r = (rl,...,rp)e QP ,
ot beRP, (Ej,k) est une matrice réelle symétrique de type positif

et A est une mesure de Radon positive sur IRp\{O} telle que

fy] 2dx(y) < e

jHYHSI

exp(<x,y >)dAly) < @, pour tout x € RP.

[ L<livl
De plus le tripiet (b, (&J. k),)\) est déterminé de maniere unique.
!
Cela implique que toute fonction :Qp + (€ de type quasi- positif
au sens du semi-groupe, admet une extension L,LT : ¢+p + (L , holomorphe
sur l'intérieur de (E+p et continue sur (E‘Lp, définie par
p

a(z) = P(0) + <z,b > + . Eﬁl E;].’k ijk
JsK=
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(

+ [exp <z,y > -1 "_”y_TQ, - 2 1dA(y)
J]Rp\{O} Lrlly

ot (b, (E;j s A) est le triplet associé @ { dans la décomposition (4).
K

Preuve. On sait, d'apres ([9], page 212), que le semi-groupe reel (Qp,+,id) est
parfait et que (Qp,+,id)* est homéomorphe et isomorphe au semi-groupe (RP,+)
selon la correspondance qui, a tout x € IRP, associe le semi-caractere

o X(r) - exp( <r,x >). Le resultat en découle facilement, par des considérations

analogues a celles de (3.4.1) et (3.4.2).

Comme consequence immédiate de ce théoreme, on peut eénoncer le theo-

reme de Bickel et Van Zwett [10] suivant

(3.4.4) Théoreme. Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction
y o RP > R soit de type quasi-positif et continue, est qu'elle admette

la représentation de Lévy-Khintchine sous la forme

P(x) = P0) + <x;b> + &
jok 1

+ J [exp <x,y> -1 —'T(\:X_"%Z”T]dX(Y)
RP\ {0} y

ou le triplet (b, (F,j k), \) est determiné par le theoreme (3.4.3).
b

&k

(3.4.5) Remarque. La demosntration est ici €lementaire et beaucoup plus simple
que celle donnee dans [9], p. 220, qui passe par l'utilisation de la formule de
Levy-Khintchine au sens de Bochner sur le groupe additif IRP, a travers des

considerations de prolongement analytique.
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