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Le plan projectif de €ayley, €aP?,est bien connu des géométres
c'est 1'espace symétrique homogéne Fa/Spin 9 d'E.Cartan. La littérature
le concernant est abondante mais trés dispersée. A 1'exception du remarqua-
ble ouvrage de base de H.FREUDENTHAL, "Oktaven, Ausnahmegruppen und Okta-
vengeometrie'" paru en 1951, il nous est apparu qu'il n'existe pas d'écrit

détaillé concernant la construction de ce plan.

Dans ce travail nous avons souhaité apporter quelques dévelop-
pements a 1'ouvrage de H.Freudenthal et donner une étude de €aP? qui se
suffise a elle-méme ; nous avons voulu pousser plus loin certains calculs
potentiellement présents dans 1'ouvrage cité, afin d'obtenir un cadre

algébrique dans lequel les étres géométriques apparaissent naturellement.

Le chapitre I contient la description de 1'algébre & division
alternative des octaves de Cayley notée Ca. L'algébre des dérivations
de Ca apparait comme sous-algébre de o(8) isomorphe & 1l'algébre de Lie
exceptionnelle 32 ; le résultat fondamental pour le reste de 1'exposé
est le principe de trialité qui est démontré dans sa forme infinitésimale
(c.a.d dans o(8) ainsi que dans sa forme finie (c.a.d dans S0(8)). Ce
principe met en évidence une réalisation de Spin 8 comme sous-groupe de
S0(8) xS0(8) et caractérise SO(7) et Spin 7 comme sous-groupe de SO(8) ;
une application intéressante est 1'isomorphisme Spin 7/G2 =~ 8§87 , ou GZ’
forme réelle compacte du groupe de Lie exceptionnel dans la classification

d'E.Cartan est le groupe des automorphisme de €a.

Le chapitre II, plus technique, étudie complétement 1l'algébre
de Jordan j des matrices hermitiennes d'ordre 3 a coefficients dans €a ;
une motivation est donnée au début du chapitre III. L'algébre des dériva-
tions de ‘1 est isomorphe & 1'algébre de Lie exceptionnelle 934, dont on

donne la table des crochets qui ne semble pas avoir été dressée jusqu'ici ;
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on en déduit une décomposition de o(9) et de J*A en algébre de Lie symétri-
que. Le principe de trialité permet 1'étude du groupe des automorphismes
de i} , étude qui conduit & la forme réelle compacte du groupe de Lie

exceptionnel F, et a deux de ses sous-groupes respectivement isomorphes a

4
Spin 8 et Spin 9 ; les algébres de Lie symétriques obtenues donnent respec-
tivement 1'isomorphisme d'espaces homogénes symétriques Spin 9/Spin 8 = s®

et 1'espace homogéne symétrique Fa/Spin 9.

Suivant Freudental, le chapitre III définit le plan projectif
CaP? comme ensemble des projecteurs hermitiens de rang 1 éléments de ?
caractérisés par des conditions algébriques.Au cours de ce chapitre, 1'é-
tude de la droite projective €aP? méne a une démonstration de la fibration

1
de Hopf S &S *—— et a un repérage qui joue le rdle de '"coordonnées

! ; cet aspect permet d'abord de retrouver 1'harmonicité

homogénes'' sur €aP
de €aP? par un calcul direct et ensuite de donner 1'équation d'une droite
dans €aP? : on s'apercoit alors que la polarité introduite par J.TITS

est exactement la correspondance qui au point X associe la droite X de

CaP? représentée par la méme matrice X .

Enfin €aP? = FA/Spin 9 apparait par le calcul complet, donné au
chapitre II, des éléments de base de 1l'algébre de Lie de F4 : la table des
crochets permet de calculer facilement la courbure sectionnelle de C€aP?
et retrouver, d'une facon plus naturelle, un résultat de BROWN et GRAY

(1972) ([B-6]).
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CHAPITRE I

L'ALGEBRE DES OCTAVES DE CAYLEY

1 - PREMIERES DEFINITIONS

1-1, On note €a l'algébre de Cayley sur le corps des réels ; c'est 1l'algébre
construite d partir de 1l'algébre réelle des quaternions, H, par la méthode

de Cayley—Dickson[}R. p.HSJ

- Ca = H x H pour la structure d'espace vectoriel réel.

- La multiplication dans €a est définie par :

(x 5%, )(y15y,) = (Ryy) = Yo%ps X7, ¥ ¥1%,)

oi q — q est 1'involution de H .

Cette multiplication non commutative, non associative posséde 1'élément

neutre (1,0) que nous désignerons par 1 (ou eg).

L'ensemble des (x%,0) oi x € R sera identifié a R.

1-2. Pour x = (Xl’XQ)’ X%, € IH, on nose

X = (xl,—x2)

ce qui définit dans Ca une involution (opérateur lindaire x— X tel que
X =F X et X = x)

On a alors

t{x) =x+X€ R

XX =RWx= ‘xll2 + |x2|2 , o q—> |q| est la norme dans H.
On note |x| = (x Y, ok — |%] est une norme dans Ca associée au
- 1
produit scalaire (le) 2-% [:lx+y|2 - [xlz - |y|2 J = E-t(xy)

Pour cette norme on vérifie

X,y € Ca Ixy| = |x] ]yl , (donc €a est une algébre d division),

et la relation

¥x € Ca x2- t(x)x + |x|? =0



2 - QUELQUES IDENTITES ET PROPRIETES

2-1. De la compatibilité de la norme avec la multiplication, on déduit,

pour a, X, y € fa :

(ax | ay) = (ala) (x|y) = (xalya)
ce qui montre que les translations d gauche La’ et 3 droite Ra’ de €a
sont des isométries pour |a| =1 (des automorphismes de 1'espace

vectoriel Ca pour a ¥ 0).
En linéarisant cette relation on obtient, pour a,b,x,y € €a :
(1) (ax|by) + (bx|ay) = 2(a|b) (x|y)

Comme t(a) = a+x = 2(a|l), pour b = 1 dans (1) on a :

(ax]y) = (x]3y)

T
(o
a

c.a.d 1'adjoint de La pour le produit scalaire considéré est Lé

De méme R' = R .
a a

D'autre part comme (x!y) = (§1§) on a t(xy) = t(Xy) = t(yx) = t(yx)

2-2. Comme (ay|ax) = (y|a(ax))

(ala)(y]|x)

(y| (@& a)x)
on a a(ax) = (T a)x et de méme

(xa) T = x(a 7)
de @ = t(a) - a et t{a) € R, on déduit les identités :

(2) Ya,x € €a a(ax) = a%x, (xa)a = xa’

c.a.d Ca est une algébre alternative.

Appelant maintenant associateur la quantité
{a,b,c} = (ab)ec - a(bc)

les conditions (2) s'expriment par

{a,a,b} = {b,a,al =0
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équivalentes, la caractéristique étant différente de 2, a

(a,b,c) ——> {a,b,c} est trilinéaire alternée.
Par suite {a,x,y} = {x,y.a} donne
(ax)y + x(ya) = a{xy) + (xyla, c.a.d
(3) ¥a,x,y€ @a Lax.y + x.Ray = (La+Ra)(xy)

d'ou découle en remplagant successivement x par L_x et y par Ry

a
(en remarquant que, d'aprés (2), L2 =L , R® = R, )
rq q 2
= a a2 a a

Lazx. y + Lax . Ray = (La + Ra) (Lax.y)

LaX.Ray + X . Razy z (La + Ra) (x.Ray)

et en additionnant :

Lazx.y + 2Lax.Ray + X Ra?y (La + Ra) (Lax.y + x.Ray)

11

(L. + R_)%(xy)
a a
remplacant maintenant a par a® dans (3) et soustrayant de ce qui précéde

on arrive & :
Lax . Ray = (LaRa)(xy)

car L R =R L_ (d'aprés {a,x,a} = 0)
a a a a ’

d'ol, en notant axa pour (ax)a = a(xa)

(w) ¥Ya,x,y € Ca (ax)(ya) = a(xy)a (Identité de Moufang)

3 - SYSTEMES ORTHONORMES

b ) de fa telle que e = 1 et (e.|e.) = §., pour
Ce sont les bases {el}0$i$7 a te q o ll i 13 P

tous 1,330

3-1. On note (ma)O = {x € €a/t(x) = 0}

Comme t(x) = 2(x|1), ((Ea)O = ¥ et donc

€. = -e, si i>0
i i



- D'autre nart :

le. +e.l? =(e.+e.)le ve.) = e l? +e,e. +te,e, + |e.|?
i EE AR i i73 0 73 j
= |ei|2 + le.]? + 2(e1.}e.)
donne ! +
eiej + ejei =0 , i# 3 1,3>0
e? = -e . i>0
i o

3-2. Dans Ca on peut toujours construire un systéme orthonormé vérifiant :

' = +
‘(*) e; ej e
- i - . . >

partant de e = 1 et de e, € B, |el| = 1, on choisit f € {e_,e }
]fI = 1 et on pose

e2=feo, e3=fel
{eo,el,ez,eg} est alors orthonormé et vérifie

e e, = e, , i>0 e, e. = -e_ , ee, T e, , e,e. = -e

o1 i 1 2 3 173 2 273 1
faisant ensuite la méme construction & partir de f' ¢ {eo,el,eQ,eB}L .

|£'| = 1 on obtient un systéme orthonormé {eo,e ,e7} vérifiant ()

17

La table de multiplication des e, peut €tre schématisée par le diagramme

e ol les fléches indiquent le '"sens positif'
et qui se 1it (FRI1 p.13)
ej €5 =€, e, €, = &g
& 87, 6
/ e3 86 = e5 N el e6 = —e7 etc...
e "/‘ g
1 ©
e 4

3-3. Soit {eo,e ,e7} orthonormé vérifiant (%)

l’

i = - + T s
Si D {eo,ei,ej,ek} avec e, ej tey (i,j,k > 0)
B est une algdbre de quaternions et
N 4
€a = P ® ®

Soit v¢ 551 tel que [v] z1.0na¥vz=-v, v?z-1et pour X,y e D
(x|vy) = (5F|v) =0 =—= v B¢ B et égalité d'aprés les dimensions.

Ainsi : Ca = Be vB , avec les relations

sixe® , vk = ®v car t(vx) = 0

six,y €D {v,x,y} + {x,v,y} = 0 donne

(vx)y - vixy) + (xv)y - x(vy) = (Rv)y + (xv)y-v{xy)-x(vy)

= (t(x) - x)(vy) - v(xy) =0

T



d'ou :
(5) vx,y € B x(vy) = v(Zy)
et de méme (vy)x = v(xy)

d'autre part on vérifie & l'aide de (5) et de 1'identité de Moufang (4)

que

(vx)(vy) = -yX¥ . x,y € D

si x = X F VR, 5 Y EY P VY, X:5Y; € »

ces régles de calcul entrainent :

X.y = (% VX)) + V(le2 + le2).

171 7 %o

4 - LES DERIVATIONS DE L'ALGEBRE Ca

4-1. On note :

Y 1'ensemble des dérivations de €a, c.a.d les endomorphismes de Ca

vérifiant :
¥x,y € €Ca D(x.y) = D(x).y + x.D(y)
L = {L / a<€ (€a) }
o a o
R = {R /a<€ (Ca) }
o a o

~ . Pd . e - . L] s 7 ~ 8
o(8) l'algébre de Lie des opérateurs antisymétriques sur €a (identifié a R

euclidien), c.a.d 1'ensemble des endomorphismes T vérifiant :

¥x,y € QGa (Tx|y) + (x|Ty) = o

4.2, SiD€® ona D(1) =o, d'ou

o = D(x+x) = Dx + DX

o = D(xX) = Dx.X + x.Dx
ce qui donne Dx.X - x.Dx = x.Dx - TX.X = o
et donc ¥x € Ca t(Dx)(X-x) = o

c.a.d D: Ca — (@a)o



maintenant DX = -Dx = DX donne D(x.y¥) = Dx.y + x Dy , d'ol en prenant
la trace

¥x,y € Ca (Dx|y) + (x|Dy) = o

donc I ¢ o(8)

D'autre part, d'aprés 2-1, on a LO C o(8) et RO c o(8), d'ou :

& +1L +R C o8)
O (o]

en fait la somme est directe et égale & o(8) comme nous allons le voir.

4-3. La somme est directe

Par définition de oD

it
.

De & «—> ¥x € Ca [D,LX] Dx

f
=

«—> ¥z ¢ €a [D,R] Ds¢

et d'autre part on a les formules :
6) [R.,R ] =-R- _4- 2[L_,R
(6) [RLR] =Ry 9= 2[LR ]
L =L - R
[Lx’ y] [X ’yJ 2 [LX’ y]

ol [x,y] T X.¥ -~ Y.X

car, par exemple, pour la premiére :

(uy)x - (ux)y = {u,y,x } + uly.x) - {u,x,y} - u(xy)

-u.[x,y] + 2{x,u,y}
et {x,u,y} :[Ry,Lx] (u)
de la premiére identité (6) on déduit

R, = L. Ry] = - R[X,y]— 3[LX,RyJ

Si donc D+Lu+Rv = o avec D €® et u,v ¢ ((L‘a)o on a, puisque D(1) = o :
u+v=o et D=R -1

par suite ¥y € €a

[D,Ry] = Rpy = R[y,uJ = Rray] " s[Lu,Ry]

d'ol ¥y ¢ Ca [Lu,Ry] = o

et donc ¥x,y € €a {u,x,y} = o
relation qui n'est vérifiée que pour u € R ; or u € Et;ar conséquent u = o

et D=L =L = o.
u v



U-4, La somme est égale d o(8)

Les applications linéaires a—— La et a —= Ra de (Ca)o dans Lo

et RO sont des isomorphismes, donc
dim Lo = dim RO = dim ((Da)O =7
Comme dim o(8) = 28 on a dim &) < 28-14 = 14 et on aura montré

o(8) = & 8L @R
(o] (o]

en montrant dimd) = 1u .

Pour cela on utilise la proposition ([SR] p.77)

iti : = |L ,L + + R
Proposition ¥x,y € €Ca , Dx,y [ < y] [LX,RyJ [ x’Ry]
est une dérivation

en effet, d'aprés (6), Dx’y = L[x’yJ— R[X’y] - 3[LX,Ry]

et il suffit de vérifier

¥z € Ca [D ,RZ] =R,

X.y X,y

or

2[DX’§RZ} = 2[L[?’Y} " Rhy] T 3[LX,Ry] s R ]

3[4wxﬂ—2pkmﬂ ,RJ + [RBJ],%] +2&ﬁ%ﬂ’%]

2

3[[RX,Ry], Rz] - R[[x,y],z]

d'autre part, en notant [A,B]+ = AB + BA , dans toute algébre alternative

on a .
([a,B] .,c] = [a, [B.c),1, - [B,[a,c],], + 2{a,B,C}
Il s'ensuit :

[[7, R T5R, ]

11

[RX’[Ry’Rz]+]+ - IRy’ [RX’RZ]+]+

et comme LRu’Rv]+ = R[u,v]+

[Res RGBT 2 R 15,211, - [y [x,2) 1,

T M[x.y),2) - 20x,y,2)
et alors :
2[Dx,y’Rz] = RQ[[x,y],z] - 6{x,y,z}
- QR[[Xay:!:ZJ - 3{X,3’,Z}

2 RD

z
X5y



De cette proposition on déduit le corollaire

Corollaire : Si x,y,u,v € Ca vérifient [x,y] = ru,vw 1l'application

z ——— {u,v,2} -~ {X,y,z} est une dérivation.

en effet si [X,y] = [u,vj on a :
Doy Puy " 3l Lu,RvJ - 3 ﬁ&,Ry]
= 3[{U,V,.} - { X9Ys°} ]

Soit alors une base orthonormée { e, .,e7} définie en 3. et posons

'R
pour iZj , 1,3 > o

P, =3L L
17 ej ei
. ={ . - .
on a 2(Fi] sz) e 2C } { ej,ei, } ese1-eg0
par suite comme eiej = ekeQ/¢:; [ei,ej] = [ék,eg] nour i,j,k,8> o ,
il vient
- ) ; -
Fij sz € si eiej e ey
! & -1. -+ vérifi .. = - F.. . .

D'apres 3 les Plj vérifient Flj le, donc FlJ € of(8)
Complétée par F, = 1y, i 1la famille {F..} , comme on va
io 5 e i . .

1 og)<ig?

le montrer dans le paragraphe suivant, forme une base de o(8).
Ce résultat étant provisoirement admis, d partir du diagramme donné en 3-2.
on peut définir, pour chaque sommet s i=1,...,7, deux dérivations de la

forme Fij - F, , de facon que ces 14 dérivations soient indépendantes.

k&

En effet pour le sommet e il existe trois couples (eil, e;.)s (ejr, €:4),

e 2 2
(ei” , e.,) vérifiant
1 2
i, il’ i2, ii, ié, iz, ig différents et
€. &, T €,, . €,, T €,, . €.y =€
i, i i) iy iy i
d'ou
SR s - Frg et Fyo- Fragn
172 172 172 1

sont deux dérivations indépendantes.

Les 14 dérivations ainsi construites sont également indépendantes car si :

7 T
. L)+ p WH(F, . =-F,,.4) =0
1 ] tnan
i=1 ) 12 iz1 119 1110



d'ol, d'aprés 1l'indépendance des Fi. et le fait que toutes les parties

J
{il,i2} . {ii,ié} s {ig,ig} (i = 1,...,7) sont distinctes
A=tz o i=1,...,7
I1 s'ensuit le résultat cherché : dime® = 14, et donc :

o8)=De L. @R
O (o]

5 - PREMIERE ETUDE DE 0(8)

5-1. La base de o(8) naturellement associée d la base orthonormée {e;}

est la famille {G,.} définie par :
ogJ<ig?

Gijek = éjkei - dikej

Ces Gij , i#j, vérifient

G.. = - G,,
ij ji
[Gij,ij | = Gop o i#k
L 1]’Gk2 J - o si i,j,k,% sont différents.

A e,
algébre abélienne hy de 1'algébre de Lie o(8)
h, = {a 6. + 08, . +a'G,,., +0"G.,:n }
i o io i1, i) iyiy
ou les indices sont comme dans U4.u:

e = e. e = ez
1 1
1 11 12

o<1g7

i>o (cf.triangle 3.2), ces crochets permettent d'associer une sous-



on a alors hi = o(8) ; on rappelle (4-4) qu'on a posé F, =-% L

LE- = IR |

e:
. i=1 7 io i
Fij = E'Le- Lo ; il est aisé (on peut s'aider du schéma 3-2) de vérifier
J i
les relations
2 Flo = Gio - Gi q - Gi'i' G'"i"
172 172 1t
2 Fl i T " Gio * Gi i ” Gl'i' - Gl"i"
172 172 172 1
2F.,., =-6G -G, . +G,,., = G,y:n
i3} io ii, iji} iy
2 F.yen=~-G, -6G. . -G.,., t G,y
1 13! 13n
i, io ii, ili) iy

Ceci définit un endomorphisme 7 de o(8) tel que

= 1.7 >
W(Gij) Fij i,J > o

T laisse stable chaque hi’ sa matrice dans hi étant

1 -1 -1 -1
1
—_— —l l - -
: 1 -1
1.1 1 -1
1 -1 -1 1

Comme m= 1

T est un automorphisme de 1'espace vectoriel o(8) et {F,.} en
ogi<ig7
est une base.

D'autre part on a :

[,

1j’ij] = Fix o i7k

ik

[ Fij’FkRJ = o si i,j,k,%2 sont différents.

Ainsi T est un automorphisme de 1'algébre de Lie o(8).



Par la suite nous aurons besoin des relations suivantes

mD)= D pour D €D

= +
n(Lu) Ru Lu . u {:(@a)o
n(Ru) = -R,
= = 1>
En effet, comme Lei 2 Fio et Lei + Rei 2 Gio s 1”0
on a :
ML + R ) =L et donc, comme m2= I
u u u
m(L) =R +L et mR) =-R
u u u u u
Pour la premiére relation il suffit, d'aprés 4-4, de la vérifier pour :
D=F. . -F.y.y, avec e, e, = e.ye., = €
1112 ll 2 1 12 ll 12 1
alors G. . et G,,., appartiennent @ la méme sous-algébre h, et d'aprés
i i ili = i
172 172
la matrice de T on a

et donc D = 7(D)

5-2. K désignant 1'involution X — X de €Ca, soit k l'automorphisme de o(8)

défini par :

A € o(8) K(A) = KAK
Comme 8_ = e et €, = -e, , i>o on a :
o o i i
(G, ) = -G,
io io
= i,9>0 .
K(Gij) Gij , 1,30

est donc un automorphisme de o(8) qui laisse stable chaque hi’ sa matrice dans

h. étant
-1

o O = O
o = o O
= O O O

- 11 -



On a d'autre part les relations :
K(D) =D pour D €D
K(Lu) = —Ru s u € (Ca)o
K(R ) = -L
u u

en effet pour x € Ca :

k(D) (x) =
K(Ly)(x) =

gl Sl
It
lwo
e

i
"
=
bed
u
|
=
X

k(R (x) = Ru

Soit alors A = K , on a

1"
f
las}

AG. ) = -n(G, )
10 10

X(G..)
ij

1
gl

N
n(Gij) i,j>o

ij
c.a.d la matrice de A dans hi est :

’ -1 -1 -1 -1\
\

N =

Ainsi T et K engendrent un groupe d'automorphismes de o(8) qui laisse stable
chaque hi et tel que
s A= TK

Ce groupe est isomorphe au groupe symétrique @Zé par :

A > (1 2 3)
K +——— (1 2)

T +——> (1 3)

- 12 -



5-3. Chaque hi’ i=1,...,7, est une sous-algébre de Cartan de o(8). Soit

} -

par exemple, pour plus de commodité, h = h7 = {G7o’ G61’ G52, Gay
h est abélienne et est son propre normalisateur.
En effet & 1'aide du diagramme 3-2 et des crochets des Gij on vérifie aisément

si He h :

ad H : hi—-—w~w - h7-i s i=1,...,6

Par suite si ¥H € h, [H,X] € h, alors X< h

Cherchons le systéme des racines de o(8) (complexifiée), dont on aura besoin

plus tard, Soit H = ta, G, t+ a < h.

Ay G0 t %8s 52 3 a3y

Partons de G7 on a :

6
[H,676] =0, 85 =0y Gy
donc un sous-espace stable par ad H contenant G76 doit également contenir G60
et G7l
or [H,6, ] = -a G -a G

[H,Go ] = a 6 _+a G

donc doit contenir aussi G

lo
B8y, = oy Gy oy G
Ainsi ad H laisse stable {G76’ G7l’ GGo’ Glo }

Sa matrice est

de valeurs propres *(o % al)i, auxquelles correspondent les sous-espaces
o



Lt(aoml)i = 1 Gy + G, * (G -G )}
Lia -a)i = {3, -G ) +i(G, + G )}

o 1 76 1o 71 bo
De la méme facon R G75, G72, GSo’ GQo} s
{67y Gyg0 Gyps B3l 5 1 Gggs Ggps Ggpy Gt s
{6gys> Gga» Gyps G310 5 L Ggys Gogs Gyps Gyl

sont stables par ad H et donnent respectivement les racines :
(o * i (ot i (o, ta,)i
(a a2)1 , (ao a3)1 . (oc1 a2)1 .
+ + 3 + + ;
o, a3)1 . _(a2<_a3)1

Les sous-espaces propres s'obtiennent de la méme maniére que précédemment

en changeant les indices.

On reconnait les racines de o(2£,€) . ( [S N] p.82).

6 - LE PRINCIPE DE TRIALITE

6-1. Dans o(8)
Pour A,B,C € o(8) soit 1'éauation
(Tl) ¥x,y € €Ca Alx.v) = B(x).y + x.C(y)
on a

nrincine de trialité : 1'un des éléments A,B ou C étant donné, les deux autres

sont déterminés de maniére unigue de fagon que (Tl) soit vérifide.

Dfémonstration : Supnosons A donné.

D'anrés 4.4 il suffit de montrer 1l'existence de B et C successivement nour
A=Deo , A=L €L et A=R €R
u o u o}
SiA=D onnrend B =C = A
Si A=L onprend B=R_+ L |, ¢ = -L
u 8 u u

n
s
+
-

Si A = Ru on nrend B = -R s C



en effet nour A = D c'est la définition d'une dérivation et nour A = Lu’

par exemple, on a :

(Ru + Lu)(x).y - x.Lu(y)

(xu).y + (ux)y - x(uy)

{x,u,v} + {u,x,v} + u(xy)

u(xy) = Alxy)
Unicité : Soient B,C € o(8) tels que :

¥x,y € Ca B(x)y + x.C(v) = 0

prenant resvectivement x = 1 ety = 1 on a :

C=-LB(1)€O(8) == B(1l) ¢ (tta)o

= Reqny
x=y=1 donne : B(1l) + C(1) = O
donc B = Ru , C =1L avec u = B(1) € B

par suite ¥x,y € Ca (xu)y - x(uy) = {x,u,y} =0
d'ol u € R ue Rn-¥ —3 u = o, et donc B =C = 0. ~c.q.f.d.

Soient *l et qb les applications linéaires définies avec les notations

précédentes par :

f = ( =
ﬂa(A) B, QQ\A) C
on doit avoir :
€ (D) = 4, (D) =D
%1(Lu) =R *+L qQ(Lu) = -L
ql(Ru) B _Ru ? LrQ(Ru) - Ru * Lu
D'aprés les relations de 5-1, on remarque q& =7 . Si 1'on considére

k(A) au lieu de A, k é&tant 1'automornhisme donné en 5-2, on a
§1 o k(D) = P, ok(D) =D
= ( = - -
41 o K(Lu) Ru . QQ o K\Lu) Ru Lu

- - ( =
Lf1 ° K(Ru) Ru Lu’ ¥2 ° K‘Ru) Lu

Comme q& c K =T o K =X et que :
2 - 2 - -n - 2 -1
A4(D) D, A (Lu) Ru Lu 5 A (Ru) u
il vient : %} ok = A2
c.a.d, le princine de trialité mrécédent s'énonce sous la forme, si A € o(8)

(T]) ¥x,y € €a kK(A)(xy) = MANR) .y + x . AH(ANY).

. . . P
k et )\ étant des automorphismes on voit alors qu'on pouvait supposer A donné

pour démontrer (Tl)’

- 15 -~



6-2. Dans S0(8)

L'un des éléments A,B,C € SO(8) étant donné, les deux autres sont déter-

. Pd . N . . ~ '/ .
minés,de maniére unique,au signe preés tels que 1l'équation

1

(Tz) ¥x,y) € Ca A(x.y)

soit vérifiée.

B(x),C(y)

Démonstration : on peut supposer A € SO(8) donné.

Existence : Soit A' € o(8) tel que A = exp A'.

D'aprés le principe de trialité dans o(8) il existe B' et C' € o(8) tels que

¥x,yv € Ca A'(xy) = B (x)y + x C'(y)

it

n k k n-k . . .
5 Crl B'" ™ (x) C! (y) étant vraie pour n = 1 est vraie
k=o

La relation A‘n(xy)

pour tout n car :

n -
Ay = A AT (xy) = AT 3 c}; B'K(x) oK

» k=o
(8% (x) C'n—k(y) + B XGo).c

v))

nx

) n+l-k
K20 €5 (y))

n+l
k lB'kﬁO C,n+l—k(y) + n+l-k

kzl Cn k

(y)

n
L ck B ¥(x) ¢
zo'n

1

n+1-k(y) + x.orot (y)

n
_1
=" )y + kgl(cg +c§) B (x) ¢

n+l
= ¢ cf
S

) B'k(x) C,n+1—k(y)

on a donc pour tout n :

,n n
AL (x.y) = T
n'
' k=o

B'k(x) C'n-k(y)

k! (n-k)!

k k
1] 1]
Les deux séries B' (x) et ¢ Sx)

étant respectivement convergentes

k! K
vers (exp B')(x) et (exp C')(y), 1l s'ensuit :
co ! o) 1k oo 'k
(exp A')(xy) = 3 A G o (P B G0y 5 C ()
o n! o k! o k!
c.a.d A(xy) = B(x) C(y)

avec B = exp B' € SO(8) et C = exp C' € S0(8)

On appellera couple associé 3 A € SO(8) (par le principe de trialité) tout

couple (B,C), B,C € SO(8) vérifiant (Tz)

- 16 -



Unicité
- Soit tout d'abord A = id et (B,C) associé a A.
on a donc ¥x,y € Ca x.y = B(x) C(y)
x =y =1 donne 1= B(1) C(1)
C(1) on a lr] = |s|] =1et

posant r = B(1) , s
-1
r ==s =T

x = 1 et y = 1 donnent respectivement

C:L-l = L et B:RS_IZ%

d'ol : ¥x,v € Ca xy = (xs)(sy)

mais (xs)(sy) {x,7,sy} + x(=(sy))

{x, &, sy} + x.y

i

donc ¥x,y € Ca {x,%,sy} = o

or {x,s,sy} {x, t(s) - s, sy}

]

- {x,s,sy}

((sy)x)s - (sy)(xs)

H

et {sy,x,s}

((sy)x)s - s(yx)s d'aprés 1'identité de Moufang 2-2.(4)
{s,y,%x} .s

alors ¥x,y € Ca {s,y,x} .s = o

Comme s # o 1l s'ensuit

¥x,y € Ca {s,y,x} = o et donc s € R

mais alors |s| =1 s = t1

Par conséquent si A = id les deux seuls couples associés a A sont

(id, id) et (-id, -id)

- soit maintenant A € SO(8) quelconque et (B,C) associé.
Si (é,ﬁ) est associé 3 A € SO(8) on a :
R(A(x.y)) = A(B(x) C(y)) = (BB)(x) (CC)(y)

c.a.d (ﬁB, fC) est associéd & AA.

Soit alors A = At et (go, 60) un couple fixé qui lui est associé. Comme AA = id
et d'aprés ce qui précéde on a :

“~ A .

BB = COC = ¢ id avec € = *1

s A1 . . ~
donc B = € Bo1 et C = ¢ CO sont uniques au signe DIres.

- 17 -



6.3, Posons X = {(B,C)€ S0(8) x s0(8) |JA € so(8), (B,C) associé i A}

et p : X —*S0(8) qui a (B,C) fait correspondre A.

D'aprés 6.2 X est un sous-groupe de Lie de SO(8) x S0(8) (par construction
méme de (B,C) 3 partir de A) et b est un homomorphisme surjectif avec
ker p = {(id,id), (-id,-id) } .

On va montrer que X est une réalisation de Spin(8).

X est connexe par arcs. Soient pour i = 1,2 (Bi’ Ci)e X,

- ' - '
A, p((Bi,Ci)) et Al€ o(8) tel que A, = exp A} .

Avec A% = (l—t)Ai + t A! t— exp A% est une courbe dans SO(8) de A, 3 A,

2°? 1

pour O tg£ 1.

Par le principe de trialité (Tl) si a Ai correspond l'unique couple (Bi,Ci),

i=1,2,a A% il correspond 1'iumique couple (B%, C%) avec B% = (l—t)Ba_ + tBé
L - ' '

et C} (1 t)c1 + tC) .

Comme (exp Bi, exp Ci) est associé & Ai on a

B. = €, exp B! C. =€, e C! avec g, = *1
i i P =i i i *P i i

Si El = 62 = e t - -t (exp B%, exD C%) définit pour 0 ¢t &1 une courbe

dans X de (Bl,Cl) a (BQ,CQ).

Si €, = -6 =1 on peut aller dans X de (Bl’cl) a (id, id) et de (-id,-id) a

(82,02) ; pour montrer que X est connexe par arcs 1l suffit alors de montrer

qu'on peut aller dans X de (id, id) a (-id,-id).

Or pour u € (€a) exp L = L € S0(8) et de méme exp R = R £ S0(8).
o u exp u = u exp u

Considérant u Tt T e, i> 0, comme ei = -1 on a :
exp u_ = cos Tt + sin Tt.e,

et alors t — L , t —R . 0« t 1 sont des courbes
exp u, exp U

dans SO(8) de id a -id.

N

) définit pour O £t £ 1 une courbe de (id,id) a
t

Par suite (L s R
exp uy’ exp u

(-id,-id) et comme

= R oL € S0(8) vérifie
t exp u exp u
t t
¥x,y € Qa At(xy) = (exp ut.(xyﬁexp u,
= (exp ut.x)(y.exp uf) (Moufang)
= Lex u (). ReXD u (¥
Pty P Yt

cette courbe se trouve dans X.
_18_.



X est Spin(8). Soit V. X V_ un voisinage de (id,id) dans X. 1)
1 2 2| V%V,

isomorphisme de VlXV2 sur p(leVz) car & A donné € p(V1XV2) il correspond par

est un

le principe de trialité (B,C) et (-B,-C), mais un seul des deux couples se trou-
ve dans levz'

X est donec un groupe de Lie connexe localement isomorphe & SO(8), donc aussi a
Spin(8), revétement universel de SO(8). On en déduit (Chevalley, Scholie p.49)
que X est isomorphe 3 Spin(8) quotienté par un sous-groupe discret. Mais puis-
que X, tout comme Spin(8), est un revétement 3 deux feuillets de SO(8), ce sous-

groupe ne peut &tre que réduit 3 l'identité.

.4, Spin(7) considéré comme sous-groupe de SO(8)

Fn identifiant SO(7) aux &léments A de SO(8) vérifiant A(eo) = eoei:o(7) aux

é1éments A' de o(8) vérifiant A'(eo) = o, soit

Y = {(B,C) € S0(8) x S0(8) /]A € SO(7), (B,C) associé & A }

= {(B,C) € X / p(B,C) & S0(7)}

Comme précédemment, on a Y = Spin(7). Il suffit seulement de char;er dans la dé-

monstration de la connexité, (L ) en (LeX s R ) pour avoir

R
exp u;’ exp u P uy’ T exp -uy
A € S0(7) : comme exp(~ut) = (exp ut)'l on peut encore utiliser 1'identité de

Moufang.

Soit maintenant p, : Y - -+ S0(8) tel que
p, [(B,0)] =B

et Yl = pl(Y).

Si B € Yl il existe seulement deux couples (C,A) et (-C,-A) tels que

(B,C) est associé 3 A et (B,-C) est associé a -A ; or seul 1'un de A ou -A

appartient 4 SO(7), ce qui montre que P, est un isomorphisme de Y sur Yl.

D'autre part, par le principe de trialité (Ti) (6.1) si A' € o(7), comme

K(A') = A', 1'élément B' € o(8) associé de maniére unique a A' est :

BY = A(A') = mk{A') = m(A")
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Y, est ainsi une réalisation de Spin(7) dans SO(8) et a n[o(7)] pour

algébre de Lie.

De méme Y, = pQ(Y) (pz((B,C)) = C) est isomorphe & Spin(7) et est le sous-grou-

pe de SO(8) qui a W(o(7)) = ﬂKW[O(7)] pour algébre de Lie car

C' = A2(A') = wemc(A') = mkm(A")

7 - LES AUTOMORPHISMES OE €a

7-1. Ce sont les isomorphismes u de Ca vérifiant

¥x,y € Ca u(x.y) = u(x).uly)

Ils forment un groupe, Aut(€a).

Proposition : Aut(Ca) c SO(8)

Démonstration : Si u € Aut(Ca) on a u(l) = 1 et, pour i =1,...,7 , ei = -1
donne u(e;) = u(ei)2 = -1, d'od |u(ei)| =1, ix0
De u(ei)u(éi) = 1 il suit u(@i) = u(ei5 ; par suite : -
¥x € Ca w(X®) = ulx)
Alors u(x®) = |x]? = u(x) u(xX) = |u(x)|? donne
¥x € Ca |u(x)]| = |x| , c.a.d Aut(Ca) c 0(8).
Maintenant si det u = -1 , K étant 1'involution x— x de Ca on a det K = -1 ,

d'oi ¢ = Ku € S0(8) et vérifie :

¥x,y € Ca (x.y) = d(y). d(x)
d'aprés le principe de trialité dans SO(8), il existerait alors B, C € S0(8)

tels que :
¥x,y € Ca #(x.y) = B(x).€ (y)

x =y =1 donne B(1).C(1) = 1 et x =1, y = 1 donnent respectivement

Lo etB=R¢ our=C(l).
r r

Par suite :
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¥x,y € Ca (P T). (. 0(y)) = (y). o(x)

soit ¢ étant bijectif :

(%) ¥a,b Ca (ar) (rb) = ba
en particulier, comme Irl =1 , a = r donne
¥b € Ca rb = br

d'oi r€ R etr= %1,

Par (%), Ca serait commutative. Nous avons ainsi démontré que Aut(Ca) c SO(8).

7-2. D'aprés le principe de trialité et sa démonstration, 1'algébre de Lie
de Aut(Ca) n'est autre que 1'algébre 9 des dérivations de Ca. Il nous faut donc
préciser cette algébre|9 pour voir d quel groupe elle correspond dans la clas-

sification de Cartan.

On a vu (5-1, 5-2) que pour une dérivation D :
m(D) = k(D) = AD) =1D

Inversement si m(D) = k(D) = D pour un élément D de o(8) on a également

A(D) = m(D) = D et le principe de trialité Ti montre que D(xy) = Dx.y + x.Dy.

2 , algébre des dérivations de Ca, est donc 1'intersection des sous-espaces
propres pour la valeur propre 1 des deux automorphismes involutifs m , K
de o(8), dont les matrices dans h, sont (on a ajouté le troisiéme automorphisme

involutif de o(8), & savoir m = mKW = KTK ):

1 -1 -1 -1 -1 0 0 O 11 1 1
! 1 -1 -1 0 1 0 O 1l 1112
m s = . o
2l -1 1 1 -1 > Kil o 0 1 0 | 2 1 -1 1-1
-1 -1 -1 1 0 0 0 1 1-1-1 1

Les équations des sous-espaces propres pour la valeur propre 1 sont respectivement

(dans chaque hi) :

Oy + oy + o, + o, =0, o =0, o - o T a, - 0y = 0



Les vecteurs propres pour la valeur propre -1 sont respectivement :

u, = (1, 1, 1,1) v, = (1,0,0,0) w, = (1,-1,-1,-1)
c.a.d u, = G, + 6, . +G,,., + G, =26 _-F ) =R,
i io i, iji) iyiy io io i
v, = G,
i io
W, =G, -G, . =G,p.y = Gipap = L
1 10 1112 11.12 1112 ei

on a alors :

Théoréme : Aut(Ca) est le groupe excentionnel 62 dans la classification d'E.Cartan.

(sa forme réelle compacte).

Démonstration : Les équations de ¥ sont a =a; to,t a3‘= 0 ; par suite :
k., =1(6, . -G,,.y)s (C. .+ =~ G,p.p) }
* it Mt 1ty iR

sous-algébre de hi (cf.5-1) est une sous-algébre abélienne de dimension 2 de & .
D'autre part si X € & vérifie ¥D € ki [D,X] € ki , la méme démonstration qu'en

5-3 montre que X € ki.

I1 s'ensuit que ki est une sous-algébre de Cartan ded et si De ki les
sous—espaces de P stables par ad(D) font partie des sous-espaces de o(8)

stables par ad(D) jpour D€ h..

I1 en résulte que les racines de @ sont les restrictions des racines

de o(8) (cf.5-3) au sous-espace de €% défini vpar a, = 0, a, o, tay = 0,
soit : '

o *R)1 , *ai , #Bi, #(2a+B)i , *(a+2B)i

ol l'on a posé : o+f = a, » 0= -a 3= -a

2 3
Puisque B-a, B ,B+a , B+2a appartiennent & la figure des racines, l'entier de

Cartan a, = -3 et cette figure est celle du groupe exceptionnel G2-

Ba



\/

On pourra se référer a [S N] p-48 pour cette figure et p.83 pour une descrip-

tion plus précise de la figure des racines de G2.

LES ESPACES HOMOGENES REDUCTIFS SPIN(7yG, ET SO(7)/G2

8.1 - Soit, respectivement, ‘i,)( et o(7) les sous-espaces de noints fixes

pour les involutions 7, 7, K

Y=Y, = (k) |, o(7) = x(o(7))

Comme T = KTK = TKT on a :
o(7)

F('\#) = w(3) = o(7)
"jz k()

=t

résumé nar T
le diapramme
ci-contre 3€ ‘&
K
De l1l'existence des trois automorphismes involutifs k,m, T de o(8)
et de la remarque de 6.3, on déduit les deux espaces homogénes symétriques comnacs
de rang 1 (C.R.0.S.S5) de dimension 7 :

7 . 7

N ( >
S , S0(8) o in(7y = R P

S0(8
® /50(7)
le premier est associé 3 k, le deuxidme 3 m(ou ). Les 7 vecteurs

A = Gj, et les 7 vecteurs u, = R (ou W, = Le') donnent respectivement

7 1 Pd . . l P ] . - e
7 champs de vecteurs sur S et IRP7, réalisation de la marallélisabilité.
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8.2. L'équation de 3 = m(3) est a -a,-0a, 0, =0

donc on peut écrire :

¥*= 1(o(7)) = 72®{L%.+2&H,lﬁ£ﬂ

(car Ly + 2R, = 3G, +G, . + G,y t G,

i i io ii, lilé 1¥ig

)

Notons m = {Lei + 2Rei , l¢ig7} 3 pour D€ 52 :

[D,Lei] = LDei . [D,Rei] = RDei et D(Ca) c (€a)_ .

Donc [?QJQ ¢ M ; d'autre part [ 92, jQ :]c 32 .
I1 s'ensuit que Spin(7)/G est un espace homogéne réductif [KN]-

De méme avec o(7) =m(3) = 32 ® {Lo, - Ry

1 i

» 1gig7}

SO(7)/G est un espace homogéne réductif.
2

pour caractériser ces espaces le princine de trialité Ti peut s'écrire :

YA' € o(8) A'(x.y) = m(A')(x).y + x.m(A')(y)
¥x,y € Ca .

, .
8.3 L'espace Spln(7)/G

2
Si A'€ X on a m(A') = A' et donc
At (x.y) =m(A")(x).y + x.A'(y) .

Par suite pour A € Spin(7) on a :

¥x,y € €a A(x.y) = (exp m A)x).A(y) avec A' € ¥,exp A' = A

c.a.d si A€ Spin(7) on a d'une maniére unique :

¥x,y € €a A(x.y) = B(x).A(y)

od B est 1'unique élément de SO(8) tel que (B,A) soit associé a A par la
trialité.

Posons A(1l) = r on a :

7
r€ S et B =R_A
r

d'si A(x.y) = (A(x)r). Aly) .
Réciproquement si A est un élément de SO(8) vérifiant 1'égalité précédente

7
pour »€ S on a :

A(1) =r et B = RA«€ S0(8) car R_€ 50(8)
T T
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tout élément de Ca est le carré d'un élément X de Ca et (RX)2 = sz implique

det R = (det R )% = 1,
kd X

De A(xy) = B(x) A(y) on dAduit
B(xy) = A(x) A(F) = A(x).KA(y)

mais B(1) = A(1) r = 1 donne B« SO(7) ; 6-4 p.19 permet alors de conclure
A €-Spin(7).

On a ainsi démontré 1'équivalence : pour A € SO(8)

A ¢ Spin(7) &> 3! re S7 vx,y € €a  A(x.y) = (A(x)T)A(y)
et on a la relation r = A(1).

Soit donc ¢ : Spin(7) ———r S7 définie par

P(A) = A(1).

. » 7 Pl . . ”~
Pest surjective : pour r € S donné, soit s € Ca fixé tel que r et s engen-

drent une algdbre de quaternions B = H(r,s) et soit v € ft  tel que
ta= Dovh (cf.3.3)

Définissons A sur Qa par :
A(x) = xr

X€%

Al(vx) = vx

on a A€ SO(8) et & 1'aide des régles de calculs données en 3.3 on vérifie :

¥x,y € Ca A(x.vy) = (A(X)r)A(y)

d'ol la surjectivité de ¢

« -1
Décomposition canonique de Y : Si Y(A) = Y(B) on a A(1) = B(1), d'ou B "A(1) =1,

ce qui est &quivalent a B—lA € Spin(7) N SO(7) = G,
De ce qui précéde, on a ainsi une bijection (qui est un difféomorphisme) :

n 7
Y : Spin(7) - --— S
/G2

cl(a) ——— A(1)

D'autre part si Y(A) = r , Y(B) = s, 3 1'aide de 1'identité [(a b)ch = a(bcb),
([S.RJ p.28) ; on trouve aprés calculs : |
Vx,y € Ca : BA(x.y) = [BA(x).(E'B(;yE)] BA(y)
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Si yY(A) = r, Y(B) = s on a Y(BA) = s(kB(r)).s avec encore
KB = KBK (K involution de Ca, cf.5.2).

” . 3 . 7
Cela nous précise 1l'action du groupe Spin(7) sur S :

(B,r) —— s.kB(r).s ou s = B(1).

8.4 L'espace SO(7)

/G,

Si (B,C) est associé 3 A (par la trialité) nous avons toujours :

B = RerqyA, C = LB_(_l)A

Pour A € SO(7) , A(1) = 1 donne 1 = B(1)C(1) d'ou :
¥x,y € Ca A(x.y) = (A(x)r). (v A(y))

avec r = B(1) € 87 est défini au signe prés (comme B).
Réciproquement si r € s’ et A€ S0(8) vérifie 1'égalité précédente, on a :
A(1) = A(1)? d'od A(1) =1 , c.a.d A< SO(7).

On peut alors énoncer : si A € SO(8)

A€ SO(7) &> J! e Rp’ vx,y € Ca A(x.y) = (A(x)r)(rA(y))

soit donc ¢ : SO(7) —— RP7
A . - T
Sire S7 A= LrR— est un élément de SO(7) qui vérifie Alx.y)=(A(x)P) (rA(y))

T
(par Moufang), d'ol la surjectivité de ¢ .

T etA—lB-EG on a :

Maintenant, pour A,B€ SO0(7), si ¢(A) 5

B=Au avec u<€ Gz,et:
B(x.y) = Alu(x.y)) = A(u(x)u(y))
(B(x)r) (r B(y))

donne ®(B) = T = ¢(A).

(Au(x)r) (T Auly))

Avant d'étudier la décomposition canonique de ¢ calculons ¢(A B) pour
r = ¢(A) , S = ¢(B)
On trouve (3 1l'aide de [(a.b)c]b = a(bcb)):
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AB(x.y) = [AB(x)(A(S)D)] . [(T.A(3)). 2B(y)]

e
ce qui donne : $(AB) = A(s)r

/"_\

en particulier 1 = ¢(I)f¢¢(A_1A) = A—l(r)f' , (b= ¢(A

_ - TN
et oA h = A i) = a7NE)

par suite si ¢(B) = ¢(A) =r on a :

~

o(A7%B) = AT (p) A () = 1

or ¢(C) = 1 pour C & SO(7) signifie C(x.y) = (Cx)(Cy), c'est-3-dire C € G

on a démontré :

d(A) = ¢(B) &= r e G

on en déduit la bijection :

2

N 7
b so(7)/G2*-—-> EP

cl(A) - — p
et une action de SO(7)sur Ré7 définie par :

.

(B,r) - — B(r)s

ol s est tel que ¢(B) = s

- 27 -
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CHAPITRE II

L'ALGEBRE DE JORDAN 7} DES MATRICES 3x3 HERMITIENNES A COEFFICIENTS DANS Ca

9 -‘“1 ALGEBRE DES MATRICES nxn A COEFFICIENTS DANS (Ca
—tne

3-1. On note “Ln 1'algébre (non associative) des matrices nxn 3 coefficients dans €a.
Pour A € VQH on pose :
* -
A" = tA ., X(A) = trace(A)

et on définit :
mt - *
al {Aemn/A A}

...- *_
mn- {Acmn/A = -A}

Si X = (Xij) et Y = (yij) € m de :

(X¥);5 = }f Xk Yi5 > (X = ]Z 1Y 5%
et de :
fud Z 7 < - t.—
RO 55 7 & s Fix v X) 53
on déduit :

x(xy) = X(xty) et (xn)* = v*¥*

par suite : X(XY) =x((x1)¥) = x (¥*%%)

et : (pour la notation t(x), x € Ca, cf.1-2)

1 ————
(x]Y) S X)) = %(X(XY) + X(XY))

1]

X& (xr + Y%

est une forme bilinéaire symétrique non dégénérée sur “ﬂn.

En effet :
= z = X -
t(X(XY)) t(i,k Xikyki) i’kt(xikyki) (cf.2-1.)
. -
ik t(yki xik) t(X(Y X))
et si X # o (XlX*) = x(xx*y = I lx., 1% >0
ik ik
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D'autre part si X,Y € Wﬂ; ou X,Y{:Wﬂ; on a :

x|y = X(%(XY + YX))
* +
et comme (X|X) = +(X|X") pour X € ”ﬂh , (|) est respectivement définie

.. P - . +
positive et définie négative surqﬂn . Tnn .
. . + -
Ensuite si X € ﬂk} , Y€ mh on a :

(x]Y) = X(%{XY—YX)) = —X(%(YX - XY)) = -(X]Y)

c.a.d 'WL; et1ﬂ; sont orthogonaux pour ().

9-2 De {y,x,z} {x,z,y} il vient :

(yx)z + x(zy) y(xz) + (xz)y

d'ol pour X,Y,Z € *ﬂn :

X((YX)Z) + X{X(ZY)) = X(Y(XZ)) + x((XZ)Y)
et donc
(Yx]z) + (x]2Y) = (Y|X2) + (X2]Y) = 2(Y|XZ)

de méme (XZ|Y) + (Z|¥YX) = 2(X|ZY)
alors (X|2Y) - (XZ]Y) = 2(Y|XZ) - 2(X|zY)

(x|zY)

H

donne : (XZ|Y)

(Z|¥YX) et en &changeant X et Z dans (xz|Y) = (2]¥YX)
(x|¥2)

de meme (ZYIX)
(zx|Y)

par suite :

([z,x] 0 = x|[v,2]) = -x|[z,¥])
Considérant alors l'application linéaire de “ﬂh définie pour Z € WWn par :

"

72(x) = [2,X]
on a

" "
v,Ye M 2OV + (X]|Z(¥)) = o
"
c.a.d Z appartient 3 1'algdbre de Lie des opérateurs linéaires de . anti-
symétriques pour (|).
* * Ok - . .

D'autre part de [X,Yj = —[X »Y ] on déduit les relations :

\+ .+ .

[m'n’mn] ¢ mn
pam ) e m;
@ ms) e

- 29~



10- ) , ALGEBRE DE JORDAN EXCEPTIONNELLE SUR R

10-1. On considére maintenant le cas n = 3 et pour X € ﬂL; 1'é1ément :

v(X) = X(XX) - (XX)X

+ + - -
Comme ["WLa ,W’TYL3] C ’TY13 , v(X) € ma
Pour X = (Xik)’ 3 1a i°7€ ligne, jemecolonne de vY(X) se trouve :
L - ) - -
KX X)) T e e % RTACIELWELIR,

Pour i#j deux au moins parmi les indices i,j,k,% sont égaux j; donc parmi
+ - . ” .
Ko Xgo XZj’ comme X € ’W% , soit 1'un au moins est réel, soit deux sont
conjugués.
Ainsi pour i#j {Xik’XkQ’XQj} = 0
Les seuls éléments non nuls de y(X) sont donc diagonaux, d'ou

Y(X) = a.l

D'autre part comme Y(X) <€ W“; ona a-<€ (Gla)O
Soit maintenant A € Wﬂe tel que X(A) = o . On a
X(A(al)) = X(A).a = o
done si X € Tﬂg
(A]Y(X)) = o et d'aprés 9-2 :

(AX|XX) = (A]|X(XX)) = (A](XX)X) = (XA|XX)
d'ou :

aY

(A X] X*) = o

e s s . +
En linéarisant cette relation on a alors pour X,Y,7 € an et

A e‘ﬂ% , x(A) = o :

" N Y

(A X|YZ + 2Y) + (AY|ZX + XZ) + (AZ|XY + YX) = o

ceci améne 3 définir un produit commutatif sur ﬂlg en posant :
XoY = %(XY + YX)

ainsi (X]Y) = X(XoY) et comme (X|YoZ) = (XoY|Z)

on a : X(Xo(YoZ)) = X((XoY)o0Z)

. Pl . . ” . . v - rd [ +
ce qui définit également une forme trilinéaire symétrique sur’WL3 par :

(X,Y,2) = X(XoYoZ)



b

Avec ces notations si A € M_, comme [Vﬂ— , mt 1lc mt
. 3 3 3 3

A est un endomorphisme de 1l'espace vectoriel sur R, 7ﬁ3 , vérifiant

comme on 1'a vu en 9-2 :
Y n

+
VX, Y€ M, (AX]Y) + (X]AY) = o
et si de plus X(A) = o :

Y N N
VX,Y,Z2 € Mo (AX,Y,2) + (X,AY,Z) + (X,Y,AZ) = o
i ‘ +
A appartient alors 3 l'algébre de Lie des opérateurs de xﬂs antisymétriques
pour le produit scalaire (l), qui de plus laissent invariante (infinitésima-

lement) la forme trilinéaire ( , , ).

+

On note U 1'espace vectoriel‘m3

muni du produit commutatif o et du produit
scalaire euclidien ( | ).

. . . + ~ 3 » e s
On pourra identifier ’"\3 3 B2 et 1'algebre de Lie de ses opéra%teurs antisy-

métriques pour ( | ) & o(27)

10-2. Soit X € 3 . On notera :
I3 X b3
X = 1 53 X2 ., £, €R, x, € €a
X3 2 1 1
X, X &g

X se décompose de maniére unique sous la forme

- 1 2 3 ~
X = ElEl + 5252 + £3E3 + Fa + Fb + FC , ol

1 0 0 . ( 0 0 0 0 0 O

E.={ 0 0 O , E.={ 0 1 o , E.=( 0 0 0
: 0 00 ) ? 0 0 O 3 oo 1’/

0 0 0 0 0 b 0 ¢ O

r! ={ 0 0 a , F; =({o0o o o R FP={T 0 O

a 0 @ O b 0 O 0 0 O

Avec ces notations une base de 3 est :

(e, , F 1}
€3 i=1,2,3
320,..,7

la table de composition de cette base est :



i 3 ij i
E. o FF = o
i a

E.on=-]-'Fi si i#j

i a 2

F; o F; = (a]b)(Ej + Ek) ol i,j,k sont différents

i i _ 1 & N s - . .
Fa o Fb =5 P ou (i,j,k) est une permutation paire de (1,2,3)

I1 en résulte qu'une base orthonormée de I est :

1 i ~
{ Ei’ — F: } ({e.}._ 7 base orthonormée de Ca).
V2 % i=1,2,3 171505000,
J=0seees’

12 - LES DERIVATIONS DE L'ALGEBRE j

11-1. Soit tout d'abord X € '} et L, la translation Y— XoY. D'aprés 10-2

X
on a : 3 1 5 ] 1
trace(Ly) = .§ (LXEi|Ei) t3 451.2,3 (LXFe | F)
izl L '3
L=0,..,7
3 K
En écrivant : X = I (§ E + F ), il vient
_ k k a
k=1 k
- 1.3 k . . pes
LE. = £,E, + X{F. + F_ ), 1,j,k différents
Xi i1 2 a: a
J k
i 1 i 1.3 k - —_—
LXFez z 2(€j+£k)Fe2 + (eﬂai)(Ej+Ek) + 2(Fbj + Fbk) avec br = a ey ouea
par suite
frace(Ly) = TE 4L T (e rh)
ra X" T jo1 4 W 1=1,2,3 3 7k eyl ey

220,004y7
= (gl+g2+g3) (148) = 9(gl+g2+ga)
soit : (1) trace(LX) = 9X(X)

Notons maintenantaD(‘ﬁ) 1l'ensemble des dérivations de (X, c.a.d 1l'ensemble
des endomorphismes D de Y vérifiant
vX,Y € ] D(XoY) = DX oY + Xo DY

ou bien, d'une maniére équivalente

we'l Ly, = [D,Ly] .



Si donc D € °£>(/('§ ) on a : trace(LDX) = 0 et d'aprés (1)
e 1 x(mx) =0

I1 en résulte X(D(XoY)) = X(DXoY) + X(XoDY) = O

d'ou

(2) VK, Y € 3 (DX|Y) + (X|DpY) = 0

ainsi € (1) C o(27)

D'autre part

D({XoY)oZ) = D(XoY)oZ + (XoY) o DZ

(DX o Y)oZ + (XoDY)oZ + (XoY)oDZ

donne, en prenant la trace :

(3) ¥X,Y,z2 € 1 (DX,Y,2) + (X,DY,Z) + (X,Y,DZ) = O
Réciproquement, soit D un endomorphisme de "l vérifiant les relations (2) et (3)

On a alors ¥X,Y,7 €

X(D(XoY)oZ) + X(XoYoDZ) = O et
X{D(XoY)oZ) - X{DXoYoZ) - X(XoDYoZ) = O
d'ol

vz €3 (D(XoY) - DXoY - XoDY|Z) = O

(|) étant non dégénérée sur J on a donc
vX,Y € 1 D(XoY) = DXoY + XoDY
c.a.d p D)

Les dérivations de 7} sont ainsi caractérisées par les relations (2) et (3).

= -
11-2. Notons }(l'ensemble des A € “n3 vérifiant X(A) = 0. D'aprés ce qui précéde
et d'aprés10-1 on a :
v -
Ae D) sineX
Soit alors D€ & (J). on a,aveCaK; = {A €J<7diagonale nulle}

lemme : il existe A -e-_ko tel que

o
A(E;) = DE; i=1,2,3
Démonstration :
- 1 2 3
posons DEl = 5131 + 5252 + £3E3 + Fxl + FX2 t Fx3
1 1
2 = i i = 'ou Z—F2 +=F¥) =
comme El El on doit avoir 2El o DEl DEl , d'ou Q(ElEl + > Fx2 > Fx3) DE
ce qui donne &1 = &9 = E3 = X, = 0
0 x, X . 0 y, O
- = = 3
donc DE_1 % 03 02 et de meéme DE2 5 0 v
3 3 1
%, 0 0 o y; O

. - - N
mais E. o E2 = O donne DEl ) E2 + El ) DE2 0, d'ou

Xy t Yy, = 0 et donc
~33 -



/ 0 —x3 0
DE, = | -%, O %) (en notant -Xy, au lieu de yl)

maintenant de la relation E1+E2+E3 = I et de DI = O (qui résulte de

D(XoY) = DXoY + XoDY avec X = Y = I),on tire

0 0 X,
DE3 = 0 0 X1
X, xl 0
/o -x, %,
prenant alors A = k X, O x] on a :
X, 7% 0
i Y Y
A'e ¥ et vérifie DE., = A(E,) , i=1,2,3.
o i i

Y n
Notons K = { A /A X} et @O(‘J) ={pe P/ DE, = 0, i=1,2,3} .

De ce lemme on a :
v

Proposition 1 : dHcH :J(O ® @o('l) (somme d'espaces vectoriels).
N
En effet si D € ), (‘1), d'aprés le lemme, D-A est une dérivation Do qui

" "
vérifie D E, = DE, - A(E.) =0 , i =1,2,3, donc D =A+D .
o 1 1 1 o

" "
D'autre part, si A+Do = 0, A(Ei) = 0 pour A €:Ko et 1 = 1,2,3 ; alors on

doit avoir, en reprenant la démonstration du lemme,
X, = x,.=x, =0 , d'oi A = O

D'autre part on a

Proposition 2 : @O(“) = o(8) : isomorphisme d'algébres de Lie.
Soit I+ 1'espace vectoriel engendré par {F; } . Comme pour j#i on a
51 4 . . ' 1 J J50,..,7
EjOFa—EFa , il vient si D€®o( )
E. o DFY = 2DF , d'od :
3 a 2 a

i 1 k . ppr
DFa -E’J? (Bj (i,j,k différents)
mais de méme DF; € 7% @ ’)f]
Par suite ona D F; € fl
. . ~1
c.a.d El)(j)lalsse stable chaque J= .

Notons alors (bi(D) 1l'application de €a dans €a définie par :
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i_ i .
DFaA~ 5&(D)(a) , D=e& 3%53), i=1,2,3.

i i i . .
Comme Fa + Fb = Fa+b et D est linéaire, ¢i(D) est un endomorphisme de Ca, et :

F~ o Fg = (alb) (Ej + Ek) donne en dérivant :
+ P

i i -
o, ° F a© o, ) = °

d'od : Ya,b, < Ca (¢i(D)(a)|b) + (a}¢i(D)(b)) =

ainsi WD € ogyb ¢;(D) € o(8) i=1,2,3.
- et d'une fagon évidente :

J)(ﬁ}———~é-o(8) est linéaire

1 L.
Ensu1te F; o F3 =5 F! donne en dérivant :

b En)
2 3 _1in
¢2<D)(a> o Fy + Flo Fo (0 =2 Fo (03B
d'ol :  ¢,(D)(a).b + ;a.¢>3<n)(b> = ¢,(D)(@D)

Reprenant les automorphismes de o(8) définis en 5-2 on a donc :

Ya,b ¢ Ca (K¢1(D»(ab) = ¢2(D)(a).b + a.¢3(D)(b)‘

D'aprés le principe detrialité dans o(8) donné en 6-1 il s'ensuit :
¢,(D) = A(¢,(D)) ¢5(D) = A*($,(D))
d'ol 1 6, = Ay 5 by TA%Y, .
Par suite, pour i = 1,2,3, ¢i est un isomorphisme de é%ﬁbsur o(8). I1 suffit

de le montrer pour ¢l.

si ¢1(D) 0, on a également ¢2(D) = ¢3(D) =0, d'ou :

2 P
D(F1) = D(F?2) = D(F?) = 0 et donc D = O
D'autre part si A € o(8), l'application linéaire définie sur ] par :

- ¢ - 1 - 1l 2:2 3=3
DE; 20, 125,23, DR = By PR S Bm 0 P T Takae)

vérifie :

D(E. 6 E.) =0 =DE, o E. + E, o DE,
1 J -t 3 i

D(E: o F*) =0 = DE. o F- + E, o DF"
1 a i a i a

p(r o By = pfap)(E, + )] =0
a b 3 k

It

Loyl by + (al A ) (, + E) (car A€ o(8))

i i i i
DEj o Fy + Fy o DFp



D(FL o F2) = Loty =2

- 3 1 ~ . . . sz
b 5 = 5 FAZ(A)(EB) , or d'aprés le principe de trialité :

KA2(A)(ab) = A(a).b + a.A(AX(b) , donc
A2(A)(3@b) = A(a).b + . X(AY(D) , d'ol :

D(F! o F2) = Dr!
a a

2 4 pl 2
5 F Fa o DF

° b b

De méme on vérifie les relations :

11

D(F! o F*) = DF! o F® + 1! , DF3
a [e) a C a C

1

DF? o F® + F2 o DF®
C C

2 3
D(Fb o FC) b 5

{Ei’F;j} formant une base de ™) , il s'ensuit

vX,Y € ) D(XoY) = DXoY + XoDY

donc D-€‘£%(1) est telle que ¢1(D) = A

¢i , i =1,2,3, est ainsi un isomorphisme entre les espaces vectoriels é:g(ﬁ)

et o(8). Enfin, si ¢1(D) = A, ¢1(D‘) = A' , de :

- 1 - ypl - 1 - 1
DD (F) = DFpyigy = D'Facay ® Faprcay ™ Faraca)

—
lw)
-
lw)
-
S~
s
~
|

i

1
Tl

At g ([0.00]) = [6,(0),0, (0 ]

c.a.d ¢i , i=1,2,3 est un isomorphisme d'algébres de Lie.

Utilisons 1'isomorphisme ¢, . Tout élément D €<90(1) s'écrit de maniére unique
sous la forme :
N
D=U, ot ¢1(D) = U< o(8)

g X, X

0 étant défini sur X = Ez gz xi e 3} par:
NSRS
0 XU (xy) AU (x,)
(1) Boo =( WGy o 0(x,)
MU () Ux)) 0

autrement dit, quand U décrit o(8), U défini ci-dessus décrit éao(ﬁ) .
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Des propositions 1 et 2 on peut ainsi énoncer :

Théoréme 1 : "
§Iy=XKeow , o

N
J( est 1" ensemble des éléments A dewﬁ de diagonale nulle et A est la dérivation

de "} définie par A(X) [A X J X€1.
AN
Tout élément de o(8) est identifié A une dérivation U de '] par la relation (4).

Ce sont les dérivations qui annulent El, E2 et E3.

11-3. On a vu o(8) = Lo & RO @ 3ﬁ , et des relations de 5.1 et 5.2 il vient :
sil €L AL )=R_ , AL ) = -R_ - L
a o a’ a a a a

d'od pour X€J, a-< (@a)O

0 —ax3-x3a —ax2
L (X) = x3a+ax3 0 ax,
x2a —xla 0 J/
de méme
si R_€R MR ) = -R_-L_, A2(R.) =
a o a a a a
/ 6] ax ax, +xX a
A ! 3 272
R = -x%
(xX) X,a 0 x,a
\ -x2a ax2 -axl 0
Notons alors
/ -a 0 0 / b
a _ \ b _
A3 = \ 6] a 0 : et A2 = | 0
.0 o0 o | \ 0o 0 -b

on a pour a,b € (Ca)O et X € j

a N b, _ 2
[A3,X 1= L (X, [ AQ,XJ = R(X)
et donc : v,
A gy A
b, = 83 B F A
D'autre part si d € g, ona A(d) = A%(d) = 4d
d'od ¥X € 73 :
n ( 0 dx3 d§2
a(x) = d?a 0 dxl
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Fal
Notons 52 = {d/ d¢ %2 } et énongons :

Théoréme 2 : J( = {Ae 'm,;, X(A) =0 } 3 I est 1'algébre de Lie des dérivations
de Ca.

a) SN =R ® 3,

b) D<€ ?2@:) VXK réel € 3 DX = O

Démonstration :

a) D'aprds le théoréme 1 etd'aprés ce qui précéde, on a, pour tout D élément

de D (1)
4V 2"} n, o
D=A+A§+Ag+d

avec A f:](o . a,b € (d:a)o , d € %)

on remarque que B = A + Ag + Ag est un &lément de K
N A n,

et donc D =B + d< 3(+3\,2.

. ’\l ~ ~
Pour montrer que cette somme est directe, prenons B = d , ou B €Y<~ et d € H
soit C la matrice formée des seuls éléments diagonaux de B. Comme B € 1<
(X(B) = o) on peut écrire :

_ ,a b
C = A3 + A2 avec a,b € (0351)O

alors posant BO = B-C on a Bo € Ro et

Y A A N

’\1_ N
Bo--c+d_—La—Rb+de,_,®O(‘])

De la proposition 1, il en découle Bo = 0, et 1'isomorphisme ¢, donne :

1
o
1]
Q.
1
o

= 'ou =
La+Rb d,udou La

P
b) Si d € 32 on a d(1) = 0, donc d(X) = O pour X réel € J .
Réciproquement si ¥X réel ¢ ') D(X) = 0, soit
v n ,
D= B+4d, B e X, de}
2

On doit avoir :

N
B(X) = O pour X réel

siB = a by B
- --I)'3 b b1 prenant respectivement X = Ell et X = E2
—b2 —b1 c
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on a b3=b2=0 et b3=b1=0
[a o o [-b 0 o0 .—coo'\
d'od B = 0O b o= 0 b O + 0 0 0 |
0 0 c| \o o o .0 0 ¢
car atb+c = O
. e b -C
Ainsi B = A_ + A et comme b,c € (€a)
3 2 o}
| 0 -x.(2b+c) -x, (b+2c)
"N N ~ / 3 2
B(X) = L (X) + R (X) = x.(2b+c) 0 x.(b-c)
b -C 3 1
‘\xz(b+2c) xl(c—b)' 0 /
A"
B(X) =0 donne alors b = ¢ et 2b+c = 0 , d'od b =Zc =0
et donc B = 0 , ng
0O a, a
- 3 2 Pl
11-4, Soient A-CKO A= (_53 ay x€J et D=Ue 90(1 )s
\-a, -7
\ N U € o(8)
on calcule -
a B \
/ (a,]x)+(a,|x,) (E,-8)ag + 3% + X3, (53"51)32+a3"1‘x331\
n /N
A = { (E,-E,)F e tax, (ay|x)) - (a,]x,) (£4-Ey)a;-ag%, %38,
\‘\\(%-El)a2+§l§3 —‘51&'3 (53—52)31—x2a3—a2x3) (a2|x2) (a1|x1) /
/ 0 AZ2(U) (o) A(U)(B)
aY A
DA(X) = O(A(X)) = { AZ(0) (a1) 0 uly)
_AO®) u(y) 0 /
/ 2 TOIRE
0 A2 (0 (x,) )\(U)(xg) \
D(X) = Yy N
A2 (U (%) 0 u(x,) |
A(U)(xz) U(x,) 0 /
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(ag [N (x)0)H(a, AU (%)) F, DA ()T, agUlx)-2*(U)(x,).a \

n
A(DX)= U(xl)a2+al

TOa,-a (D 0ey)  -AU(x,)ag-a A2 (U (x,)  =(a,| MU (x,))-(a, [U(x,))

A(U)(x,) (allu(xiﬂ~(a3|X2(U)(x3)) -'é'ak(U)(xz)-kz(U)(xs)E2

On obtient alors,en utilisant le principe de trialité et le fait
que U, A(U), A%(U) laissent invariant (infinitésimalement) le produit scalaire

de Ca, que :

N N N n
[D,A_J (X) = D A(X) - A(DX) est la matrice A(X) dans laquelle

a,,a, et a, sont respectivement remplacés par U(al), X(U)(a2), AZ(U)(aB).

A - . rd * :
Pour D = U< &Q{ﬂ)et A€ J<o il est naturel de définir DA € J<o

par :
0 Az(U)(a3) A(U)(az)
N _—
U(A) = DA = —)\Z(U)(a3) 0 U(a,)
-\(U)(a,) ~U(a,) 0

ceci prolonge en effet la définition de la fin du 11-2 aux éléments de }<o .

On en déduit la relation :

v

n
(5) [D,A] = DA, pe MW, Ae](o , pae K

Ayant obtenu les résultats suivants :
- v n
(DM, dDHTc DD et [HDK T X,

NvooA
i1 'é i . ni
est naturel d'étudier []{O,)(O J Examinons donc

LAVEV)
[A,8]  pour A,B € K,
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Remarquons, pour cela, que si X€ 3 est réel, on peut utiliser 1'identité

de Jacobi :

[a,[B,x]] + [B,[x,A]] + [x,[A,B]]= 0

qui donne

[A B - [68])(x) =
[A,B]¢ X car x([A,B_]) # 0 ; posons alors :

- 1
AA,B = [a,8] - -?;X([A,BJ).I
On a A g€ "YL_ car X( [A,B] ) € ((I:a)o et X(AA,B) =0,

d'ouA €.Y .

—~
D' autre part pour X réel € % : X (X) [A B] (X)

donc [A B] Ay 5 €2(Y) et annule les X € 3 réels.
b

Le théoréme 2 (11.3) donne alors :

o ~ 17, -
[a,8] = [a3B] - 3 x([a,B]).1 (mod.gz)

Avec la notation habituelle pourA,B € :KO, on a :

3
X( [A,B:]) =2 i§1 [ai,bi_] et posons :

3
D N § Da.,b. » ou
= i*7i
Da.,b_ = Lra ,b._] - Rl_'a-’bi] - B{ai,bi,.} (cf.proposition u.4)

on trouve, a l'aide d'un calcul :
L

Y ’ A
(6) [4,8] - [AB) +%W.I =%DA .

11-5.D(3) est 1'algdbre de Lie ﬁ dans la classification d'E.Cartan

= ~ & d t
{OLO G70 + O.l G61 + oz2 G52 + OL3 G34} est une sous-algebre de Cartan
de o(8) (cf.51) donc h est une sous-algébre abélienne de £ (3) Montrons
que h est encore une sous-algébre de Cartan de 89 (‘3) en prouvant qu'elle

est son propre normalisateur dansg('j)
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In effet, si D< 09(’1) vérifie
vie h, [H,D] € h,

n

Y
de (1) ::Ko ® @o(ﬂ\) ona D= A+ U avec
Ae jg , Ug o(8) , d'ot

Y - -, -

[H,4] + [H,U] € h,

- : Sl Y N
mais LH,UJ;;.DO('*S) et [H,A] = HA e KX (relation (5) de 11.4)
"

donnent, puisque YB ® "90(3) est une somme directe

- a
vHe h, [H,A] =0

ainsi A = 0 et par suite :
vieh, [H,U] € h
I1 s'ensuit U ¢ h7 et donc D = Ucﬁ,/

-

Ceci montre que h7 est une sous-algébre de Cartan de (1), de rang 4. On peut alors

en déduire les racines de Q(’j).

D'aprés 5.3 on a déjd, d'une part, les racines z*(a
" L Vo Ve k

t P a
d'autre part J% est engendré par Gl s G2 . G3
avec
20 0 0 0 0 b 0 c
a b _ c _ -
Gl-‘—\OOa . G, ={ 0 0 o . G3—<—c 0
o~ O ~-b 0 O 0 0
801tH=a0 (37O+0L1 G61+0L2 (352+0t3 G31+€ h7 5

d'aprés la relation (5) de 11.u4 :

SNy TNy - 0o 0 0
[H,Gl]= H Gl avec HGl =<O 0 H(a)
o -H(a) O

et de méme

R — R 0 o  A(H()
[H,gg] = HG]; avec HGg =( 0 0 0 >
~-A(H)(b) O 0
T - 0 M(H)X(e) o0
[H,6,] = HG;  avec HG, =<—)\2(H)(c) 0 0
0 0 0
v

On en déduit que adH laisse stable X,

or la matrice de H dans la base {ei} de Ca est :
i=0,..,7

_]42 -
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matrice qui posséde les valeurs propres * i aj, j = 0,1,2,3.

Par exemple un vecteur propre pour la valeur propre —iao est e, t i e,
On rappelle que les algébres &)(“) et o(8) sont supposees complexifiées,

L'application A——*A étant €-linéaire de:K dans j(, si a est vecteur propre

de H, G2 est vecteur propre de adH. Les valeurs propres de H , + i aj ’

1
j = 0,1,2,3, sont donc des racines de l'algébrevﬂ(j).

£>(1) ayant la dimension 24 + 28 = 52, et le rang 4, il doit y avoir
48 racines. Jusqu'ici nous en avons 24 + 8, Pour trouver les 16 qui manquent

il suffit, d'apreés la forme de ﬁGb

5 et ﬁGé, d'utiliser la matrice de l'automor-

phisme )\ donnée en 5.2.

En effet puisque A laisse stable h7, chaque fois que o est racine, o A

est également racine. On obtient ainsi 3 partir de *i aj s Jj =0,1,2,3,

= i(+ + + +
;e ta) ta o)

soit 16 racines supplémentaires qui complétent le systéme. On reconnait

les racines de ﬂi ([s N] p.84)

. . 1.,
*ia. , it a. +a. ) -2—1(iaoi(x +a. o))
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11-6. Les dérivations de 9 qui annulent l'un des éléments Ei (i = 1,2 ou 3)

Notons pour i = 1,2 ou 3

D) ={ped®) /DE =0}
Qi('l) est une sous-algdbre de Lie de §(')) qui contient .80('3 ) = o(8) ;
nous allons montrer qu'elle est isomorphe d& l'algébre o(9). D'aprés la table

de multiplication de ¥, il est clair qu'il suffit de le montrer pour i = 1.

N
Soit donec D -(-:91(’]). D'aprés le lemme de 11-2 le A <€ K tel que A(Ei)‘—' D E,

pour i = 1,2 et 3 est de la forme (D El = 0)

0 0 0

A= 0 0 a = Gi . a<€ Ca
0 -a 0

) "
Comme D-A annule El’EQ et ES’ D-A € -DO(‘.'!) ~ o(8) et donc

7 e -

DM =(o & cJ)e o).

1 1

j=o

De 11-5 nous pouvons alors déduire la proposition

Proposition : -91(')) est isomorphe & l'algeébre de Lie o(9) (et de méme pour
D.(H, i=2,3
En effet la sous-algébre de Cartan }.17de @( %) est encore une sous-al gébre

de Cartan de -91('3), de rang 4, et d'aprés 11——5.,91(‘1) posséde comme racines

i(+ a., *o,), j#k=0,1,2,3, fournies par o(8),* ia. , j = 0,1,2,3,
J k -~ 7 ve 3 J
trouvées en faisant agir adH (H < h7) sur & R Glj .

J=o

,91('3) étant de dimension 36, et le rang étant 4, nous avons ainsi toutes ses

racines, au nombre de 32

Ce systéme de racines constitue précisément celui de o(9) ( [s N] p.80).



A l'aide de la relation (6) de 11-4, nous pouvons préciser le crochet

dans .91( 1.
r\ﬁ.
]
R Gl
o

Notons M =

I e

3
. a
Tout d'abord, [0(8), 0(8)] c o(8) et si Gl €™ et U € o(8),
la relation (5) de 11-4 donne :

- o

[0, 'é’i] =06 = Gl(a) , d'oi [m,o0(8)] ¢ Mm .

Ensuite, pour f(\fi et ?!]i €M , la relation (6) donne :
/\/

a _ av b 1 a 2 -

(65, G}iJ = [e].76)] - 5 x[e], Gll’]).l +30D

(Da,b N L[:a,b] - R[a,b] - S[La’Rb])

Si X€ 9 , un calcul nous fournit :

Vg Vh _ -
(6], 6] (% =0 (a,b)(x)

avec

U,(a,b) = 2 { Lla,b]- axb ™ Raxb ~ [L,R] Yeo(8)

ol axb est 1'élément de Ca défini par :

ab - ba)

ro/Lr—t

axb = Im ba = -

pinsi [M, M] € o(8).

En résumé, nous avons :

7 .
o<9)=.91(‘3>=mo(8), m = @ RGI

avec

[0(8), o(®)] € o(8) , [m, o(®)]c M , [m.m] ¢ o8
(0(9), o(8),0) (ol 0 est 1'automorphisme de o(9) égal 3 Id sur o(8)

et 3 -Id sur ™M ) est par suite une algébre de Lie symétrique (cf.12-5 fin).

- 45 -



12 - LE GROUPE DES AUTOMORPHISMES DE J

12-1. On note Aut(9J) 1le groupe des automorphismes de Y , c.a.d 1'en-

~

semble des isomorphismes linéaires u de Y vérifiant :
(%) ¥X,Y €3 u(Xo¥) = u(X) o u(Y)

Cette relation entralne en particulier
vx € 4 u(X) = u(X) o u(1), d'ol :
vke 3 Xux) = )] = @) |u(1))

c.a.d u(l) = I pour u € Aut(d) .

D'autre part, si u € Aut(d), la relation (%) peut s'écrire

vk € 9 u o LX = oud'ol :

Lu(X)

donne ¥X € 9 trace (LX) = trace (L )

uolL, o u-1 = L
u

X (X) u(X)

D'aprés la relation (1) de 11-1., on a ainsi :

vxe X)) = x0,

11 en résulte que Aut(d) laisse invariant les formes X(X),
X(X%) = (X]X) et X(X*) = (X,X,X) avec X’ = (XoX)oX

En particulier :

aut@) e o027

Nous montrerons, par la suite, qu'en fait Aut (V) ¢ s0(27) et que
Aut(d) est la forme réelle compacte du groupe de Lie Fy dans la
classification d'E.Cartan.

Notons provisoirement aut™(d) = aut (D) Noso(27).

12-2. Diagonalisation des éléments de 9 par Aut+(j)

Aut+(3) est un sous-groupe fermé de SO0(27) ; il est donc compact
et pour X €9, 1'orbite Attt .x = {u(x) /u<e autT @)} est
également compacte.

On a alors le théoréme de diagonalisation :
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Théoréme : par 1l'action de Autt (1) sur 94

i) Toute orbite contient un élément diagonal XO (donc réel) ;

de plus si XO et YO sont diagonaux :

tor - *e4 » N -
Aut (3) . XO = Aut ( ).Ydéé XO et Yo possédent les mémes termes

diagonaux, & 1l'ordre prés.
ii) si 61,52,53 désignent les éléments diagonaux de X € 9 on a :

X est diagonale &= Ei + g; + gg est maximum dans l'orbite de X.

Démonstration : 1 - Soient Xo et Yo deux matrices diagonales telles que
aut™(3) L x = a3y

Ai et Ai désignant, respectivement, les éléments diagonaux de XO et Yo,

nous avons :

X(XO) z

i

3

3
2y = 3 32 3y - 3
1*1 , o oX(x2) = I, X(X3) = I

HM~Mw

et de méme pour Y.
Comme Aut (J) laisse invariant les formes
X(X),X(X2) et X(X?) et que

YO = u(Xo) pour u € Aut(d), il vient :

3 3

s 2 = g% pour ko= 1,2,3

i=1 1 izl 1

3 3
Par suite les polyndmes I (X,-2) et T (A'_X) sont identiques et
i=1 * i=1 i
- ] ] '

donc {Al,AQ,Aa } = {x, Ays AL } .

2 - Existence d'un élément diagonal dans chaque orbite

Soit f 1l'application définie sur'ﬁ par

3
f(X) = L E; ( £; € R désignent les &léments diagonaux de X).
i=1

. + . .
f est continue sur 1l'orbite Aut'( J). X compacte, donc il existe

Xo € Aut+(3).X oi f est maximum.



Nous allons montrer que XO est nécessairement diagonale ; sinon, supposons

par exemple Xy £0 .

3 X b4
Soit Xo : ?; 53 x2 avec X, £ 0
3 2 1 1
X, %1 B3

Nous allons calculer explicitement le sous-groupe 3 un paramétre engendré
,
par 1'élément Gi de 1'algdbre de Lie Aut(J) et montrer que la condition f

maximum au point X, de son orbite contredit 1'hypothése Xy £0 .

A"

~ “~
Gi étant la dérivation X-—+Gi(X) = [Gi,X] , nous avons expt Gi ¥ Aut+(ﬂ),
et comme
a 0 0 0
Gl = 0 0 a ne fait intervenir que a et @
0 -3 0

nous pouvonsg calculer associativement les produits

a a a a _
6] --- 6 X G ... G pour Xe 7.

Ainsi expt G; gt 1'automorphisme défini par :

N
a
expt GI(X) = expt Gi. X . exp(-t Gi)

a

1°
" . v -1

on notera A un tel automorphisme X—A(X) = A.X.A =, de sorte que :

N
expt G

a _ ~ _a
I expt G1

Du calcul de (Gi)2n et de (Gi)2n+1 on déduit :
1 0 0
a _ - a .
exptGl = 0 vost|a| TETSlnt'a|

0 - TgTsinda! cost|a]
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(7)

",
Soit maintenant X = expt Gi.Xo, avec lal =1.
t

+
Xt € Aut ('J).Xo et on trouve :

El(t) xs(t) ~x2(t)
Xt = x3(t) 52(t) xl(t)
x,(t) x (1) £5(t)
avec
. 578, ']
xl(t) =x, t2asint [ 5 cost - (a|x1)31n t
X = - 4 1
2(t) %, cos t - FT X4 sin t
x3(t) = x4 cos t + Yé T sint
El(t) = €l
- 2 . 2 .
EQ(t) = 52 cos“t + Es sin“t + (alxl) sin 2t
- . 2 2, _ .
53(t) = 5231n t + 53 cos“t (alxl) sin 2t
3
Par hypothése, iélgi(t) doit €tre maximum pour t = O .
3
Donc £.(t) ii-g.(t) = 0, ce qui donne :
iz1 2 dt °1 It:O

(a[xl) (iQ—Ea) = 0, et ceci indépendamment de a € €a

| IO T - .
d'ou : &2 £3 , et alors :
3 3
TOEX(t) = T EZ + 2(alx,)? sin? 2t
. _ 1 ._ 1 1
i=1 i=1
3 3
mais, pour tout t, on doit avoir I Ei(t) < L Ei
i=1 i=1

donc : (a|xl) = 0 et ceci pour tout a € €a, ce qui contredit 1l'hypothése

Xy 20 .

On obtiendrait de maniére analogue Xy T Xy T 0, c.a.d XO
est diagonale,
On a ainsi montré : dans toute orbite il existe une matrice diagonale XO

telle que f(Xo) soit le maximum de f sur Aut+(3).xo.
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Maintenant d'aprés 1-, si YO est diagonale et se trouve dans 1l'orbite de
Xo on a f(XO) = f(YO) ; c.a.d f(Yo) est également maximum, d'ol le ii) du

théoreéme.

~

3 - 11 reste 3 montrer que si XO et Yo sont deux matrices diagonales possé-
dant les mémes éléments, a 1l'ordre prés, alors elles se trouvent dans la méme

orbite.

Soit XO = dlag(gl,EQ,ES) et, par exemple YO = dlag(gl,ga,EQ)

’\J P . ke ”
La courbe t -——+Xt = expt Gi.xo définie en 2 - permet d'échanger 52 et §

3
En effet les relations (7) de 2 - s'écrivent maintenant (x1 T X, T Xy T 0)
xl(t) = a(gs-gz) sin t cos t
xz(t) = Xa(t) =0
El(t) = £
- 2 . 2
EQ(t) = EQ cos®t + £3 sin?t

- s 2 2
gs(t) 52 sin‘t + ga cos® t

. Xo € Aut+(3) . X

| IO S - E
d'ou : Yo exp - 5

a
1
ce qui achéve le théoréme.

Chaque orbite est ainsi caractérisé par les éléments diagonaux,{kl,XQﬁXB} s

d'une de ses matrices diagonales. On appellera ces Ai’ i=1,2,3, les va-

leurs propres de l'orbite.

. . . v - N i
Corollaire 1 Soit Xl 'S 3 et Xn+l Xl o) Xn , n > 1

Alors pour tous i,j > 1 on a

X, o X. = X,
1 J 1+]
C'est vrai si X1 est diagonale 3 si X1 est quelconque on a Xl = u(Yl)
+ .
avec u € Aut (7)) et Y  diagonale.

1
D'ol, u étant un automorphisme, pour tout i

X, = u (Y.,) et
1 1

Xi o Xj = u(Yi)o u(Yj) = u(Yi o Yj)

u ( Yi+j) = Xi+j'

Dans la suite on écrit X" pour X0 X0 ......0 X (n facteurs).
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Corollaire 2 : Pour tout X € 9 on a

() 900 = =% + x00 ¥ - 2[00 x0)] x + L[xx®) - Koxx) +Z x(x00?] = 0

En effet, comme X(X), X(x*) et X(X®) sont invariants par Aut(d), si u est
un automorphisme on a
d(ulX)) = u(d(X))
d'aprés le théoréme, il suffit de vérifier (E) pour X = diag(ll,AQ,XB).

- 2y _ 42 2 2 3, _ 13 3 3
Dans ce cas X(X) = Xl +A2 + X(X°) = Al + X2 + A X(xX°) = Al + AQ + A

3° 3° 3
et ¢(X) = -X° + (izlki)X (iéj Aikj)X + (Xlkzls)l 0 est trivialement
vérifié,

Définition : Si X € Yy on appelle équation caractéristique de X 1'équation

(E) et det X la quantité

(8) det X = = [X(x*) - g-X(x) X(X2) + %—X(X)s]

Wl

ui est le terme constant du polyndme ¢ et qu'on obtient aussi 3 partir
q poly q p

de (E) en prenant la trace des deux membres,

%3 %
Soit X € J X =| = ; 4 partir de 1'expression (8)
X £ X .
3 2 1
0 R 53
le calcul donne :
3

det X = £.8,E, 321 Eilxi' + Q‘LE(X1X2X3)

[l'écriture §b(xlx2x3), ot Re signifie partie réelle, se justifie par

2 g@(xlx2x3) = t(xlxzxs) = Q(XIXQIY3) = 2(x?x3|?i) = 2(X3X1|§é) ]

12-3. Aut(3) < so(27)

Soit u  Aut(d). comme Aut(d) ¢ 0(27), u se décompose en rotations dans
des 2-plans deux 3 deux orthogonaux et en id, -id, respectivement, dans les

, orthogonaux, relatifs aux valeurs propres

sous-espaces propres V., et V_

1 1

+1l et ~-1.



Soit alors u € Aut(Y) tel que det u = -1 ; nécessairement V—l # {o},
c.aud : JX#0  uwX) = -X .

Comme u(I) =1, I V+l done X{(X) = (XII) = 0 et de méme X(X3) = 0
car X € V_, =3 X® € v, (u(x?®) = u(x)?)

L'équation caractéristique d'un tel X est donc
X%+ X)X = 0

on peut supposer X(X?) = 2 , d'ol X}~ X =0 .

D'aprés le théoréme de diagonalisation il existe XO diagonale et un élément

u' € Autt(d) tels que :

3
- 1 - =
X =u (XO) s XO XO 0
De u(X) = ~X, on a alors (u'_l o uo u')(XO) = —XO .
Donc si u est un automorphisme tel que det u = -1, il existe une matrice

diagonale XO et un automorphisme v de déterminant -1 tels que
v(X ) = -X_, X} -% =0.
o} o] o

Xo étant diagonale et det Xo = 0 , nécessairement XO est 1'un des 6 é1é-

. 4+ - + - -
ments : _(El EQ) . _(E1 ES)’ t(E2 E3) .

On peut supposer XO = E2 - E3

(o 0 o) (o 0 0)
X = o 1 o €V _(v), X2 = o 1 0 )€V (V)
° 0 0 -1 -1 ° o 0o 1 *1

alors v(E2-E3) = V(E2) - V(EB) = Ea—E2

et V(E2+E3) = V(EQ) + V(Ea) = E2 + E3
d : = Y o= i =
onne V(Ez) E3 . V(ES) E2 et aussi V(El) El
(car v(I) = v(El+E2+E3) = 1)

Ainsi v est un automorphisme de déterminant -1 qui laisse fixe El et échange

E2 et E3
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Or d'aprés 1'étape 2 de la démonstration du théoréme 12-2, 1l'automor-

phisme w = exp %—Bi' e Aut’ (1) est tel que

w(BQ) = EB . W(ES) = E2 . W(El) = El .

I1 s'ensuit que vow est un automorphisme de déterminant -1 qui laisse

fixes El’EQ’E3 .

Ainsi si Aut(J)N07(27) # @, il existerait un automorphisme de détermi-

E. et E_ fixes.

nant -1 qui laisserait El’ 5 3

Nous allons maintenant voir que les automorphismes qui laissent fixes

E., E. et E3 sont nécessairement de déterminant +1 .

1’ 72

Automorphismes qui laissent El—— 5

, £, et E3 fixes.

Soit u un tel automorphisme.

U(Bi) = Ei pour i = 1,2,3 donne, en utilisant la table de 9(10.2)

. . 7 .
arh e - g ¢t caua
a .. es
j=o J
u(F;) = rt oi ¢,(u) est linéaire de Ca dans Ca
¢i(U)(a)

D'une part F; o F; = (a|b) (Ej + Ek) , i,j,k différents, donne :

i i i
F¢ ) o F¢i(U)(b) = (¢, (w)(a) |¢i(u)(b)) (Ej + E,)
i

(a‘b)(Ej +E)

d'ol : (¢i(u)(a) ‘¢i(u)(b)) (a|b) ¥a,b € ga

et donc : ¢i(u).€ o(s) , i 1,2,3 .

D'autre part, pour i,j,k permutation paire de 1,2,3

F7 o Fj = %— donne

k
F
a b ab

¢i(u)(a) . ¢j(u)(b) = ¢k(u)(§ﬁ)
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c.a.d [ K ¢k(u)] (ab) = ¢i(u)(a).¢j(u)(b) et en particulier
Ya,b € Ca

(9) [ k¢, (w)] (ab) = ¢, (w(a).py(u)(b)

(On rappelle que K ¢l(u) = K ¢l(u) K, K é&tant 1'involution x — X
de ta).

Faisant respectivement a = 1 et b = 1 dans la relation (9}, on obtient

¢3(u) = L ox ¢, (W), ol s = ¢23u531)
¢2(u) = R, oK ¢l(u), ol t = ¢3(u)(1)

Comme det L_= det R_ = + 1 (cf.haut de la p.25), on déduit que
det ¢2(u) = det ¢3(u) = det ¢l(u)

1 E2 et E3 et agit sur €;1 a l'aide

de ¢.(u) comme indiqué précédemment, on a
i

Par suite, comme u laisse fixes E

det u = (det ¢l(u))3

Maintenant pour voir que nécessairement det u = +1 pour un automorphisme u

E_et E

qui laisse fixes El, 5 3 il suffit de montrer que det ¢l(u) = +1

Pour cela, montrons tout d'abord que la relation (9) ne peut pas étre

satisfaite avec ¢l(u) = K ; c'est-a-dire que l'on ne peut pas avoir

Ya,b € Ca K(ab) = B(a).c(b) , ou B,C € 0(8)

En effet si cette relation était vérifiée, on aurait :

I

1)

1}
us]
~

Cc = LS o K, avec s

|

it
(@]
~—

B =R, oK, avec t (1

t
eta =>b = 1 donnerait ts = 1, d'od t = §

alors ¥a,b € Ca, on aurait :

ab=b3 = (@E)s D)
mais b = s =D Ya € Ca Saz=-as (s]? = 1)

d'ol nécessairement s € B et donc s = + 1 et par suite ¥a,b € €a
ab = ba , ce qui est impossible,.
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Ensuite, si det ¢l(u) =-1 , on aurait :

det ¢l(u) K= +1, c.a.d ¢l(u)K € S0(8) et le principe de trialité
dans S0(8) (6~2) donnerait :

il existe B,C € S0(8) tels que ¥a,b € €a (¢l(u)K)(ab) = B(a) C(b)

d'ol, en remplacant dans (9)

(X ¢, (w)K)(ab) = K(B(a)c(b))= ¢, (u)(a) . ¢3(u)(b)

1

et en posant x = B(a), y = C(b) 3 B' = ¢2(u) oB 7, C'= ¢3(u) o C_l

on aurait :

¥x,y € €a K(x y) = B'(x) C'(y), avec B',C' € 0(8)
or nous venons de voir que cela n'était pas possible.

Par conséquent det ¢1(u) = + 1 et donc det u = + 1 3 ce qui achéve

de montrer :

Aut(]) € S0(27) (et aussi Aut (4) = Aut(4))

12-4. Notons Aut(ﬂ)o = {u € Aut(Y) / w(B,) = B, 1= 1,2 et 3}

D'aprés ce qui précéde si u € Aut('\\)O on a pour X € 3

&1 ¢3(U)(x3) ¢2(U)(x2)
u(x) = ¢3(u)(x3) £2 ¢l(u)(x1)
¢2(u)(x2) ¢1(u)(xl) €3

ol les ¢i(u) sont des éléments de SO(8) qui vérifient la relation (9) ;
ainsi (¢2(u), ¢3(u)) est un couple associé 3 K ¢l(u) par le principe de

trialité et de 6-3 nous avons :
(¢2(u), $5(u)) € Spin(8) et k ¢l(u) = p(¢2(U), ¢3(u))

Nous pouvons donc définir une application :

¢ : Aut(3)d————* Spin(8) par :
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u<€ Aut(ﬁ)o s d(u) = (¢2(U), ¢3(U))

(¢1(u) étant alors kp(¢(u)) -

Par définition des ¢, on a pour u,v € Aut(?)o
¢i(u o v) = ¢i(u) o ¢i(v), i=1,2,3

on en déduit : ¢(u o v) = ¢(u).p(v)

c.a.d ¢ est un homorphisme de groupes.

D'une maniére évidente ¢ est injectif et, si (B,C) € Spin(8),
1'application u définie sur 3 par :

2
B(b)

3

Iy .
s u(FC) = FC(C)

u(E.) = E. , u(F°) = F
i i

, W(F») = F
a «p(B,C)(a) b

i=1,2,3
est un é1ément de Aut('])O tel que ¢(u) = (B,C).

11 suffit en effet de vérifier que, en posant A = p(B,C), la relation

¥a,b € Ca kA(ab) = B(a) C(b)

entraine les relations analogues par permutation circulaire de A,B,C.

Par exemple : C(a) A(b) C(a)_l A(b) (on peut supposer l|a| = 1)

1

kA(b) c(a)

- %A(GD)a) o(ay T

Par conséquent, ¢ est un isomorphisme de groupeset :

Aut(j)o =~ Spin(8).

12-5. Notons pour i = 1,2, ou 3

E.}
1

Spin(9) .

Aut(ﬂ)i = {u € Aut()) / u(Ei)

1R

Nous allons montrer que Aut(‘j)i

I1 suffitdele voirpow i = 1., Soit donc u<£ Aut(‘j)l

u(El) = E, , u(I) = I et posons :
1 3
- i
u(EQ) = .§ (Ei By + Fx.)
i=1 1
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u(E. o E,.) = E, o u(EQ) = 0 donne :

et u(E2 o) EQ) = u(E2) o u(EQ) = u(E2) donne

2 2
£, =8 + x4l

£y = €5+ |x,[?

Comme X(u(EQ) = X(EQ) =1 on a

EQ + 53 = 1 ce qui nous permet de poser , EQ et 53 étant positifs :

= cos® w Ll
52 OLw<g
2
£, = sin®
Par suite, x, = cosw sinw s , avec s <€ Ca [s] =1

1
Donc tout é&lément u de Aut('})l est tel que :

w
0 0 6] OSU)SE
u(EQ) = 0 cos®uw sinwcosw s
. —_ .2 ISI‘:l
0 sinwcosw s sin® W

Reprenant les relations (7) de 12-2 nous avons ainsi :

u(EQ) = exp(-w 8 ) (Ez)

1
oy
soit : (epr)Gi o u) (EQ) = L

2

S
1
c'est-3-dire :

€ Aut(j)l, expu)as o u laisse fixes E, et E_, donc aussi E_,

Y
Comme exp wG 1 1 ? 3

expw’C\;‘sl

Nous venons donc de voir :

o ue€ Aut(‘:))O = Spin(8)

e ” - . 7 Tr
pour tout élément u € Aut(Q)l, il existe un couple ((s,w),U), (s,w)€S X[O,§J,

U <€ Spin(8) tel que n
S
u = exp(-w Gl) o U
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n,
. . 7
et comme exp(w Gi) € Aut(ﬂ)l, il est clair que pour tout (s,w) € S X [O,gJ

: n,
et pour tout U € Spin(8) on a : exp(-w Gi) oUe Aut('])l .

D'autre part :

- si wWE)JfE, etE (s,w) € 57x ]O,E[ est déterminé par u(E,) d'une fagon
2 2 2 n 2

39
unique, ainsi que U € Spin(8) par u et exptuGi.

~ si u(EQ) = E2 onaw=0, s quelconque, u <€ Spin(8).
- si u(EQ) =Ejonaws= g , 8 quelconque ; mais u s'écrit d'une fagon unique
sous la forme
T o .
u = exp(- E-Gl ) o U, U<« Spin(8), en prenant s = e,

s, L .

(exp(- % Gi) échange E, et ES’ quel que soit s ; un calcul montre que
’\'e ~ . rd 3 »

exp(- g-ai) = exp(- %-Glo) o U ol U< Spin(8) est définie par :

¢1(U) (Xl) =5 %y g) .

Soit alors v la relation d'équivalence définie sur S7X [O,gl par :
(s,0) Vv (8',w') == [((s,w) = (s',w')) ou (w = w" =0) ou (w=uw'"-= %)]

7 L . N . .
5 x [O’E ]/ est homéomorphe a 88 et l'application :
Q"

Aut(ﬁ)1 _— 88 x Spin(8) définie par :

exp(-w Ei) o J—m——— ((;:B),U) pour w # O,g

=t
1

W=U —— ((1,0),U)

]
exp(-<g Elo)o U ((1,%),0)

o
i

est un homéomorphisme de Aut(j)1 sur 58 X Spin(8)

8 . P . . -
S° x Spin(8) étant simplement connexe, il en est alors de méme de Aut(3)1 H
mais 1'algébre de Lie de celui-ci étant o(9) (proposition 11.6), on a

donc

Aut(j)l = Spin(9) .

De 11.6 (fin) nous avons 1'isomorphisme d'espaces homogénes symétriques :

Spin 9/Spin 8 = s®
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Remarque : l'équation cartésienne de S®  est :

2 = =
%4 £2 &3 EptEy =t
ou encore |x. |? + (52—53)2 1
1 2 Yy
ry 0 0 0
et la donnée de u(E2) =.ME3 0 EQ Xy ol EQ’EB’Xl satisfont & cette équation
0 X, £3

détermine d'une facon et d'une seule un élément U de Spin 8 d'aprés ce qui a été

vu.

12.6. Aut(ﬁ) est la forme réelle compacte du groupe de Lie Fu dans la classifi-

cation d'E.Cartan.

Aut(9) est compact, d'algébre de Lie ?fz (11.5). Nous aurons Aut(v) = F,

en montrant la connexité de Aut(J).

3
Soit u € Aut(d) et w(E,) = ¢ (&, E., + Fr )
1 . i1 X.
i=1 1
u(El) vérifie u(El)2 = u(El) , ce qui nous donne, pour i = 1,2,3 et modu-
lo 3, les relations
- r2 2 2
GO ey = 85+ xg 1P Ixg,]
Oer) 1 EXs T X0 %40

D'autre part comme X(u(El)) = X(El) =1 ona

E v By, tE =1 etles g étant positifs, on peut poser :

£, 7 cos?¢p cos?w

. T Ll
£, = sin?¢ cos?w avec 0§ ¢ <5 Osw<s
53 = sin?y
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La relation (%x) donne £ ]xi] = Xi(xi+l Xi+2)

mais £i|xi|2 € R, donc pour tout i = 1,2,3 :

£s |xi]2 = g\e(xl X, % )

3

La relation (8) de 12.2 donne :
3

= - L .2 Q
det(u(El)) gnggS i:lgi[xl| + 2 e(x1 X, x3)
= det(El) =0
. 2 - =
donc : €, |xi| £18585 X, X, Xy
ot 2 -
st Ei #0 ona IXi| Ei+1 gi+2
- si gi =0 ona X1 = Xs 4o =0
Dans ce cas gi+l + gi+2 = 1 et les deux relations % qui subsistent don-
nent encore
2 =
’Xi| gi+l gi+2

On voit que les |Xi| sont déterminés par les g,» donc par les paramétres

w et ¢ 3 on en déduit

X, = sin¢ cosw sin w .a
X, = cos ¢ cosw sin w .b
xy = sing cos¢ cos?y .c

ol a,b,c € S7 et vérifient (lorsque 0 < ° <

¢

ISTE
N’

a(bc) = b(ca) = c(ab) = 1

( a,b,c engendrent une algébre de quaternions).

C

3

e 1z b
Considérons alors expt G

",
)€ Aut(‘))2 et expt G

€ Aut(ﬂ)s. De la méme

N (]
manieére qu'en 12,2, nous avons

. cost ¢ sint 0 b cost 0 b sint
expt G3 = | -T sint cost o1, expt G2 = 0 1 0
0 0 1 -b sint 0 cost
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et 2 - .
o cos“t 0 -b cost sint

b _ b _

expt G,.(E)) = expt G, (E,) = 0 0 0
-b cost sint 0 sin?t
cos?t'cos?t -c sint' cost' cos?t -b cost'cost sint

v -, . b

(expt'G3 o expt 82)(E1) =| -¢ sint'cost'cosk sin?t'cos?t T b sint'cost sint
~-b cost'cost sint bc sint'cost sint sint

Pour t =w , t' = m-¢ comme a = TbH , on obtient :

expu)ag o exp(ﬂ—¢)82)(El) z u(El).

n,
Par suite : exp(¢—ﬂ)gg o exp-(ﬂGZ o u<€ Aut(‘l)1 =~ Spin(9)

on a ainsi montré :
. . m m
pour tout u € Aut(J), il existe T2 € [ 5 n], T, € [O, 5—] .
a,b,c € S’ , Ue€ Spin(9) tels que
e

- b
u = exp T3 G3 O exp T2 G2 o U

(si 515253 £ 0, ou Ei = (u(El)IEi), la décomposition est unique).

Soit alors pour t € [0,1]

- Ac b
u, = expt T3 G3 o exp t T2 G2 o U
Comme u = U et u, = u, tout élément u de Aut(d) peut &tre joint a

un élément de Aut(ﬂ)l ~ Spin(9). Spin(9) étant connexe par arcs, il en
résulte que deux éléments quelconques de Aut(J) peuvent &tre joints et donc

que Aut(9J) est connexe par arcs.

12-7. L'espace symétrique Fu/Spin(Q)

De 11-3. (théoréme 2), 11-5 et 11-6, nous avons la décomposition

7 e. 7 Q.
n i
F =(o g&Hoe(e ®EI) e o(d)
4 =6 2 izo 3
j 7 e /
ol 0(9) est identifiée a la sous-algébre de Lie ( & R G1 ) ® o(8) des déri-
132

vations de 4 qui annulent E; (U< o(8) est identifié 3 la dérivation U qui
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E .
annule E_, 5 et E3)

La relation (6) de 11-4 nous a permis de calculer en 11-6
na, aAa -

1 2 -
[6,%s 6, = Ulasa,)

ol U (a ,a,) = 2 {LEa - [L o Ra,l} € o(8).

,a ]— a.xa. Ra xa
1’92 1%92 1792

De la méme fagon nous avons

by aby, - AC1 AC2q _ -

[G2 > G, ] = Uz(bl’bQ) et [G3 . 83 ] = U3(c1,02)
avec

U, (b ;b)) = Q{Rblxb2 byabyl [Lh,> Rp,)Y & o(®)

et Ug(cl’cg) = - [LCI,RCQ] }€ o(8).

ClX02
Pour i = 1,2 ou 3, nous pouvons considérer les applications Ui’

définies par les égalités précédentes, comme des applications bilinéai-

res antisymétriques de Cax®a dans o(8) ;3 A étant toujours l'automorphisme

de o(8) (A3= 1d) on vérifie :

D'autre part (cf.définition des G? pu2 )

ab b bc
(63, &) = 67, [e3, 65l =67, [ &5, ef) = o

Comme D a = 0 pour i # j, toujours d'aprés la relation (6) de 11-4, les
GG

z s

égalités précédentes restent vraies en mettant un v sur les G .

Enfin pour U< o(8), la relation (5) de 11-4 donne

- _ WA(U)(b) = aey - WAZ(U)(e)
[U, ,ég] = G2 s [Ua G3] - G3

He 2
~J

Notons alors M = (j

ar -
\Pu —“Q@ 0(9), avec

e ne s
R 623) o (6 R 633) s on a :
j=o

O

[0(9), o] ¢ 09 , [o(,m]cm, [M.m]c o€9).

I1 s'ensuit que (ﬂ?u, 0(9),0) (ol 0 est 1'automorphisme defﬁu égal

3 Id sur o(9) et & -Id sur ™M ) est une algébre de Lie symétrique et

Fu/Spin(Q) est un espace homogeéne symétrique compact.
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CHAPITRE III

LE PLAN PROJECTIF ¢€aP?

12 - LE PLAN PROJECTIF KP? POUR K = K, € OU H. MOTIVATION POUR L'INTRODUCTION

DE 9.

13.1. Représentation par des coordonnées homogénes normalisées.

La relation d'équivalence sur K®

(al,a2,a3) N (ai,aé,aé)¢=§3 A€ K tel que lkl = 1let
S B I Q.
(al,ag,as) (all,aQX,a3l)
définit KP? comme

Kp? = sk® , ou SIK" désigne la sphére unité de K",

Chaque triplet (a, ,a.,a_), a, € K, normalisé par |a 2 +|a +]a_ P =1,
1 3 1 1 2 3

2

représente le point de KP? dont a1,8,,a, sont les coordonnées homogénes

3

. ponctuelles ; 1l représente également la droite de KP? dont a,,3,,3, sont
les coordonnées homogénes tangentielles, droite qui a pour équation
ajz tax +azy = 0. Tout autre systéme de coordonnées homogénes (all,aQX,

aak) avec |A| = 1 définit le méme point ou la méme droite.

KP? est donc un ensemble de points et de droites ; une droite est
un sous-ensemble de l'ensemble des points. Les axiomes dits du plan pro-

jectif sont satisfaits (cf. [HL] , DP.346)

Py - Deux points distincts appartiennent d une droite et 3 une seule.
P2 - Deux droites distinctes ont en commun un point et un seul.
P3 - I1 existe au moins quatre points dont aucun sous-ensemble 3 trois

é1éments n'est contenu dans une meéme droite.
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Le point X (al,a23a3) et la droite d'équation alz+a2x+a3y 0]

sont dits associés par dualité., (1,0,0) sont les coordonnées ponctuelles
de l'origine et aussi les coordonnées tangentielles de la droite de 1'in-

fini, notée D 3 (0,a ,aa) représente un point de D_ ou une droite passant

2
par l'origine. La condition d'incidence du point X = (al,aQ,aB) avec la

droite Y = (bl’bQ’bS) est :

13-2. Représentation par des matrices hermitiennes 3x3

3
Soit ®K? muni du produit hermitien <x,y> = izlxiyi .
Un projecteur hermitien est une matrice :
81 %y 0%
X = §3 £2 Xy gi'e K, x; € K, i=1,2,3

X, X3 kg

telle que X° = X , relation qui se traduit par :

(1.1) Ei - g2 |2 |2 i,j,k différents

. + s

i IX] ka

(1.2) €. X, = X, X i,j,k permutation circulaire de 1,2,3
i1

si gl + g2 + 53 =1 (1.1) peut &tre remplacé (cf.12.6) par

(1.3) ]xi|2 = gj £, i,j,k différents.

On montre facilement que les équations aux inconnues a,53,53,

éléments de K :

Y
th

|ai|2 i=1,2,3

; aj a, i,j,k permutation circulaire de 1,2,3

ol les gi et x, satisfont aux relations (1,1) et (1.2) ont pour solution

les triplets (al,aQ,aa) qui se déduisent de 1'un d'entre eux par multiplica-
tion & droite par X €K , |M] =1 . De plus, en désignant par X(X) la
trace de la matrice hermitienne X :

3
- 2_ sl VLU - . , ..
z lai| = 1 & X(X) =1 &==» le projecteur hermitien X
i=1
est de rang 1.
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Soit donc :

a4, a1§2 a,a,
- = = = 2 2 2 .
X(al,aQ,a3) ad; ana, a3y avec |a1| +la2| +la3| =1
a8, aga, a3,

Le sous-espace propre de X (al,aQ,a3) pour la valeur propre 1
est le point de &P? de coordonnées homogénes ponctuelles (al,aQ,aa) 5
le sous-espace propre pour la valeur propre 0 est la droite de KP? de

coordonnées homogénes tangentielles (al,aQ,as).

xp? apparait ainsi comme l'ensemble des projecteurs hermitiens

X de rang 1 :

X=X , X(X) =1,

En ces termes la relation d'incidence entre X et Y se traduit

par : ‘
XY + YX =0

comme on le constate de facon tout 3 fait élémentaire.

DEFINITION DU PLAN PROJECTIF (aP?

14-1, Pour K = Ca, il n'y a pas de coordonnées homogénes, & cause de la non
associativité, mais les considérations de 13-2 expliquent la définition qui
suit.

Soit Il 1'ensemble des idempotents de trace 1 de l'algébre de Jordan

a des matrices 3x3 hermitiennes 3 coefficients dans 8a, c'est-3-dire 1l'en-

semble des X € j tels que
Xo X=X et X(X)=1

I est également 1'ensemble des idempotents irréductibles X de J ,

c'est-d-dire si X = X1+X2 ou Xl et X2 sont deux idempotents tels que X10X2= o,

alors X = Xl ou X2.
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Définition 1 : - Les points de CaP’ sont les éléments de

) ={X€'1; Xo X =X et X(X) = 1}

- Si Y« I , on appelle droite Y 1'ensemble des points
X € €aP? tels que XoY = O.

Chaque élément de Il représente donc aussi bien un point de €aP?
qu'une droite de €aP? ; la relation d'incidence entre le point X et la
droite Y est

XoY =0 .

Définition 2 : - On appelle origine de CaP? le point El’ et droite de

" 1'infini (notée D) la droite El.

Comme on 1l'a dé&ja vu (cf. remarque de la fin de 12-5) D est

la sphare $® d'équation

2 - 2 = 3 =
|2x1| + (E-8,) 1, x, € Ca, £ €8X E,tEy = 1.

Les points EQ(Pesp.ES) de II 1ui appartiennent (&l =0, £,=0
(resp £, = 0))-

I,'étude de‘? au chapitre II permet d'énoncer :

Théoréme 1 : i) ¢€aP? = Fq/Spin(9)

ii) Spin(9) opére transitivement sur D_

Démonstration : i) F, opére sur Il et E1>€ I ; d'aprés le théoreéme de

diagonalisation 12-2 (p.47) Il est 1'orbite de E, par F et d'aprés 12-5

le stabilisateur de El dans Fu est Spin(9),

ii) Soit X« D_ , c'est-d-dire XoE, = 0. En 12-5(p. 57)

. . L
nous avons vu qu'il existe w € [0;51, s € Qa, |s| = 1 tels que

Vg Vs .
X = exp(-w Gl)(EQ), exp(-w Gl)‘e Spin 9

C'est dire que pour tout X<£ D il existe u € Spin 9 tel que X = u(BQ).

Nous aurons besoin, par la suite, du lemme suivant :

Lemme 1 : X et Y sont des éléments de Il

i) XoY = 0 &= (X|Y)=X(X0Y) = 0
i) X # Y &> [(x|V)] <1
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Déwonstration : Comme la forme X est invariante par Fu on peut supposer

Y = E, . Soit X(Xo El) =0 :

1
gl Xy X, El x3/2 x2/2
si X = x-3 52 Xy on a Xc>El = x3/2 0 0
X, xl 63 x2/2 0 0

d'ou X(XoY) = 0 ==y El =0 .

La relation (1.3) de 13-2 qui est valable dans II  donne alors :
- - 1 _N.Aas .
Y, = Vg o c'est-a~dire 1i).
Pour (ii) il suffit de montrer que lx(Xc>E1)| = 1 dimplique X = El .
= letpar (1.1) x, = x, =0 ;

2 3

1
par (1.2) X, = 0 ;3 comme X(X) = 1, i1 s'ensuit que £2 = ES = 0 et donc

Comme gl = X(X()El) est positif, §&

X = El .
14-2. On va maintenant vérifier que CaP’ satisfait les axiomes d'incidence

(cf.13-1).

Considérons tout d'abord le cas RP? ; soient X et Y deux points distincts
de BP? , correspondant respectivement, en termes de projecteurs, aux triplets
a = (al,aQ,aS) € 8% et b= (bl’bQ’b3) < S? , et cherchons la droite 2 de
RPZ qui joint ces deux points. Si Z correspond d c = (Cl’CQ’Cs) € &2 les
relations d'incidence entre X et Z ( <a,c>= 0) et Y et Z (<b,c> = 0) mon-
trent que ¢ est colinéaire & a A b, qui n'est pas nul puisque X et Y sont
deux points distincts. Ecrivons maintenant, dans la base (a,b,c), les trois
matrices de projection orthogonale respectivement sur chacun des trois vec-

teurs a,b,c. Désignant chaque matrice par la méme lettre que l'application,

il vient :
1 <a,b> 0 0 0 0 0 O
X = 0 0] 0 . - Y = §j<a,b> 1 0 , 2=J0 0 O
0 0 0 0 0 0O 0 1

1-Z est un projecteur de rang 2 et on a :
(X-Y)2 = (1-2) (1-<a,b>?)
c.a.d, puisque <a,b>* = trace (XY) <1 :

(X-Y)?2

2 =1- 1-trace(XY)
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Pour €aP? nous avons la méme situation ; plus précisément :

Proposition 1 : Soient X et Y deux points distincts de €aP? ; 1'é1ément

défini par : \
(2) vy = - XDZ 0 2(XoY) - X - ¥ + I(1-(X|V))

1-(xfy) 1 - (XIY)

appartient 3 1 et est 1'unique droite qui joint X et Y .

Démonstration : Puisque X # Y, X v Y est bien défini d'aprés le ii) du

lemme 1 ; pour montrer qu'il appartient & I , soit Z = X-Y ; on a :
X(Z) = X(X) - x(Y) =0
X(22) = X(X+Y - 2 Xo¥) = 2(1-(x|Y))
X(Z®) = X(X-Y - 2 Xo(XoY) + 2(XoY)oY)

-2X(XoXoY) + 2 ¥ (XoYoY) = O

Le corollaire 2 de 12-2 (p.51) donne par suite :
22 = [1- (x|n]z
qui implique
z' = [ 1- (x]V)]z?
on peut alors calculer 3 partir de X v Y = I - Zz/[l—(XtY)]

X(X v ¥Y) =3-2=1
(XvY)2=1- 2

7.2 z"

(X1 T T(RIN]z

=X vy

clest-3d-dire X +Y € II

Pour montrer que X o{X v Y) = Yo(X v YY) = 0 (X v Y est une droite qui

passe par X et Y) vérifions le lemme :

letme 2 : si X€ Il et Y’e‘} , on a :
1

X o (Xo¥) = 5 XoY +-% x|vx .

Démonstration : il suffit de le constater pour X = E1 ; dans ce cas

- Ya/2 -3
EoY = 3 0 0 , Ej0(E, oY) yi/4 0

- 68 -



1 1
[ 24 ., 7 - = = . -
et 1'égalité Elo(EloY) =3 EloY t 3 glEl est bien vraie.

De ce lemme et de (2) on tire aisément :
Xo(Xv Y) =Yo(XvY) =0.
Pour achever la démonstration de la proposition 1, reste 3 prouver

1'unicité de la droite qui joint deux points 3 3 cet effet on utilise

le lemme suivant

Lemme 3 : Soient X,Y et Z des éléments de I tels que XoY = YoZ = ZoX =

alors il existe un élément de FL+ qui diagonalise simultanément X,Y,Z.

Démonstration : Il existe u € F, tel que u(X) = E alors u(Y) € D_

13
et comme Spin 9 opére transitivement sur D_ , il existe v € Spin 9 tel

que v o u(Y) = E,» v ou(X) = V(El) =E, .

On doit avoilr alors

vou(Z) o El = vou(2) o E2 =0
relations qui entralnent nécessairement v ou(Z) = XE3 et A =1 car
voul(z) € II .

Si maintenant Z, et 22 sont deux droites quil passent par X et Y,

1
X#Y, on a :

X o Zl = Yo Z1 = Xo Z2 = Yo Z2 =0

le lemme 3 permet de supposer X = E Z, = El 3 par suite

2? 1
0 0 0]
YoEl:O ==——-") Y = 0 nz yl
El 0 z2
E2(322 = Q === Z2 = 2 8 g
2 3
et YoZ2 = 0 donne les relations
Ng by =My 2y = E3¥) =y 2, =0
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Comme X # Y, on ne peut avoir n3 = 0 (sinon n2 =1, y] = 0,
et X = Y) d'otl :

= = ' ~-3~di =
53 z, 0, c'est-da-dire 22 Z1 .

Ceci termine la démonstration de la proposition 1 et donc aussi la

vérification de l'axiome Pl'

Définition 3 : Si X,Y,Z sont des éléments de 3 , on appelle det(X,Y,2)
la quantité

det(X,Y,Z) = %X(XOYOZ) - % [X(XoY) + X(YoZ) + X(zoX) ] + —é’-
o,B,Y étant réels det(X,Y,Z) représente le coefficient de 6 afy
dans det(aX + BY + YyZ) donné par la définition (8) p.51. On remarque

det(X,X,%) = 0 .

Proposition 2 : X,Y,Z sont des points de €aP?

X, Y et 2 alignés &= det(X,Y,2) =0,

Démonstration : On peut supposer X # Y , dans ce cas

det(X,Y,2) %(XOY . 31 Y + %(1 - (x|v) | 2)

2
i—:-"((5—)ﬂ}'(-)-(XvYIZ)

d'aprés le lemme 1 il vient donc
det(X,Y,Z) = 0&=7Z o(XvY) =0, c.a.d le point Z est sur la droite

qui joint les points X et Y.

En méme temps que nous avons vérifié l'axiome P nous avons vérifié
l,

1'axiome P, les éléments X et Y de I , X # Y représentent aussi

deux droites distinctes de CaP? ; elles ont en commun 1'unique point
_ X+Y - 2%oY

XvYy = 1 X (oY) °

l’EQ’E3 et la matrice X
= 3 pour i = 1,2,3 (qui appartient bien a II ) sont

Pour 1'axiome Pas il suffit de vérifier que E

éfinie par £. = x,
définie pa El Xs
quatre points dont trois ne sont pas alignés ; la vérification est immé-
diate par la proposition 2 ; en effet

1 1 ., .
det(El,EQ,E3) =5, det(Ei,Ej,X) =q5 . 173« {1,2,3} .
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15 - LA DROITE PROJECTIVE €aP! , DROITE DE L'INFINI DE gaP? .
FIBRATION S!'®> —— S® DE FIBRE S7 .

15-1. La fibration de Hopf
Dés 1935 H.Hopf ([Hf]) établit 1'existence d'une fibration de

S!'° en fibres S’ , la variété des fibres étant S® . Pour les sphéres
SQn—l de dimension inférieure (n = 2d, d = 0,1,2) une maniére de prou-
ver la fibration ([BR] vol.l p.122) s'inspire de la projection stéréo-
graphique : Soit K = R, €, /H identifié 3 B" et 1'application H (dite

application de Hopf)

H: (uv) — (2uv, lul2 - |v|2)

2n-1 1

S s'identifie a SK? = {(u,v) € ¥* / |u|? + |v|? = 1} et H(s2"™
s'identifie 3 s" ¢ g™t

uv = u'vVv' ek, A =1 tel ql.le
2 2 _ 112 12 — - ' -
|u| -Ivl = |u l -Iv | (3.1) (3.2) u' T ul et v' = v\

)

; la relation d'équivalence définie par H est

La preuve tient 3 ce que le produit est associatif dans K .
On en déduit que H est la projection canonique pour l'espace fibré :

n-1 2n-1

S — 3 — kp! ~ §"

ol KP! désigne la droite projective (réelle, complexe, quaternionienne).

Pour K = @a qui n'est pas associative, l'application H garde un
sens, (3.1) et (3.2) ont aussi un sens, mais ne sont pas équivalentes ;

enfin S’ n'est pas un groupe.

On va montrer comment la fibration de S'® sur S® par des sphéres
S’ apparait naturellement dans 1'étude du plan et de la droite projec-
tive des octaves et en particulier comment on peut définir des coordon-

nées "homogdnes" sur €aP' , 3 1'aide d'une équivalence analogue a (3.1)

(3.2).

15-2, Action de Spin 9 sur €aP! , droite de 1'infini de tap?

(Aut? )1 = Spin 9 opére transitivement sur la droite E, de tap?
et d'aprés 12-4 (p.55) le sous-groupe d'isotropie du point E, dans
cette action est (Aut'])o = Spin 8,
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D'od l'espace fibré principal :
Spin 8 ¢——— Spin 9 - cap!

On rappelle (cf.12-4 et 12-5) que tout &lément u de Spin 9 se décompose

4! ié i la £ :

une manie€re unique sous la forme :
o= -
u=AoU, ou

.U < (Autj ka ~ Spin 8 est défini par :

) ;l B(ié) C(%,)
U(Xx) = B(x3) EQ U(xl)
C(xg) U(xl) Ea

U € S0(8) et (B,C) un des deux couples d'éléments de SO(8) associés a U

par le principe de trialité. Avec les notations de 12-4 :

v= 9, B = K ¢,(0) , C =k ¢, (1)

"
. Ae (Autg )1 = Spin 9 est 1'un des automorphismes suivants :

n m Vo
exp(~w ai) (w € ]O;E[ , S€S7), exp(- E-Gl ) ou Id.

r\J vl -~
L'ensemble des A est homéomorphe 3 S8 .
nooo- N -
Pour u = A o U et v = B o V , on vérifie :

BV -~
(1) w = (X u(B)) o UV
ol U(B) est défini par (w, U(s)) si B est défini par (w,s).
11 s'ensuit que Spin 8 opére d droite sur Spin 9 par :
(V, Ao U) — A o, UV
La projection canonique § est donnée par :

em)zkmy (u =% o U)

0O 0 o0 N
La fibre au-dessus de X = 0 &, % = A(E,) ¢ tap!
0 X,
" . 3
est A o Spin 8 . 1

X€ €aP! étant identifié 3 (2xl, gz—gs)e E® x ® on a déja vu

que la base ®aP! est la sphére S° d'équation |2x1|2 + (62—£3)2 =1
et (cf.12-5 fin) CaP' est 1'espace homogéne symétrique Spin 9/Spin 8 .
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15-3, Action de Spin 9 sur s'® . Application de Hopf de s!'® sur s® .

a) Le complémentaire de la droite de 1'infini E) de €aP? est 1'ensem-

ble des éléments X de I :

81 %3 %
X = X4 52 Xy ] tel que El £0 .
Xy X &y

Pour un tel X les relations (1.1)-(1.3) donnent :

2
N - - %3] . - 1%,
- Y - N = m———
1 £y 2 £y 3 El

On désigne par XEl(XQ’Xa) cet €lément. Pour £, € Jo,1] fixé,

x, et x, sont 1iés par la relation

2 2 - - 2
|X2| + IXBI - gl gl

équation qui représente la sphére S%i de rayon /tl—gi dans R!®

. . e . . 15
On peut identifier le point Xgl(x2,x3) et le point (x2,x3) de Sl’;1 .
Le complémentaire de D_ dans taP? apparalt alors comme la réunion des
Sé; pour El € ]O,l], réunion qui est homéomorphe 3 B!'® en prenant pour

homéomorphisme : 1'identité si El-e [-%,l] et 1l'inversion par rapport

251 £, ]o, 2l

d la sphére de rayon >

Considérons maintenant, pour El € ]O,l[ fixé, la projection :

£, %, %, Te 0 0 0 \\
% £ % S S 0 B /1-E,  x,/1-&,
X X & by -

2 1 3 0 X /18, E,/1-&

11 est clair que Hgl(Sés) = ¢aP' ; par 1'identification faite
1

3 la fin de 15-2 entre CaP' et S® , nous avons

Xy X, Ixslz—lx

(5) Tyt (xpoxg) € 8% (2 E(1E) ° TE,

|2
f )€ €aP! = s?
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Rappelons que pour K = B, €, H (cf.13-2) :

g, = lay|?
§é Yé _ (a2 31)(a1 Eé) _ a, 53

El(l—gl) ]all2 (l-]allz) 1—|al|2

|%5]% - |X2|2: la,1? la,|? - fag]? |a,]? _ la )] ? - |a,]?

El(l-il) ]all2 (1—|a1|2 ) 1 - |a1[2

a a
Posons u = ———EL———— R v = _.___ii____ ;
Vl-[all2 V1 - |al|2

comme |a1|2 + ]a2|2 + |a3|2 =1

H(u,v) .

i

ona (u,v) ¢ SKet Hgl(xz,xs)

Pour K = B, € ou H , Mg, est donc exactement l'application de

Hopf H (cf. 15-1 au début).

1

b) (Auta)]_laisse stable E,, donc £, 3 il est naturel de définir

1,
une action de Spin 9 sur S%s par :
1
(u’(XQ’XS)) —_— (X2,X3) = Xgl(XQ’Xs) = u(Xgl(xz,xs))

pour tout u € Spin 9 et (x,,x.) € S}% .
2°73 &

. v - L . . .
Soit u = A o U ; les définitions et notations de 15-2 fournissent

‘pour A = exp(-w G?) et U,B,C € S0(8) tels que U(xy) = B(x) C(y)

X B(¥%,) a sin w + CCXQ)COS w

2 3
(6) . - _
X3 = B(x3) cos w - C(x2) a sinw

( Comme on pouvait le prévoir, X2 et X3 sont indépendants de El 5

on remarque que Spin 9 opére isométriquement sur E'®),

Si Xgl(xz,xa) et Xgl(Xz,Xa) sont deux éléments de Séi , il existe

_ N Do 2y.
u € Fy tel que u(Xgl(xz,xa)) = Xgl(XQ,XB) (Fu opére transitivement sur CaP®);

- T4 -



mais un tel u ne change pas la composante El , c.a.d U(El) = Bl et

donc u € Spin 9. Spin 9 opére par conséquent transitivement sur S}°

£1 °

Choisissons maintenant un point P de SEZ tel que Iz (P) = Ez,
1
par exemple P = (O,R), od R? = El(l—gl), et cherchons son sous-groupe

d'isotropie dans Spin 9. Les relations (6) donnent :

0 = B(R) a sin w

R = B(R) cos w

- - . - . - ’\J
w doit etre nul, a est arbitraire (ce qui implique A = Id).et B(1) = 1,
d'od C = U(x = 1 dans U{xy) = B(x).C(y)).
Le stabilisateur de P dans l'action de Spin 9 sur Séi est donc le

sous-groupe de Spin 8 des U, U € S0(8) tels que
¥x,y € Ca U(xy) = B(x)U(y) .

Nous avons vu en.8-3 (p.24) que ce sous-groupe est un sous-groupe

de S0(8) isomorphe & Spin 7. Nous le noterons (Spin 7)., d'ou 1'espace

d’
fibré principal :

1]
(Spin 7), &> Spin 9 —§i———> sés
1

vooa vooa
wg est la projection canonique définie par wgl(A o U) = A o U(P)
1

15-4. Reprenons le principe de trialité dans SO(8) (cf.6-2 p.16) :
yx,y € Ca Ulxy) = B(x) C(y)

avec 1r = C(1) et s = B(i) nous pouvons l'écrire :

(7)  ¥x,ye 8a Uxy) = [UGo.r] [5.U(y)] (U(1) =sF)

c'est-3-dire : quel que soit U € SO(8), il existe un couple (r,s) d'élé-

ments de S’ , unique au signe prés, tel que (7) soit vérifiée.
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Inversement 3 tout couple (r,s) d'éléments de S’ correspond un
élément U de S0(8) tel que (7) soit satisfaite : pour s'en assurer, on
peut considérer 1'algébre de quaternions H(r,s) engendrée par r et s

et définir U par :

U(x)
U(x)

ol v est un élément quelconque de norme 1 de [H(r,s)| .
q q

s x T pour x € H(r,s) .L(Cf‘ [BR] vol.2 p.59)

v X pour x € [H(r,s)]

(7) est alors vérifiée, par associativité, pour x € H(r,s) ; dans les

autres cas les vérifications se font grace aux formules (cf.(5) p.5) :
x(vy) = v(®Ry) , (vy)x = vixy), (vx)(vy) = -y¥

Trois sous-groupes de SO(8) sont ainsi mis en évidence (cf.8) :

. S0(7) caractérisé par U<{(1) = 1, doncr = s

Ue€ SO(7)é—¢»3 r€ S’ tel que U(xy) = [U(x).r] [F.U(y)]

. (Spin 7)d caractérisé par s = 1

U € (Spin 7)d¢=9 ‘]! r€ 57 tel que U(xy) = [U(x).r] u(y)

. (Spin 7)g caractérisé par r = 1

U'e (Spin 7)g = j ! re S’ tel que Ulxy) = U(x). [;.U(y)]

L'intersection de deux de ces sous-groupes est le groupe exceptionnel

G,, groupe des automorphismes de Ca et l'application ¥ , qui 3 U <€ (Spin 7)g

29
fait correspondre r € S7, définit 1'isomorphisme (cf.p.24) d'espaces homo-

génes Spin 7/G2 = g7,

Proposition3 : pour tout élément U de SO(8), il existe Ut < (Spin 7)g

et Ud€ (Spin 7)d tels que

UZUgo Ud

Démonstration : Soit (r,s) un couple d'éléments de S’ associé & U tel que

(7) soit satisfaite et soit U® < (Spin 7)g défini par :

¥x,y € Ca Bxy) = 8 [5 . v8(y)]
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_1 - —
alors Ug[(Ug) (x).(UB) 1(y)l = x.( s y) donne, en changeant Sy en y :

voy € €2 (U5 Hxy) = (U8 (%) . (08 L(sy)
d'ou :

(w81

o Ulxy) = (8&)" {[ux).r] [5.u(y]}

W8 " L) .r) . (8 (s 5. u(y))
1

[(WB ™! o vt . (U8 Hsr)] . (U8 Gu(y)

et donc (Ug)“1 o U € (Spin 7)d .

Cette décomposition n'est évidemment pas unique puisque

i a) i = :
Spin 7)g (Spin 7)d G2 3
fait correspondre la classe de S0(8) (mod.(Spin 7)d qui la contient

1'application qui 3 la classe de U®(mod G2)

est un isomorphisme,

15-5. Fibration §!°—— g° par s’ ; "coordonnées homogénes'" sur caP!.

On a défini en 15-2 et 15-3 les deux espaces fibrés principaux :

v
(Spin 7)d¢'———-—> Spin 9 ——g——l——) s%s
1
Spin 8 &———— Spin 9 L R ¢ap!

N~ ]
Lesprojections canoniques sont données, pour u = A o U < Spin 9,

par :

N n
Y. (u) = A o U(P) , 6(u) = A(E,)
€1 2
< _ 15 2 _ _
oi P = (O,R) € Sgl R R = El(l El)
v
Pour k = exp(-w Gi) on a {(cf.p.57)
n 0 0 0
A(EQ) = 0 cos?w a sinwcosw
0 asinwcosw sinZw

et d'aprés les relations (6) (15-3)
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El B(R) cosw B(R) a sinw

2’0 U(p) = B(R)cos R%cos?w R%asinwcosw (|B(R)|?= R?)
3! €1
Y F<1i 204n2
aB(R)sinw R23sinwcosw R?sin
g]_ El

alors par définition de HE s K(EQ) = Hg (X o G(P)), et donc :
1 1

o = Hgl>o wgl

Le diagramme ci-dessous résume ces résultats ; il illustre le fait
que Hgl fait correspondre 3 la classe d'un élément de Spin ¢ mod(Spin?)d

la classe de ce méme élément mod.Spin 8.

(Spin 7)d Spin 9

Spin 8
8 =1

(x2,x3) € Séi est un "systéme de coordonnées homogénes" du point
HEI(XQ’Xs) <€ €aP! ; un autre systéme (XQ’Xa) de coordonnées homogénes

du méme point est défini par :

- v 8 .
HEl(X2’X3) = Hgl(XQ,XB) &) 3 A€ s et cl U ¢ spin 7/6, tels que

n, - -
(X,,%X) = & o 08 o A (x,,%5)

N
A ne dépend que de Hgl(x2,x3) = A(EQ).
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x. X Ix.,]
3 %2 fgw s 2

a
A = exp(-y ¢ ) avec a =
1 |x

S 2
%3] | %2] 3
"y n 7 2o
5 = 0, A = 1Id et pour Xy = 0, A = exp(- 5-81 ))
(X2,X3) est indépendant du choix de 8 ¢ (Spin 7)g dans sa classe

(pour x

mod.G2.

La fibre Fy,xjau-dessus du point Hgl(xz,XB) = 6(u) = X(Ez) =

- = 2 _ 2
(2 X3R7;2 , IXSJ R2|X2| ) € €aP! =~ S® est ainsi :

_r Yy _ ag M1 g . e a7 .
Fngxa ={ Ao U0 A (x2,x3) / U® € (Spin 7)g/G2 } = s

On a donc une action de S’ sur S!5 par :

noo- -
r.(x2,x3) = Ao U8 oA (X2’X3)

N
ol A est comme précédemment et ug appartient 3 la classe de (Spin 7)g

mod.G2 définie par r € S’
si v®& (Spin 7)g est un élément défini par r' € S7 , on a :
" 1
r', (r.(xz,x3)) = A o V8 ve o A (x2,x3)

1 ~3-d3 ' - !
c'est-3-dire r '(r'(XQ’XS)) r .(x2,x3)

od r" = r'.VE(¥).r' est 1'élément obtenu par 1l'action de Spin 7 sur S’

donnée en 8-3 (haut de la p.26).
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16 - QUELQUES PROPRIETES GEOMETRIQUES DE €aPZ2.

16~1. Equation d'une droite

T 3 X

a X
Soit A = El a3 a2 et X = ‘il 53 x2
3 2 1 3 2 1
a, a; g X, X, 53

D'aprés le lemme 1 dire que le point X est sur la droite A,

Xo A = 0, est équivalent 3 X(Xo A) = O ; or :

X(X o A) =[Elal + (33|x3) + (a2|x2) ] +
(e,0, + (@ lx)) + (aglx) ] +
[£3a3 + (a2|x2) + (allxl) ]

On peut supposer o, £0 (al £ 1) 3 pour les points de A qui se
trouvent d "distance finie" (c.a.d non situés sur D) on a &l Z 0.
En multipliant X(X o A) par £lu1 et en utilisant les relations (1.1)-

(1.2)-(1.3), la troisieéme parenthése devient :

|a2|2|x2’2 + Elal(a2|x2) + (Eé Eé |§é §2)
a 1l'aide de :
(33 Eél §é Eé) = (a2 a3|x2 x3) = ((a, a )§3|x )
a

la,]?
Nous obtenons pour £ 1% [Esaa + (a2]x2) + (a1|xl)] la forme :

(£, + a x, + T-—TZ [(a a35§3 ] IEz x,)

De meme la deuxiéme et la premiére parenthése deviennent res-

pectivement :
EY a,
2 - 2
(o [( a )x +a_x,+&a I ——
|a2|2 3 3] 272 171 ]a2|2

(Ef]l + a2 X, + |a2[2[(a a )x RE

[(a2 a3Y§3])

QJI
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On obtient donc

]}
o]

-1 —
(Elal) X(Xo A) = Ial£1 ta, x, +a, [(a2a3)x3][2

le changement :

|

|
w
|
Ql wf
N

» X

fﬂ % |
= jw

; Y =

yny
—

y
1 1
nous donne pour équation de la droite A :

0=1+3 Yyt [y © ¥]

On retrouve le point de départ de 1'étude de €aP? par J.TITS ;
1'équation précédente représente la polaire de (x,y) par rapport & la
conique d'Hermite (ensemble des points doubles x = X , y = Y)

%] + Jy|* +1=o.

Références : [TS 1] p.322 (1) et [B E] 3.69 et la suivante :

16-2. Harmonicité

On va voir que €aP? est harmonique, c'est-d-dire que dans cap?

le théoréme du quadrilatére complet est vrai.
Par commodité on note [A B] la droite qui joint les pdnts A et B,

Le théoréme du quadrilatére complet s'énonce :

Soient A,B,C trois points alignés,
E un point non situé sur la droite
[A BJ et X un point sur la droite
[E A] différent de E et A.

Alors le point A' déterminé par la construction donnée par la
figure ci-dessus est indépendant du choix de E et de X. Il ne dépend
que des trois points A,B,C ; on l'appelle le conjugué harmonique de A

par rapport 3 B et C.
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On va tout d'abord démontrer cette propriété lorsque B = E, ,

2
cC=E,, E=E, .

3 1
B1o% R
Dans ce cas, si X = ?é 52 Xy , par la propo-
X X1 &y
sition 1 de 14-2 : 0 0 0
X v El = 0 53/1—€1 -Xl/l—gl
0 -%, /178 £,/1-E,

c'est-3-dire la droite X coupe la droite El = Dy, au point antipodal sur

D, de 1'image du point X par Tl (cf.15-3).

gl
De méme :
0 0 0
(X v El)v'El = 0 E?/l_gl xl/l—g1 = Hgl(x)
0 W 1E E/1-E,

c'est~3-dire 1'intersection des droites [E.X| et D est A = 1. (X)
1 o0 £

- s . ce s g .
(Hgl apparalt comme la projection conique sur D= faite a partir du point El).

De la méme fagon (E.,E E, jouent des rdles symétriques dans 7 ) la

1’722
droite [E2 X] coupe la droite [El EB}, qui est la droite E2 au point :
A - £1/1-8, 0 X,/1-E,
1 0 0 0
x2/l—€2 0 53/1"52
et la droite [E3 X] coupe la droite [El E2] ,» qui est la droite E3 au
point :
o - £,/1-8, *x /1-8 0
2 x3/1—£3 62/1—53 0
0 0 0

Le point A' donné par la construction est alors
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0 0 0
£ -% X
) 2 3 %2
A' = (A, v A.) VE. = 0 2z
1 2 1 - —r2
1-%, £178%
o T Xy %y €3
72
E;l El l-gl

I1 en résulte que pour :

A= (2 popr, —p—)€eap =8 (cf. (5) de 15-3)
17°1

3
1

le point A' correspondant est

X, X £ -&
" o- " 3 2 273 .
A' = (-2 TE e —i;z—-) et donc ne dépend pas de X.
%. 1 1

Les figures ci-dessous schématisent la situation : le ‘quadrangle

(EQ,ES,A,A') est harmonique.

Al E2

La démonstration de 1'harmonicité dans le cas général résulte alors de

la proposition suivante

Proposition: Trois points de €aP? étant donnés en position générale, il
existe une collinéation (bijection de €aP2 sur lui-méme qui transforme

les droites en droites) qui envoie ces points sur El’EQ’Ea'

Démonstration : en utilisant des applications ¢ du type :

6: X —,PxP

(o) P est une matrice dont tous les éléments diagonaux valent 1 et un
seul élément non diagonal est un octave non nul), dont on constate par

un calcul direct qu'elles conservent det X et par conséquent 1l'alignement
q p q

- 83 -~



des points, Freudenthal montre ([FL] 1 p.50) qu'il existe une collinéation
qui envoie une droite donnée et un point donné non incidents respecti-
vement sur la droite E1 et le point El'

Soient alors E,B,C donnés en position générale (voir figure au dé-
but de 16-2) ; on commence par envoyer le point E sur le point E. et la

1

droite [Bd sur le droite E.. Ensuite par un élément de Spin 9 =’(Aut‘?)l,

1
on peut amener C sur E3 ; reste d voir qu'il existe une collinéation
conservant El et E3 et envoyant B sur E2, ce qui se fait encore en uti-

lisant une application ¢ .

Remarque 1 : D'apres [SR] , Si on ajoute aux axiomes Pys P2, P3 1'axiome
Py

Pu : i1 existe une collinéation laissant chaque point d'une droite
donnée invariant et transformant un point donné (non incident & la droite

donnée) en un autre point donné (non incident 3 la droite donnée).

le plan projectif considéré est harmonique.

SPRINGER ( [SP]) montre que €aP satisfait 3 P mais dans notre pré-

sentation ce n'est pas évident,

Remarque 2 : FREUDENTHAL donne ([FL] 1 p.43,44) une démonstration directe
de 1'harmonicité de €aP? en utilisant la droite réelle (resp. la droite
complexe) définie par trois points (resp. quatre points) d'une droite oc-

tave.

Remarque 3 : Le théoréme du quadrilatére complet est équivalent au "petit"
théoréme de Desargues (cas particulier ol la droite des trois points, que

le "grand" théoréme dit alignés, passe par le centre de projection) d'aprés
[MG] ; un plan affine est un plan de translation (ou plan de MOUFANG) s'il

satisfait au petit théoréme de Desargues (cf. [AE]).

~

petit theoréme de Desargues théoréme quadrilatére complet.
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16-3 Courbure de €aP’.

€aP? est 1'espace homogéne symétrique Fu/Spin 9 ; les algébres de Lie

EFL et o(9) sont telles que :

fﬁz =M 8 o(9) avec

7 ne- 7 ne 43
- ] J
M= (g 26 e (g BET)

7  ae:
- 3
4 3 > o(9) = (jgom G,” ) ® o(8)

On rappelle la table des crochets de Lie donnée en 12-7 p.62 :

a€ ta, be€ €a , axb = Im ba = %(Bé-ﬁb), [a,b] = ab-ba

- - i-1
8, ¥ = 0.(a,b) [,&] = (@ i=1,2,3
i’ i i i i
U <€ o(8)

[E?, E? J= Eis i,j,k permutation circulaire de 1,2,3
ol :

Upap) = 2 {1, 7 |~ Rog, -[L.R] Y o(®

Uy(ab) =2 {R 0 _ ik [La,Rb] } € o(8)

Uga,p) =2 {1 - [L,R] }e o8

U;s Uy, Uy sont liés par : u, = Ao u, = A%o U,

L'algébre de Liefﬁ; étant identifiée 3 1'espace tangent a F, au point Id
et la sous-algébre o(9) 3 1'espace tangent 3 Spin 9 au méme point, M représente
1'espace tangent au point El, origine de CaP? , défini par £1 = 1. Identifions

mL 3 Cax€a ; deux vecteurs tangents i l'origine de CaP’ sont notés

X = (x2,x3) Y = (y2,y3).

€axCa est naturellement muni de la métrique riemannienne :

<(X29X3) s (y2’y3) > = (X2|y2) + (X3|Y3)

dont on démontre facilement qu'elle est invariante par Spin 9.
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Dans ces conditions le tenseur de courbure R est donné par :

R(X,VZ = -[[x,¥],2]  ([kN] wvol.1I p.231)

et la courbure sectionnelle (X et Y orthonormés) par :
0(X,Y) = <R(X,Y)Y,X>

A l'aide de la table ci-dessus et de l'identification de oV avec

€axXCa, on obtient

R((xQ,xa), (y2,y3)) (22,23) = (ZQ’ZS)’ ol

N
[

2 —
- [Ul(x2’y2) + AP0, (xg5y )] (2)) + (k3 -y %)%y

z, = - [Au (x

3 2,y2) + Ul(x3’y3)](23) - z2(x2y3—y2x3)-

Par suite la courbure sectionnelle est :
o(X,Y) = (Ul(y2,x2)y2 + )\ZUl(yS,xa)y2 + (x2y3~y2x3)§3| x2)
+ ( XUl(yQ,XQ)y3 + Ul(ya’XS)YS - ;é(x2y3-y2x3)| xa)
c'est-a-dire : o(X,Y) = 24 + 2B + C + 2D + 2E , avec :
Ay ,o%y) = 30U Gy %)) (7)) 1) = (([ygox, T= vy, = y,(y%%) Ix, )
B(ygoxy) = 200 (v, %) (30 ) = Aly,,x,)
Cxys¥p5%gsy) = (¥ 5y, % )T gl %)) = (T, (e v 57y %) [
Dlxysy55%55¥5) :'%(Azul(ys’xs)(yz)Ixz) = (v = Drgoxg]) ~{yguxguy,Hxy)
E(x2,y2,x3,y3) = %(Aul(y2,x2)(y3)'x3) = ((y2xx2)y3—{y2,x2,y3}|x3)

Pour faire certains calculs on remarque que le crochet et le produit en
croix sont liés par :

2 axb - [a,b] = t(b)a - t(a)b
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et, comme ([a,b] | a) ([a,b]lb) =0, on a :

3/ [2.p]]2

d'autre part : 2b X a = 2 Im ab = ab - ba donne :

axb - bxa = [a,b]

( axb | [a,b])

d'oud :

A(y2,x2) = ([y2,x ] ¥ X 2|x2y2) - (y2xx2|?éx2)

= ([y2’ y2xx2|Im xé§2) - (y2xx2IIm ?éx2)
= ([y2,x y2xx2|x2xy2 —[x2,y2]) + |x2xy2|2
= 2| x xy2]2

et B(y3’x3) = 2|x3xy3|2

Ensuite C(x2,y2,x ) = |x

_ 2 _ 2 2 . 2 2_
2(x2y3ly2x3)

3°Y3

D(%,)5¥,5%55Y5) = (y,(XpF3) = {ygxg,y,) | %)

1 — 1 -
(7,0 5 y%5 = 5 X3¥3) - {ys’xs’yz}lx2)

N ps

1 - _ _ =
(y,(5 ¥g¥%g + 5 %g¥4 = %3¥3) = {¥,5%5:¥5}[x,)

(y2(x3|y3) - (y2x3)§é|x2)
= (%, |y (xqly ) = (v, %4 | %, ¥4

De méme : E(x2,y2,x3,y3) = D(x )

29y23X39y3

En rassemblant tous les résultats et en utilisant (2-1, identité (1))

1'égalité 2(x |y2) (x Iy ) = (x X |y2y3) + (x2y3|y2x3) , on obtient :
O(X¥) = ey, |2+ wlxgpy,]? 4 Inl? Iyl 2 + Iy,l? Ixg)?
+ 2(x2x3|y2y3) - u(y2x3|x2y3)

(X = (xy5%3), ¥ = (yp,y,)) M2 = [yl)* =1, <Yy =0)
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]a><b|2 = |aa b|? = |a|? |b]? - (a|b)? : on retrouve la formule

donnée par Brown et Gray ([B.G] p.53).

En particulier :

1
[

0((X23O)3 (Osys))

|
i~

0((X2,0), (y290)) - (y2 # )\X2 Y A€ R)

D'autre part, du fait que l'action de Spin 9 sur s!® est transitive

(cf.15) et que O est invariante par Spin 9, on peut supposer X = XO = (1,0) ;

il vient, dans ce cas

¥ 0(X V) = ]y |t 4 fyg|® =1+ 3]y,|*

ce qui montre que quels que soient X et Y (non colinéaires)

o(X,Y) € [1,4]

La formule # est exactement celle de Besse (LB E] p.81) établie dans

1l'ouvrage cité pour K = B, €, H .
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[ae ]
2
fB-c]
25
2

2l

[c-s]

2
[F]
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