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P R O X I M I T E S F L O U E S ET ESPACES T O P O L O C I Q U E S F L O U S U N I F O R M I S A B L E S 

par J . C O U L O N et J . L . C O U L O N 

§ O . I n t r o d u c t i o n , 

Soit X un ensemble non vide. 

. Efremovic (voir par exemple [3j) appelle proximité sur X toute relation 

binaire A sur 2 telle que 

A A B -> B A A 

(A U B ) A C *>A A C ou B A C 

A AB A / 0 et B / 0 

A / B - > il existe E G 2 X telle que A ^ E et (X-E) (£ B 

A D B + 0 -> A A B . 

. A une proximité A sur X, on associe une topologie définie par 0 ) : 

x G A ̂ —> x A A (x mis pour {x}) . 

. A une uniformité °U sur X, on associe une topologie définie par (2) : 

A = fl U(A) , où U(A) = {x E X, 5z d A , (z,x) G U } . 

A une uniformité^ sur X, on associe une proximité définie par (3) : 

A A Bf->VU : U(A) fl U ( B ) ï 0 . 

on a le diagramme coramutatif : 

% = > A 

( 2 ) \ . (1) 

T 
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. Soit T une topologie sur X. On montre (voir [2] et [3]) qu fil y a équivalence 

entre : 

T est associée à une proximité A au moyen de (1) 

T est associée à une uniformité au moyen de (2) 

T est une topologie complètement régulière. 

. Soit T une topologie normale sur X (2 fermés disjoints peuvent être séparés pai 

des ouverts) : on définit alors une proximité sur X par (4) : A A B A PI B f 0 ; 

et si T est de plus séparée, cette proximité A est compatible avec T. 

. Si T est une topologie quasi-compacte et complètement régulière (par exemple 

si T est compacte), la proximité A définie par (4) est l'unique proximité com

patible avec T. 

§ 1. L . P . p r o x i m i t é s f l o u e s . 

1. matériel flou utilisé. 

. Soit X un ensemble non vide. 

Comme dans [13 ], on considère la structure floue sur X où les 

valeurs d'appartenance sont dans I = [0,1] . On désignera dans la suite par 

a ->• a* 1 T involution décroissante a ->• 1 -a de [0,1] , et par u la partie floue 

x -* 1 - u (x) . 

. Par topologie floue sur X, nous entendrons une topobgie floue au sens de 

Chang ([4]). 

Nous dirons qu'une topologie floue est de Lowen si toutes les constantes sont 

des ofs (voir [5]) ; et qu'une topologie floue T est une H-topologie-floue 

s'il existe une topologie (ordinaire) T sur X telle que : u est x-fermée 

V a E I , est T-fermée (où = {x G X / u(x) ̂ a}). 

. Nous utiliserons la relation de " q^-coïncidence" introduite par Liu Ying-Ming 

et Pu Pao-Min'g (voir [9] ) : uç^V <+ 3 x d X, u(x) + v(x) > 1 u £ v **- V u . 
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2. notion de L-P proximité floue. 

DEFINITION : Nous appellerons L-P proximité floue sur X toute relation binaire 

sur 1^ telle que : 

1. uôv -*» VÔjJ 

2. ( u U V ) ô p uôp ou VÔp 

3. uôv u ^ 0 et V / 0 

X * 
4. u#V -> il existe A G I telle que u # A et À #V 

5. uq,V •> uôv 

REMARQUE. Katsaras, dans [6] , introduit une notion de proximité floue en 

prenant comme cinquième axiome u ( ÌV ^ 0 u ô v . L a notion que nous introduisons 

ici est donc une généralisation stricte de celle de Katsaras et il nous a été 

nécessaire de faire cette modification pour que -comme dans le cas net - il y 

ait équivalence entre les topologies floues qui proviennent d'une proximité 

et les topologies floues uniformisables déjà décrites dans la littérature, 

PROPOSITION 1 : Soit ô une L-P-proximité sur X - on définit une topologie floue 

sur X par (5) : u = f 1 p 

P#u 

PREUVE. Laissée au lecteur. 

REMARQUE. Lorsque ô est une proximité floue au sens de Katsaras, la topologie 
floue associée n'est jamais une topologie floue au sens de Lowen, car si 
a ^ 0 : â = n P * = ( < J p ) * = 0 * = X 

p#a p # a 

EXEMPLES DE LP PROXIMITES FLOUES QUI NE SONT PAS DES PROXIMITES FLOUES AU SENS  

DE KATSARAS. 

1) uôv Vu + VV > 1 

La topologie floue associée est formée des constantes. 

2) uôv u t V 

X 
La topologie floue associée est I . 
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Nous dirons qu'une LP-proximité floue est de Lowen (respectivement est 

une H-LP-proximité floue) lorsque la topologie floue associée est une topologie 

floue au sens de Lowen (respectivement une H-topologie floue). 

EXEMPLE D'UNE LP-PROXIMITE FLOUE QUI N'EST NI DE KATSARAS NI DE LOWEN : 

Soit X un ensemble non vide. 

1 
Soit e tel que 0 < e < • 

Posons JJÔV <r~> jj ̂  0 , V ^ 0 et ou bien JJ q̂ v 

ou bien JJ <fc 1-£ 

ou bien v <h 1-£ 

on a donc : LP-proximités floues 

I LP-proximités floues \ 
< de Lowen 

f proximités floues\ 

V de Katsaras / ,/__ . c^ \ 7 \ \H-LP-proximites floues ) 

3. Quelques notions de séparation : 
x a 

. nous appellerons point flou toute partie floue (x,a) = où a f 0. 
y + x H* 0 

. nous dirons qu'une topologie floue est Ŝ  lorsque tout point flou est fermé 

. nous dirons qu'une topologie floue est S^ lorsque pour toute paire {m,n} 

de points flous tels que m n , il existe des ouverts u et v tels que m e u , 

n c: v et u c£ v. 
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Autrement dit, une topologie floue est lorsque : 

1) Si x G X , y t X et x / y , il existe des ouverts u et v tels que 

u(x) = 1, v(y) = 1 et u c v 

2) Si x £ X , a £ I , g G I et a + B s< 1 > il existe des ouverts u et v 

tels que u(x) ^ a , v(x) ^ 3 et u c v. 

Remarquons qu'une H-topologie est S 2 ssi la topologie ordinaire dont elle 

est issue est séparée au sens de Hausdorff. 

* s 2 + s 1 . 

. Nous dirons qu'une topologie floue est normale lorsque pour tout fermé f et tout 
X o _ 

ouvert 0 tels que f c 0, il existe À C I telle que f c À C À C O . 

Il est aisé de remarquer qu'une topologie floue est normale ssi pour toute paire 

{f,g } de fermés tels que f ^ g , il existe des ouverts u et v tels que f e u , 

g c v et u % v. 

Il est évident que pour une topologie floue normale, S^&- S^ 

. Nous dirons qu'une topologie floue est D lorsque tout ouvert est une réunion 

de fermés. 

S 1 D : car pour tout ouvert 0, 0 = u (x,a) c U f et 0 = U f 
(x,a)€0 f fermé f fermé 

f c O f c 0 

donc a fortiori S^ D. 

Remarquons qu'un espace topologique flou normal n'est pas nécessairement D. 

Par exemple, si — < a < 1 , considérons la topologie floue ayant pour fermés 

0 , a et X . L'ouvert a n'est pas une réunion de fermés et pourtant cette 

topologie floue est normale. 

4. 

PROPOSITION 2 : i) Etant donné un espace topologique flou normal, on définit 

une L?-proximité floue 6 par uôv u v . 

ii) Si de plus cet espace topologique flou est D , ô est 

compatible avec la topologie floue. 
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PREUVE. 

6 

X _ _ 

i) Définissons une relation binaire ô sur I par uôv<£> u çl V 

* Il est évident que u ô v -> v ô u 

* Si u ô v et u c: , u^v et u c: u ̂  , d'où u ̂ v et u ^ ô v donc u ô p ou v ô p ( j j U v ) ô p . 

— — & — — ̂ ^ — — — -k 

Inversement, si u # p et v#p , u c i p et v c p , d foù u v = u U v c p et ( u U v ) $ p . 

* Il est évident que 0 ¡1, u . 

Supposons que u p v , de sorte que v CJJ . 
X ° - -* 

Comme la topologie floue est normale, il existe À I telle que v c A c X <z u ; 

mais À C J J signifie que JJ^À , et v c À signifie que À * $ v. 

* Enfin, si uqy , u q̂ v et u ô v . 

ii) Soit x ( ô ) la topologie floue associée (par le procédé (5)) à ô . 
- - - - * i l - * _ » I r\ * - T ( Ô ) 
p <l u pc=p e u ; d Toù _ u _ p e u , e t J J C ( J J p ) * = I | p = u . 

P̂ JJ p^u p # u 

Inversement, si u est fermé (pour la topologie floue d'origine), puisque cette 

topologie floue est D, on a : 

/= U f, =_U*P = _U P = _ U _ p = U P e t . „« n P* = ;
T ( ô ) . 

f fermée p <qj pq[u pd j j p # y p ^u 

f ^ u 
5. Cas d'une topologie floue compacte : 

. Comme Chang (voir [4]), nous dirons qufune topologie floue et compacte lorsque 

de tout recouvrement ouvert de X on peut extraire un recouvrement fini. 

Remarquons toutefois que cette notion est d'un intérêt limité par le fait 

qu'aucune topologie floue au sens de Lowen n'est compacte, puisqu'on ne peut 

extraire aucun recouvrement fini de X = (J a (voir Ci]). Toutefois cette notion 
a < 1 

peut être utile pour des topologies floues plus générales. 

. Remarquons cette différence avec la topologie ordinaire : dans un espace 

topologique flou compact, une partie fermée n'est pas nécessairement compacte 

en ce sens qu'elle peut avoir un recouvrement ouvert dont on ne puisse extraire 

un recouvrement fini. Par exemple, considérons la topologie floue dont les ouverts 
1 3 

(qui sont en fait des ofs) sont 0 et X et les constantes a telles que ^ a N< . 



Elle est évidemment compacte, mais on ne peut extraire aucun recouvrement 

fini du fermé — d e . LJ a 0 4 1 . ^ 3 
4 « a < 4 

Nous dirons qu'une topologie floue est F-compacte lorsque, pour toute 

partie fermée, on peut extraire un recouvrement fini de cette partie à partir 

de tout recouvrement ouvert. Bien sur, a fortiori, une telle topologie floue 

n'est jamais une topologie floue au sens de Lowen. 

PROPOSITION 3 : Soit un espace topologique flou normal, D et Y-compact. 

Alors, 

i) uôv4* u q̂ v est une LP'-proximité compatible avec la topologie floue 

donnée. 

ii) c'est la seule LV-proximité floue compatible avec cette topologie 

floue. 

PREUVE. 

0 ) remarquons qu'il existe bien des topologies floues normales, D et F-compactes 

par exemple toute topologie ordinaire séparée (au sens de Hausdorff) et compacte 

est normale, D et F-compacte (mais elle n'est donc pas S^). 

1) D'après la proposition 2, puisque la topologie floue considérée est normale 

et D, J J S V O u CL v est une LP-proximité floue compatible avec la topologie donnée 

ii) LEMME : Soit un espace topologique floue, soit ô une LP-proximité floue 

compatible, soit u une partie floue compacte (donc telle qu'on puisse 

extraire un recouvrement fini de chacun de ses recouvrements ouverts) 

et soit enfin v une partie floue fermée telle que u^v . Alors u#v . 

En effet, introduisons la notation u A v <-> u#v 

o 

on peut remarquer que d'une façon générale \J A = Ç (R ) 

A d Ç -1 

(car U À- I V - [ H , A * ] * - ê * « T * * - V ) 
A ^ Ç Aj5Ç HZ 

remarquons aussi que si uA v , il existe un ouvert 0 tel que ui OMv (R 0) 
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(en effet, si u#v , il existe À £ I telle que u/>X et Àjfiv . Posons 0 = X • 

u/$0 (car si uôO , on a uôX , donc uôX et df après une remarque antérieure 

u6X ), 

o#v (car si 06v , on a a fortiori Xôv ) ). 

Revenons au lemme énoncé : 

A chaque u Av , on peut associer un ouvert 0^ tel que u^ 0 ^ 4 v , de sorte que 

u czO et 0 #v. 
u u 

Alors U *u = v ° = v = v 3 j j 5 e t U * 0 3 u ; donc il existe 
u A v u^iv 

* * }

n, xi.à. v,...,u A v tels que 0 = U 0 > u. 1 n n . . u. 
1=1 1 

Comme 0 #v,...,0 #v , on a 0#v, et puisque J J C O - J J $ V . 
u u 
1 n 

* Soit alors une topologie floue normale, D et F-compacte. 

Soit 6 la proximité floue compatible définie par JJÔV uqv . 

Soit 6̂  une proximité floue compatible quelconque. 

Si JJÔV, uqv et - d'après l'axiome 5. - uô^v. 

Diversement, si u#v , donc si u^y , le lemme précédent montre - puisque JJ 

^st une partie floue fermée d'un espace topologique flou F-compact, donc une 

partie floue compacte, tandis que v est fermée - que J J ^ V . 

§ 2. l i e n avec la not ion d ' u n i f o r m i t é f l o u e . 

1. Notion d'uniformité floue. 

Dans [7] , Hutton définit une uniformité floue sur X comme un ensemble 

d'applications de I dans I tel que : 

X 
& c « = {D € ( I X ) ( I } / D(,j) 3 n et D( V = (J D(jjk) } 

k k 
® i 0 . 
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D £ ^ , A e Q et A 3 D -»• A £2) 

D £ ® et E £ ® D A E G ® , où (D A E)(u) = H p ( v ) u E ( P ) ] 
v u P=u 

D e 0 + B 1 e.@ , o ù D 1 ( M ) = * 0 * P 

D (P) c u 

D £Q> il existe A G 9 , telle que A°Ac=D , où D^D ( j j ) = D 2[D (u)] . 

A une uniformité floue, Hutton associe une topologie floue par 

(6) a = ^ y * 
3D e © ,D(y) cz u 

PROPOSITION 4 : Soit Q une uniformité sur X 

Définissons une relation binaire sur I par (7) ufiv 4 * VD £ ^ : D(u)q D(v) 

Alors 6 est une LF-proximité floue sur X, gue nous dirons associée à 

PREUVE. 

* Il est évident que u ô v VÔu 

* Il est évident que uôv et JJ c JJ1 JJ^SV ; de sorte que u<$p ou vôp ( u U v } ô p 

Supposons maintenant que u $ p et vj$ p 

il existe D G ® tel que Vx G X : D(u)(x) + D(p)(x) s< 1 

il existe E tel que Vx G X : E(v)(x) + E (P)(x) 1. 

Posons F = D 7l E F e ® , et pour tout x e X : 

F(u)(x) + F(p)(x) D(u)(x) + D(p)(x) v< 1 

F(v)(x) + F(p)(x) .< E(v)(x) + E(p)(x) S 1 

d !où F(uUv)(x) + F(p)(x) = [F(u) U F(v)](x) + F(p) (x) = 

[F(u)(x) + F(p)(x)] v [F(v)(x) + F(p)(x)] v< 1 , d
!où (uUv )^p. 

* il est évident que 0 t u , car si D £ ® ( S H ) et si x ç X : 

D(0) (x) + D(u) (x) = D(JJ) (x) v< 1 , car pour tout D £ Q) : D 1 (0) = ^/H P ^ = 0 
D( p) cz 0 

et donc D(0) = (D1)"1(0) = 0. 
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* Supposons uj8 Y * 

Il existe donc D € 2 telle que Vx £ X : D(u)(x) + D(v) (x) 1 

Remarquons qu'il existe A E ^ telle que A Q A 0 A <= D . 

(En effet, il existe V G 3f telle que V o V c: D ; de même il existe A telle 

que A 0 A c: V . Alors A D A D A Q A c: V o V c D , et a fortiori A o A o A c D. Posons 

alors A = A A A 1 : A E'J et A o A ~ ~ 1

0 A = ( A A A V 1

 0 ( A A A 1 ) = 

( A A A 1 ) 3 c z A 3 A(A])3 = A 3 A T A 3 ) ~ 1 C D A D H d'après les propriétés des opérations 

(D,E)}+DAE et Dl—> D~1 dans [7]). 

Posons alors X = A ^ o A ( v ) : 

u/5X : en effet, A czAoA Qâ c D et A(u) c: D(u) alors que 

A ( X ) = A o 0 A ( v ) c: D ( v ) , de sorte que pour tout x £ X : 

A(u)(x) + A ( X)(x) N< D(u)(x) + D(v)(x) <: 1. 

X <8 V : en effet , 

M X * ) = A ( T Â 1 o A ( v ) ] * ) = A ( [ O p * ] * ) = A [ V p* J = A U A ( p ) e A ( v ) * 

A (p ) cA<? ) A ( p ) c A ( v ) A ( p ) c A ( v ) 4 

* * 
de sorte que pour tout x £ X : A ( À )(x) + A ( v )(x) A ( v ) ( X ) + A ( V H X ) = 1 -

* Enfin, si pqv , il existe x € X tel que u(x) + v(x) > 1 ; alors pour tout 

D 6 ^ : D(u)(x) + D(v)(x) > 1 et uôv 

. PROPOSITION 5 : On a le diagramme commutatif : 

— 
D E plus , p T = O D(u) ( 8 ) 

D E S 
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PREUVE. Désignons par et 1^ les topologies floues sur X obtenues res

pectivement par Q) — — f ô - — — > et Q) — y • 

Notons , pour chaque u G I : jj = O D(u). 

D e ® 

Nous allons montrer que u •*• jj définit une topologie floue ? 2t que 

* jj définit une topologie floue x sur X : 

- 0 = ^ D (0 ) = 0 . 
D e & 

- pour tout D E S ) D(u) r> JJ ; de sorte que jj. u 

- donc p o u . Inversement , 

J = O D(m) = H D [ H A(m)] C O D 0 A ( U ) = n L ( u ) 

D e ^ D e ® i e â D ç â L e ® 
A e <m> 

puisque pour tout L£ 9 il existe D£ â> telle que D 0D c= L. 

- u UV = D (u UV) = [D(u) LiD(v)] , alors que 
D Ç.9 D £9 

p U V = [ D D(jj)] U [ O A ( v ) ] = O [ D(u) u A ( v ) ] • 
D E S A e $ D eâ> 

A priori, u U V o u U V . En fait, on a l'égalité puisque si D ç 9 et 

A E S : D(u)UA ( v ) 3(D/\A)(ju) U (DÂA ) ( v ) . 

* Description de et '• 

u = M p = / ) p , où p E &<->p<5u <<—-, 3D t9 , D ( p ) c D(u) 

u = ' I p , où p £ B <H» BD £9 , D ( p ) c u . 
p e B 
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9s 

Si p G (L , il existe D G @ telle que D(p) c D(jj)* maisD(u)* c: j j * , d'où 

- T 1 - T 2 

p € B.De sorte que u z) u e t T | c T2 • 

* T 2 c T : 

& 9s 

Si p GB , il existe D G ̂  telle que D(p) cz u 

Alors D ( u ) = £ ) ̂  Ç cz p ; donc u = O P 3 O À(JLI) = JJ 

D(Ç) c JJ p € B A G® 

et c T . 

* Enfin T c T | ! 

Y 9s • 9s 

REMARQUE : VDG ^ , 3A Ç.2 et 3p G I tels que A ( p ) cz A(jj) et D ( u ) D p . 

Alors u = ' ) p cz «O D ( J J ) = JJ , et T c T . . 
p e * D e ^ 

Pour prouver la remarque, il suffit de trouver A G ̂  telle que A(D(u) ) cz A(jj) • 

9s —1 9s S—"\ 9s 

Soit A symétrique telle que A o A c D : A(D(u) ) = A ( D ( J J ) ) = f^ 1 £ cz aO j ) 

A(Ç) cz D(u) 
car parmi les Ç il y a A(jJ-) du fait que A(A(jj) ) = AoA(jj) C Z D ( J J ) . 

( 2 ) Matériel flou supplémentaire utilisé (cf. par exemple Hutton [ 7 ] ) : 

* -Intervalle réel unitaire flou : 

On désigne par l'ensemble des fonctions X : K. -»• I croissantes, telles 

que t < 0 + X(t) = 0 et t > 1 X(t) = 1 , après identification de X et u 

lorsque Vt £ ]R : X(t-) = u(t-) et X(t+) = u(t+), où par définition X(t-) = V x(u) 
u <t 

et X(t+) = A X(u) . 
u >t 

On munit J> de la topologie floue ayant pour subbase {A , B /t G K . } , où 

A est l'application de dans I définie par A^_(X) = X(t-) 

9s 

est 1'application de dans I définie par B^(X) = X ( t + ) • 
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* Un espace topologique flou X est complètement régulier (CR) si pour tout ouvert 
X 

Q de X il existe une partie L de I et une famille (f ) _ telles que : 
u u e i> 

Uu = Q 

u e L 

pour tout u £ L, f^ est une application continue de X dans J' 

pour tout u e L, pour tout z £ X : u(z) fu(z)(0+) ̂  f (z)(1-) ̂  fl (z) . 

* Quelques remarques : 

1) un espace topologique flou CR est toujours D : 

En effet, avec les notations de la définition précédente, si fl est un 

ouvert de X (supposé CR) et si u E L : 

pour tout z € X : f (z)(0+) = f (z)(0+) = B (f (z)) = B (f (z)) = f (B )(z) 
u u o u o u u o 

-1 * 
donc pour tout z G X : u(z) X f (B )(z) < fl(z). 

u o 
donc u <= f (B ) c fl ; mais f (B ) étant un fermé : u c f (B ) c fl. 

u o u o u o 

de sorte que ^ = U u = U u . 

u G L u G L 

2) PROPOSITION 6 : (sorte de "lemme d'Urysohn flou", un peu différent de 

celui que propose Hutton). 

Tout espace topologique flou normal et D est complètement régulier. 

REMARQUE : La réciproque est fausse, comme le montre l'exemple d'une topologie 

ordinaire complètement régulière qui n'est pas normale. 

PREUVE. 

LEMME 1 : Soit un espace topologique flou. 
X — 

Définissons une relation binaire sur I par u<<v <r-̂  u c: v°. 

Alors si l'espace topologique flou est normal et si u « v, il existe 

un ouvert o tel que u « o « v. 

°** - °* 
En effet, si u << v , u v , donc u ^ v ; et, comme 1 espace topologique 

°* 

flou est normal, il existe un ouvert o et un ouvert a tels que u <= o , v c a , 

o ^ a - 13 



• ° °* 
Mais alors u cz 0 = 0 , d'où u « 0 ; d autre part 0 c£a et v cz a impliquent 

k ° — k ° 
que 0 c a (fermé) v , d1 où 0 a cz v et 0 << v . 

k 

(Remarque : si fi est une LP-proximité floue sur X, on a introduit u^v<e>u # v . 

Si on introduit la topologie floue associée à 6 , il est aisé de montrer que 

u <4 v u << v - on a vu que si u ¿1 v - même si la topologie floue en question 

n Test pas normale - il existe un ouvert 0 tel que u ¿3 0 v). 

* LEMME 2 : Soit un espace topologique flou normal, soit Q, un ouvert et soit 

u « Q . 

Soit D = { -B- p € (N }. 
2 n n e IN 

chaque F(t) est un ouvert de X 

Il existe une famille (F(t))t D telle que t < S F(t) « F(s) 

u cz F(0) 

(D F(1) = Q 

t > 1 F(t) = X. 

Preuve du lemme 2 : 

Si t G D et t > 1 , on pose F(t) = X 

On pose F(1) = Œ 

On choisit pour F(0) un ouvert (ù tel que u << Q) < < Q, (dont l'existence est 

assurée par le lemme 1). 

Si t ^ D et 0 < t < 1 , si t = , on construit F(t) par récurrence sur n : 
2 n 

1 1 
FOj) est un ouvert tel que (A) « F (y) « Q . 

Si n > 1 , et si les (F(--fe • - )), sont construits et sont tels que 
2^ 1 *c 

F ( — < < F( — 4") , on choisit pour F( ̂ m + ^ ) u n ouvert tel que 
2n-1 2 n " 1 2 n 

F ( m ) « F ( 2ïï t l ) « F ( _ ] £ l ) . 

On a ainsi (F(—)), et on vérifie aisément que F(—) << F(^îl) . 
• 2 n k 2 n 2 n 

Il est aisé de voir que la famille (F(t)) t ^ vérifie bien (I). 
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* X LEMME 3 : Soit un espace topologique flou ; soit Q, un ouvert et soit u G I 

telle que u « Q . 

Soit (F(t)) t D une famille telle que (I) 

Posons, pour tout z G X et pour tout x G JR: 

— 
f (z) (x) = sup { F(t)(z) / t g D et t < x } j 

En posant f u(
z) = f u(

z) P o u r tout z G X (f^(z) étant la classe de_fu(z) 

pour 1'équivalence qui consiste à identifier deux applications ayant 

même limite à gauche et même limite à droite en chaque point), on définit 

une application continue de X dans ^ telle que 

V z G X : u(z) <: f (z)(0+) ^ f (z ) ( 1 - ) « Î2(z) . 

Preuve du lemme 3 : 

* Pour tout z G X , si x < 0 : f (z)(x) = sup{F(t)(z)/t G D et t < x} = sup 0= 0 

si x > 1 : f (z)(x) = sup{F(t)(z)/t g D et t < x} = 1 , 

car il existe t̂  £ D tel que 1 < t̂  < x , 

puisque D est dense dans JR et 

fu(z)(x) >y FCt^Cz) = X(z) = 1. 

si x s< y : {t E D/t < x} c {t G D/t < y} et 

f (z)(x) N< f (z)(y). u N u 

* Par conséquent, pour tout z G X, f (z) représente un élément de J* qu'on 

notera f (z), définissant ainsi une application f de X dans J>. 
u u 

* Pour tout z G X : u(z) ̂  f (z ) (0+) . En effet, u(z) ̂  F(o)(z) ; donc 

pour tout x > 0 : u(z) N< sup{F(t) (z)/t G D et t < x} = f^(z)(x) et par suite 

u(z) 4 A f (z)(x) = f (z ) (0+) . 
N . u u 

X > o 

* Il est évident que f (z)(0+) 4: f (z ) ( 1 - ) pour tout z g X. 

* Pour tout z GX : f (z)(1-) ̂  fi(z); En effet, pour tout x < 1 , on a : 

pour tout t G D tel que t < x : t < 1 et F(t) c F(1) = Q , d'où 

F(t)(z) < fl(z) de sorte quefu(z)(x) = sup{F(t) (z)/t ç D et t < x }^ fi(z) 

d'où f (z)(1-) = v f (z)(x) <C fl(z). 
U / 1 u 

X < 1 

15 



* Enfin f : X J> est continue grâce aux deux remarques suivantes : 

Remarque 1 : Pour tout t. G ]R , f ' ̂  (A ) = F(£) (et est donc un ouvert de X). 
U t £ G D 

l < t 

En effet, 

f" 1(A)(z) = A [ f (z)]=f (z)(t-) = V f (z)(x)= V V FU)(z) = 
u t t u U . U s n 

x < t x < t £ £ D 
l < x 

= V F(£)(z) = [ U F(£)](z) 

il < t £ < t 

Remarque 2 : Pour tout t € ]R , f~1(B*) = F(£) (et est donc un fermé de X) 
U £ £ D 

£ > t 

En effet, soit z £ X : 

a = f"1(B*)(z) = B*[f (z)] = f (z)(t+) = A f (z)(x) = A V F(£)(z) 
U t t U U x > t U x > t ££ D 

P ° s o n s

 £ < x 

3 = [ ̂  F(£)] (z) = A F(£)(z) . 
I f D S. £ D 
£ > t £ > t 

Nous allons montrer que, pour tout y £1 : a >y Y*-*3 >/ y (ce qui prouvera 

bien que a = 3). 

Soit y 6 I : 

a) Supposons que a > Y : 

Alors pour tout x > t , V F(£)(z) ^-Y 
£ £ D 
£ < x 

Soit £ £ D tel que £ > t , on a donc : V F(£.)(z) >y 
% £ D 1 

£, < £ 
1 

or pour tout JL € D tel que £ < £ : F(£.) c F(£) ; donc U Fil,) c F(£) CF(£) , 

• *1 G ° 
de sorte que F(£)(z) ^ Y. A1 < £ 
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b) Supposons que 3 ̂  Y : 

Alors pour tout £ E D tel que £ > t : F(£)(z) > y 

Soit x > t. 

Comme D est dense dans E . + , il existe JJ, £ D et £ D tels que t < < £ < x. 

Puisque G D, £ £ D , < £ : FC^) « F(£), c'est-à-dire F(£ ) <=F(£). 

Il existe donc £ £ D,£ < x tel que F(£)(z) >̂ ^ ( ^ ( z ) > y 

d'où V F(£) (z) >, y , et comme ceci a lieu pour tout x > t : 
£ G D 
£ < x 

A V F(£)(z) >y y • 
x > t £ £ D 

£ < x 

* Preuve de la proposition 6 : 

Soit un espace topologique flou normal et D : X. 

Soit fl un ouvert. 

Soit L l'ensemble des fermés contenus dans û . Puisque l'espace topologique 

flou est D, fl = ( J u. 

u £L 

Si u £ L, u << fl . Comme l'espace topologique flou est normal, le lemme 2 

permet de construire une famille (F(t)) t ^ d'ouverts vérifiant (I), et 

alors le lemme 3 permet de construire une application f de X dans $ continue 

et telle que pour tout z £ X : u(z) N< f"u(z)(0+) X f (z)(1-) ̂  fl(z). 

Ainsi l'espace topologique flou considéré est-il complètement régulier. 

(3) PROPOSITION 7 : Toute topologie floue obtenue par (5) [jj = O p*] à 

partir d'une L?-proximité floue est complètement régulière. 

PREUVE : 

Remarque : Si ô est une LP-proximité floue J J Ô V ^ J J Ô V (v étant l'adhérence de v 

au sens de la topologie floue associée par (5) à 6 ). 

17 



En effet, uôv u ôv puisque v a v ; inversement, supposons que u$v • alors 
X * . — 

il existe X ̂  I telle que u$X et \ fiv . Mais v c:^ (car pour tout x G X : 
* -

v(x) = A p(x) s< X ( x ) ) , de sorte que U £v • 

* Utilisons la relation binaire définie sur I par u^ u#v y en nous 

rappelant que ua v ~> u « v , et que si u ̂  v il existe un ouvert 0 tel que 

u z-i 0 zi v. 

* Soit L ={ u G I X / u ^ i f i } . Alors fi = U u 
u G L 

(au cours de la démonstration de la proposition 3, nous avons montré en effet 
o 

que U u = fi ). 
uzi fi 

LEMME : Dans les hypothèses de la proposition 7, si fi est un ouvert et si u ¿3. fi , 

si D = {-— / P ^ ̂  } , il existe une famille (F(t)) 0 ^ telle que : 
9 n n G FN t t D 

chaque F(t) est un ouvert de X 

t < s • F ( t ) ^ F(s) 

(II) U C P ( 0 ) 

F(1) = fi 

t > 1 -> F(t) = X. 

Il suffit, pour s'en convaincre, de parodier la preuve du lemme 2 de la 

proposition 6 en remplaçant à chaque fois << par ¿3 . 

# Soit alors ^ un ouvert de X, et soit u G L . A fortiori, u << fi. 

Soit (F(t)) g. ̂  une famille telle que (II). A fortiori, elle vérifie (I). 

Alors, le lemme 3 de la proposition 6 montre que la topologie floue considérée 

est: complètement régulière. 

(4) *• PROPOSITION 8 : Etant donnée une topologie floue, il g a équivalence entre 

A - elle est uniformi sable (c'est-à-dire elle peut être obtenue, au moyen 

de (6) t, à partir d'une uniformité floue au sens de Hutton). 

B - Elle peut être obtenue, au moyen de (5), à partir d'une LP-proximité 

floue. 

C - Elle est complètement régulière. 
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En effet, La proposition 7 montre que В С 
La proposition 5 montre que Л В 
Dans [7] , Hutton a prouvé que С Л. 

§ 3 . Un i fo rmi té f loue associée à une u n i f o r m i t é . 

1 . RAPPELS (voir Hutton [7 ] , et Liu Ying-Ming [ 8 ] ) . 

Soit L un treillis complet et totalement distributif. 

* Soit f : L L une application extensive et croissante. En posant, pour tout 

a € L : f (a) A [V fij)] on définit une application f : L L 
Г c= L y£T 
VF = a 

inférieure à f, extensive et qui respecte les bornes supérieures : c'est en 

fait la plus grande application de L dans L à être inférieure à f, extensive, 

et à respecter les bornes supérieures. 

D'autre part, si a G L, il existe une partie de L (notée B a dans la suite) 

telle que VB a = ot et telle que, pour toute partie Г de L telle que VT = a , 

V B e B a , ЗУ G Г , 3 ^ Y- Alors f ' (а) = V f($). 
3 G B 

* Si F et G sont des applications de L dans L extensives et respectant les bornes 
supérieures ; on notera F A G = (F A G)* .De sorte que 
(F Л G)(а) = Л [F ( 3 ) v G(y) ] • 

3 U Y= a 

Si F est une application de L dans L extensive et respectant les bornes 
- 1 - 1 supérieures, on note F (а) = y : F est extensive et respecte les 

F(Y).$a«-
bornes supérieures. 

Rappel (voir Ribeyre : [ 1 2 ] ) . 

X î 
Si JJ G I et si a G I, notons JJ^ = {x £ X / fj(x) > a} (niveau strict de 

flou). 

on a : и = О На U u' ] 
a e 1 a 
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2. UNIFORMITE FLOUE ASSOCIEE A UNE UNIFORMITE 

* PROPOSITION 9 :Soit <Ш une uniformité sur X. 
X X 

Pour chaque U G °U , on définit l'application : I I par 
П ц Ы = / О [ a u и ( м а ) ] . 

a G I 
a) Si A G 2 X , D ( A ) = U(A). 

b ) (D )' cz (D^)" 1 ; e t D ' cz D y Л . . . Ï ^ 
U 1 n 1 n 

C^ I ̂  ^ e s t 12116 base d'uniformité floue sur X (au sens de ffutton) 

Ainsi, à une uniformité °U sur X, on peut associer une uniformité floue Q) 

sur X définie par : 

/-Дч D extensive 
{ D e ( I X ) U ; / n - . . } / 0л L D respecte les reunions J (9/ 

5U £ % I D 3 . 

f " D extensive" est d'ailleurs un phénomène, joint à 3V , D з D^) 

PREUVE. Laissée au lecteur. 

PROPOSITION 10 : Considérons le diagramme 

(9) (7) б 
* — ~ - ^ 9 < T \ ( 5 ) 

~ T 

(commutatif d'après la proposition 3). 

Alors T est иле topologie floue au sens de Lowen. 

PREUVE. Laissée au lecteur. 

LP-proximité floue associée à une proximité : Dans [6] , Katsaras associe à 
toute proximité Д sur X une proximité floue ô par 

JJÔV * > V A i D j j , V B D V : А Д Б ( H ) ) • 

Remarques : Â fortiori, ô est une LP-proximité floue sur X 
JJÔV < > ju ! A V F (proximité - au sens usuel - des supports). 

о о 
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§ 4. V a r i a t i o n s f loues à p a r t i r d ' u n e un i fo rmi té f loue : 

1 - PRELIMINAIRES : 

Soit ̂  une uniformité sur X. 

* . , <9) (H)) (5) 

a) On peut considérer le cheminement^ -—> A ô ? j qui, à partir 

de °U , nous conduit à une topologie floue (au sens de Chang) via une proximité 

floue au sens de Katsaras. Décrivons ce premier itinéraire : 

A A B < » V U : U(A) n U ( B ) ^ 0 . 

M <Sv< f VA => u , V B D V , V U £ f : U ( A ) n U ( B ) + 0<—> VU £<% : 

? = d *P - n *P

 u ^ ; ) n u ( v o > * 0 • 

P/5U p / a u > u ( P q ) n u ( u ^ ) = 0 

* . . , < £ > (7) 
b) On peut aussi considérer % — * 2 ^ô' 

( 6 \ ^ (5) 

i 

T , qui nous emmène de °U à une 

topologie floue (au sens de Lowen) via une LP-proximité floue, avec : 
X X 

D est une application extensive de I dans I qui respecte les 

T ' reunions 

3 U £ <& f D D D D 

JJÔ'V < > VD £ ^ : D ( u ) q^D(v) > VU £ : D^ (u ) (D^(v) 

< > V U € ^ : [ U VX)] <U U D (t)] 

A e B M t e B V 

V x ) ^ V 0 

p 1' = N D ( J J ) = * *p = * *p 
D € ^ ED £ @ ,D (p ) c D ( u ) 5 D £ ® ,D (p) c u 

* (2) (a)) 

c) Un troisième cheminement est °U ^ T T " , où (CJ) est 

l'engendrement au sens de Lowen (cf [ 5 ] ) , et qui nous conduit à une topologie 

floue engendrée au sens de Lowen, par 1fintermédiaire d'une topologie ordinaire. 

2 1 



DESCRIPTION : A T = O U(A) 

u est f!~fermé <̂--> V a E l : JJ est T-fermé. 
a 

d) Dans [11], nous av ons introduit une notion de proximité floue à valeurs 

dans I que nous appellerons ici proximité totalement floue. 

^ X X 
C'est une application <5 : I x I I (donc une relation floue) telle que : 

1 . ô (u, v) = ô( V,u) 

2. 6(u U V, p) = ô(u ,p) V ô(v, p) 

3. Si x £ X et si a £ I : ô((x,a) = a (x mis pour { x}) 

4. Si u ^ désigne x ô(x,u) : < $ ( X , U A ) = ô( x>u) 

^ ô 
5 . Si x £ X, ô(x,u) > u(x). 

Rappelons ces résultats (prouvés dans [11]) : 

d ) ( i l . ) - - . 
A > ô : ô (u, v) = V { a E I/u A V } associe à toute proximité une 

a a 

proximité totalement floue (dite engendrée par A ) • 

" (12) 
(ii) ô — y X : u est un A-fermé ^—^ = u associe à toute proximité 

ô 
totalement floue une topologie floue au sens de Lowen. 

On a le diagramme commutatif : (11) ^ (12) 

A X 

( p ^ T ^liù) 

De sorte qu'un quatrième chemin est °U ^ A —("ff)"^ ^ (12) ^ ^ 

qui conduit de °U à une topologie floue au sens de Lowen qui, d'après (ii), 

n'est autre que T " = (u)) 0 (2) ( ' 3 0 
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(3)* PROPOSITION 11 : 
i 

j Soit °U une uniformité sur X. 

On a le diagramme commutâtif 

( 3 ) \ / 

\ / L I > 

A ^ 

(JO) > T 
(5) 

avec ces commentaires : 

T est une topologie floue au sens de Chang ; ce n'est jamais une 

topologie floue au sens de Lowen 

6 est une proximité floue au sens de Katsaras. 

T' = j" = \ est une topologie floue engendrée au sens de Lowen, engendrée 

I par I, contenant T . 

est une uniformité floue au sens de Hutton, engendrée (à notre sens) 

par . 

S' est une \i?-proximité floue (à notre sens) 

ô ' n'est jamais une proximité floue au sens de Katsaras (la généralisation 

était donc bien nécessaire) 

23 



6 est une proximité totalement floue (à notre sens), engendrée 

(à notre sens) par A. 

a) i, u € T ' - * V a £ I : P a £ T : 

Si u £ T ' , f^) D' (u) = (̂"̂  D(u) = u de sorte que pour tout x £ X : 

u e # D e ^ 

A V D (A)(x) = u(x). 

u e °U \ £ 

A V A [a v U(A» )(x)]= u(x) 
u e ^ r x e B ^ a e i a 

mais U(X' )(x) = 0 [(z,x) £ U \(z) << a ] . 
Ut 

d'où A V A {«£1 / (z,x) £ U -^A(z) 4 a} = u(x) 
U £ ̂  A £ B 

A V V X(z) = u(x) 
U £ # A £ (z,x) £ U 

/ \ V u(z) = u(x). 
U £ # (z,x) £ U 

Alors, si pour tout U £°U ' x £ U(u ) , pour tout U £ % il existe z c u tel 
a a 

que (z,x) £ U, de sorte que u (x) = A \ / u(z) >. a ; d'où 

^ U £ ^ (z,x) £ U 
U(u ) = u et u est T-fermée. 

U £ OU a a a 

b) T ' e T " : 

En effet, si u £ T ' , d'après ce qui précède : y c t £ I , u ç T et 

u £ w(T) = x". 

c) T " C : T ' : 

Lemme : Si u est T "-fermée, (~\ D (u) = u 

U £ # 

En effet, soit u T"-fermée : 

Remarquons d'abord que V a £ I : est T-fermée, de sorte que 
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V a € I : O U(ua) = » (R) 
U 

Alors O a 0 0 = O / ^ [ a . j U O i ' ) ] - ^ \ G , 
U £ ' U

 U E ^ ¿ 6 ? « J

 a ^ a ou 

ta U U(u')] ; mais pour tout a £ I : 

G a - ^ [a U U ( I J u )] = .O [a U U U(pft) = C\ (J ta UU(uR)] =.... 
U £ < % 3 > A

 P U £ ^ 3>a P u e % > a

 P 

(par distributivité totale) =... 

U# H [ a u u ( u f J ] = I H a U [ H UOJ r n ) ] } = (d'après 
F £ I U £<$/ F U £ < # 

V D e t , F ( U ) > a 

la remarque (R)) = 

••• = V [ o t U ^ W = A U ^ F ( U ) C A U B V a ^ = a U ^ â 

F F 

de sorte que 

O D(u) C H (a U u' ) = u , et on a en fait l'égalité annoncée. 
U €?/ U

 tt€I 

Alors, si u est TfI-fermée : u = f^] D

T ° T ( U ) Œ ^ D t t ^ u ^ = u > e t M est 

bien T F-fermée. 

D ) T 1 = T " = À , 

Puisque, comme il est prouvé dans [ 1 1 ] , T 1 1 = À , on a T 1 = T , f = X. 

e ) T c T ' = T ! I = À . 

~ 
Rappelons que u = < » p 

3U , U(P !) fi U(u') = 0 
o o 

Soit p G I X telle qu'il existe U £°U telle que U(p') fl U(u') = 0 ; 
o o 

alors D;.(p) C D ; T ( P ' ) C D n ( p ' ) = U ( p ' ) C U ( U ' ) * = D T T(u')* c D „ 0 0 * C D * ( J J ) * 

U U o u o o o U o U U 
- T / — \ * - T ' . 7 

donc u ^ f \ ^ p h = u , c e qui prouve que T c: x7 

dD € ^ , D ( p ) c D(JJ ' ) 
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f) т n fest jamais une topologie floue au sens de Lowen, et т c= x 1 = т" = X : 

*• 

En effet, une topologie associée (par le procédé ( 1 0 ) ) à une proximité 
floue au sens de Katsaras n'est jamais une topologie floue au sens de Lowen : 
en effet, si 0 < a < 1 : a T= О p = 0 = X. 

p é a 

g) La LP-proximité floue 5' n'est jamais une simple proximité floue au sens 

de Katsaras : 

Puisque par ( 10 ) on lui associe une topologie floue au sens de Lowen 

(même engendrée au sens de Lowen) 

h) Précisons le lien entre т et x ' = T F F = À. 

Dans [5] , Lowen introduit l'opérateur d'engendrement 0) que nous avons 
déjà utilisé et qui à une topologie ordinaire associe une topologie floue au 
sens de Lowen dont les fermés sont les parties floues semi-continues supérieu
rement. Il introduit aussi l'opérateur i qui associe à toute topologie floue 
(nous pouvons en fait l'appliquer à toute topologie floue au sens de Chang) 
une topologie ordinaire : celle ayant pour subbase de fermés les niveaux de 
flou des fermés de la topologie floue envisagée. 

Alors le lien entre x et x " résulte de ce résultat plus général : 

PROPOSITION Considérons le diagramme : 
( 0 ) ) 

( 1 ) T > x " = 0)(T) 
A 

(urT^ ô > x 
Ф 

Alors T " = 0) О J ( T ) . 

PREUVE, a) T с T : 

Soit A € T. 
Ou bien A = 0 , et alors A G т , ou bien A j= 0 . Alors 

¡ 1 s n N* - о * _ О * 
A _ ! i p _ ( p _ I 

п Г а p o I a ; P o £ A 
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Soit x € X : 

— X —T 

ou bien A (x) = 0, et alors A (x) ̂  A(x) 

ou bien A (x) ^ 0, 

Alors A p(x) î 0 ; a fortiori : / \ C(x) f 0 , c'est-à-dire 
p' 4 A C ? $ A 

C h A 

Mais alors V C C 2 X : C | A C(x) = 0 

X 
V C G 2 : x t C ^ C i A ; en particulier x A A 

- T - T 
mais puisque A E T : A = A e t x A A + x G A d'où A (x) ̂  A(x) = 1 . 

De toute façon A c A et A 6 T . 

3} T c i(T) : 

Soit a e t . 
Soit a £ ] 0 , 1 [ : A = A e t A £ x - > - A = A C i(x) 

a a 

y) T" = a)(T) c: a)çi(x) : 

L'opérateur 0) est évidemment croissant. 

5) Tlf = O)oi(x) : 

Puisque T c T " : U)oi(x) c coqi(x") = x" 

§ 5. Exemples "ext rémêmes de la s i tua t ion é tud iée au § 4. 

1 . # = {X x X} . 

A A B A 0 et B ^ 0 

Alors JJ 6 V « - » J J ^ 0 et v ^ 0 

X = {0,X} 

%è = {D/D respecte les réunions et D => D} , où D 0(u) = Vu = ... 

... x «--» V u(x) 

uô'v^? Vu + Vv > 1 

ô(u,v) = Vu) A (Vv) 

T ' = T " = X = { a / a € I } • 
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2. °U = { U => A } (où A = {(x,x) / x G X} ) . 
X X 

Alors A A B <H?A fl B + 0 

u ô u D V i 0 

T = 2 X 

X X 

est l'ensemble des applications de I dans I extensives 

qui respectent les réunions, 

u ô " V ^ u £ * 

ô(u ,V) = V ( u D V ) 

T 1 == T " = X = i x 
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