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MOTS INFINIS

par J. BERSTEL

I. Introduction

Depuis que 1'informatique existe, elle ne traite pas que des nombres,
mais aussi des mots. Ceci se refldte dans 1'étude théorique qui accompagne
1'évolution de 1'emploi des ordinateurs. On constate toutefois, en feuille-
tant la littérature, que la plupart des investigations sur les mots sont
consacrées aux suites finies de symboles, et que 1'étude des mots infinis n'a
eu, dans le temps, qu'un impact assez faible, comparé i la théorie plus clas-
sique des mots finis. Depuis plusieurs années, on assiste maintenant 3 une
recrudescence de travaux sur les mots infinis, et il y a diverses raisons

pour cela.

L'une des notions les plus difficiles 3 formaliser de maniére satis-
faisante est la notion de calcul. Et il existe un nombre considérable de dé-
veloppements théoriques qui lui sont consacrés. Ne citons que deux situations
ol ce concept est employé : les dérivations dans les grammaires et les calculs
dans les programmes ou schémas de programmes. Dans les deux cas, on s'apergoit
que 1'introduction d'objets infinis (dérivations infinies respectivement cal-
culs infinis) permet de rendre compte de maniére nettement plus satisfaisante

des phénoménes rencontres. Formellement, ces objets sont des mots infinis.

Mais en fait, le concept de mot infini est courant en mathématique
au moins depuis le début du siécle, ou certaines études logico-combinatoires

en ont fait leur objet de prédilection.

Le but de ces pages est de présenter quelques propriétés combinatoires
des mots infinis. Ces propriétés n'ont certes pas d'influence directe sur 1'évo-
lution immédiate de 1'informatique, mais elles font partie de ces soubassements
théoriques qui mettent en perspective l'activité plus militante des acteurs

en premiére ligne.
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IT.

Considérons, pour commencer, le mot infini que voici, bien connu sous

le nom de mot de Fibonacci :

f = abaababaabaababaababa...

Le type de questions que nous voulons poser ici sont :

- Comment construire un mot infini ¢ Il s'agit de donner un procédé fini ex-

plicite et le plus simple possible pour obtenir un mot infini. Les morphismes

itérés et les tag-systémes de Cobham sont des mécanismes bien adaptés. Le

mot de Fibonacci s'obtient ainsi.

~ Quels sont les facteurs d'un mot infini ? Les blocs qui apparaissent dans
un mot infini construit d'une manidre particulidre ne sont pas quelconques.
On se demande alors si on peut les compter, et si on peut les décrire. Dans
le mot de Fibonacci par exemple, il y a exactement n+l facteurs de longueur

n pour tout entier n.

- Enfin, quelles sont les régularités d'un mot infini ? L3, on s'intéresse
aux répétitions qui figurent dans le mot, et on parlera de mots sans carré.
Le mot de Fibonacci contient des carrés, et méme des cubes, mais pas de puis-—
sance quatriéme.

Les résultats présentés ici ne sont pas nouveaux. Certains datent du début

du siécle, ol A. Thue a consacré plusieurs articles longs et substantiels

aux mots infinis. Depuils quelques années, l'intérét pour ces propriétés

combinatoires croit, et de nombreux problémes restent toujours ouverts.

Construire

Mot de Fibonacci

Le mot de Fibonacci dont nous avons donné le début ci-dessus peut

eétre construit de plusieurs manidéres. En voici deux :

On considére la suite de mots (finis) définie par récurrence comme suit sur

un alphabet 3 deux lettres a et b :

fO = a f] = ab fn+2 = fn+l fn

Les premiers termes de la suite ainsi obtenue sont :
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f = a

0

f1 = ab

f2 = aba

f3 = abaab

f& = abaababa

f5 = abaababaabaab

Le mot de Fibonacci est alors, par définition, le mot obtenu en "passant i la
limite" dans cette suite : c'est le mot infini (unique) dont les mots de la

suite ci-dessus sont des facteurs gauches. Par commodité, on écrit

f=1im f
n
n > o

Une deuxiéme maniére d'obtenir le mot de Fibonacci est plus systdématique, méme
si elle n'est qu'une reformulation du premier procédé. On considére, pour cela

le morphisme
% *
¢ : {a, b} - {a, b}
défini par

H(a) = ab ; ¢(b) = a.

On calcule alors les itérés successifs de ce morphisme sur la lettre a.

d)o(a) = a

él(a) = ab

¢2(a) = aba
¢3(a) = abaab
¢4(a) = abaababa

On constate facilement que les mots ainsi obtenus sont les mémes que précédem-

ment, plus précisément que
n
(b\ (a) = f
Ainsi

£ = limg "(a),
n > o
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ce que 1l'on note aussi en écrivant

f = ¢W(a)

On dit que le mot est obtenu au moyen du morphisme itéré ¢

Mot de Thue—Morse

Le deuxiéme exemple de mot infini, bien connu lui aussi, est appelé
mot de Thue ou mot de Morse. Il a €té trouvé en effet indépendamment par
Thue en 1906 {22] et par Morse en 1921 [19].

C'est le mot

m = 01101001100101101001...

obtenu (par exemple) au moyen du morphisme p suivant
p(0) =01 5 u(i) = 10.

En itérant 3 partir de O, on construit successivement

p (0) = Ol

pz(O) = 0110

U3(O) = 01101001
d'ou

Mots des carrés
Ce troisiéme exemple est défini de fagon différente. Ce mot

q=1100100001000000100..
01 4 9 16

posséde un "1" en position n si n est un carré, et un "0" sinon.

On peut, 3 propos de ce mot, montrer facilement

OBSERVATION : Il n'existe pas de morphisme itéré qui engendre le mot infini q.
Par conséquent, ce mot q montre une limite au mécanisme de construction par
morphisme itéré. Et en effet, ce procédé est fort contraint, et il est notam-—
ment trés peu souple vis~3-vis de transformations pourtant benignes, comme la
suppression ou 1'adjonction d'une lettre en début d'un mot infini. Il existe

un autre modéle de construction de mots infinis, présenté sous une forme trés
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voisiie par Cobham [7] et inspiré en fait de travaux de Post dans les
année; 20 (voir 3 ce sujet le livre de Minsky [18] ). Un tag-systdme est
compo ;& de deux morphismes, disons ¢ et o , le premier opérant sur un
alphahet auxiliaire selon le mode des morphismes itérés, le deuxiéme n'étant
emploé qu'a la fin, pour "effacer" les traces des lettres temporaires. Pour
le mot des carrés, les deux étapes se présentent comme suit
Soit .

¢6:{0, 1, 2} ——5 {0,1,2}%

défini par

$(0) =0
o (1) = 001
$(2) = 21
Les itérations successives donnent
®(2) = 21
¢2(2) = 21001
02(2) = 2100100001

On obtient donc un mot infini, soit Q, qui a la forme

Q = lim ¢"(2) = 2100 10000 10000001 . ..

n-o> «w

Soit mitintenant

o : {0,1,21 ——> {0,1}*
6(0) =0 ; a(l) = &2) = 1.

Alors ¢n a

q= Q) = a(d®2).

Le dernier des trois exemples a été spécifié de fagon différente :
on est parti d'une description des lettres que l'on s'attendait a trouver
aux diverses positions dans le mot, et on a donné un moyen de construire ce
mot. Réciproquement, si 1'on est en présence d'un mot défini par un morphisme
itéré ou par un tag-systéme, on peut se demander quelles sont les positions
ou apparait une lettre donnée. De manidre différente et un peu simplifiée,

on peut formuler la question comme suit :

Etant d>nné un mot infini x sur 1'alphabet {0,1} , quel est son support,
i.e. qiels sont les entiers n tels que la n-iéme lettre x(n) du mot x

vaut | ?
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Pour le mot des carrés, c'est 1'ensemble des carrés.

Pour le mot de Thue-Morse, la solution appartient au folklore : on a m(n)=Il

ssi le nombre de "I" figurant dans 1'écriture binaire de n est impair.

C'est 1a d'ailleurs un exemple trés particulier d'un résultat dd a Cobham [7]

qui dit que dans le cas d'un morphisme itéré ou d'un tag-systéme uniforme de
module k (les images des lettres du morphisme qui s'itére ont toutes longueur k),
les supports sont bien connus : ce sont exactement les ensembles de nombres

k-reconnaissables. (Voir aussi Christol et al. [6] ).

Pour le mot de Fibonacci enfin, on peut monter que la n-iéme lettre vaut "a”

ssi

n+1€ A = {[dk| =1 : k>0}

ol bien sur

+Vs

b =

[pe]

Ces cas particuliers sont, il faut bien le dire, assez exceptionnels :
en général, on ne connait aucun moyen de cette nature pour décrire les posi-
tions des lettres dans un mot, ni réciproquement de procédé itératif simple
pour engendrer un mot avec support prescrit. Il convient de citer, en plus

des ensembles reconnaissables de nombres, deux extensions des propriétés :

Soit P un polyndme avec P(N)EN . Soit p 1le mot infini sur {0,1}

tel que p(n) =1 ssi n€ P(N). Alors p est engendré par un tag—systéme.

Deuxiémement, notons bin(n) 1'écriture binaire de n, et notons comme d'usage
[ bin(n)[ w le nombre d'occurences du mot w comme facteur (bloc) dans bin(n).

Par exemple,

]

bin(53) 110101

et si w = 101, on a
| bm<53)|w =2
Soit m le mot infini sur { 0,1} tel que

mw(n) =] Ss1 Lbln(n)l w est impair

Alors m est engendré par un tag-systéme (Christol et al. [6] ).

Observons que m, est la suite de Thue-Morse, et

my = 000100100001 11...

est connu sous le nom de suite de Rudin-Shapiro (ibid.).
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ITI. Facteurs

Un facteur d'un mot infini est un mot fini qui apparait comme bloc
(facteur) 3 1l'intérieur de ce mot. Si aucune condition n'est imposée au mot,
n'importe quel ensemble de facteurs est possible (sous la condition bien siir
qu'il contiennent les facteurs de ses éléments).

En particulier, tout mot peut apparaitre comme facteur dans ce mot.

I1 en est ainsi du mot
12345678901011121314151617181920...

forme de la juxtaposition des entiers naturels en notation décimale. En
revanche, un mot particulier, et il en est ainsi notamment des mots obtenus
en itérant un morphisme ou par tag-systéme, ne posséde que des facteurs d'une

forme particuliére. Considérons comme exemple le mot de Fibonacci
f = abaababaabaababaabab...

Visiblement, le mot bb n'est pas facteur, ni d'ailleurs le mot aaa.
Plus précisément, on a le tableau suivant des facteurs du mot de Fibonacci,

ou chaque mot est relié au mot obtenu en le privant de sa dernidre lettre

aabaa
aaba //////
aa aab—"_ T aabab
a abaa - abaab

aba
\\\\\\ abab _—____. ababa
\\\\\‘ b ba bab ——— baba

Dabaa

baa —— baab ——— baaba
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Introduisons la

NOTATION : Soit x wun mot infini. On note

P(x,n)

le nombre de facteurs de x de longueur n.

OBSERVATION : On a P(f,n) = n+! pour tout n » O.

Cette observation appelle plusieurs remarques. Tout d'abord, le mot de Fibonacci
a peu de mots. En effet, le nombre P(x,n) est majoré, dans le cas d'un mot

écrit sur deux lettres, par 2", En fait, le mot étant engendré par un morphisme,
il tombe sous le coup du résultat suivant, di a Ehrenfeucht, Lee et

Rosenberg [11]

PROPOSITION : Soit x un mot infini engendré par un tag-systéme.

Alors ona P(x,n) = O(nz).

D'autre part, on 4 des renseignements assez précis sur le nombre minimum de
facteurs que doit contenir un mot infini non trivial, et ceci quel que soit
la facon de 1'engendrer. Le résultat suivant est extrait, dans sa formulation,

d'un article de Coven, Hedlund [5] :

PROPOSITION : Soit x un mot infini. Les conditions suivantes sont équivar

lentes :

(i) P(x,n)<n pour un n »=] ;
(i1) { P(x,n) : n~ 1} est borné 3

(iii) % est ultimement périodique.

COROLLAIRE : Si x n'est pas ultiment périodique, alors P(x,n) » n+l pour

tout n.

En d'autres termes, le mot de Fibonacci est 1'un des mots pour lesquels la
fonction ‘P est minimale. On peut alors se demander quels sont les mots in-
finis x, disons sur 1'alphabet { O,l} qui sont "minimaux'" dans ce sens,
c'est-d-dire qui vérifient P(x,n)=n+! pour tout n. Cette question a été
bien étudiée (Coven, Hedlund [9] , Morse, Hedlund [13]). Considérons le jeux
de billard suivant : Dans un carré de cOté I, on choisit un point et on
lance une bille selon un angle déterminé. Elle vient se heurter aux cOtés,

et est réfléchie sans frottement ni autre effet. Pour chaque choc sur une
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parois horizontale, on écrit un "1" et pour chaque choc vertical un '"O0". On
obtient ainsi un mot infini sur 1'alphabet { 0,1} qui, si 1'angle de lance~

ment est irrationnel modulo 7 , est un mot minimal.

IV. Régularités

Nous nous intéréssons ici aux régularités concernant des facteurs consé-
cutifs dans un mot infini. Plus précisément, on appelle carré un mot de la

forme uu (et de méme cube, puissance k-idme...) et chevauchement un mot de la

forme

vuvuv, avec Vv # €.

Comme exemple, considérons 3 nouveau nos deux suites. Le mot de Fibonacci con-

tient des cubes, mais pour en trouver, il faut déja le développer assez loin :

f = abaababaabaababaababaabaababa...
O e W |

OBSERVATION (Karhumaki [15]). - Le mot de Fibonacci f ne contient pas de

puissance quatriéme.

Pour le mot de Thue-Morse m, la situation est différente. Bien sir, ce

mot contient des carrés comme tout mot assez long sur 2 lettres.

THEOREME (Thue [ 22 1). - Le mot de Thue-Morse m est sans facteur chevauchant.

A partir du mot de Thue-Morse m, A. Thue a construit un mot sans carré

sur un alphabet 3 3 lettres de la maniére suivante :
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comme m est sans chevauchement, a fortiori sans cube, chaque lettre "O"

ll]ll

de m est suivie d'au plus deux lettres consécutives. On établit

alors le codage :

a ==-3 0I]
b ---» 0l
c —==> 0

et on note t le mot m réécrit selon ce décodage

t = abcacbabcebac
THEOREME (Thue [23] ). - Le mot t est sans carré.

Une intéressante question, maintenant que nous savons qu'il existe une
infinité de mots sans carré, est la suivante : existe-t-il "beaucoup" de mots
sans carré ? Plus précisément, fixons un alphabet 3 trois lettres et notons
c(n) le nombre de mots sans carré sur cet alphabet. On a le résultat surpre-

nant que voici :

THEOREME (Brandenburg {2] ). - On a, pour tout n>2,
6+ (1.03)" < c(m) <6 (1.3)"

Ainsi donc y a-t-il croissance exponentielle du nombre de mots sans carré.
(Un autre article de Lrinkhuis [3 ] est un peu moins précis). Ce résultat prend

tout son relief comparé a l'estimation analogue pour les mots sans facteur che-

vauchant :

THEOREME, ( Restivo, Salemi [20] ). - Le nombre vy (n) de mots sans facteur
chevauchant de longueur n sur deux lettres vérifie

15
Y(n) < Cn logy

La construction du mot t a partir du mot m dont nous avons parlé prend
un intérét nouveau i la lumidre de cet énoncé : la construction associe en fait
a tout mot sans chevauchement sur {0,] } commencant par 0 un mot sans carré

sur {a,b,c }. Les deux théorémes montrent que cette correspondance ne couvre
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qu'une faible partie des mots sans carré.

. Morphismes sans carré

. * %* « - .
Un morphisme h : A" --2 B" est un morphisme sans carré si pour tout

mot sans carré w dans A* , 1'image h(w) de w par le morphisme h est
elle aussi sans carré. Un tel morphisme, si c'est un endomorphisme, est utile
pour la construction de mots sans carré par itération : soit en effet h :

A¥ — A* un morphisme tel que h(a) commence par la lettre a. Si h est un
morphisme sans carré, tous les mots hn(a), pour n>1, sont sans carré, et de

meéme h ®¥(a).

Exemple : Soit h 1le morphisme défini par

h(a) = abc
h(b) = ac
h(c) = b

(Voir par exemple 1Istrail [14] ). Comme le suggérent les premiers mots
h(a) = abc
2
h™ (a) = abcach

h3(a) = abcacbabcbac

On a
t = 1im h"(a)

n *>©

Pourtant, h n'est pas un morphisme sans carré, puisque

h(aba) = abcacabc
contient le carré (ca)z.

De toute fagon, un morphisme sans carré ne peut pas étre si simple.
C'est ce qu'a prouvé A. Carpi [4] : Il a montré qu'un endomorphisme h sans
carré sur un alphabet a trois lettres a,b,c doit vérifier 1'inégalité

[h(a)| + [n(b) | + |h(b) |>18. Ainsi 1'exemple de Thue [23]

g(a) = abcab
g(b) = acabcb
g(c) = acbcach

était déja optimal...
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Du coup, l'existence de morphismes sans carré n'est plus tellement
évidente. Le vrai probléme est, comme un peu de réflexion le montre, la
construction d'un morphisme sans carré d'un alphabet 3 4 lettres sur un
alphabet 3 3 lettres. Une fois ceci fait, on peut construire par composi-
tion (les morphismes sans carré sont stables par composition) des morphismes
sans carré de tout alphabet dans tout alphabet (de taille » 3). Un premier
morphisme sans carré d'un alphabet 3 4 lettres sur un alphabet a 3 lettres
a été donné par Bean, Ehrenfeucht et Mc Nulty [1] . Des morphismes plus courts

sont dans la thése de Crochemore [10] . Voir aussi Brandenburg (cite).

Nous terminons par le probléme de décider si un morphisme est sans carré,

cube etc. On a le

THEOﬁﬁME ( Crochemore [8,9] ). - Soit h : A —> B* un morphisme. Alors

h est sans carré ssi

(1) Pour tout mot x de longueur 3 sans carré, l'image h(x) est

sans carreé.

(2) Aucun des mots h(a) (a € A) ne contient de précarré interne.

Un mot wu, facteur de h(a) est appelé un précarré interne si 1'on peut pro-
longer a en ax de telle sorte que h(ax) contient le carré uu. (Et bien sdr,
la méme condition i gauche). Ce résultat est une analyse trés fine des possibi-
lités de chevauchement 3 1'intérieur des mots. Il implique en particulier qu'il

est décidable si un morphisme est sans carré.

COROLLAIRE ( Crochemore [8,9]). — Soit h : A*——1> B* un morphisme, avec A un
alphabet 4 3 lettres. Alors h est sans carré ssi h(x) est sans carré pour

tous les mots x sans carré de longueur 5.

Pour les morphismes sans cube, les choses ne sont pas encore aussi avancées.

On ne posséde que des résultats partiels., Citons
THEOREME (Karhumaki [15] ). - I1 est décidable si un morphisme

h: {a,b}* > B*

est sans cube.
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