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MODULES T T K - C R I T I Q U E S ET NOTIONS CONNEXES 

par Jacques RAYNAUD 

I N T R O D U C T I O N • 

L ' o b j e t de ce p a p i e r d ' a l g è b r e non n é c e s s a i r e m e n t com­

m u t a t i v e est d ' o b t e n i r , pour c e r t a i n s a n n e a u x et m o d u l e s 

à p a r t i r du c o n c e p t de TTK-d imens ion i n t r o d u i t par J,S. 

Golan (voir [ 2j , [ 5] , [ 2J_] et [ 22] ) , des r é s u l t a t s a n a ­

logues à ceux o b t e n u s par A • V . J a t e g a o n k a r dans [ 10] en 

u t i l i s a n t le c o n c e p t de d i m e n s i o n de K r u l i pour les m o ­

d u l e s sur un a n n e a u n o e t h é r i e n c o m p l è t e m e n t b o r n é . 

Dans le p a r a g r a p h e 1, on d o n n e les p r o p r i é t é s g é n é r a ­

les des m o d u l e s T T K - c r i t i q u e s qui avaient été i n t r o d u i t s 

(sous un nom l é g è r e m e n t d i f f é r e n t ) et p a r t i e l l e m e n t é t u ­

diés dans [ i l ] ; ces m o d u l e s sont les a n a l o g u e s pour la 

T T K - d i m e n s i o n des m o d u l e s c r i t i q u e s d é f i n i s à p a r t i r de 

la d i m e n s i o n de K r u l l ([9] , [ 1 0 ] ) . Dans le d e u x i è m e p a ­

r a g r a p h e , on s ' i n t é r e s s e à la n o t i o n de suite T T K - b a s i -

que d'un m o d u l e ( a n a l o g u e des " b a s i c s é r i e s " de la d i ­

m e n s i o n de K r u l l ) , et on donne un a n a l o g u e du T h é o r è m e 

de J o r d a n H o l d e r pour un A - m o d u l e non nul n o e t h é r i e n à 

d r o i t e qui p o s s è d e une T T K - d i m e n s i o n avec A D - a n n e a u à 

d r o i t e qui v é r i f i e la c o n d i t i o n (Min.) à d r o i t e ( [ 1 9 ] , 

[ 2 1 ] , [ 2 2 ] ) et nos r é s u l t a t s g é n é r a l i s e n t s t r i c t e m e n t 

ceux de [ JMj sur ce sujet ( car dans [ 19] , [ 2jJ et [ 22] 

on a donné un e x e m p l e d ' a n n e a u qui v é r i f i e la c o n d i t i o n 

(Min.) à d r o i t e et qui ne v é r i f i e pas la c o n d i t i o n (R) 

à d r o i t e u t i l i s é e dans [ 1 1 ] ) ; on d o n n e d ' a u t r e s p r o p r i ë -
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tés en p a r t i c u l i e r sur la s é q u e n c e des T T K - d i m e n s i o n s 

d'un m o d u l e a n a l o g u e à celle de [10] sur la "Krull d i ­

m e n s i o n s é q u e n c e of a m o d u l e " . E n f i n dans ce d e u x i è m e 

p a r a g r a p h e on établit le lien précis entre la n o t i o n de 

suite T T K - b a s i q u e et la n o t i o n g é n é r a l e de " T - c o m p o s i -

tion s é r i e s " d é v e l o p p é e et é t u d i é e en d é t a i l par W . G . 

Lau dans sa thèse [121 où le lecteur pourra se r e p o r t e r 

avec intérêt; à p a r t i r de [12] on c o n s i d è r e la n o t i o n 

de T T K - r a d i c a l d'un m o d u l e et on d é m o n t r e que le T T K -

r a d i c a l d'un anneau n o e t h é r i e n à droite qui v é r i f i e la 

c o n d i t i o n (Min.) à droite est n i l p o t e n t . Dans le t r o i ­

sième p a r a g r a p h e , on s ' i n t é r e s s e à la n o t i o n de m o d u l e 

T T K - l i s s e et à celle de suite des T T K - s o c l e s d'un m o d u ­

le qui permet de c a r a c t é r i s e r , pour certains a n n e a u x , 

les m o d u l e s T T K - 1 i s s e s ; nos r é s u l t a t s sont i n s p i r é s de 

ceux de [10] sur les "smooth m o d u l e " et "socle séries 

of a m o d u l e " . Le d e r n i e r p a r a g r a p h e est consacré aux 

m o d u l e s inj ec t i f s i n d é c o m p o s a b l e s sur c e r t a i n s a n n e a u x 

qui sont alors des m o d u l e s T T K - 1 i s ses et on donne pour 

t e r m i n e r un t hé o rè me de s t rue ture de ces m o d u l e s i n j e c -

t i f s i n d é c o m p o s a b l e s an a1ogu e en partie à un r é s u l t a t 

b i en connu de E. M a 11i s sur les m o d u l e s inj ectifs i n d é ­

c o m p o s a b l e s sur un a n n e a u commutât if n o e t h é r i e n [13] ; 

ce d e r n i e r ré sultat qui fait i n t e r v e n i r la suite des 

T T K - s o c1e s est bien plus précis e t comp1e t qu'un r é s u l ­

tat du mime type d e [il] d on t on s'est i n s p i r é . 

N O T A T I O N S ET T E R M I N O L O G I E . 

Dans 1a s u i t e , tous les a n n e a u x , m o d u l e s e t m o r p h i s -

mes cons idérés seront u n i t a i r e s , e t les a n n e a u x non né -

c e s s a i r e m e n t c ommu t a t i f s. 

Pour tout anneau A, on d é s i g n e r a par Mod A la c a t é g o ­

rie des A - m o d u l e s à d r o i t e . Sauf m e n t i o n e x p r e s s e du 

contra irè toutes les n o t i o n s u t i l i s é e s seront supposé es 

à d r o i t e (c'est à d i r e , par A - m o d u 1 e on e n t e n d r a A - m o -
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dule à d r o i t e ; idéal de A s i g n i f i e r a idéal à d r o i t e de 

A; . . .) • 

Nous a p p e l l e r o n s filtre localisant (à droite) d r un 

anneau A, tout e n s e m b l e t o p o l o g i s a n t et idempotent 

d ' i d é a u x de A d é f i n i par P. G a b r i e l dans [Jj • 

Si est un fi l t r e l o c a l i s a n t d 1 un a n n e a u A, nous d i ­

rons qu'un A - m o d u l e M est de ^ - t o r s i o n (ou de torsion 

s'il n'y a pas de risque de c o n f u s i o n ) si l ' a n n u l a t e u r 

de tout é l é m e n t de M a p p a r t i e n t à Tout A - m o d u l e N 

p o s s è d e un plus grand s o u s - m o d u l e de J* 7-torsion noté 

J^CN) . Un A - m o d u l e M sera dit sans torsion (ou sans 

t o r s i o n ) si on a J ^ M ) = 0. 

D ' a u t r e s t e r m i n o l o g i e s sont u t i l i s é e s par a i l l e u r s . 

P o u r plus de d é t a i l s sur tout ce qui p r é c è d e on po u r r a 

se r e p o r t e r à [ jj , [ 7j , [ _3] et [ 25] . 

L ' e n s e m b l e des filtres l o c a l i s a n t s d'un a n n e a u A est 

m u n i d ' u n e s t r u c t u r e de trei l l i s complet b r o u w é r i e n par 

la r e l a t i o n ^ c (qu'on lit J 2 7 ' est plus fin que $F et 

qu' o n n o t e aus s i <jF < ) . Voir [ 2 1 ] , [ 2 2] et [ 3] pour 

plus de d é t a i l s sur cette s t r u c t u r e . 

Si M est un A - m o d u l e , on d é s i g n e r a par Ç(M) le plus 

petit f i l t r e l o c a l i s a n t de A tel que M soit de t o r s i o n , 

et on d é s i g n e r a par x(M) le plus grand filtre l o c a l i ­

sant de À tel que M soit sans t o r s i o n . 

Soit un filtre l o c a l i s a n t d'un a n n e a u A. Nou s d i ­

rons q u ' u n A-module M est &~cocritique si M est non nul 

sans «^-torsion et si, pour tout s o u s - m o d u l e non nul N 

de M, le m o d u l e q u o t i e n t M/N est d e J*"-torsion; un idéal 

I de A sera dit J^-critique si le A - m o d u l e A / I est «f-co-

c r i t i q u e . Un A-module M (resp. un idéal I de A) sera 

dit cocritique (resp. critique) s'il est x ( M ) ~ c o c r i t i -

que (resp. x ( A / I ) ~ c o c r i t i c l u e ) • D e t e l s m o d u l e s ont été 

i n t r o d u i t s dans [7] et c o n s i d é r é s sous d i f f é r e n t s noms 

par la s u i t e ; la t e r m i n o l o g i e a d o p t é e ici est celle de 
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[3] . 

4 

Nous d i r o n s qu'un filtre localisant 3? d'un ann e a u A 

est premier s'il existe un A - m o d u l e c o c r i t i q u e M tel 

que 0* = x (M) (voir [ 7_] où cette n o t i o n a été i n t r o d u i t e 

) . L ' e n s e m b l e des filtres l o c a l i s a n t s p r e m i e r s de l'an­

n e a u A sera appelé le speotre (à droite) de A et d é s i ­

gné par S p e g ( A ) . 

Pour tout A - m o d u l e M, l'ensemble A s s ( M ) des ^ G S p e g ( A ) 

tels que M ait un s o u s - m o d u l e ^ - c o c r i t i q u e est appelé 

l'assassin de M; l'ensemble S u p p ( M ) des ̂ G S p e g ( A ) tels 

que M ne soit pas de tors ion est appelé le support de 

M. (Voir [ 3] pour les p r o p r i é t é s a n a l o g u e s à celles du 

commutât if) „ 

On dira qu'un a n n e a u A est un D-anneau à droite si 

pour tout A - m o d u l e non nul M on a A s s ( M ) 0 . (Voir 

[ 3] , [ \ 9] , [ 2_0 ] , [ 2JJ et [22] pour plus de d é t a i l s sur 

ces a n n e a u x ) . En p a r t i c u l i e r , les a n n e a u x s e m i - n o e t h é -

riens à d r o i t e (c'est à dire les a n n e a u x dont la d i m e n ­

sion de G a b r i e l de la c a t é g o r i e Mod A est d é f i n i e ; cf. 

[jj page 38 2) c a r a c t é r i s é s dans [16] et [ 171 , les a n ­

n e a u x ayant une d i m e n s i o n de Krul l à d r o i t e (cf. [ 9] ) , 

et donc les a n n e a u x n o e t h é r i e n s à d r o i t e sont des D - a n -

n e a u x à d r o i t e . 

Nous d i r o n s qu'un A-module c o c r i t i q u e M est surcocri­

tique si on a la r e l a t i o n S u p p ( M ) = {^ESpeg(A) |^<x(M)} 

et n o u s dirons qu'un idéal c r i t i q u e I de A est surcri­

tique si le A - m o d u l e A /I est s u r c o c r i t i q u e . E n f i n nous 

d i r o n s que l'anneau A vérifie la condition (Min.) à 

droite si tout A - m o d u l e c o c r i t i q u e p o s s è d e un s o u s - m o ­

dule s u r c o c r i t i q u e , et nous d i r o n s que l'anneau & véri­

fie la condition (R) à droite si tout A - m o d u l e c o c r i t i ­

que est s u r c o c r i t i q u e (condition i n t r o d u i t e en [ 16] et 

[17]). Voir [19]9 120], [ 2 J J et [22] où ces n o t i o n s 

sont i n t r o d u i t e s et é t u d i é e s en d é t a i l . 



I. P R E L I M I N A I R E S . 

Soit A un ann e a u q u e l c o n q u e . 

J.S. Golan a i n t r o d u i t , dans [2] , l ' a p p l i c a t i o n ô qui 

à toute partie Y de S p e g ( A ) a s s o c i e le filtre l o c a l i ­

sant 6 (Y) de l'anneau A associe à la s o u s - c a t é g o r i e lo­

c a l i s a n t e de Mod A c a r a c t é r i s é e par les A - m o d u l e s M qui 

v é r i f i e n t 0 A s s ( M / N ) C Y pour tout s o u s - m o d u l e p r o p r e 

N de M (cf. p r o p o s i t i o n 2.1 de [ 2j ) • Pour tout o r d i n a l 

i, il a c o n s i d é r é le s o u s - e n s e m b 1 e de S p e g ( A ) d é f i n i 

comme il suit : 

•Uo est l'ensemble des é l é m e n t s m i n i m a u x de S p e g ( A ) ; 

.si i n'est pas un ordi n a l limite alors 

U x = ( ^ G S p e g ( A ) | ^ ' e S p e g ( A ) et ^ f < ^ => ^ f G U } ; 

•si i est un o r d i n a l limite alors U = U U . 
i K< i K 

On dit a l o r s , [2] , qu'un A - m o d u l e non nul M a une 

T T K - d i m e n s ion K et on écrit T T K - d i m ( M ) = K , si l f "en­

s e m b l e " d ' o r d i n a u x { i j M est de 6(U )-tors ion } est 

non vide et si K est son plus petit é l é m e n t . On pose 

aussi T T K - d i m ( O ) = - 1 . 

N o t o n s que si A est un anneau qui v é r i f i e la c o n d i ­

tion (Min.) à d r o i t e a l o r s , d'après le t h é o r è m e 3.9 de 

[22] (ou t h é o r è m e 4.1 de [ 1 9 ] , ou théorème 2.5.9 de 

[ 2 1 ] ) , un A - m o d u l e M a une T T K - d i m e n s i o n si et s e u l e ­

ment si M a une d i m e n s i o n de G a b r i e l et ces d i m e n s i o n s 

sont é g a l e s . 

LEMME 1.1.- [ 5_\ - Pour tout A-module M et pour tout 

sous-module N de M on a T T K - d i m ( M ) = s u p { T T K - d i m ( N ) , 

TTK-d im(M/N) }. 

Le 1emme suivant g é n é r a l i s e le lemme 2.1 de [11] : 

LEMME 1.2.- Si A est un T)-anneau à droite et si M est 

un k-module tel que TTK-d im (M) = \3 alors \ est le plus 

petit ordinal tel que S u p p ( M ) C . 

D E M O N S T R A T I O N . - D ' a p r è s [ 2_2] (pages 84 à 88) on a la 
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r el at ion S u p p ( M ) d U • Si K est un ordin a l tel que 

S u p p ( M ) C U a l o r s , pour tout s o u s - m o d u l e p r o p r e N de M 

, on a 0 = É A s s ( M / N ) C S u p p ( M / N ) C S u p p ( M ) C U k et par 

suite on obtient K > I . Ceci d é m o n t r e le r é s u l t a t . " 

La n o t i o n s u i v a n t e i n t r o d u i t e dans [ \_\] est d i r e c t e ­

ment inspirée de la n o t i o n de m o d u l e a - c r i t i q u e de [9] , 

[10] : 

D E F I N I T I O N . - Si M est un m o d u l e non nul sur un anneau 

A et si a est un o r d i n a l , nous dirons que M est un 

A-module a-TTK-crttique si T T K - d i m ( M ) = a et si pour 

tout s o u s - m o d u l e non nul N de M on a T T K - d i m ( M / N ) < a. 

Un A-module sera dit TTK-critique s'il est a - T T K - c r i t i -

que pour un certain o r d i n a l a. 

Comme dans [9] il vient : 

P R O P O S I T I O N 1.3.- Tout sous-module non nul d'un modu­

le a-TTK-critique est a-TTK-critique. 

D E M O N S T R A T I O N . - Elle est a b s o l u m e n t i d e n t i q u e à celle 

de la p r o p o s i t i o n 2.3 de [9] en u t i l i s a n t n o t r e lemme 

1.1." 

P R O P O S I T I O N . 1 . 4 . - Tout module TTK-critique est cocri-

tique. 

D E M O N S T R A T I O N . - Elle est i d e n t i q u e à celle du c o r o l ­

laire 2.5 de [9^] car la n o t i o n de " m o n o f o r m m o d u l e 1 1 

c o ï n c i d e avec celle de m o d u l e c o c r i t i q u e (cela r é s u l t e 

du t h é o r è m e 2.9 de [ 9j ) . • 

Les lemmes 1.5 et 1.6 g é n é r a l i s e n t les lemmes 2.3 et 

2.4 de [ I I ] : 

LEMME 1.5.- Soit M un A-module a-TTK-critique. Si L 

est un A-module qui possède une TTK-dimension, si M est 

un sous-module de L qui est essentiel dans L et si on a 

TTK-d im (L/M) < a, alors L est un A-module a-TTK-criti-
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que » 

D E M O N S T R A T I O N . - On a T T K - d i m ( L ) = a d'après le lemme 

1.1. Si L f est un s o u s - m o d u l e non nul de L alors L'n M 

est un s o u s - m o d u l e non nul de M et M / L ' O M est i s o m o r ­

phe à ( L 1 + M ) / L ' . En utilisant le lemme 1.1 et les h y p o ­

thèses il vient : 

T T K - d i m ( L / L 1 ) = s u p { T T K - d i m ( M / L f n M ) , T T K - d i m ( L / ( L 1 + M ) ) } 

< s u p { T T K - d i m ( M / L f n M ) f T T K - d i m ( L / M ) } 

< a . 

D f o Q le r é s u l t a t . " 

LEMME 1.6.- Si A est un V-anneau à droite et si M est 

un A-module a-TTK-critique qui possède un sous-module 

surcocritique N 3 alors a nrest pas un ordinal limite et 

on a X W G U et x ( M ) £ U 

A a a-1 

D E M O N S T R A T I O N . - D ' a p r è s la p r o p o s i t i o n 1.3 on a 

TTK-d im(N) = a et d'après le lemme 1.2 il vient S u p p ( N ) 

C U ^ ce qui implique que x ( N ) a p p a r t i e n t à U^. Si a est 

un o r d i n a l l i m i t e , il existe un ordinal <<a tel que 

X ( N ) a p p a r t i e n t à ce qui e n t r a î n e S u p p ( N ) c U K : con ­

t r a d i c t i o n avec le lemme 1.2. Donc a n'est pas un o r d i ­

nal limite et on a x(N)EU \ U ce qui nous d o n n e le 
A a x a- î 

résultat car on a x ( N ) = x ( M ) d ' a p r è s la p r o p o s i t i o n 

1.4." 

P R O P O S I T I O N 1.7.- Si A est un D-anneau à droite et si 

M est un A-module a-TTY.-critique qui possède un sous-

module surcocritique* alors M est un A-module ^(U J ) -

cocritique. 

D E M O N S T R A T I O N . - On a T T K - d i m ( M ) = a et TTK-d im(M/N) < 

a pour tout s o u s - m o d u l e non nul N de M. D' a p r è s le lem­

me 1.6 et la p r o p o s i t i o n 1.3 le m o d u l e M est sans 
ô(U )-torsion. Le résultat est alors immédiat." 

a- î 

P R O P O S I T I O N 1.8.- Four un ordinal ij si M est un 
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A-module 6(U )-cocritique qui possède une TTK-dimension 

ay alors M est un A-module a-TTK-critique et a > i . 

D E M O N S T R A T I O N . - On a 6(U )(M) = 0 et 6(U )(M / N ) = M/N 

pour tout s o u s - m o d u l e non nul N de M. Comme on a 

Ô(U )(M) = M, il vient Ô(U )C6(U ) et par suite i<a. 
Ot i ot 

D'où M est un A - m o d u l e a - T T K - c r i t i q u e . • 

P R O P O S I T I O N 1.9.- Si A est un T)-anneau à droite et si 

M est un A-module sur c ocri tique qui possède une TTYL-di-

mension a3 alors M est un A-module a-TTK-critique et a 

nrest pas un ordinal limite. 

D E M O N S T R A T I O N . - De TTK-d im(M) = a on déduit A s s ( M ) C U 
a 

c'est à dire x(M)EU^. Il existe alors un plus petit o r ­

d i n a l K<a tel que x(M)£U^ et K n'est pas un or d i n a l l i ­

m i t e . Si N est un s o u s - m o d u l e non nul de M on a 

Ass (M/N) CS upp (M / N ) CS upp (M) = { ̂ G S p e g ( A ) |'^<x(*0 }. Com­

me le m o d u l e q u o t i e n t M/N est de x(M)~tors ion il vient 

^ < X ( M ) pour tout ^ G A s s (M/N) , et de x (M)GU on déduit 

^ E U k _ i . Par suite on a A s s ( M / N ) C U ^ ^ . Par c o n s é q u e n t M 

est un m o d u l e a - T T K - c r i t i q u e et a n'est pas un o r d i n a l 

limite d ' a p r è s le lemme 1.6." 

Ce t t e p r o p o s i t i o n 1.9 g é n é r a l i s e , en p a r t i c u l i e r , le 

lemme 2.5 de [ 1 1 ] . 

C O R O L L A I R E 1.10.- Soit A un anneau semi-noethérien à 

droite qui vérifie la condition (Min.) à droite. Si a 

est un ordinaly alors les A-modules a-TTK-critiques 

sont les A-modules 6(U )-cocritiques. 

a-1 n 

D E M O N S T R A T I O N . - D ' a p r è s la d é m o n s t r a t i o n du t h é o r è m e 

2.5.9 de [2jJ (ou du t h é o r è m e 3.9 de [ 22j ) la TTK-d i -

m e n s i o n des m o d u l e s 6(U )- c o c r i t i q u e s est i + l. Le r é ­

sultat se déduit alors des p r o p o s i t i o n s 1.7 et 1.8." 

I I . SUITES T T K - B A S I Q U E S D'UN M O D U L E . 

Les n o t i o n s s u i v a n t e s i n t r o d u i t e s dans [il] sont d i -
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r e c t e m e n t i n s p i r é e s des n o t i o n s c o r r e s p o n d a n t e s de [10] 

( p a r a g r a p h e 3) : 

Soit A un anneau q u e l c o n q u e . 

Si M est un A - m o d u l e non nul dont l'ensemble des sous 

- m o d u l e s T T K - c r i t i q u e s est non v i d e , on a p p e l l e r a sous-

module TTK-basique de M tout s o u s - m o d u l e non nul B de M 

qui est m a x i m a l parmi les s o u s - m o d u l e s a - T T K - c r i t i q u e s 

de M où a est l'ordinal tel qu'il n ' e x i s t e pas de s o u s -

m o d u l e s 8 - T T K - c r i t i q u e s de M avec 8<a. Une suite TTK-

hasique de M sera une chaîne finie 

0 = B C B C . . . C B = M 

o i n 

de s o u s - m o d u l e s de M où le m o d u l e q u o t i e n t B./B. est 

un s o u s - m o d u l e T T K - b a s i q u e de M / B ̂  ^ pour i = 1 , . . . , n ; 

l'entier n sera appelé la longueur de la suite T T K - b a ­

s i q u e . D e u x suites TTK-basiques { B^ | i = l , . . . , m } et 

{ Bj | j = l , . . . , n } de M seront dites équivalentes si 

m = n et s'il e x i s t e une p e r m u t a t i o n TT de { 1 , . . . , n} 
telle que X ^ / B ^ ) = ^ ( B ^ ( i ) / B ^ ( i ) - ! ) P o u r i = 1 ' ' " ' n ' 

E v i d e m m e n t un A - m o d u l e qui p o s s è d e une suite T T K - b a ­

sique a une T T K - d i m e n s i o n . 

T H E O R E M E 2 . 1 . - Soit A un T)-anneau à droite qui véri­

fie la condition (Min.) à droite. Considérons M un A-

module non nul noethé rien qui possède une TTK-dimension 

. Alors M possède une suite TTK-basique. 

D E M O N S T R A T I O N . - On pose B Q = 0. Comme M est non n u l , 

on a A s s ( M ) ^ 0 et, d'après la p r o p o s i t i o n 1.9, le m o ­

dule M p o s s è d e des s o u s - m o d u l e s T T K - c r i t i q u e s ; on peut 

alors c o n s i d é r e r B j un s o u s - m o d u l e T T K - b a s i q u e de M (il 

exi s t e car M est noethéiieti) . Si B J ^ M alors on a 

A s s C M / B j ) 9*= 0 et On c o n s t r u i t ainsi une chaîne 

finie (car M est n o e t h é r i e n ) de s o u s - m o d u l e s de M qui 

est, par. c o n s t r u c t i o n , une suite T T K - b a s i q u e de M." 

D o n c , sous les h y p o t h è s e s du t h é o r è m e p r é c é d a n t , on 
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obtient qu'un module non nul n o e t h é r i e n possède une 

T T K - d i m e n s ion si et seulement si il possède une suite 

TTK-bas ique. 

Le lemme suivant a n a l o g u e au lemme 3.2 de [10] g é n é ­

ralise le lemme 2.6 de [ 1 1 ] . 

LEMME 2.2.- Soit A un D-anneau à droite qui vérifie 

la condition (Min.) à droite. Si M est un A-module avec 

une TTK-dim en s ion qui possède un sous-module TTK-basi-

que Bj alors pour tout sous-module N de M contenant B 

strictement on a : TTK-d im(B) < TTK-d im(N/B) . 

D E M O N S T R A T I O N . - S u p p o s o n s que T T K - d i m ( N / B ) < T T K - d i m ( B ) 

. Alors si N contient un s o u s - m o d u l e non nul N' tel que 

N'fï B = 0 on a T T K - d i m ( N ' ) < TTK-d im(B) (car N f est 

iso m o r p h e à un s o u s - m o d u l e de N / B ) , et ceci est i m p o s ­

sible d'après la p r o p o s i t i o n 1.9 pu i s q u e N' contient 

un s o u s - m o d u 1 e surcocrit ique e t puisque B est un s o u s -

m o d u l e T T K - b a s ique; donc B est essentiel dans N et 

d'après le lemme 1.5 le s o u s - m o d u l e N est a-TTK-crit i-

que avec a = TTK-d im(B) : il y a donc c o n t r a d i c t i o n 

avec le fait que B est T T K - b a s i q u e . En c o n s é q u e n c e on a 

TTK-d im(B) < TTK-d im(N/B) .• 

La p r o p o s i t i o n suivante g é n é r a l i s e la p r o p o s i t i o n 2.7 

de [il] et est l'analogue du lemme 3.3 de [ 1 0 ] . 

P R O P O S I T I O N 2.3.- Soit M un A-module qui possède une 

TTK-dimension. Considérons B et B' deux sous-modules 

TTK-cri tique s maximaux de M tels que B'n B = 0 et 

TTK-d im(B) = TTK-d im(B') = a. Si N est un sous-module 

de M maximal par rapport aux propriétés suivantes : 

(i) B®B ' est essentiel dans N; 

(ii) T T K - d i m ( N / B © B ' ) < a. 

Alors N/B et N / B ' sont des sous-modules a-TTK-critiques 

maximaux de M/B et M / B ' respectivement tels que l 'on a 
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X(N/B) = x ( B f ) et X ( N / B f ) = X ( B ) . 

D E M O N S T R A T I O N - - Si K est un s o u s - m o d u l e de N tel que 

KH(B© B ' ) = B et K =É B a l o r s , comme le m o d u l e quotient 

K/B est i s o m o r p h e à un s o u s - m o d u l e de N/Be B 1 , on a 

TTK-d im (K / B ) < a; comme on a KfïB ' = 0, il est immédiat 

de v é r i f i e r que K est u n i f o r m e et a i n s i , d ' a p r è s le 

lemme 1.5, on ob t i e n t que K est un m o d u l e a - T T K - c r i t i -

que : c o n t r a d i c t i o n avec le fait que B est T T K - c r i t i q u e 

m a x i m a l . Par suite B © B f / B est e s s e n t i e l dans N / B . Comme 

B' est i s o m o r p h e à B © B ' / B il r é s u l t e du lemme 1.5 que 

N/B est un m o d u l e a - T T K - c r i t i q u e et on a x (N/B)=x (B 1 ) . 

Soit X/B un s o u s - m o d u l e T T K ~ c r i t i q u e de M/B c o n t e n a n t 

N/B s t r i c t e m e n t . Si Y est un s o u s - m o d u l e de X tel que 

YO(B© B 1 ) = 0 alors on a ( Y + B ) n ( B © B f ) = B et comme 

B © B ' / B est e s s e n t i e l dans X/B (d'après la p r o p o s i t i o n 

1.4) on obtient (Y+B)/B = 0 c'est à dire Y C B ; d'où Y = 0 . 

Par suite B©B' est e s s e n t i e l dans X et comme on a 

T T K - d i m ( X / B © B ' ) < a (d'après la d é f i n i t i o n de X/B m o d u ­

le T T K - c r i t i q u e et d'a p r è s la p r o p o s i t i o n 1.3) et N 

c o n t e n u s t r i c t e m e n t dans X : il y a c o n t r a d i c t i o n avec 

la m a x i m a l i t é de N par rapport aux p r o p r i é t é s (i) et 

( i i ) . Donc N/B est un s o u s - m o d u l e a - T T K - c r i t i q u e m a x i ­

mal de M/B et X ( N / B ) = x ( B ' ) . 

De m ê m e pour N / B 1 ce qui achève la d é m o n s t r a t i o n . " 

La p r o p o s i t i o n s u i v a n t e g é n é r a l i s e le t h é o r è m e 2.8 de 

[ 1 1 ] , et elle c o m p l è t e le t h é o r è m e 2 . 1. 

P R O P O S I T I O N 2 . 4 . - Soit A un T)-anneau à droite qui vé­

rifie la condition (Min.) à droite. Considérons M un 

k-module qui possède une suite TTK-basique. Alors deux 

suites TTK-basiques de M sont équivalentes. De plus il 

n'existe pas de chaîne infinie strictement croissante 

de sous-modules de M 

0 = N Q < N i < . . . < M 
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telle que soit un sous-module TTK-basique de 

M/N£.1 pour tout i = l , . . . . 

D E M O N S T R A T I O N . - Soit n la plus petite longueur de 

toutes les suites T T K - b a s i q u e s de M . D é m o n t r o n s le r é ­

sultat par r é c u r r e n c e sur n. Si n = 1, la p r o p o s i t i o n 

est é v i d e n t e car M est T T K - b a s i q u e . Soit n > 1, et s u p ­

posons que le résultat est d é m o n t r é pour tous les m o d u ­

les qui p o s s è d e n t une suite T T K - b a s i q u e dont la lon­

gueur est s t r i c t e m e n t i n f é r i e u r e à n. 

C o n s i d é r o n s 0 = Bft c B t o • • *C B = M une suite T T K -

o i n 

b a s i q u e (B) de M de longueur n. 

A l o r s M/Bj p o s s è d e une suite T T K - b a s i q u e de lo n g u e u r 

n-1 et il r é s u l t e de l'hypothèse de r é c u r r e n c e que 

toute suite T T K - b a s i q u e de M dont le p r e m i e r terme non 

nul est Bj est é q u i v a l e n t e à la suite ( B ) • 

Soit B' un s o u s - m o d u l e T T K - b a s i q u e q u e l c o n q u e de M 

tel que B f ^ Bj . Comme on a T T K - d i m ( B ) = TTK-d i m ( B 1 ) , 

posons TTK-d i m ( B 1 ) = a et n o t o n s que a n'est pas un o r ­

dinal limite d'après la p r o p o s i t i o n 1.6. M o n t r o n s 

qu'on a B'n B t = 0 : si B'D Bl ^ 0 alors on a 

T T K - d i m ( ( B ' + B t ) / B ' ) = T T K - d i m ( B 1 /(B'n B t )) < a et il 

r é s u l t e du lemme 1.5 que B' n'est pas e s s e n t i e l dans 

B ' + B 1 ; donc il existe un s o u s - m o d u l e non nul C de B'+Bj 

tel que B'n C = 0 et, comme C est i s o m o r p h e à un s o u s -

m o d u l e de ( B ' + B ^ / B ' , on a T T K - d i m (C) < a ce qui 

d' a p r è s la p r o p o s i t i o n 1.9 nous donne une c o n t r a d i c t i o n 

(car C contient un s o u s - m o d u l e s u r c o c r i t i q u e qui est 

6-TTK-critique avec 8 < a ) . On a donc B'n B t = 0. Comme a 

n'est pas un ordi n a l limite on peut, d'après le t h é o r è ­

me de Zorn, c o n s i d é r e r un s o u s - m o d u l e N 2 de M m a x i m a l 

tel que B'eB^ soit e s s e n t i e l dans N 2 et tel que 

T T K - d i m ( N 2 / B ' e B 1 ) < a. Ainsi d'après la p r o p o s i t i o n 2.3 

et le lemme 2.2 le m o d u l e quotient N /Bj (resp. N 2 / B ' ) 

est un s o u s - m o d u l e T T K - b a s i q u e de M/Bj (resp. de M / B ' ) 

12 



tel que x C ^ / B ^ - x ( B ' ) (resp. x C ^ / B ' ) = x C B ^ ) . 

Comme 0 C B /B C . • • C B /B = M/B est une suite TTK-
2 1 n i 1 

b a s i q u e de M/B de longueur n-1 et comme N /B est u n 
1 2 1 

s o u s - m o d u l e T T K - b a s i q u e de M / B t il résulte de l'hypo­

thèse de r é c u r r e n c e et du r a i s o n n e m e n t qui précède 

qu'il existe une suite T T K - b a s i q u e de M / B j de longueur 

n-1 de la forme 0 C N /B C N /B, C . . . C N /B M/B 

2 1 3 1 n 1 1 

(en effet si N 2 / B ̂  = B 2 / B ^ c'est i m m é d i a t , et si 

N 2 / B t j=. B2/Bi alors on a d'après ce qui p r é c è d e 

(N /B )n(B /B ) = 0 d'où l'existence de N tel que N /B 

2 1 2 1 3 3 2 

soit un s o u s - m o d u l e T T K - b a s i q u e de M / B 2 , et comme M / B 2 

a une suite T T K - b a s i q u e de longueur n - 2 . . . ) . 

A insi on obtient les suites TTK-b as iques é q u i v a l e n t e s 

de M de longueur n : 

O C B C N C N C . . . C N = M (N) 

1 2 3 n ' 

et 0 C B' C N C N C . . . C N = M ( N ' ) . 
2 3 n 

(En outre la d e r n i è r e partie de la p r o p o s i t i o n r é s u l ­

te de l ' h y p o t h è s e de r é c u r r e n c e et du fait que M / B ' qui 

p o s s è d e une suite T T K - b a s i q u e de longueur n-1 ne p o s s è ­

de pas de chaîne infinie s t r i c t e m e n t c r o i s s a n t e . . . ) • 

Par c o n s é q u e n t si on avait une suite T T K - b a s i q u e (B') 

de M autre que (B) avec pour p r e m i e r terme non nul B 1 

dif férent de B i : 
O C B f C B ' C B ' C . . . C B ' = M , 

2 3 m 

on o b t i e n d r a i t en u t i l i s a n t l ' h y p o t h è s e de r é c u r r e n c e 

que m = n , que les suites (N') et (B') sont é q u i v a l e n t e s 

et que les suites (N) et (B) sont é q u i v a l e n t e s . 

Comme les suites (N) et (N') sont é q u i v a l e n t e s on en 

déduit que les suites (B) et (B') sont aussi é q u i v a ­

l e n t e s . Ceci achève la d é m o n s t r a t i o n . " 
On obtient l'analogue du t h é o r è m e 3.1 de [ 10] : 

T H E O R E M E 2.5.- Soit A un anneau noethêrien à droite 

qui vérifie la condition (Min.) à droite. Alors tout 
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k-module non nul de type fini M possède au moins une 

suite TTK-basiques et deux suites TTK-basiques de M 

sont équivalentes. 

D E M O N S T R A T I O N . - Cela r é s u l t e du t h é o r è m e 2.1 et de la 

p r o p o s i t i o n 2 . 4 . " 

R E M A R Q U E » - [ i l ] - Si A est un ann e a u c o m m u t a t i f dont 

la d i m e n s i o n de K r u l l est s u p é r i e u r e ou égale à 1 et si 

P et Q sont d e u x idéaux p r e m i e r s de A tels que P soit 

strie t ement c on tenu dans Q, alors 1e A - m o d u 1 e 

M = A / P + A / Q p o s s è d e une suite TTK-ba s i que mai s i1 ne 

p o s s è d e pas de x ( A / P ) - c h a î n e au sens de G o l d m a n [ 8 ] . 

S i A est un D - a n n e a u à d r o i t e qui v é r i f i e 1 a c o n d i ­

tion (Min.) à d r o i t e e t s i M est un A - m o d u l e qui p o s s è ­

de une suite TTK-b a s i q u e 0 = B C B O . • C B = M alors 

o i n 

d ' a p r è s 1 a p r o p o s i t i o n 2,4 1 a l o n g u e u r d e toutes les 

su i t e s TTK-b as ique s de M sont é g a l e s e t cet entier sera 

noté 1 (TTK(M)) . D ' a u t r e part si, pour tout i=1 , . . . ,n, 
on pose a. =: TTK-d im (B . / B . ) i 1 est immédiat d ' apré s 

i i i-i 

1a p r o p o s i t i o n 2.4 e t 1e 1emme 1 .6 que 1a s é q u e n c e 

{ a ̂  | i =1 , . . . ,n } est i n d é p e n d a n t e d e la suite T T K - b a -

s ique u t i l i s é e pour la d é f i n i r . C e t t e s é q u e n c e sera 

a p p e l é e 1a séquence des TTK-dimensions de M (ceci par 

ana1o g i e avec [ 10] page 1 1 4 ) . 

On a les p r o p r i é t é s s u i v a n t e s dans l e s q u e l l e s 1e 

t h é o r è m e 2.6 est 1' a n a l o g u e du t h é o r è m e 3.4 de [ 1 0 1 . 

T H E O R E M E 2 . 6 . - Soit A un T)-anneau à droite qui véri­

fie la condition (Min.) à droite et considérons un 

k-module M qui possède une suite TTK-basique 

0 = B C B C , . . C B - M. Alors on a : 
o i n 

(i) la séquence { | i = i , . . . , n } des TTK-dimensions 

de M est • croissante et TTK-d im(M) est égal à le 

n-ième terme de cette séquence ; 
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(ii) une chaîne croissante 0 = B f C B f C . . . C B 1 = M 

o i n 

est une suite TTK-basique de M si et seulement sij pour 

tout i = l , . . . , n 3 le module quotient B | / B ! - i est TTK-cri­

tique et la séquence { TTK-d im(B ?/B j ^) | i = l , . . . , n } 

est croissante; 

(iii) si M contient un sous-module a-TTK-critique > il 

existe i = l , . . . , n tel que a = a^; si de plus A est un 

anneau dont toutes les localisations à droite sont sta­

bles par enveloppes infectives alors un ordinal a ap­

partient à la séquence des TTK-dimensions de M si et 

seulement si M contient un sous-module a-TTK-critique• 

D E M O N S T R A T I O N . - (i) ré s u l t e du lemme 2 . 2 , et 

T T K - d i m ( M ) = a s'obtient alors avec le lemme 1.1. 
n 

(ii) il suffit de d é m o n t r e r que si 0 = B 1 C B 1 C , . . C B 1 = M est 
o i n 

une c h a î n e c r o i s s a n t e telle que B ! / B ! est T T K - c r i t i -
i i - i 

que pour tout i = l , . . . , n et telle que la s é q u e n c e 
{ TTK-dira(B!^/B^ i ) | i = l , . . . , n } est c r o i s s a n t e alors 

0 = B ' C B ' C . . . C B ' = M est une suite T T K - b a s i q u e de M. D é m o n -
o i n 

t r o n s - l e par i n d u c t i o n sur n : 

• si n =1 c'est t r i v i a l . 

.si n>l , pos o n s a! = TTK-d im ( B / B i ) pour i = l , . . . ,n. 

Par l ' h y p o t h è s e d ' i n d u c t i o n , O C B j / B J C . . C B V B * est une 

suite T T K - b a s i q u e de M/B^'. Si c'est p o s s i b l e c o n s i d é ­

rons B un s o u s - m o d u l e B ~ T T K - c r i t i q u e de M tel que B<a' ; 

a l o r s , d ' a p r è s la p r o p o s i t i o n 1.3, on a B OB ̂ = 0 ce qui 

implique que M/B^ con t i e n t un s o u s - m o d u l e B - T T K - c r i t i -

que : ceci est i m p o s s i b l e car B ' / B f est un s o u s - m o d u l e 

^ 2 1 

T T K - b a s i q u e de M/B^ et B < a ̂  < . Par s u i t e , avec la 

p r o p o s i t i o n 1.9, a 1 est la plus p e t i t e T T K - d i m e n s i o n 

p o s s i b l e d'un s o u s - m o d u l e non nul de M. Donc si B^ 

n'est pas un s o u s - m o d u l e T T K - b a s i q u e de M il existe un 

s o u s - m o d u l e a 1 - T T K - c r i t i q u e C de M qui contient s t r i c ­

tement B' : mais cela est i m p o s s i b l e car on a 

TTK - d i m ( C / B f ) < < a 2 ' et C/B* c o n t i e n d r a i t , d'après 
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la p r o p o s i t i o n 1.9, un s o u s - m o d u l e g - T T K - c r i t i q u e avec 

6 < ot 2

f ce qui serait en c o n t r a d i c t i o n avec le fait que 

Bj/Bj est un s o u s - m o d u l e T T K - b a s i q u e de M / B f . Donc B ̂  

est un s o u s - m o d u l e T T K - b a s i q u e de M et 0 = B' CB C. . . CB ' =M 

o i n 

est une suite T T K - b a s i q u e de M. 

(iii) . C o n s i d é r o n s N un s o u s - m o d u l e a - T T K - c r i t i q u e de M. 

Si a = a t , c'est t e r m i n é . Sinon on a a <a ce qui i m p l i q u e 

N H B ^ = 0 et ainsi M / B } c o n t i e n t un s o u s - m o d u l e a - T T K - c r i -

t i q u e . Par suite comme la s é q u e n c e des T T K - d i m e n s i o n s 

de M/Bj est { a 2 , . . . , a ^ } un r a i s o n n e m e n t par i n d u c t i o n 

nous d o n n e a = ou pour un ce r t a i n i. 

.Si A est un anneau dont toutes les l o c a l i s a t i o n s à 

d r o i t e sont s t a b l e s par e n v e l o p p e s i n j e c t i v e s , il nous 

r e s t e à m o n t r e r que M contient un s o u s - m o d u l e a ^ - T T K -

c r i t i q u e pour tout i = l , . . . , n . Si n = l , le r é s u l t a t est 

t r i v i a l . Si n>l , p u i s q u e tout s o u s - m o d u l e T T K - b a s i q u e 

de M est a { - T T K - c r i t i q u e , c o n s i d é r o n s un i tel que 

a ̂  > a i . Par i n d u c t i o n : M / B l c o n t i e n t un s o u s - m o d u l e 

N ^ / B l qui est a - T T K - c r i t i q u e ; comme on a T T K - d i m ( B i ) 

é g a l e à a^ et a ̂  > a t , on obti e n t que B 1 n'est pas e s ­

s e n t i e l dans INK (pui s q u e 6 (U^ ) est st a b l e par e n v e l o p ­

pes i n j e c t i v e s ) ce qui e n t r a î n e l ' e x i s t e n c e d'un s o u s -

m o d u l e C. de N. tel que C.OB =0 et par suite C. est un 

i i n i i r i 

s o u s - m o d u l e a ^ - T T K - c r i t i q u e (d'après la p r o p o s i t i o n 

1.3) de M. Ceci t e r m i n e le r a i s o n n e m e n t par i n d u c t i o n , 

et le t h é o r è m e est d é m o n t r é . " 

P R O P O S I T I O N 2 . 7 . - Soit A un J)-anneau à droite qui vé­

rifie la condition (Min.) à droite. Considérons un A -

module M qui possède une suite TTK-basique de longueur 

n supérieure ou égale à 2 et { \ i = l , . . , n } la sé­

quence des TTK-dimensions de M. Alors on a : 

(i) si a l ^ a 2 3 le module M possède un unique sous-

module TTK-basique; 

(ii) si la séquence des TTK-dimensions de M est 
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strictement croissante avec n termes distincts 3 le mo­

dule M possède une unique suite TTK-basique. 

D E M O N S T R A T I O N . - (i) Soient B et B' deux s o u s - m o d u l e s 

T T K - b a s i q u e s de M. Il vient T T K - d i m ( B ) = T T K - d i m ( B f ) = a 1 . 

Si on a B ^ B f a l o r s , comme dans la d é m o n s t r a t i o n de la 

p r o p o s i t i o n 2 . 4 , on m o n t r e que B n B ' = 0 et qu'il existe 

un s o u s - m o d u l e N de M m a x i m a l tel que B©B' soit e s s e n ­

tiel dans N et tel que T T K - d i m ( N / B e B ' ) < a ; de plus 

N/B (resp. N / B ' ) est un s o u s - m o d u l e T T K - b a s i q u e de M/B 

(resp. de M / B ' ) . Il r é s u l t e alors de la p r o p o s i t i o n 2.3 

qu'on a T T K - d i m ( N / B ) = T T K - d i m (N/B f ) = . Par suite si 

B est le p r e m i e r terme de la suite T T K - b a s i q u e de M 

alors {a ,...,a } est la sé q u e n c e des T T K - d i m e n s i o n s de 

2 n 
M/B et on a donc T T K - d i m (N/ B) = a pu i s q u e N/B est un 

s o u s - m o d u l e T T K - b a s i q u e de M / B . D'où a, = a : c o n t r a -
i 2 

d i c t i o n . Donc on a B = B'. 

(ii) r é s u l t e i m m é d i a t e m e n t de ( i ) . " 

P R O P O S I T I O N 2 . 8 . - Soit A un anneau quelconque et con­

sidérons un A-module M qui possède une suite TTK-basi-
aue 0 = B C B C . . . C B = M. Alors A s s ( M ) est un en-
^ o i n 

semble fini et on a A s s ( M ) C { x C B ^ / B ^ ^ ) | i= l , . . . , n }. 

D E M O N S T R A T I O N . - On a A s s ( M ) C As s ( B ) U A s s ( M / B ) C 
n~i n-i 

A s s ( B ) U A s s ( B /B ) U A s s ( M / B ) C ... . Comme, 
n- 2 n- 1 n- 2 n- 1 

d ' a p r è s la p r o p o s i t i o n 1.4, le m o d u l e quotient B . / B . 
i i — i 

est c o c r i t i q u e on a As s(B ̂ /B ^ ) = { x ( B

i / B

i „ 1 ) }• D'où 

le r é s u l t a t . " 

Nous allons m a i n t e n a n t é t a b l i r que la n o t i o n de suite 

T T K - b a s i q u e d'un A - m o d u l e , où A est un D - a n n e a u à d r o i ­

te qui v é r i f i e la c o n d i t i o n (Min.) à d r o i t e , est en 

fait un cas p a r t i c u l i e r de la n o t i o n très g é n é r a l e de 

" T - c o m p o s i t ion series' 1 i n t r o d u i t e et é t u d i é e en détail 

par W . G . Lau dans sa thèse [ 1 2 ] . 
Soit A un D - a n n e a u à d r o i t e qui v é r i f i e la co n d i t i o n 
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(Min.) à d r o i t e et c o n s i d é r o n s un A - m o d u l e M qui p o s s è ­

de une suite T T K - b a s i q u e 0 = B C B C . . . C B = M. Pour 

0 1 n 
tout i = l , . . . , n posons a. = T T K - d i m ( B . / B . ) et c o n s i d é -

i î i - i 
rons la s é q u e n c e des T T K - d i m e n s i o n s { a ̂  | i = 1 , . . . , n } 
qui est en fait formée de m o r d i n a u x d i s t i n c t s B^, B 2 , . 

B tels que 6 < 6 < ... < B (d'après le t h é o r è -
m i 2 m r 

me 2 . 6 ) . D é s i g n o n s par n^ , pour j = 1 , . . . , m, le n o m b r e de 

q u o t i e n t s B ̂ /B i de la suite T T K - b a s i q u e qui sont 8 ̂  -

T T K - c r i tiques . P o s o n s 3F. = ô (U ) et ,f . = ô ( U 0 ) . 
i B . ~i m+ 1 B 

J m 

P R O P O S I T I O N 2 . 9 . - Soit A un V-anneau à droite qui vé­

rifie ta condition (Min.) à droite et considérons un 

A-module M qui possède une suite TTK-basique 

0 = B C B C ... C B = M. Alorsi avec les notations 
o i n 

ci-dessus3 on a : 

3F (M) = 0 et 3F. .(M) = B pour j = l 1 . . . , m . i 1+1 n +n + . . .+n . ^ J 

1 2 J 

D E M O N S T R A T I O N . - P o s o n s s = 0 pour <jF. . = 3F et 
J + 1 i 

s = n + n + . . . + n . pour j = î»..« » m. 1 2 J . . 
.D'après la p r o p o s i t i o n 1.7 et le t h é o r è m e 2.6, pour 

i = s + l , . . . , n , le m o d u l e q u o t i e n t B, / B. est sans 3F. -
î i - i j + 1 

t o r s i o n . Comme on a les suites exactes : 

0 -> B /B -> B / B -* B /B ~> 0 
S + l S S + 2 S S + 2 S + 1 

0 -> B / B -> B / B -* B / B -* 0 
S + 2 S S + 3 S S + 3 S + 2 

0 -> B /B -> M / B -> M / B ^ I -> 0 
n-1 s s n~ i 

on déduit de la p r e m i è r e que B g + ^ / B g est sans # . + ^ - t o r -

sion d'où l'on déduit avec la s e c o n d e suite e x a c t e q_ue 

B /B est aussi sans 3F. . - t o r s i o n , . . . . A i n s i on o b -
s + 3 s j +1 _ 

tient que le m o d u l e M / B est sans & . , - t o r s i o n . 
s J + i 

.Pour 3F. , = J*7 on a s = 0 et ainsi on a bien 
J + l 1 

J*(M) = 0. 

.Pour j = 1 on a s = n , et comme on a ( B G ) = B g 
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(car TTK-d i m ( B ) = B d ' a p r è s le lemme 1.1 et 8 < B ) , 

S 1 1 2 

on o b t i e n t , d'après la p r o p o s i t i o n 1.3 de [ 7 ] et 

d'après le p r e m i e r p o i n t , le résultat & (M) = B 

2 n 
Donc par i n d u c t i o n , pour j = l , . . . , m - l , on obtient le 

résu l t a t g é n é r a l J*. .(M) = B 
J + 1 n t +. . .+nj 

.On a «̂ JJ j ( M) = M c a r d'après le t h é o r è m e 2 . 6 on a 
B = a TTK-d im(M) .• 
m n 

Il est à n o t e r que cette p r o p o s i t i o n 2 . 9 p r é c i s e 

l ' a s s e r t i o n (ii) de la p r o p o s i t i o n 2 . 7 . 

Sous les h y p o t h è s e s et n o t a t i o n s p r é c é d e n t e s , nous 

p o s e r o n s jf(M) = { J*. | j = l,...,m+l } et nous a p p e l l e ­

rons jf(M) la TTK-séquence des filtres localisants (à 

droite) de M. A l o r s : 

P R O P O S I T I O N 2 . 1 0 . - Soit A un T)-anneau à droite qui 

vérifie la condition (Min.) à droite et considérons un 

A-module M qui possède une suite TTK-basique 

0 = B Q C B I C . . . C B^ = M. Alors la TTK-séquence jf(M) 

des filtres localisants de M est une fftorsion theory 

sequence for M " au sens de Lau [ 1 2 ] (page 17)3 et la 

suite TTK-basique de M est une "T-composition series of 

M " au sens de Lau [ 1 2 ] (page 22). 

D E M O N S T R A T I O N . - Comme on a < ^ < . . . < SF , car 
i 2 m + 1 

B i < B 2 < < B m et co m m e , d'après la p r o p o s i t i o n 2 . 9 

, on a 0 = & (M) < & (M) < < & . (M) = M la p r e m i è r e 
i 2 m +1 

p a r t i e de la p r o p o s i t i o n est d é m o n t r é e . Pour tout 

i = l , . . . , n il existe j = l , . . . , m tel que = Bj ce qui 

donne n + . . . + n . , < i < n + . . . + n . ; par suite B . / B . . 

i j - 1 1 J 1 1 - 1 

est un m o d u l e B . - T T K - c r i t i q u e et on a, d'après la p r o -
J 

p o s i t i o n 2 . 9 , J*. (M) < B ^ < J T , + 1 ( M ) ce qui nous d o n n e , 
avec les n o t a t i o n s du c o r o l l a i r e 2 . 2 de [ 1 2 ] , t^ = . 

I J 

En c o n s é q u e n c e , d'après la p r o p o s i t i o n 1 . 7 , le m o d u l e 

quotient B . / B . . est - co c r i t ique c'est à dire t - c o -
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c r i t i q u e . La d e u x i è m e p a r t i e de la p r o p o s i t i o n r é s u l t e 

donc du c o r o l l a i r e 2.2 de [ 1 2 ] . " 

Le lien p r é c i s avec [ \2] étant é t a b l i , le lecteur 

p o u r r a donc se r e p o r t e r à [12] pour o b t e n i r des r é s u l ­

tats c o m p l é m e n t a i r e s sur les suites T T K - b a s i q u e s d'un 

m o d u l e (par e x e m p l e la p r o p o s i t i o n 2.4 qui c o n c e r n e les 

suit e s T T K - b a s i q u e s d'un s o u s - m o d u l e d'un m o d u l e p o s s é ­

dant une suite T T K - b a s i q u e ; le c o r o l l a i r e 2.5 qui com­

p l è t e (iii) de n o t r e t h é o r è m e 2 . 6 ; . . . ) . 

S o i ent A un D - a n n e a u à droite qui v é r i f i e la c o n d i ­

tion (Min.) à d r o i t e et M un A - m o d u l e qui p o s s è d e une 

suite T T K - b a s i q u e . S i j T ( M ) est la T T K - s é q u e n c e des f i l ­

tres l o c a l i s a n t s de M, c o n s i d é r o n s comme W . G. Lau à la 

page 73 de [ \ l) , pour J^EjfCM) , le s o u s - m o d u l e K^~(M) qui 

est l ' i n t e r s e c t i o n de tous les s o u s - m o d u l e s N de M tels 

que le m o d u l e q u o t i e n t M/N soit ^ " - c o c r i t i q u e , et p o s o n s 

V ( M ) = n { V ( M )
 l ^ ^ M ) } • 

A l o r s nous a p p e l l e r o n s K (M) le TTK-radical de M. Si le 
Cri 

T T K - r a d i c a l de M est n u l , nous dirons que M est un 

A-module TTK-semiprimitif. (Voir le c h a p i t r e 5 de [12] 

pour plus de détails sur ces n o t i o n s ) . 

En p a r t i c u l i e r si M = A, a l o r s , d ' a p r è s le c o r o l l a i r e 

5.12 de [ J_2] , le T T K - r a d i c a l à dr o i t e K ^ ( A ) de A (c'est 

à dire le T T K - r a d i c a l du A - m o d u l e à d r o i t e A) est 

l'idéal b i l a t è r e de A c o n s t i t u é de tous les é l é m e n t s de 

A qui a n n u l e n t tous les A - m o d u l e s ( c y c l i q u e s ) J*-cocri-

t i q u e s où p a r c o u r t Jf(A) . Il vient : 

T H E O R E M E 2 . 1 1 . - Si A est un anneau noethêrien à droi­

te qui vérifie la condition (Min.) à droite3 alors le 

TTK-radical à droite de A est un idéal bilatère nilpo-

tent. 

D E M O N S T R A T I O N . - D ' a p r è s les t h é o r è m e s 2.1 ou 2 . 5 , c o n ­
s i d é r o n s 0 = 1 C l C ... C I = A une suite T T K - b a s i -

o i n 
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que du A - m o d u l e à dr o i t e A et JT(A) la T T K - s é q u e n c e des 

fi l t r e s l o c a l i s a n t s de A. D ' a p r è s la p r o p o s i t i o n 1.7, 

pour tout i = l , . . . , n le m o d u l e q u o t i e n t I ̂  /1 ̂  est un 

A - m o d u l e J^-cocr it ique pour un certain ^ ^ ( A ) , D o n c , 

d'après le c o r o l l a i r e 5.12 de [12] cité p r é c é d e m m e n t , 

on obtient I^K^(A) C pour tout i = l , . . . , n . Il en 

r é s u l t e qu'on a K ( A ) n = 0." 

C O R O L L A I R E 2 . 1 2 . - Si A est un anneau premier noethé-

rien à droite qui vérifie la condition (Min.) à droite* 

alors A est un anneau TTK-semiprimitif à droite (c'est 

à dire le TTK-radical à droite de A est nul). 

D E M O N S T R A T I O N . - R é s u l t e i m m é d i a t e m e n t du t h é o r è m e 

2 . 1 1 . " 

C O R O L L A I R E 2 . 1 3 . - Si A est un anneau premier noethé-

rien à droite qui vérifie la condition (Min.) à droite* 

alors A est un produit sous-direct d1 anneaux K^-(A) -pri-

mitifs (c'est à dire d'anneaux R tels qu'il existe un 

^-module fidèle et $F-co critique pour ^EJfik) ) . 

D E M O N S T R A T I O N . - C'est une c o n s é q u e n c e du c o r o l l a i r e 

5.9 de [12] et du c o r o l l a i r e 2 . 1 2 . " 

Pour des e x e m p l e s d ' a n n e a u x n o e t h é r i e n s qui v é r i f i e n t 

la c o n d i t i o n (Min.) ou mê m e des c o n d i t i o n s plus fortes 

voir [ 1 9 ] , [ 2 l ] 9 [22_1, [ 6 ] , [2_4], [ ]±] . 

I I I . M O D U L E S T T K - L I S S E S ET SUITE DES T T K - S O C L E S . 

Soient A un a n n e a u q u e l c o n q u e et a un o r d i n a l . 

Par a n a l o g i e avec [1Ol» nous d i r o n s qu'un k-module M 

est a-TTK-lisse si tout o r d i n a l de la s é q u e n c e des T T K -

d i m e n s i o n s de tout s o u s - m o d u l e non nul de type fini de 

M p o s s é d a n t une suite T T K - b a s i q u e est a. (Si A est un 

a n n e a u n o e t h é r i e n à d r o i t e qui v é r i f i e la c o n d i t i o n 

(Min.) à- d r o i t e alors a n'est pas un o r d i n a l limite 

d ' a p r è s les r é s u l t a t s du p a r a g r a p h e 1 ) . On dira qu'un 
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A-module est: TTK-lisse s'il est a-TTK-1i s s e pour un o r ­

dinal a • 

Les deux r é s u l t a t s qui suivent sont l'analogue du 

t h é o r è m e 3.5 de [ JJ3 ] : 

P R O P O S I T I O N 3 . 1 . - Soit A un "D-anneau à droite qui vé­

rifie la condition (Min.) à droite et considérons un A-

module non nul de type fini M qui possède une suite 

TTK-basique, Alors M est un A-module a-TTK-lisse si et 

seulement si chaque terme de la séquence des TTK-dimen-

sions de M est égal à a. 

D E M O N S T R A T I O N . - D ' a p r è s la p r o p o s i t i o n 2.10 et 

d'après [12| (page 26), la s é q u e n c e des T T K - d i m e n s i o n s 

d'un s o u s - m o d u l e non nul de M est un s o u s - e n s e m b 1 e de 

la s é q u e n c e des T T K - d i m e n s i o n s de M. D'où le r é s u l t a t . " 

P R O P O S I T I O N 3 . 2 . - Si A est un D-anneau à droite dont 

toutes les localisations à droite sont stables par en­

veloppes injectives3 alors un A-module E extension es­

sentielle d'un A-module a.-TTK-lisse M est un A-module 

a-TTK-lisse. 

D E M O N S T R A T I O N . - C o n s i d é r o n s N un s o u s - m o d u l e non nul 

de type fini de E p o s s é d a n t une suite T T K - b a s i q u e . 

A l o r s NHM est un A - m o d u l e non nul a - T T K - l i s s e . Comme 

NOM est e s s e n t i e l dans N, on déduit de (iii) du t h é o r è ­

me 2.6 que tout o r d i n a l de la s é q u e n c e des T T K - d i m e n -

sions de N est a. Donc E est a - T T K - l i s s e . " 

Soient A un a n n e a u et a un o r d i n a l . 

D é s i g n o n s par le filtre l o c a l i s a n t de A assoc i é à 

la s o u s - c a t é g o r i e l o c a l i s a n t e de Mod A e n g e n d r é e par 
a 

les A - m o d u l e s 6-TTK-cri tiques avec 8<a; c'est à d i r e j * 

est la borne s u p é r i e u r e des filtres l o c a l i s a n t s £(M) de 

A où M par c o u r t les A - m o d u l e s 6-TTK-critiques avec B<a. 
a 

Pour un A - m o d u l e M d é s i g n o n s par S (M) la somme de 
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tous les s o u s - m o d u l e s a - T T K - c r i t i q u e s de M; on pose 
a 

S (M) = 0 si M ne contient pas de s o u s - m o d u l e a-TTK-

c r i t i q u e . 
De m a n i è r e a n a l o g u e à [ 1 0 ] , nous d é f i n i s s o n s la suite 
a 

(K (M)) des a-TTK-socles d'un A-module M par induction 

c omme suit : 
.K o

a(M) = ^ a ( M ) ; 

.K^ ( M ) / K a ( M ) est l a j F a - f e r m e t u r e de S a ( M / K a ( M ) ) 
a n 

dans le m o d u l e M / K ^ ( M ) , pour tout entier n. 

On a donc K a ( M ) C K a ( M ) C ... C K Q ( M ) C ... C M . 

o i n 

Il est à n o t e r que si A est un D - a n n e a u à droite qui 

v é r i f i e la c o n d i t i o n (Min.) à droite et si a n'est pas 
a 

un o r d i n a l limite alors on a en f a i t ^ " = 6(U ) : en 
a- i 

effet il est immédiat qu'on a 3^ < 6(U ) et comme, 
a- i 

d ' a p r è s le t h é o r è m e 3.5 de [22] (ou théorème 2.5.4 de 

[ 21 ] , ou t h é o r è m e 3.4 de [ 19] ) , tout filtre localisant 

de A est c a r a c t é r i s é par les idéaux s u r c r i t i q u e s qui 

lui a p p a r t i e n n e n t il r é s u l t e de la p r o p o s i t i o n 1.9 
qu'on a 6(U ) < \ d'où 1 1 é g a 1 i t é = 6 (U ) . 
H a-i 6 a-i 

Le lemme suivant est l'analogue du lemme 4.1 de [10] . 

LEMME 3 . 4 . - Soient A un D-anneau à droite qui vérifie 

la condition (Min.) à droite et a un ordinal qui pos­

sède un prédécesseur. Si M est un A-module tel que 

K ^ ( M ) = 0 alorsy pour tout sous-module N de M 3 on a 

K ^ ( N ) = N H K ^ ( M ) . 

D E M O N S T R A T I O N . - A n a l o g u e à celle du lemme 4.1 de [ 1 0 ] . 

En effet : 

.si K ^ ( M ) = M; c o n s i d é r o n s L un s o u s - m o d u l e c o m p l é ­

ment de N dans M (donc LHN = 0 et L®N est e s s e n t i e l 

dans M) et soit K un s o u s - m o d u l e a - T T K - c r i t i q u e de L©N. 

Si K n'est c o n t e n u ni dans L ni dans N a l o r s , comme on 

a K ^ ( M ) = 0, il est immédiat que les images de K par 
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les p r o j e c t i o n s c a n o n i q u e s de L®N sur L et sur N sont 

des m o d u l e s a - T T K - c r i t i q u e s . Par suite on a 

S a ( L © N ) = S a ( L ) © S a ( N ) . 

Soit V un s o u s - m o d u l e a - T T K - c r i t i q u e de M. Alors on a 

VPi(LeN) ^ 0 et V H ( L © N ) est un m o d u l e a-TTK-c r i t i que 

d'apr è s la p r o p o s i t i o n 1.3; par suite on a 

0 =É VPl(L©N) = V n s a ( L © N ) . Donc le m o d u l e q u o t i e n t 

(V+S (L©N))/S (L©N) a une T T K - d i m e n s ion strie tement in­

f é r i e u r e à a et est de ô (U )-torsion. Il en ré s u l t e 
a- i 

que le m o d u l e q u o t i e n t S ( M ) / S a ( L © N ) est de 6(U _ ) -
et ^ 

t o r s i o n . Comme le m o d u l e M/S (M) est de ô(U )-torsion 
a- i 

m Ct 
(puisque M = K i ( M ) ) on en déduit que le m o d u l e 

et • 
M / S (L©N) est aussi de ô (U _ ^ ) - t o r s i o n ce qui implique 

ct 

que son s o u s - m o d u l e (L©N)/S (L©N) est de ô (U _ i )-tor-
• et et et 

sion. Comme on a S (L®N) = S (L)©S (N) et comme les m o ­
dules ( L © N ) / S a (L®N) et (L/ S a (L) ) © (N/ S 0 1 (N) ) sont i s o m o r -

et 
p hes on obti e n t que N/S (N) est un m o d u l e de ô(U _ ) -

et 
t o r s i o n ce qui nous donne N = ( N ) . 

• si K ^ ( N ) = N, alors N / S a ( N ) est de ô (U )-torsioir 
et et • 

et, comme on a S (N) C NOS ( M ) , on obtient que 

(N + S a ( M ) ) / S a ( M ) , qui est i s o m o r p h e à N / N O S a ( M ) , est de 
et 

^ ( U ^ j ) - torsion ce qui donne N C K j (M) . 

•ve n o n s - e n à la d é m o n s t r a t i o n du lemme : il est clair 

qu'on a S a ( N ) C NP»K a (M) . De plus N H K a (M) est S (U _ ^ -
et 

fermé dans N p u i s q u e N / N H K (M) est i s o m o r p h e à un s o u s -
et 

m o d u l e du m o d u l e sans ô (U )-torsion M/K ( M ) . Par s u i -
a - 1 i 

et et 

te on a (N) C NHK^ ( M ) . R é c i p r o q u e m e n t comme on a 

(K^ (M) ) == K ^ ( M ) on déduit du p r e m i e r point qu'on a 

(NHK^(M)) = N O K ^ ( M ) , et d'après le d e u x i è m e point il 

vient N O K ^ ( M ) C K ^ ( N ) . D'où le r é s u l t a t . * 

La p r o p o s i t i o n s u i v a n t e est l'analogue de la p r o p o s i ­

tion 4.2 de [10] . 
P R O P O S I T I O N 3.5.- Soient A un V-anneau à droite qui 
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vérifie la condition (Min.) à droite et a un ordinal 

qui possède un prédécesseur. Alorsy pour tout sous-mo­

dule N drun A-module M et pour tout entier naturel n 3 

on a : K a ( N ) = NPiK a(M) . 
n n 

D E M O N S T R A T I O N . - A n a l o g u e à celle de la p r o p o s i t i o n 

4.2 de [ J_0 ] : en effet si n = 0 le résultat est trivial 

; s u p p o s o n s n > 0 et s u p p o s o n s qu'on a K a (N) = 
a . n ' 1 

N n K n - i ( M ) . C o n s i d é r o n s la s u r j e c t i o n c a n o n i q u e p qui 

a p p l i q u e M sur M / K a _ ( M ) . Alors on a K ^ ( p ( M ) ) = 0 et 
et ^ 

p(N) = N/K ( N ) . Par suite il vient en u t i l i s a n t le 
n- i 

1emme 3.4 : 

p ( K * ( N ) ) = K ^ ( N ) / K ^ i ( N ) = K " ( N / K £ _ (N)) « K * ( p ( N ) ) 

= p ( N ) n K ^ ( p ( M ) ) = p ( N ) n P ( K ^ ( M ) ) 

= p[ (N + K a ( M ) ) O K a ( M ) ] = p ( N O K a ( M ) ) . 
n - 1 n n 

Par suite on obtient le r é s u l t a t . " 

P R O P O S I T I O N 3 .6.- Soient A un anneau noethérien à 

droite qui vérifie la condition (Min.) à droite et a un 

ordinal qui possède un prédécesseur. Alors3 si M est un 

A-module a-TTK-lisse 3 on a K a (M) = 0 et M = U _ K a ( M ) . 

o n>0 n 

D E M O N S T R A T I O N . - En effet si N est un s o u s - m o d u l e non 

nul de type fini de M a l o r s , d ' a p r è s le t h é o r è m e 2.5, 

il existe une suite T T K - b a s i q u e de N et la s é q u e n c e des 

T T K - d i m e n s i o n s de N est rédui t e à un élém e n t a. On a 

K ^ ( N ) = 0 (d'après la p r o p o s i t i o n 2.9) et T T K - d i m ( N ) = a 

(d'après le t h é o r è m e 2 . 6 ) . P u i s q u e N v é r i f i e la c o n d i ­

tion de chaîne a s c e n d a n t e il existe n > 0 tel que 
K a ( N ) = K a ,(N) = ... . S i l'on c o n s i d è r e le m o d u l e 
n n+ 1 

q u o t i e n t N / K a ( N ) : il ne peut c o n t e n i r de m o d u l e B - T T K -
n 

c r i t i q u e avec 6<a car K ^ ( N ) est 6(U^ ^ )-fermé dans N; 

il ne peut c o n t e n i r de m o d u l e a - T T K - c r i t i q u e car on a 

K a ( N ) = K a ,(N) et il ne peut c o n t e n i r de m o d u l e y - T T K -
n n+1 

c r i t i q u e avec y>a p u i s q u ' o n a TTK-d im(N) = a. Donc on a 

n é c e s s a i r e m e n t N = K a ( N ) (avec les h y p o t h è s e s et la 
n 
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p r o p o s i t i o n 1 . 9 ) . D ' a p r è s la p r o p o s i t i o n 3.5 il vient 

N C K a ( M ) . Par suite on a R a ( M ) = 0 et M = U „ K a ( M ) . • 
n o n > 0 n 

Le résultat suivant est l'analogue du t h é o r è m e 4.3 de 

[!£] . 

T H E O R E M E 3 . 7 . - Soient A un anneau noethêrien à droite 

dont toutes les localisations à droite sont stables par 

enveloppes infectives et a un ordinal qui possède un 

prédécesseur. Alors un A-module M est a-TTK-lisse si et 

seulement si on a K a ( M ) = 0 et M = U ^ K a ( M ) . 

o n^O n 
D E M O N S T R A T I O N . - S u p p o s o n s qu'on a K a ( M ) - 0 et 

et 
M = U n > Q (M) . S i L est un s o u s - m o d u l e non nul de type 

fini de M qui est B - T T K - c r i t i q u e on a 8 > a et il e x i s -
ot 

te un entie r n tel que L C K ( M ) . D ' a p r è s la p r o p o s i ­
ez 

tion 3.5 on a donc L = K^(L) et ainsi L p o s s è d e un sous 

- m o d u l e a - T T K - c r i t i q u e ce q u i , d'après la p r o p o s i t i o n 

1.3, i m p l i q u e qu'on a 8 = a. D ' a p r è s les t h é o r è m e s 2.5 

et 2.6 on en déduit que M est un m o d u l e a-TTK-1i s s e. La 

r é c i p r o q u e nous est d o n n é e par la p r o p o s i t i o n 3.6." 

IV. M O D U L E S I N J E C T I F S I N D E C O M P O S A B L E S . 

P R O P O S I T I O N 4 . 1 . - Soit A un anneau noethêrien à droi­

te qui vérifie la condition (R) à droite. Si E est un 

A-module injectif indécomposable et si M est le sous-

module atomique de E associé au filtre localisant pre­

mier x(E) (voir [ 26]) alors on a K ^ ( E ) = 0 et K ^ ( E ) = M 

où a = T T K - d i m ( M ) . 

D E M O N S T R A T I O N . - M le plus grand s o u s - m o d u l e c o c r i t i ­

que de E est s u r c o c r i t i q u e (à cause de 1 a c o n d i t i o n (R) 

à d r o i t e ) et d o n c , d'après la p r o p o s i t i o n 1.9, le m o d u ­

le M est a - T T K - c r i t i q u e . Avec la p r o p o s i t i o n 1.4 on 

obtie n t donc S a ( E) = M. D ' a p r è s la p r o p o s i t i o n 1 8 . 2 de 

[ 3] le m o d u l e M est égal à son p r o p r e localisé par r a p ­

port au filtre l o c a l i s a n t x (M) ~ X ( E) e t donc le m o d u l e 

26 



q u o t i e n t E/M est sans x ( M) ~" t o r s i on ce qui implique que 

E/M est sans ^ u

a . j ) " t o r s i o n p u i s q u e , d'après le c o r o l ­

laire 1.10 le m o d u l e M étant ô (U ) - c o c r i t i q u e , on a 
oc~ 1 

ô ( u

a _ 1 ) < X ( M ) . Comme on a K ^ ( E ) = 0, car ô (U _ ) < X ( E ) 

, on en déduit le résultat M = K ^ ( E ) . " 

P R O P O S I T I O N 4 , 2 . - Soit A un anneau noethérien à droi­

te dont toutes les localisations à droite sont stables 

par enveloppes invectives. Si E est un A-module injec-

tif indécomposable et si a = TTK-d im(E) alors E est un 

A-module a-TTK-lisse et on a K a ( E ) = 0 et E = U „ K a ( E ) . 

o n>0 n 

D E M O N S T R A T I O N . - Si N est un s o u s - m o d u l e non nul de E 

on a é v i d e m m e n t TTK-d im(N) = TTK-d im(E) (d'après le 

lemme 1.1 et d ' a p r è s l ' h y p o t h è s e que toute l o c a l i s a t i o n 

est stable par e n v e l o p p e s i n j e c t i v e s ) . Si M est le 

s o u s - m o d u l e a t o m i q u e de E associé à x ( & ) alors on a vu, 

dans la d é m o n s t r a t i o n de la p r o p o s i t i o n 4.1, que M est 

a - T T K - c r I t i q u e et donc que M est a - T T K - l i s s e . A i n s i , 

d ' a p r è s la p r o p o s i t i o n 3 . 2 , le m o d u l e E est a - T T K - l i s s e 

et, d ' a p r è s la p r o p o s i t i o n 3.6, on a les r e l a t i o n s 
K > ) = 0 et E = U n > Q K ° ( E ) . -

C e t t e p r o p o s i t i o n 4.2 est l' a n a l o g u e d'une partie du 

t h é o r è m e 5.3 de [ 1 0 1 . 

Le résultat suivant donne une s t r u c t u r e des m o d u l e s 

i n j e c t i f s i n d é c o m p o s a b l e s a n a l o g u e à un résultat de [13] 

(cf. le t h é o r è m e 3.4 de [ 1 3 ] ) rel a t i f aux m o d u l e s in­

j e c t i f s i n d é c o m p o s a b l e s sur un anneau commutatif n o e ­

t h é r i e n . Ce r é s u l t a t est plus précis et plus complet 

que le t h é o r è m e 3.1 de [11] dont on s'est en p a r t i e 

i n s p i r é . 

T H E O R E M E 4 . 3 . - Soit A un anneau noethérien à droite 

dont toutes les localisations à droite sont stables par 

enveloppes injectives. Considérons E un A-module injec-

tif indécomposable tel que le filtre localisant premier 
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X(E) soit exact. Posons 9 = x ( £ ) et a = T T K - d i m ( E ) . 

Alors la suite des a-HHK-socles de E 

0 = K " ( E ) < K ^ ( E ) < , . . < K Œ ( E ) < ... < E 
o i ri 

est une chaîne unique de sous-module s SP-injectifs de E 

telle que l 1 on a les propriétés suivantes : 

(i) le module quotient de deux termes successifs de 

ex ex 

la suite K ̂  ̂  j (E)/K^(E)j pour tout i > 0 3 est une somme 

directe maximale de A-modules ëP-injectifs indécomposa­

bles S^-cocritiques 3 et ce module quotient est un A-mo­

dule classiquement coprimaire &-injectif 

(ii) pour tout i > Oj le A-module E / K ? ( E ) est sans 

S?-torsion. 

(Hi) E = U K a ( E ) . 

n>0 II 

D E M O N S T R A T I O N . - Si N est un A - m o d u l e , nous d é s i g n e ­

rons par E ^ ( N ) 1 1 e n v e l o p p e ^ - i n j ective de N. Nous a l ­

lons d o n n e r d'abord le procédé général de c o n s t r u c t i o n 

de la ch a î n e et m o n t r e r à la fin qu'on obtient en fait 

la suite des a ~ T T K ~ s o c l e s de E. 

1) On a vu dans la d é m o n s t r a t i o n de la p r o p o s i t i o n 4.1 

que si M est le s o u s - m o d u l e a t o m i q u e de E associé à 

X(E) alors M est a - T T K - c r i t i q u e et on a 6 (U^_ i ) < x ( E ) . 

Donc si N est un A - m o d u l e x ( E ) - c o c r i t i q u e , N est iso­

m o r p h e à un s o u s - m o d u l e de M (cf. [2 6]) et ainsi N est 

a - T T K - c r i t i q u e (d'après la p r o p o s i t i o n 1 . 3 ) . 

2) C o n s i d é r o n s E' un s o u s - m o d u l e p r o p r e de E tel que 

E / E ' soit un m o d u l e sans x ( E ) " t o r s i o n . 

•Si V / E ' est un s o u s - m o d u l e c o c r i t i q u e de E / E ' alors 

V/E ' est un m o d u l e x ( E ) - c o c r i t i q u e : en effet V / E ' est 

un m o d u l e s u r c o c r i t i q u e et, comme on a H o m ( V , V / E f ) ^ 0, 

on obtient avec le t h é o r è m e 2 de [15] qu'on a 

X(E) < X ( E / E ' ) < X ( V / E f ) < x ( V ) = x ( E ) ce qui implique 

que V / E ' est x ( E ) - c o c r i t i q u e . 

Comme x ( E ) e s t exact et comme E ' , V et V / E ' sont des 

m o d u l e s sans x ( E) ""tors ion , on déduit de la suite exacte 
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0 E f -> V -* V / E f -* 0 qu'on a E ^ ( V / E f ) = E ^ ( V ) / E f et 

ainsi avec la p r o p o s i t i o n 18.2 de [ 3] on obtient que 

E^,(V/E f) est un s o u s - m o d u l e de E / E ' qui est x ( E ) ~ c o c r i -

tique et x ( E ) ~~ in j e c t i f . 

. C o n s i d é r o n s E " le s o u s - m o d u l e de E tel que E M / E T 

soit une somme d i r e c t e m a x i m a l e de s o u s - m o d u l e s x ( E ) ~ 

c o c r i t i q u e s et x ( E ) ~ i n j e c t i f s de E / E 1 . D ' a p r è s la p r o ­

p o s i t i o n 21.1 de [3] on a A s s ( E " / E ' ) = { X ( E ) } et donc 

E 1 1 /E 1 est un A - m o d u l e c l a s s i q u e m e n t c o p r i m a i r e d'après 

le t h é o r è m e 4.14 et la p r o p o s i t i o n 4.7 de [2 2] (ou théo 

-rème 2.5 et p r o p o s i t i o n 2.2 de [2 0 ] , ou p r o p o s i t i o n s 

2.7.16 et 2.7.7 de [ 2J_] ) . De plus E f ! / E r est un m o d u l e 

X (E)-in j ect if d ' a p r è s le t h é o r è m e 4.4 de [ _7 ] . 

Le m o d u l e E / E 11 est sans x ( E ) ~" t o r s i on et le m o d u l e E " 

est x (E) j ect if : en effet si on pose ^ ( E / E " ) = F / E 1 1 

on déduit de la suite exacte 

0 -> E " / E ' F / E ? -> F / E " -> 0 et de la p r o p o s i t i o n 3.4 de 

[ 7] qu'on a E " = F; comme E / E , ! est sans x ( E ) " to r s ion , 

la suite e x a c t e 0 -> E " -> E -> E / E " -> 0 et la p r o p o s i t i o n 

3.3 de [ 7] e n t r a î n e n t que E 11 est x ( E ) " i n J e c t i f • 

Tout s o u s - m o d u l e x ( E ) " c o c r i t i ( l u e U / E ' de E / E 1 est 

c o n t e n u dans E 1 1 /E 1 : en effet d'après la m a x i m a l i t é de 

E " / E ' on a ( U / E 1 ) n ( E " / E 1 ) ^ 0 ce qui implique qu'il 

e x i s t e un s o u s - m o d u l e x ( E ) ~ c o c r i t i q u e et x ( E ) ~ i n J e c t i f 

V / E ' de E f f / E f tel que ( U / E f ) H ( V / E ' ) = £ 0 ce qui e n t r a î n e 

qu'on a V / E 1 = E ^ ( V / E f ) = E^[ ( V/E 1 ) H( U / E f ) ] = E ^ ( U / E f ) 

d'où l'on déduit U / E T < E ^ ( U / E T ) = V / E f < E " / E f . C e t t e 

d e r n i è r e p r o p r i é t é m o n t r e l'unicité de E 1 1 . 

• D ' a p r è s la p r o p o s i t i o n 1.4 et d'après le p r e m i e r 

point de 2 ) , tout s o u s - m o d u l e a - T T K - c r i t i q u e de E / E 1 

est x ( E ) - c o c r i t i q u e et est donc d ' a p r è s ce qui p r é c è d e 

un s o u s - m o d u l e de E , ! / E ' ; comme E " / E ' est une somme d i ­

recte d e • s o u s - m o d u l e s x ( E ) " c o c r i t i q u e s de E / E ' qui sont 
a 

a - T T K - c r i t i q u e s d ' a p r è s 1 ) , on obtient S (E/E') = E"/E'. 
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On a ^(U j ) < X(E) (voir 1 ) ) . Comme on a supposé que 

E / E ' est sans x ( E ) ~ t o r s i ° n e t comme on a d é m o n t r é que 

E / E " est sans x ( E ) - t o r s i o n , on obtient K ^ ( E / E ' ) = E 11 / E T. 

3 ) D é m o n t r o n s le t h é o r è m e : 

D ' a p r è s les p r o p o s i t i o n s 4 . 1 et 4 . 2 on a K ^ ( E ) = 0 , 
a et 

E = U K (E) et K (E) est le s o u s - m o d u l e a t o m i q u e de 
n^u n i 

E a s s o c i é à x (E) • 

Il est immédiat qu'on a K ^ ( E / K ? ( E ) ) = K ? + j ( E ) / K ? ( E ) . 

Comme on a vu dans la d é m o n s t r a t i o n de la p r o p o s i t i o n 

4 . 1 que E/K^ (E) est un m o d u l e sans x ( E ) " t o r s i o n , on o b ­

tient d ' a p r è s 2 ) le m o d u l e K ^ ( E ) car K ^ ( E / K ^ ( E ) ) = 

K ^ ( E ) / K ^ ( E ) , et d'a p r è s 2 ) le m o d u l e q u o t i e n t E / K ^ ( E ) 

est sans x ( E ) " " t o r s i o n A i n s i par i n d u c t i o n on o b ­

tient la suite des a - T T K - s o c l e s de E qui v é r i f i e les 

a s s e r t i o n s du t h é o r è m e . " 

Dans le r é s u l t a t p r é c é d a n t si on localise par rapport 

au filtre l o c a l i s a n t p r e m i e r 3P les termes de la suite 

des a - T T K - s o c l e s du A - m o d u l e i n j e c t i f i n d é c o m p o s a b l e E 

alors il est immédiat que ces termes sont i n v a r i a n t s et 

d o n n e n t ainsi les termes de la suite des socles du 

A ^ - m o d u l e i n j e c t i f i n d é c o m p o s a b l e E. 

N o t o n s pour t e r m i n e r que l'on a donné pages 1 7 2 et 

1 7 3 de [ 6 ] des ex e m p l e s d ' a n n e a u x n o e t h é r i e n s à d r o i t e 

dont toutes les l o c a l i s a t i o n s à d r o i t e sont stables par 

e n v e l o p p e s i n f e c t i v e s et dont toutes les l o c a l i s a t i o n s 

p r e m i è r e s s; ont e x a c t e s . 
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