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MODULES TTK-CRITIQUES ET NOTIONS CONNEXES

par Jacques RAYNAUD

INTRODUCTION.

L'objet de ce papier d'algébre non nécessairement com-
mutative est d'obtenir, pour certains anneaux et modules
a partir du concept de TTK-dimension introduit par J.S.
Golan (voir [2], [5], [21] et [22]), des résultats ana-
logues 3 ceux obtenus par A.V. Jategaonkar dans [10] en
utilisant le concept de dimension de Krull pour les mo-
dules sur un anneau noethé@rien complé&tement borné.

Dans le paragraphe 1, on donne les propriétés généra-
les des modules TTK-critiques qui avaient &té introduits
(sous un nom légérement différent) et partiellement &tu-
diés dans [ll]; ces modules sont les analogues pour ia
TTK~dimension des modules critiques définis 3 partir de
la dimension de Krull ([9], [10]). Dans le deuxi&me pa-
ragraphe, on s'intéresse a4 la notion de suite TTK-basi-
que d'un module (analogue des "basic series" de la di-
mension de Krull), et on donne un analogue du Théoré&me
de Jordan Holder pour un A-module non nul noethérien a
droite qui posséde une TTK-dimension avec A D-anneau 3
droite qui vérifie la condition (Min.) & droite ([19],
[21], [22]) et nos résultats généralisent strictement
ceux de [11] sur ce sujet ( car dans [19], 1211 et [22]
on a donné un exemple d'anneau qui vérifie la condition
(Min.) 3 droite et qui ne vérifie pas la condition (R)

d droite utilisée dans [11]); on donne d'autres proprié-



tés en particulier sur la séquence des TTK-dimensions
d'un module analogue a celle de [10] sur la "Krull di-
mension sequence of a module". Enfin dans ce deuxiéme
paragraphe on &tablit le lien précis entre la notion de
suite TTK-basique et la notion générale de "T-composi-
tion series" développée et étudiée en détail par W.G.
Lau dans sa thése [lz) oi le lecteur pourra se reporter
avec intérét; & partir de [12] on consid&re la notion
de TTK-radical d'un module et on d&montre que le TTK-
radical d'un anneau noethérien 3 droite qui vérifie 1la
condition (Min.) 3 droite est mnilpotent. Dans le troi-
si&me paragraphe, on s'intéresse 3 la notion de module
TTK-1lisse et 3 celle de suite des TTK-socles d'un modu-
le qui permet de caractériser, pour certains anneaux,
les mcdules TTK-lisses; nos résultats sont inspirés de
ceux de [10] sur les "smooth module’ et "socle series
of a module". Le dernier paragraphe est consacré& aux
modules injectifs indécomposables sur certains anneaux
qui sont alors des modules TTK-lisses et on donne pour
terminer un théordme de structure de ces modules injec-
tifs indécomposables analogue en partie & un résultat
bien connu de E. Matlis sur les modules injectifs indé-
composables sur un anneau commutatif noethérien [Li];
ce dernier résultat qui fait intervenir la suite des
TTK-socles est bien plus précis et complet qu'un résul-

tat du méme type de [11] dont on s'est inspiré.

NOTATIONS ET TERMINOLOGIE.

Dans la suite, tous les anneaux, modules et morphis-
mes considérés seront unitaires, et les anneaux non né-
cessairement commutatifs.

Pour tout anneau A, on désignera par Mod A la catégo-
rie des A-modules & droite. Sauf mention expresse du
contraire toutes les notions utilisées seront supposées

3 droite (c'est 3 dire, par A-module on entendra A-mo-



dule 3 droite; i1idé€al de A signifiera idéal 3 droite de
Ay ...).

Nous appellerons filtre localisant (4 droite) d'un
anneau A, tout ensemble topologisant et idempotent
d'idéaux de A défini par P. Gabriel dans [1].

Si % est un filtre localisant d'un anneau A, nous di-
rons qu'un A-module M est de F~-torsion (ou de torsion
s'il n'y a pas de risque de confusion) si 1'annulateur
de tout élément de M appartient a3 #. Tout A-module N
posséde un plus grand sous-module de -torsion noté
F(N). Un A-module M sera dit sans %$-torsion (ou sans
torsion) si on a (M) = 0.

D'autres terminologies sont utilisées par ailleurs.
Pour plus de détails sur tout ce qui précé&de on pourra
se reporter a [1}, [7], [3] et [25].

L'ensemble des filtres localisants d'un anneau A est
muni d'une structure de treillis complet brouwérien par
la relation # Cc #' (qu'on 1lit %' est plus fin que &% et
qu'on note aussi ¥ < #'). Voir [21], [22] et [3] pour
plus de détails sur cette structure.

Si M est un A-module, on désignera par E£(M) le plus
petit filtre localisant de A tel que M soit de torsion,
et on désignera par x(M) le plus grand filtre locali-
sant de A tel que M soit sans torsion.

Soit % un filtre localisant d'un anneau A. Nous di-
rons qu'un A-module M est F-cocritique si M est non nul
sans #~-torsion et si, pour tout sous-module non nul N
de M, le module quotient M/N est de $-torsion; un tdéal
I de A sera dit F-critique si le A-module A/T est %-co-
critique. Un A-module M (resp. un zZdéal I de A) sera
dit cocritique (resp. critique) s'il est x(M)-cocriti-
que (resp. x(A/I)-cocritique). De tels modules ont &té&
introduits dans [7] et consid&ré&s sous différents noms

par la suite; la terminologie adoptée ici est celle de



[3].

Nous dirons qu'un filtre localisant 2 d'un anneau A
est premier s'il existe un A-module cocritique M tel
que £ = y(M) (voir [ 7] ol cette notion a &té& introduite
). L'ensemble des filtres localisants premiers de 1'an-
neau A sera appelé le spectre (d droite) de A et dési-
gné par Speg(A).

Pour tout A-module M, l'ensemble Ass (M) des P€Speg(A)
tels que M ait un sous-module P-cocritique est appelé
l'assassin de M; 1'ensemble Supp(M) des PcSpeg(A) tels
que M ne soit pas de P-torsion est appelé le support de
M. (Voir [3] pour les propriétés analogues 3 celles du
commutatif).

On dira qu'un anneau A est un D-anneau & droite si
pour tout A-module non nul M on a Ass(M) # @. (Voir
[Q], [lg], [gg], [gl] et [gg] pour plus de détails sur
ces anneaux). En particulier, les anneaux semi-noethé&-
riens 3 droite (c'est a4 dire les anneaux dont la dimen-
sion de Gabriel de la catégorie Mod A est définie; cf.
[1] page 382) caractérisés dans [lg] et [ll], les an-
neaux ayant une dimension de Krull & droite (cf. [2]),
et donc les anneaux noethériens a droite sont des D-an-
neaux a4 droite.

Nous dirons qu'un A-module cocritique M est surcoeri-
tique si on a la relation Supp(M) = {PcSpeg(A) |P<x (M)}
et nous dirons qu'un 7déal critique I de A est surecri-
tique si le A-module A/I est surcocritique. Enfin nous
dirons que 1l'anneau A vérifie la condition (Min.) 4
droite si tout A-module cocritique possé&de un socus—mo-
dule surcocritique, et nous dirons que 1'anneau & véri-
fie la condition (R) a droite si tout A-module cocriti-
que est surcocritique (condition introduite en [ig] et
[17]). Voir [19], [20], [21] et [22] ol ces notions

sont introduites et 8tudiées en détail.



I. PRELIMINAIRES.

Soit A un anneau quelconque.

J.S. Golan a introduit, dans [2], 1'application & qui
8 toute partie Y de Speg(A) associe le filtre locali-
sant 6(Y) de 1'anneau A associé a la sous-catégorie lo-
calisante de Mod A caractérisée par les A-modules M qui
vérifient @ # Ass(M/N) C Y pour tout sous-module propre
N de M (cf. proposition 2.1 de [2]). Pour tout ordinal
1, i1 a considéré le sous—-ensemble U1 de Speg(A) défini
comme il suit

.Ug est 1'ensemble des éléments minimaux de Speg(A);

.81 1+ n'est pas un ordinal limite alors

U { PcSpeg(A) | P'ESpeg(A) et P'<P = Q"EU‘

1]

}s

1

.51 1 est un ordinal limite alors U = Kgl UK.

On dit alors, [g], qu'un A-module non nul M a une

-1

TTK-dimension « et on écrit TTK-dim(M) = k, si 1'"en~-
semble" d'ordinaux { 1 ] M est de S(UI)—torsion } est
non vide et si k est son plus petit €lément. On pose
aussi TTK-dim(0) = -1.

Notons que si A est un anneau qui vérifie la condi-
tion (Min.) a4 droite alors, d'aprés le théoréme 3.9 de
[22] (ou théoréme 4.1 de [19], ou rhéoreme 2.5.9 de
[21]), un A-module M a une TTK-dimension si et seule-
ment si M a une dimension de Gabriel et ces dimensions

sont égales.

LEMME l.1.~ [5]- Pour tout A-module M et pour tout
sous-module N de M on a TTK-dim(M) = sup{TTK-dim(N),
TTK-dim(M/N)}.

Le lemme suivant généralise le lemme 2.1 de [ll] :

LEMME 1.2.- Si A est un D-anneau 4 droite et si M est
un A-module tel que TTK-dim(M) = 1, alors 1 est le plus
petit ordinal tel que Supp(M) C U .

DEMONSTRATION.- D'aprés [22] (pages 84 2 88) on a la



relation Supp(M) C U - Si k est un ordinal tel que
Supp(M) C Ur alors, pour tout sous-module propre N de M
s on a P # Ass(M/N) C Supp(M/N) C Supp(M) C U et par

suite on obtient k>>1. Ceci démontre le résultat.®

La notion suilvante introduite dans [ll] est directe-

ment inspirée de la notion de module a-critique de [9],
[ 10]

DEFINITION.~ Si M est un module non nul sur un anneau
A et si o est un ordinal, nous dirons que M est un
A-module a-TTK-critique si TTK-dim(M) = o et si pour
tout sous-module non nul N de M on a TTK-dim(M/N) < a.
Un A-module sera dit TTK-critique s'il est o~TTK=-criti-

que pour un certain ordinal a.
Comme dans [9] il vient

PROPOSITION 1.3.- Tout sous-module mon nul d'un modu-

le a=TTK-critique est o-TTK-critique.

DEMONSTRATION.~- Elle est absolument identique i celle
de la proposition 2.3 de [9] en utilisant notre lemme

l.1.»

PROPOSITION.1.4.- Tout module TTK-critique est cocri-

tique.

DEMONSTRATION.- Elle est identique 3 celle du corol-
laire 2.5 de [9] car la notion de "monoform module"
colncide avec celle de module cocritique (cela résulte
du théorgme 2.9 de [9]).=

Les lemmes 1.5 et 1.6 généralisent les lemmes 2.3 et

2.4 de [11]

LEMME 1.5.- Soit M un A-module o-TTK-eritique. Si L
est un A-module qui posséde une TTK-dimension, si M est
un sous-module de L qui est essentiel dans L et si on a

TTE-dim(L/M) < o, alors L est un A-module o-TTK-criti-



que.

DEMONSTRATION.- On a TTK-dim(L) = o d'aprés le lemme
l.1. Si L' est un sous-module non nul de L alors L'n M
est un sous-module non nul de M et M/L'M M est isomor-
phe 3 (L'+M)/L'. En utilisant le lemme 1.1 et les hypo-
théses 1l vient
TTK-dim(L/L') = sup{TTK-dim(M/L'n M) ,TTK-dim(L/(L'+M))}

< sup{TTK-dim(M/L'0 M) ,TTK-dim(L/M)}
< o .

D'ol le résultat.s

LEMME 1.6.- S7 A est un D-anneau d droite et si M est
un A-module o-TTK-critique qui posséde un sous-module
surcocritique N, alors a n'est pas un ordinal limite et

on a x(M)eu et x(Meu, _ -

DEMONSTRATION.- D'aprés la proposition 1.3 on a
TTK-dim(N) = o et d'aprés le lemme 1.2 il vient Supp(N)
Cu, ce qui implique que x(N) appartient i u,- S1 o est
un ordinal limite, 11 existe un ordinal k<a tel que
x(N) appartient 3 U_ ce qui entraine Supp(N)CUK : con-
tradiction avec le lemme !.2. Donc o n'est pas un ordi-
nal limite et on a X(N)Euu\ua—l ce qui nous donne le
résultat car on a xy(N) = (M) d'aprés la proposition
l.4.m

PROPOSITION 1.7.~ SZ A est un D-anneau d droite et si
M est un A-module oa-TTK-eritique qut possdde un sous-
module surcoecritique, alors M est un A-module §(U__ )-

coceritique.

DEMONSTRATION.- On a TTK-dim(M) = o et TTK-dim(M/N) <
o pour tout sous-module non nul N de M. D'aprés le lem-
me 1.6 et la proposition 1.3 le module M est sans

G(Ua_l)—torsion. Le résultat est alors immédiat.®

PROPOSITION 1.8.- Pour un ordinal 1, st M est un



A-module 6(U1)-cocritique quil posséde une TTR-dimension

a, alors M est un A-module a-TTK-critique et a>1i.

DEMONSTRATION.- On a 5(U1)(M) = 0 et 6(U1)(M/N) = M/N
pour tout sous-module non nul N de M. Comme on a
6(Uu)(M) = M, 11 vient G(Ul)CG(Ua) et par suite 1<a.

D'ol M est un A-module a-TTK-critique.®

PROPOSITION 1.9.- S7 A est un D-anneau & droite et si
M est un A-module surcocritique qui posséde une TTK-di-
mension a, alors M est un A-module a-TTK-critique et a

n'est pas un ordinal limite.

DEMONSTRATION.- De TTK~dim(M) = a on dé&duit ASS(M)CUG
c'est 3 dire X(M)EUa. Il existe alors un plus petit or-
dinal k<o tel que x(M)EUK et « n'est pas un ordinal 1i-
mite. Si N est un sous-module non nul de M on a
Ass (M/N)CSupp (M/N)CSupp (M) ={ PESpeg(A) | P<x (M) }. Com-
me le module quotient M/N est de y(M)-torsion il vient
P<x (M) pour tout P€Ass(M/N), et de x(M)EUK on déduit
gEUK_l. Par suite on a Ass(M/N)CUK_l. Par conséquent M
est un module a-TTK-critique et o n'est pas un ordinal

limite d'aprés le lemme 1.6.8

Cette proposition 1.9 généralise, en particulier, le

lemme 2.5 de [11].

COROLLAIRE 1.10.- Soit A un anneau semi-noethérien d
droite qui vérifie la condition (Min.) 4 droite. S7 «
est un ordinal, alors les A-modules o-TTK-eritiques

sont les A-modules G(Ua_l)—cocritiques.

DEMONSTRATION.~ D'aprés la démonstration du théoréme
2.5.9 de [21] (ou du théoréme 3.9 de [22]) la TTK-di-
mension des modules 6(U1)-cocritiques est 1+l. Le Tré-

sultat se déduit alors des propositions 1.7 et 1.8.®

II. SUITES TTK-BASIQUES D'UN MODULE.

Les notions suivantes introduites dans [lL] sont di-



rectement inspirées des notions correspondantes de [lg]
(paragraphe 3)

Soit A un anneau quelconque.

Si M est un A-module non nul dont 1'ensemble des sous
-modules TTK-critiques est non vide, on appellera sous-
module TTK-basique de M tout sous-module non nul B de M
qui est maximal parmi les sous-modules a-TTK-critiques
de M ot o est l'ordinal tel qu'il n'existe pas de sous-—
modules B-TTK-critiques de M avec B<a. Une suite TTK-
basique de M sera une chaine finie

0 = B0 C B1 C...C Bn = M

de sous-modules de M ol le module quotient Bi/B est

i-1
un sous-module TTK-basique de M/Bi—1 pour i=1,...,n;

l'entier n sera appelé la longueur de la suite TTK-ba-

sique. Deux suites TTIK-basiques { B, | i=1,...,m } et
{ Bj | j=1,...,n } de M seront dites dquivalentes si
m = n et s'il existe une permutation 7 de {1,...,n}

telle que X(Bi/Bi—l) = X(B%(i)/B%(i)—l

Evidemment un A-module qui posséde une suite TTK-ba-

) pour i=l,...,n.

sique a une TTK-dimension.

THEQREME 2.1.- SoZt A un D-anneau 4 droite qui vVéri-
fie la condition (Min.) d droite. Considérons M un A-
module non nul noethérien qui posséde une TTK-dimension

. Alors M posséde une suite TTK-basique.

DEMONSTRATION.- On pose Bo = 0. Comme M est non nul,
on a Ass(M) # ¢ et, d'aprés la proposition 1.9, le mo-
dule M posséde des sous—modules TTK-critiques; on peut
alors considérer B un sous-module TTK-basique de M (il
existe car M est noethérien). Si B, # M alors on a
Ass(M/Bl) #+ P et.... . On construit ainsi une chaine
finie (car M est noethérien) de sous-modules de M qui

est, par. construction, une suite TTK-basique de M.®

Donc, sous les hypoth&ses du théoréme précédant, on



obtient qu'un module non nul noethé&rien possé&de une

TTK-dimension si et seulement si il posséde une suite

TTK-basique.

Le lemme suivant analogue au lemme 3.2 de [10] géné-

ralise le lemme 2.6 de [11].

LEMME 2.2.-~ Soit A un D-anneau 4 droite qui vérifie
la condition {(Min.) 4 droite. S7i M est un A-module avec
une TTK-dimension qui posséde un sous-module TTK~-basi-
que B, alors pour tout sous-module N de M contenant B

strictement on a : TTK-dim(B) < TTK-dim(N/B).

DEMONSTRATION.- Supposons que TTK-dim(N/B)<TTK-dim(B)

Alors si N contient un sous-module non nul N' tel que
N'M B = 0 on a TTK-dim(N') < TTK-dim(B) (car N' est
isomorphe 3 un sous-module de N/B), et ceci est impos-
sible d'aprés la proposition 1.9 puisque N' contient
un sous—-module surcccritique et puisque B est un sous-
module TTK-basique; donc B est essentiel dans N et
d'aprés le lemme 1.5 le sous-module N est o-TTK-criti-
que avec o = TTK-dim(B) : 11 y a donc contradiction
avec le fait que B est TTK-basique. En conséquence on a

TTK-dim(B) < TTK-dim(N/B) .=

La proposition suivante généralise la proposition 2.7

de [11] et est l'analogue du lemme 3.3 de [10].

PROPOSITION 2.3.~ Soit M un A-module qui posséde une
TTK-dimension. Considérons B et B' deux sous—-modules
TTK~critiques maximaux de M tels que B'MN B = 0 et
TTK-dim(B) = TTK~-dim(B') = a. S7 N est un sous—-module
de M maximal par rapport aux propridétés suivantes

(7) B®B' gst essentiel dans Nj

{(77) TTK-dim(N/BeB') < a.

Alors N/B et N/B' sont des sous-modules a-TTK-eritiques

maximaux de M/B et M/B' respectivement tels que ['on a

10



X(N/B) = x(B') et x(N/B') = y(B).

DEMONSTRATION.- Si K est un sous-module de N tel que
KN(BeB') = B et K # B alors, comme le module quotient
K/B est isomorphe 3 un sous-module de N/BeB', on a
TTK~dim(K/B) < o; comme on a KNB' = 0, il est immédiat
de vérifier que K est uniforme et ainsi, d'aprés le
lemme 1.5, on obtient que K est un module a-TTK-criti-
que : contradiction avec le fait que B est TTK-critique
maximal. Par suite BeB'/B est essentiel dans N/B. Comme
B' est isomorphe a8 BeB'/B il résulte du lemme 1.5 que
N/B est un module a-TTK~critique et on a y(N/B)=y(B').

Soit X/B un sous-module TTK-critique de M/B contenant
N/B strictement. Si Y est un sous-module de X tel que
YN(BoB') = 0 alors on a (Y+B)N(BeB') = B et comme
BeB'/B est essentiel dans X/B (d'aprés la proposition
1.4) on obtient (Y+B)/B = O c'est i dire YCB; d'ol Y=0.
Par suite BeB' est essentiel dans X et comme on a
TTK-dim(X/BeB') < a (d'aprés la définition de X/B modu-
le TTK-critique et d'aprés la proposition 1.3) et N
contenu strictement dans X : il y a contradiction avec
la maximalité de N par rapport aux propriétés (i) et
(ii). Donc N/B est un sous-module o-TTK-critique maxi-
mal de M/B et x(N/B) = x(B').

De méme pour N/B' ce qui ach&ve la démonstration.®

La proposition suivante généralise le théoréme 2.8 de

[ll], et elle compléte le théoréme 2.1.

PROPOSITION 2.4.- Soit A un D-anneau & droite qui vVé-
rifie la condition (Min.) a4 droite. Considérons M un
A-module qui posséde une suite TTK-basique. Alors deux
suites TTK-basiques de M sont équivalentes. De plus 1l
n'existe pas de chaine infinie strictement crotssante
de sous-modules de M

0 = N0 < N1 < .. <M

11



, 801t un sous-module TTK-basique de

pour tout i=l,...

telle que Ni/Ni-

M/N,
1—1

DEMONSTRATION.- Soit n la plus petite longueur de
toutes les suites TTK-basiques de M. Démontrons le ré-
sultat par récurrence sur n. Si n = 1, la proposition
est évidente car M est TTK-basique. Soit n > 1, et sup-
posons que le résultat est démontré& pour tous les modu-
les qui possé&dent une suite TTK-basique dont la lon-
gueur est strictement inférieure 3 n.

Considérons 0 = B, C B, C....C Bn = M une suite TTK-
basique (B) de M de longueur n.

Alors M/B1 possé&de une suite TTK-basique de longueur
n-1 et il résulte de 1'hypothése de récurrence que
toute suite TTK-basique de M dont le premier terme non
nul est B, est €équivalente 3 la suite (B).

Soit B' un sous-module TTK-basique quelconque de M
tel que B' # B, . Comme on a TTK—dim(Bl) = TTK-dim(B'),
posons TTK-dim(B') = o et notons que o n'est pas un or-
dinal limite d'aprés la proposition 1.6. Montrons
qu'on a B'N B, = 0 : si B'N B, # 0 alors on a
TTK-dim((B'+B,)/B') = TTK-dim(B,/(B'N B;)) < a et il
résulte du lemme 1.5 que B' n'est pas essentiel dans
B'+B,; donc il existe un sous-module non nul C de B'+B,
tel que B'NM C = 0 et, comme C est isomorphe 3 un sous-
module de (B'+B‘)/B', on a TTK-dim(C) < o ce qui
d'aprés la proposition 1.9 nous donne une contradiction
(car C contient un sous-module surcocritique qui est
B-TTK-critique avec B<a). On a donc B'MN B, = 0. Comme o
n'est pas un ordinal limite on peut, d'aprés le théoré-
me de Zorn, considé&rer un sous-module N2 de M maximal
tel que B'EBB1 soit essentiel dans N, et tel que
TTK-dim(N,/B'®#B, ) < a. Ainsi d'aprés la proposition 2.3
et le lemme 2.2 le module quotient N /B, (resp. N,/B'")
est un sous-module TTK-basique de M/B, (resp. de M/B')

12



tel que X(Nz/Bn) = x(B') (resp. x(Nz/B') = X(Bl))'

Comme O C B2/Bl Coeo.C Bn/Bl = M/B1 est une suite TTK-
basique de M/Bl de longueur n-1 et comme NZ/B1 est un
sous—-module TTK-basique de M/B1 il résulte de 1'hypo-
thése de récurrence et du raisonnement qui précéde
qu'il existe une suite TTK-basique de M/Bz de longueur
n-1 de la forme 0 C N2/B1 C N, /B, C...C Nn/Bl = M/B,

(en effet si N2/B1 = BZ/BI c'est immédiat, et st

N2/B1 # B, /B, alors on a d'aprés ce qui précé&de
(Nz/Bl)ﬂ(Bz/Bl) = 0 d'oti 1'existence de N3 tel que N3/B2
soit un sous-module TTK-basique de M/B2, et comme M/B2
a une suite TTK-basique de longueur n-2...).

Ainsi on obtient les suites TTK-basiques &quivalentes
de M de longueur n

OCBICNZCN3 C...CNn=M (N)
et 0CB'CN CN C...CN_ =M (N').

(En outre la dernid&re partie de la proposition résul-
te de l1'hypothé&se de récurrence et du fait que M/B' qui
posséde une suite TTK-basique de longueur n-l ne possé-
de pas de chaine infinie strictement croissante...).

Par conséquent si on avait une suite TTK-basique (B')
de M autre que (B) avec pour premier terme non nul B'
différent de B

0OCB' CB! CB C...CB' =M ,
on obtiendrait en utilisant 1'hypothése de récurrence
que m=n, que les suites (N') et (B') sont équivalentes
et que les suites (N) et (B) sont équivalentes.

Comme les suites (N) et (N') sont &quivalentes on en
déduit que les suites (B) et (B') sont aussi &quiva-

lentes. Ceci aché&ve la démonstration.®
On obtient 1'analogue du théoréme 3.1 de [10]

THEOREME 2.5.- Soit A un anneau noethérien a droite

qui vérifie la condition (Min.) 4 drotte. Alors tout

13



A-module non nul de type fini M posséde au moins une
sutte TTK-basique, et deux suites TTK-basiques de M

sont équivalentes.

DEMONSTRATION.- Cela résulte du théoréme 2.1 et de 1la

proposition 2.4.®

REMARQUE .~ [li]- Si A est un anneau commutatif dont
la dimension de Krull est supérieure ou €gale a 1 et si
P et Q sont deux 1déaux premiers de A tels que P soit
strictement contenu dans Q, alors le A-module
M = A/P + A/Q poss&de une suite TTK-basique mais il ne

posséde pas de x(A/P)-chaine au sens de Goldman [8].

Si A est un D—-anneau 3 droite qui vérifie la condi-
tion (Min.) & droite et si M est un A-module qul posseé-
de une suite TTK-basique 0 = B, CB C...C Bn = M alors
d'aprés la proposition 2.4 la longueur de toutes les
suites TTK-basiques de M sont é€gales et cet entier sera

noté 1(TTK(M)). D'autre part si, pour tout i=l,...,n,

on pose a; = TTK-dim(Bi/Bi_l) 1l est immédiat d'aprés
la proposition 2.4 et le lemme 1.6 que la séquence
{ . | i=1,...,0 } est indépendante de la suite TTK-ba-

sique utlilisée pour la définir. Cette séquence sevra
appelée la sdquence des TTK-dimensions de M (cecl par

analogie avec [10] page 114).

On a les propriétés suivantes dans lesquelles le

théoréme 2.6 est 1'analogue du théordme 3.4 de [10].

THEOREME 2.6.- 501t A un D-anneau 4 droite qui véri-
fie la condition (Min.) d droite et considérons un
A-module M qui posséde une suite TTK-basique
0 =8 CB C...C B = M. Alors on a

() la séquence { o | i=1,...,n } des TTK-dimensions
de M est-croissante et TTK-dim(M) est égal a a le

n—-iéme terme de cette séquence;

14



(27) une chaine croissante 0 = BJ C B; C...C Bé = M
est une suite TTK-basique de M si et seulement si, pour
tout i=1,...,n, le module quotient Bi/Bi_l est TTK-eri-
tique et la séquence { TTK—dim(B{/Bi_ )y | i=1,...,n }

1
est croissante;

(127) si M contient un sous-module a-TTK-critique, %l
existe i=l,...,n tel que a = a.; 87 de plus A est un
anneau dont toutes les localisations d droite sont sta-
bles par enveloppes injectives alors un ordinal o ap-
partient & la sédquence desc TTK-dimensions de M si et

seulement si M contient un sous-module o-TTK-critique.

DEMONSTRATION.- (i) résulte du lemme 2.2, et
TTK-dim (M) = a s'obtient alors avec le lemme 1.1.

(ii) i1 suffit de démontrer que si 0=BJCB;C...CB;=M est

une chaine croissante telle que B;/B; | est TTK-criti-
que pour tout i=l,...,n et telle que la séquence
{ TTK—dim(Bi/Bi_l) | i=1,...,n } est croissante alors

O=BJCB;C...CB;=M est une suite TTK-basique de M. Démon-
trons—-le par induction sur n

.s1i n=1 c'est trivial.

.si n>l, posons ai = TTK-dim(Bi/Bi_l) pour i=1,...,n.
Par 1'hypothése d'induction, OCB;/B;C...CB&/B; est une
suite TTK-basique de M/B;. Si c'est possible considé-
rons B un sous-module B-TTK-critique de M tel que B<a;;
alors, d'aprés la proposition 1.3, on a BOB:=O ce qui
implique que M/B; contient un sous-module B-TTK-criti-
que : ceci est impossible car B;/B; est un sous-module
TTK-basique de M/B; et B < a; < a;. Par suite, avec la
proposition 1.9, a; est la plus petite TTK—-dimension
possible d'un sous-module non nul de M. Donc si B;
n'est pas un sous-module TTK-basique de M il existe un
sous-module a;—TTK—critique C de M qui contient stric-

tement B; : mais cela est impossible car on a

TTK—dim(C/B;) < u: < a; et C/B; contiendrait, d'aprés
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la proposition 1.9, un sous-module B-TTK-critique avec
B<a, ce qui serait en contradiction avec le fait que
B)/B] est un sous-module TTK-basique de M/B;. Donc B/
est un sous-module TTK-basique de M et O=BJCB;C...CB;=M
est une suite TTK-basique de M.

(iii) .Considérons N un sous-module a-TTK-critique de M.
Si a=a , c'est terminé&. Sinon on a a, <o ce qui implique
NﬂB1=O et ainsi M/B1 contient un sous-module a-TTK-cri-
tique. Par suite comme la séquence des TTK-dimensions
de M/B  est {uz,...,an} un raisonnement par induction
nous donne a=0. pour un certain 1i.

.51 A est un anneau dont toutes les localisations 2
droite sont stables par enveloppes injectives, il nous
reste a8 montrer que M contient un sous-module ai~TTK—
critique pour tout i=l,...,n. S1 n=1, le résultat est
trivial. Si n>l, puisque tout sous-module TTK-basique
de M est al—TTK—critique, considérons un 1 tel que
o > a . Par induction : M/Bl contient un sous-—-module
N.1/Bl qui est ai~TTK—critique; comme on a TTK-dim(Bl)
8gale & o, et a, > a,, on obtient que B, n'est pas es-
sentiel dans N.1 (puisque 6(Ua1) est stable par envelop-
pes injectives) ce qui entraine 1'existence d'un sous-
module C.l de Ni tel que CiﬁBl=O et par suite C.1 est un
sous—module ai—TTK—critique (d'aprés la proposition
1.3) de M. Ceci termine le raisonnement par induction,

et le théoréme est démontré.m

PROPOSITION 2.7.- So7¢t A un D-anneau d droite qui vé-
rifie la condition (Min.) 4 droite. Considérons un A=
module M qui posséde une suite TTK-basique de longueur
n supdérieure ou égale 4 2 et { oy | i=1,..,n } la sé-
quence des TTK-dimensions de M. Alors on a :

(1) s7 a0, le module M posséde un untque 8OuUS-—

module TTK-basique;

(77) si la séquence des TTK-dimensions de M est
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strictement croissante avec n termes distincts, le mo-

dule M posséde une unique suite TTK-basique.

DEMONSTRATION.- (i) Soient B et B' deux sous-modules
TTK-basiques de M. I1 vient TTK"dim(B)=TTK—dim(B')=u1.
Si on a B # B' alors, comme dans la démonstration de la
proposition 2.4, on montre que BMNB'=0 et qu'il existe
un sous-module N de M maximal tel que BeB' soit essen-
tiel dans N et tel que TTK-dim(N/BeB') < a ; de plus
N/B (resp. N/B') est un sous-module TTK-basique de M/B
(resp. de M/B'). I1 résulte alors de la proposition 2.3
qu'on a TTK-dim(N/B) = TTK-dim{(N/B') = a . Par suite si

B est le premier terme de la suite TTK-basique de M

alors {az,...,an} est la sé@quence des TTK-dimensions de
M/B et on a donc TTK-dim(N/B) = a, puisque N/B est un
sous-module TTK-basique de M/B. D'ol o, = o : contra-

1 2
diction. Donc on a B = B'.

(1i) résulte immédiatement de (i) .m®

PROPOSITION 2.8.- Soit A un anneau quelconque et con—
stidérons un A-module M qui posséde une sutite TTK-basi-
que 0 = B C B C...C Bn = M. Alors Ass(M) est un en-
semble fini et on a Ass(M) C { X(Bi/Bi-l) | i=1,...,n }

DEMONSTRATION.- On a Ass(M) C Ass(B__ JUAss(M/B__ ) C
M e e e e
Ass(Bn_z)UAss(Bn_l/Bn_2)UAss( /Bn-l) C Comme,
d'aprés la proposition 1.4, le module quotient Bi/Bi—l

iti . . = B. . . ' ol
est cocritique on a ASS(BI/Bl—l) { x¢( 1/B1-1) }. D'ol

le résultat.s

Nous allons maintenant &tablir que la notion de suite
TTK-basique d'un A-module, oii A est un D-anneau & droi-
te qui vérifie la condition (Min.) & droite, est en
fait un cas particulier de la notion trés générale de
"T-composition series'" introduite et &tudiée en détail
par W.G. Lau dans sa thése [12].

Soit A un D-anneau 3 droite qui vérifie la condition
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(Min.) 3 droite et considérons un A-module M qui possé-

de une suite TTK-basique 0 = BO C B1 C...C Bn = M. Pour

tout i=l,...,n posons a, = TTK—dim(Bi/Bi_l) et considé-
rons la séquence des TTK-dimensions { a. l i=l,..c.,n }
qui est en fait formée de m ordinaux distincts 81’ 82,.
' & a 5 -
..y Bm tels que B1 < 82 < v < Bm (d'aprés le théore
me 2.6). Désignons par nj, pour j=l,...,m, le nombre de
quotients Bi/Bi-l de la suite TTK-basique qui sont B.-
TTK-critiques. Posons 52 = 6(UBj_l) et<9;+l = S(UBm).

PROPOSITION 2.9.- Soit A un D-anneau 4 droite qui vé-
rifie la condition (Min.) 4 droite et considérons un
A-module M qui posséde une suite TTK-basique
0 = B0 C B1 c ... C Bn

M. Alors, avec les notatiomns

eci-dessus, on a

0—. = 0- = 3 E—4 .« s -
gll(M) 0 et J}+l(M) Bn1+n2+"'+nj pour j=1, ,m
DEMONSTRATION.- Posons s = 0 pour 3§+1 = 3ﬁ et

s = nl+n2+...+nj pour j=l,...,m.

.D'aprés la proposition 1.7 et le théoréme 2.6, pour

i=s+1l,...,n, le module quotient B,/B. est sans %. .-
17 711 J+1
torsion. Comme on a les sultes exactes

0O - B /B — B /B —- B /B - 0
S+1 s S+2 s S+2 S+1

O —> B /B —> B /B — B /B - 0
s+2 s s+3' 8 s+3° T s+2

0 *’Bn_l/Bs - M/ BS -> M /Bn_1 -+ 0

on déduit de la premié&re que BS+2/BS est sans 5G+l—tor—

sion d'od 1'on déduit avec la seconde suite exacte que

B /B est aussi sans #. ,-torsion,... . Ainsi on ob-
S+3 s j+1 i
tient que le module M/BS est sans‘%j+l—tor51on.
.Pour #%. . gﬁ on a s = 0 et ainsi on a bien
j+
F (M) = 0.
Pour j = 1 on a s = no, et comme on a 5€(Bs) =_Bs
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(car TTK—dim(BS) = B, d'aprés le lemme 1.1 et B, < 82),

on obtient, d'aprés la proposition 1.3 de [7] et

d'aprés le premier point, le résultat 3€(M) = Bn .
Donc par induction, pour j=l,...,m-1, on obtieht le
résultat général 53+1(M) = B 1+...+n.'
.0n a 9;+1(M) = M car d'aprés le tiéoréme 2.6 on a
Bm = OLn = TTK-dim(M) .=

Il est 34 noter que cette proposition 2.9 précise

l'assertion (ii) de la proposition 2.7.

Sous les hypothéses et notations précédentes, nous
poserons ¥ (M) = { 9} | j=1,...,m+1 } et nous appelle-
rons X (M) la TTK-séquence des filtres localisants (4
droite) de M. Alors :

PROPOSITION 2.10.- SoiZt A un D-anneau 4 droite qui
véritfie la condition (Min.) d droite et considérons un
A-module M qui posséde une suite TTK-basique
0 = Bo C B1 C ... C Bn = M. Alors la TTK-séquence X (M)
des filtres localisants de M est une "torsion theory
sequence for M" au sens de Lau [12] (page 17), et la
suite TTK-basique de M est une "T-composition series of

M" au sens de Lau [12] (page 22).

DEMONSTRATION.- Comme on a 971 <§2 < ... <§m car

B, < B, < ... < Bm et comme, d'aprés la proposit;on 2.9
, on a 0 = gi(M) <i5%(M) <;...<.?;+1(M) = M la premié&re
partie de la proposition est démontrée. Pour tout
i=l,+...,n il existe j=1,...,m tel que a, = Bj ce qui
donne L T <1i< ny+...4n.; o par suite Bi/Bi-l
est un module Bj—TTK-critique et on a, d'aprés la pro-

position 2.9, 3%(M) < B.l <.95+1(M) ce qui nous donne,

avec les notations du corollaire 2.2 de [12], tg = 9%.
i
En conséquence, d'aprés la proposition 1.7, le module
quotient B./B.1 ; est 93-cocritique c'est 3 dire tg —co-
T i
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critique. La deuxiéme partie de la proposition résulte

donc du corollaire 2.2 de [12].m

Le lien précis avec [12] étant établi, le lecteur
pourra donc se reporter 3 [Lg] pour obtenir des résul-
tats complémentaires sur les suites TTK-basiques d'un
module (par exemple la proposition 2.4 qui concerne les
suites TTK-basiques d'un sous—-module d'un module possé-
dant une suite TTK-basique; le corollaire 2.5 qui com-

pléte (iii) de notre théoréme 2.6;...).

Soient A un D-anneau 3 droite qui vérifie la condi-
tion (Min.) 3 droite et M un A-module qui possé&de une
suite TTK-basique. Si ¥ (M) est la TTK-séquence des fil-
tres localisants de M, considérons comme W.G. Lau 3 la
page 73 de [12], pour FEX (M), le sous-module %?(M) qui
est 1'intersection de tous les sous—-modules N de M tels
que le module quotient M/N soit #-cocritique, et posons

Ky (M) = N { K (M) [Fextn) I} .
Alors nous dppellerons K (M) le TTK-radical de M. Si le
TTK-radical de M est nul, nous dirons que M est un
A-module TTR-semiprimitif. (Voir le chapitre 5 de [12]
pour plus de détails sur ces notions).

En particulier si M = A, alors, d'aprés le corollaire
5.12 de [12], le TTK-radical 3 droite %%(A) de A (c'est
A4 dire le TTK-radical du A-module 3 droite A) est
1'idéal bilatédre de A constitué de tous les &léments de
A qui annulent tous les A-modules (cycliques) F-cocri-

tiques oli & parcourt X (A). Il vient

THEOREME 2.11.- S7 A est un anneau noethérien ad droti-
te qui vérifie la condition (Min.) d droite, alors le
TTK-radical a droite de A est un itdéal bilatére nilpo-
tent.

DEMONSTRATION.- D'aprés les théoreémes 2.1 ou 2.5,con-
sidérons 0 = IO - I C ... C In = A une suite TTK-basi-
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que du A-module 3 droite A et X (A) la TTK-séquence des
filtres localisants de A. D'aprés la proposition 1.7,
pour tout i=l,...,n le module quotient Ii/Ii—l est un
A-module F-cocritique pour un certain FEX(A). Donc,
d'aprés le corollaire 5.12 de [12] cité précédemment,
(A) C Ii-

on obtient I.1 | Pour tout i=l,...,n0. I1 en

, o
résulte qu'on a %t(A) = 0,n

COROLLAIRE 2.12.- S7 A est un anneau premier noethé-
rien a drotte qui vérifie la condition (Min.) 4 droite,
alors A est un anneau TTK-semiprimitif d droite (c'est

d dire le TTK-radical & droite de A est nul).

DEMONSTRATION.- Résulte immédiatement du théoréme
2.11.m

COROLLAIRE 2.13.- S7 A est un anneau premier noethé-
rien a4 droite qui vérifie la condition (Min.) 4 droite,
alors A est un produilt sous—direct d'anneaux %{(A)—pri—
mitife (e'est a dire d'anneaux R tels qu'ill existe un

R-module fidéle et F-cocritique pour FEX(A)).

DEMONSTRATION.- C'est une consé&quence du corollaire
5.9 de [Lg] et du corollaire 2.12.m

Pour des exemples d'anneaux noethériens qui vérifient
la condition (Min.) ou méme des conditions plus fortes

voir ['1__9_13 [2_1__]| [g_g], [é_]) [__2_31) [ﬁ]'

ITI. MODULES TTK-LISSES ET SUITE DES TTK-SOCLES.

Soient A un anneau quelconque et o un ordinal.

Par analogie avec [10], nous dirons qu'un A-module M
est oa~-TTK-77sse si tout ordinal de la s&quence des TTK-
dimensions de tout sous-module non nul de type fini de
M possédant une suite TTK-basique est a. (Si A est un
anneau noethérien 3 droite qui vérifie la condition
(Min.) 3 droite alors o n'est pas un ordinal limite

d'aprés les résultats du paragraphe 1). On dira qu'un
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A-module est TTK-l7sse s'il est o-TTK-lisse pour un or-

dinal a.

Les deux résultats qui suivent sont 1'analogue du

théoréme 3.5 de [LQ]

PROPOSITION 3.1.- Soit A un D-anneau 4 droite qui vé-
rifie la condition (Min.) 4 droite et considéromns un A-
module non nul de type fini M qui posséde une suite
TTK-basique. Alors M est un A-module a-TTK-17sse si et
seulement si chaque terme de la séquence des TTK-dimen-

stons de M est égal 4 o.

DEMONSTRATION.- D'aprés la proposition 2.10 et
d'aprés [12] (page 26), la séquence des TTK-dimensions
d'un sous-module non nul de M est un sous—-ensemble de

la séquence des TTK-dimensions de M. D'ol le résultat.m®

PROPOSITION 3.2.- S7 A est un D-anneau 4 droite dont
toutes les localisations d drotte sont stables par en-
veloppes injectives, alors un A-module E extension es-
sentielle d'un A-module a~-TTK-Ilisse M est un A-module
a-TTK-I7sse.

DEMONSTRATION.- Considérons N un sous-module non nul
de type fini de E possédant une suite TTK-basique.
Alors NMM est un A-module non nul oa-TTK-lisse. Comme
NNM est essentiel dans N, on déduit de (iii) du théoré-
me 2.6 que tout ordinal de la séquence des TTK-dimen-

sions de N est o. Donc E est a-TTK-lisse.®

Soient A un anneau et a un ordinal.

Désignons par ¥~ le filtre localisant de A associé 2
la sous-catégorie localisante de Mod A engendrée par
les A-modules B-TTK-critiques avec B<a; c'est a dire #°
est la borne supérieure des filtres localisants E(M) de
A ol M parcourt les A-modules B-TTK-critiques avec B<a.

Pour un A-module M désignons par s*(M) la somme de
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tous les sous-modules a~TTK~-critiques de M; on pose
SQ(M) = 0 si M ne contient pas de sous-module o-TTK-
critique.

De mani&re analogue 2 [10], nous définissons la suite
(Ki(M)) des a-TTK-socles d'un A-module M par induction
comme suit

CRO(M) = F (M)

.K§+](M)/K§(M) est 1a37a-fermeture de Sa(M/Kz(M))

dans le module M/KE(M), pour tout entier mn.
a a a
On a donc KO(M) C Kl(M) c ... C Kn(M) ... C M.

Il est a4 noter que si A est un D-anneau a droite qui
vérifie la condition (Min.) 3 droite et si a n'est pas
un ordinal limite alors on a en fait.@a = G(Ua_l) : en
effet 11 est immédiat qu'on atga < 6(Ua_l) et comme,
d'aprés le théor&me 3.5 de [22] (ou théor&me 2.5.4 de
[21], ou théoréme 3.4 de [19]), tout filtre localisant
de A est caractérisé par les i1déaux surcritiques qui

lui appartiennent il résulte de la proposition 1.9

qu'on a 6(Ua_l) <F%; d'ou 1'éga1ité.9ﬂ = G(Ua_l).

Le lemme suivant esf l'analogue du lemme 4.1 de [LQ].

LEMME 3.4.- Soient A un D-anneau & droite qui vérifie
la condition (Min.) ad droite et o un ordinal qui pos-—
séde un prédécesseur. ST M est un A-module tel que

o
K (M)
KY (V)

0 alors, pour tout sous-module N de M, on a
NOK (M)

DEMONSTRATION.- Analogue 3 celle du lemme 4.1 de [10].
En effet

.s1 K?(M) = M; considérons L un sous-module complé-
ment de N dans M (donc LNN = O et LeN est essentiel
dans M) et soit K un sous-module o-TTK-critique de LeN.
Si K n'est contenu ni dans L ni dans N alors, comme on

a KS(M) = 0, il est immédiat que les images de K par
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les projections canoniques de LeN sur L et sur N sont
des modules a-TTK-critiques. Par sulte on a
s*(LeN) = s%(L)es™(N).

Soit V un sous-module a-TTK-critique de M. Alors on a
VN(LeN) # 0 et VN(L®N) est un module a-TTK~critique
d'aprés la proposition 1.3} par suite on a
0 # VN(LeN) = VﬂSQ(L@N). Donc le module quotient
(V+Sa(L®N))/Sa(L®N) a une TTK-dimension strictement in-
férieure 3 o et est de G(Ua_l)—torsion. Il en résulte
que le module quotient Sa(M)/Sa(LeN) est de 6(Ua_l)—
torsion. Comme le module M/S%(M) est de 6(Uu_l)-torsion
(puisque M = K?(M)) on en déduit que le module
M/S*(LeN) est aussi de S(Ua_1)~torsion ce qui implique
que son sous—module (L@N)/SG(L®N) est de G(Ua_l)—tor—
sion. Comme on a Sa(L®N) = Sa(L)esu(N) et comme les mo-
dules (L®N)/S"(LeN) et (L/S*(L))e(N/S*(N)) sont isomor-
phes on obtient que N/S*(N) est un module de 6(Ua_1)—
torsion ce qui nous donne N = K?(N).

.s1 K?(N) = N, alors N/Sa(N) est de G(Ua_l)‘torsion
et, comme on a Sa(N) C NﬂSG(M); on obtient que
(N+Sa(M))/Sa(M), qui est isomorphe a N/NHSG(M), est de
G(Ua_l)—torsion ce qui donne N C K?(M).

.venons-en a la démonstration du lemme : il est clair
qu'on a SY(N) C Nme‘(M). De plus Nan‘(M) est §(U__ )-
fermé dans N puisque N/NﬂK?(M) est isomorphe 3 un sous-
module du module sans 6(Ua_l)—torsion M/K?(M). Par sui-
te on a K?(N) C NﬁK?(M). Réciproquement comme on a
K?(K?(M)) == K?(M) on déduit du premier point qu'on a
K?(NOK?(M)} = NﬁK?(M), et d'aprés le deuxiéme point il
vient NﬂK?(M) C K?(N). D'oit le résultat.m

La proposition suivante est l'analogue de la proposi-

tion 4.2 de [lg].

PROPOSITION 3.5.~ Soient A un D-anneau d droite qui
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vérifie la condition (Min.) & droite et o un ordinal
qui posséde un prédécesseur. Alors, pour tout sous-mo-
dule N d'un A-module M et pour tout entier naturel n,
a o
c : = .
n o a Kn(N) NﬂKn(M)

DEMONSTRATION.~- Analogue & celle de 1la proposition
4.2 de [10] : en effet si n = 0 le résultat est trivial
y supposons n > 0 et supposons qu'on a KE_I(N) =
NﬂKz_l(M). Considérons la surjection canonique p qui
applique M sur M/Kz_l(M). Alors on a K:(p(M)) = 0 et
p(N) = N/K:_I(N). Par suite il vient en utilisant le

lemme 3.4

p (K (N))

o o Qa a o
Kn(N)/En-l(N) K, (N/R__ (M) = K (p(N))
p(N)NK " (p (M)) p (N) Mp (K_ (M))
pl (N+KC (M) AR ()] = p(NARD (M)

Par sulite on obtient le résultat.s

]
fl

PROPOSITION 3.6.- SoZent A un anneau noethérien a
droite quti vérifie la condition (Min.) d droite et o un
ordinal qui posséde un prédécesseur. Alors, si M est un

) o o
A-module o-TTK-1l78se, on a KO(M) = 0 et M = Un>o Kn(M)'

DEMONSTRATION.- En effet si N est un sous-module non
nul de type fini de M alors, d'aprés le théoréme 2.5,
il existe une suite TTK-basique de N et la séquence des
TTK-dimensions de N est réduite 3 un &€lément o. On a
K:(N) = 0 (d'aprés la proposition 2.9) et TTK-dim(N)=a
(d'aprés le théordme 2.6). Puisque N vérifie la condi-

tion de chalne ascendante il existe n > 0 tel que

Kg(N) = K§+I(N) = ... « Si 1'on considére le module
quotient N/KZ(N) : i1 ne peut contenir de module B-TTK-

critique avec B<a car Kz(N) est«d(anl)—fermé dans N3
il ne peut contenir de module a-TTK-critique car on a
Ka(N) = K§+I(N) et 11 ne peut contenir de module y-TTK-
ciitiqué avec y>a puisqu'on a TTK-dim(N) = o. Donc on a

nécessairement N = Kz(N) (avec les hypothéses et 1la
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proposition 1.9). D'aprés la proposition 3.5 il vient

o ) a o
N K . = =
C n(M) Par suite on a KO(M) 0O et M Un>0 Kn(M).I

Le résultat suivant est 1'analogue du théoréme 4.3 de
[10].

THEOREME 3.7.- Soient A un anneau noethérien a droite
dont toutes les localisations 4 droite sont stables par
enveloppes itnjectives et o un ordinal qui posséde un
prédécesseur. Alors un A-module M est a-TTK~lisse si et

. o) a
seulement si on a KO(M) = 0 gt M = Un>0 Kn(M).

DEMONSTRATION.- Supposons qu'on a K:(M) = 0 et
M = Un>0 Kz(M). Si1 I est un sous-module non nul de type
fini de M qui est B8-TTK-critique on a B > o et 11 exis-—
te un entier n tel que L C Kz(M). D'aprés la proposi-
tion 3.5 on a donc L = K:(L) et ainsi L possé&de un sous
-module a-TTK-critique ce qui, d'aprés la proposition
1.3, implique qu'on a 8 = a. D'aprés les théorémes 2.5
et 2.6 on en dédult que M est un module o~TTK-lisse. La

réciproque nous est donnée par la proposition 3.6.®

IV. MODULES INJECTIFS INDECOMPOSABLES.

PROPOSITION 4.1.- Soit A un anneau noethérien a droi-
te qui vérifie la condition (R) d droite. Si E est un
A-module ingectif indécomposable et s7 M est le sous-
module atomique de E associé au filtre localisant pre-
mier ¥ (E) (voir [26)) alors on «a K?(E) = 0 et K?(E) = M
o o = TTK-dim(M).

DEMONSTRATION.- M le plus grand sous-module cocriti-
que de & est surcocritique (3 cause de la condition (R)
3 droite) et donc, d'aprés la proposition 1.9, le modu-
le M est a~TTK-critique. Avec la proposition 1.4 on
obtient donc Su(E) = M. D'aprés la proposition 18.2 de
[3] le module M est égal a son propre localisé& par rap-

port au filtre localisant yx(M) = x(E) et donc le module
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quotient E/M est sans x(M)-torsion ce qui implique que
E/M est sans d(Uu_l)—torsion puisque, d'aprés le corol-
laire 1.10 le module M &tant 6(Ua_1)-cocritique, on a

a
6(Ua—1) < x(M). Comme on a KO(E) = 0, car S(Ua_l) < x (E)

s on en déduit le résultat M = K?(E).l

PROPOSITION 4.2.~ Soit A un anneau noethérien 4 droi-
te dont toutes les localisations a droite sont stables
par enveloppes injectives. S7 E est un A-module ingjec-—
tif indécomposable et g7 o = TTK-dim(E) alors E est un

A-m -TTK-17ss 7 K> = = “(E).
module o lisse et on «a KO(E) 0 et E Un>OKn(E)

DEMONSTRATION.- Si N est un sous-module non nul de E
on a évidemment TTK-dim(N) = TTK-dim(E) (d‘'aprés le
lemme 1.1 et d'aprés 1'hypothé&se que toute localisation
est stable par enveloppes injectives). Si M est le
sous—-module atomique de E associé 3 y(E) alors on a vu,
dans la démonstration de la proposition 4.1, que M est
a-TTK-critique et donc que M est a-TTK-lisse. Ainsi,
d'aprés la proposition 3.2, le module E est oa-TTK-lisse
et, d'aprés la proposition 3.6, on a les relations

a o
= = ..
K (E) 0 et E Un>0 Kn(E)

Cette proposition 4.2 est 1'analogue d'une partie du
théoréme 5.3 de [10].

Le résultat suivant donne une structure des modules
injectifs indécomposables analogue a4 un résultat de [ 13]
(cf. le théoréme 3.4 de [13]) relatif aux modules in-
jectifs indécomposables sur un anneau commutatif noe-
thérien. Ce résultat est plus précis et plus complet
que le théoréme 3.1 de [11] dont on s'est en partie
inspiré.

THEOREME 4.3.- Soit A un anneau noethérien a droite
dont toutes les localisations a4 droite sont stables par
enveloppes injectives. Considérons E un A-module injec-

tif indécomposable tel que le filtre localisant premier
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¥x(E) soilt exact. Posons P = y(E) et a = TTK-dim(E).
Alors la suitte des a-TTK-socles de E

0 = KJ(E) < K?(E) < .. < Kz(E) < ... <E
est une chaine unique de sous-modules P-injectifs de E
telle que 1'on a les propriétés suivantes

(7) le module quotient de deux termes successifs de
la sutite K?+1(E)/K?(E), pour tout i = 0, est une somme
directe maximale de A-modules P-injectifs indécomposa-
bles P-cocritiques, et ce module quotient est un A-mo-
dule classiquement coprimaire P-injecttf.

(71) pour tout i > 0, le A-module E/K?(E) est sans
P-torsion.

’ oo - o
(Z17Z) E Un>0 Kn(E).

DEMONSTRATION.- Si N est un A-module, nous désigne-
rons par %?(N) l1'enveloppe -injective de N. Nous al-
lons donner d'abord le procédé général de comstruction
de la chaine et montrer 3 la fin qu'on obtient en fait
la suite des o-TTK-socles de E.

1) On a vu dans la démonstration de la proposition 4.
que si M est le sous-module atomique de E associé 3
x(E) alors M est a-TTK-critique et on a S(Ua_l) < x(E).

Donc si N est un A-module x(E)-cocritique, N est iso-
morphe & un sous-module de M (cf. [gg]) et ainsi N est
a~-TTK-critique (d'aprés la proposition 1.3).

2) Considérons E' un sous-module propre de E tel que
E/E' soit un module sans x(E)-torsion.

.Si V/E' est un sous-module cocritique de E/E' alors
V/E' est un module x(E)-cocritique : en effet V/E' est
un module surcocritique et, comme on a Hom(V,V/E') +# O,
on obtient avec le théor&me 2 de [15] qu'on a
Xx(E) < x(E/E') < x(V/E') < x(V) = x(E) ce qui implique
que V/E' est x(E)=-cocritique.

Comme.x(E) est exact et comme E', V et V/E' sont des

modules sans y(E)-torsion, on déduit de la sulte exacte
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0O > E' -V > V/E' >0 qu'on a Eg,(v/E') = Eg,(V)/E' et
ainsi avec la proposition 18.2 de [3] on obtient que
QQ(V/E') est un sous-module de E/E' qui est y(E)-cocri-
tique et x(E)-injectif.

.Considérons E" le sous-module de E tel que E"/E'
soit une somme directe maximale de sous-modules x (E) -
cocritiques et x(E)-injectifs de E/E'. D'aprés la pro-
position 21.1 de [3] on a Ass(E"/E') = { x(E) } et donc
E"/E' est un A-module classiquement coprimaire d'aprés
le th&or&me 4.14 et la proposition 4.7 de [22] (ou théo
-réme 2.5 et proposition 2.2 de [20], ou propositions
2.7.16 et 2.7.7 de [21]). De plus E"/E' est un module
x(E)-injectif d'aprés le théoradme 4.4 de [7].

Le module E/E" est sans Y (E)-torsion et le module E"
est x(E)-injectif : en effet si on pose 2(E/E") = F/E"
on déduit de la suite exacte
0O > E"/E' - F/E' » F/E" - 0 et de la proposition 3.4 de
[7] qu'on a E" = F; comme E/E" est sans x(E)-torsion,
la suite exacte O - E" - E - E/E" - 0 et la proposition
3.3 de [7] entrainent que E" est y(E)-injectif.

Tout sous-module x{(E)=-cocritique U/E' de E/E' est
contenu dans E"/E' : en effet d'aprés la maximalité de
E"/E' on a (U/E')N(E"/E') % O ce qui implique qu'il
existe un sous—module x(E)-cocritique et x(E)-injectif
V/E' de E"/E' tel que (U/E')N(V/E') # 0 ce qui entraine
qu'on a V/E' = %?(V/E') = %?[(V/E')Q(U/E')] = %@(U/E')
d'oli 1'on déduit U/E' < %?(U/E') = V/E' €< E"/E'.Cette
dernidre propriété montre l'unicité de E'".

.D'aprés la proposition 1.4 et d'aprés le premier
point de 2), tout sous-module a-TTK-critique de E/E'
est Y(E)-cocritique et est donc d'aprés ce qui précéde
un sous-module de E"/E'; comme E"/E' est une somme di-
recte de-sous-modules Y(E)-cocritiques de E/E' qui sont

. a
w-TTK-critiques d'aprés 1), on obtient S (E/E') = E"/E'.

29



On a 6(Uu"1) < x(E) (voir 1)). Comme on a supposé que
E/E' est sans y(E)-torsion et comme on a démontré que
E/E" est sans y(E)-torsion, on obtient K?(E/E') = E"/E"'.

3) Démontrons le théoré&me

D'aprés les propositions 4.1 et 4.2 on a K?(E) = 0,

E = Un}O Kg(E) et K?(E) est le sous-module atomique de
E associé a y(E).

Il est immédiat qu'on a K?(E/K?(E)) = K§+1(E)/K§(E).

Comme on a vu dans la démonstration de la proposition
4.1 que E/K?(E) est un module sans y(E)-torsion, on ob-
tient d'aprés 2) le module K?(E) car K?(E/K?(E)) =
K?(E)/K?(E), et d'aprés 2) le module quotient E/K?(E)
est sans y(E)-torsion..... . Ainsi par induction on ob-
tient la suite des o-TTK-socles de E quili vérifie les

assertions du théoréme.®

Dans le résultat précédant si on localise par rapport
au filtre localisant premier % les termes de la suite
des a-TTK—-socles du A-module injectif indécomposable E
alors il est immédiat que ces termes sont invariants et
donnent ainsi les termes de la suite des socles du

%?-module injectif indécomposable E.

Notons pour terminer que 1l'on a donné pages 172 et
173 de [ 6] des exemples d'anneaux noeth&riens a droite
dont toutes les localisations 3 droite sont stables par
enveloppes injectives et dont toutes les localisations

premiéres sont exactes.
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