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INEGALITES DE MORSE

d'aprés E. WITTEN

Exposés de E. COMBET

(3-10-17 novembre 1983)

INTRODUCTION.

Ces exposés sont consacrés a 1'étude d'une partie d'un article de E. Witten [6] .
I1 s'agit de donner une interprétation "physique" des inégalités de Morse. Une
approche analogue des formules géométriques se trouve aussi dans un article récent

de L. Alvarez-Gaumé [1].

Ce qui est nouveau dans ces articles c'est le type de formules considérées :
inégalités de Morse, formule de Lefschetz, formule de Gauss-Bonnet, théoréme de

1'indice de Atiyah-Singer etc.

La méthode consiste a trouver un effet quantique qui représente la formule

donnée, et permet de la "redémontrer".

Ceci donne les correspondances suivantes :

Effet quantique Formule géométrique

Limite quasi-classique de 1'effet } . > Inégalités de Morse [6]
tunnel en présence de supersymétries

Invariant supersymétrique de Witten

> Formule de Lefschetz [1] [7]
> Théoréme de 1'indice [1]

- avec champ magnétique

- aux grandes températures

On utilise donc essentiellement dans cette méthode la théorie quantique

des champs supersymétriques.
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On voit apparaitre ainsi deux aspects physiques fondamentaux des formules

considérées :

(1) une théorie supersymétrique qui traduit le fait que le systéme se partage
F
).

en bosons et fermions qui se distinguent & 1'aide de 1'opérateur de Witten (-1
IT se trouve que la trace de cet opérateur est un invariant topologique du systéme
qui ne dépend que des états de base (c'est-a-dire d'énergie nulle) [7] .

(2) un calcul de perturbation par rapport & un petit paramétre (la constante

h, une constante de couplage, 1'inverse d'une "température" etc.) Ce calcul fait
apparaitre un fait physique caractéristique des milieux stochastiques : la diffusion
s'agglutine avec une grande probabilité autour des diverses singularités du sys-
téme : les "configurations constantes", les "états classiques d'énergie nulle”,

les "instantons" qui joignent ces états etc. [4].

Par exemple en théorie quantique supersymétrique on a 1'égalité :

(-1 = 1r(-1)F 7B

ot H est 1'hmiTtonien et 8 1'inverse de la "température". Le membre de gauche
est un invariant topologique : le membre de droite, calculé quand g ~ 0 fait
apparaitre les singularités géométriques de H. On concoit que cela puisse conduire

au théoréme de 1'indice. Le but est atteint moyennant 1'usage de divers "théorémes

de physique mathématique concernant :

(a) Tes propriétés asymptotiques du spectre d'un opérateur perturbé,
(b) 1'analyse des instantons,
(c) 1'analyse des instantons en présence de supersymétries.

A propos de certains de ces "théoremes” on peut se poser des problemes
de formalisation mathématique.

Dans Te contexte physique considéré ici Ta démarche la plus naturelle pour
établir ces résultats consiste a utiliser 1'intégration fonctionnelle qui traduit

"automatiquement" le processus de quantification considéré. On obtiendra ainsi,
dans les cas les plus simples, les phénoménes de concentration décrits plus haut.
Cependant sous son aspect général utilisé en quantification des champs de jauge
1'intégration fonctionnelle est elle-méme en cours (rapide) de formalisation et,
comme nous 1'avons annoncé, nous nous bornerons ici aux inégalités de Morse

d'apres Witten.
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Les inégalités de Morse sont li€es a 1'effet tunnel en mécanique quantique.

Rappelons rapidement en quoi consiste cet effet.

On considére une particule de masse m soumise a un force F qui dérive d'une
fonction potentielle V indépendante du temps :

F = - grad V.
L'hamiltonien de ce systeme est 1'opérateur
2
_h
H-"2‘l:n‘A+V
ou A est le laplacien usuel
2 2
. _ 0 p)
A——-.? + ————2+
(8xq) (3x,)

Les états quantiques fondamentaux du systeme sont les solutions de 1'équa-
tion de Schrodinger réduite :

Hy = Ey , E€R

Si 1'on suppose que V € CT(R,R), V 3 0 sur R'et que V(x) » + quand [} x || ++
alors H admet un spectre discret pur et la premiéere valeur propre EO est non-
dégénérée positive ([5], Th. XIIIL...)

Le cas classique est donné pour n=1, par 1'oscillateur harmonique ol 1'on

prend V(x) = x2.

On obtient 1'effet tunnel en prenant par exemple V(x) = x2(1 - Bx)2 qui se

réduit a 1'oscillateur harmonique pour g = 0. I1 y a dans ce casdeux puits de potentiel

X =0, X = 1 qui sont séparés par la barriére de potentiel —1?

B
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o
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On note EO(B) la premiere valeur propre de H{g) =- gﬁ A+ x2(

1—Bx)2 ; elle est
simple et la fonction propre associée peut étre choisie strictement positive
pour tout x (Ta particule a une probabilité non nulle de traverser la barriére
1/882). Les calculs sont effectués asymptotiquement quand g - 0%. On obtient
alors les caractéristiques de 1'effet tunnel :

(i) i1 y a dégénérescence asymptotique de 1'énergie de base (c'est-a-dire

que le calcul asymptotique donne une valeur propre minimale double (voir par
exemple [5] , XII. 3, exemple 6) ; ce point correspond & un dédoublement asympto-
tique de 1'oscillateur harmonique aux points 0 et %—.

(11) les deux premiéres valeurs propres EO(B) , E1(B) tendent vers EO(O)

et EO(B) - E1(B) est de 1'ordre

X
exp (-’ SR (1-802 (0) &) (12))
)(1

(ceci correspond a un calcul "d'instantons" c'est-a-dire un calcul qui fait inter-

venir Ta droite joignant les points ol x2(1—Bx)2 traverse EO(O)).

Un calcul aussi classique d'effet tunnel concerne les premiéres valeurs
propres de 1'opérateur
2
_ h 2,2
Ho=-me A+ (1-x7)
considéré asymptotiquement quand h -+ 0 (c'est ce qu'on appelle le calcul asympto-
tique quasi-classique). On retrouve dans ce cas les deux caractéristiques (i) (ii)

rappelées ci-dessus, avec un effet instanton du type
+1 -
exp( - ¢ J \/(1—x2)2 dx)
-1

oll ¢ est une constante numérique ( [3] §5). On trouvera dans 1'article [4] une
analyse physique assez générale de ce type d'effet.

Ce sont ces divers problémes que nous allons considérer dans ces exposés
a travers les inégalités de Morse en nous placant au point de vue de Ta formali-
sation mathématique. Le plan suivi egt celui de E. Witten [6]
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I. Calculs riemanniens et perturbation du laplacien par une fonction de Morse
h € Cm(M,R). Analyse asymptotique du laplacien perturbé, "augmentation asymptotique"

des états de base et inégalités faibles de Morse : Bp(M) < Mp(h).

I11. Introduction au calcul des instantons dans R" . Le petit modele cohomologique
associé aux inégalités fortes de Morse. Calcul des matrices de ce petit modele

(instantons).

On s'est efforcé de rendre aussi rigoureuses que possible ces nouvelles
preuves des inégalités de Morse. Nous verrons que ceci est possible pour la
partie I de ces exposés. Malheureusement des lacunes subsistent dans la partie II
et nous les signalerons soigneusement car nous n'avons pas toujours réussi a les

combler.

La bibliographie est signalée a la fin de cette introduction et de chaque

partie.
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