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UNE QUESTION D'EXTREMUM DANS LE PROBLEME DES
MOMENTS DE STIELTJES ISSUE D'UNE
INEGALITE LOGARITHMIQUE DE WEISSLER

*

BUCHWALTER Henri et CHEN Dian Jié ( *)

On donne ici une légere amélioration technique dans la preuve
' . . . . . -
d'une inégalité de Weissler sur le cercle, ce qui fait apparaitre
un probleme général d'extr@mum tronqué portant sur des mesures de

Stieltjes.

1. INTRODUCTION.

Soit dv = %% la probabilité de Haar sur le cercle unité

U ={z, lzl = 1}. Pour démontrer que les estimations hypercontrac-

tives de Nelson conviennent au semi-~groupe de Poisson et au semi-
groupe de la chaleur sur U, WEISSLER [3] a tout d'abord prouvé 1'iné-

galité de Sobolev suivante

+c0
(1) j fLog £ dv < T Inlla_I® + I3 Logll,
n=—0 n
2 e in®
pour une fonction f € L"(v) telle que f(8) = X a_e > 0. Cette
n:-—OD

inégalité de Sobolev a été améliorée dans le méme article sous la
forme suivante, que nous nommerons inégalité de Weissler dans la

suite :

(*) Travail effectué lors d'un séjour & 1'Université LYON I, du
ler octobre 1982 au 30 juin 18983.
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(2) J fZLog fdv< X Bnlanl2 + HfHé Loglfl,

nN=—00

sous les mémes hypothéses sur £, ot les coefficients Bn sont définis

par

La méthode utilisée par Weissler est trés indirecte. Sans la
reprendre des son début rappelons qu'elle se raméne & prouver 1'iné-

galité G(r) » 0 pour 0 < r < 1, ou la fonction G est définie par

1 2228 n r
(3) - G(r) = T B,~-NDla, "'t + T (-1) (n-3)1} =+ dv

2 L 2 n!

2=2 n=3
avec x_(8) = X a rlmlelme et a = a . On a supposé ici
r m ~m m
m#o

B, = B> By =0 et B1=1 et la question intéressante reste la démons-—

tration de 1'inégalité G(r) > 0 avec les constantes 8, les plus
petites possibles. Plutdt que de suivre Weissler en utilisant 1la

. . .. n .
formule multinomiale pour expliciter X, effectuons un calcul direct

élémentaire. On a successivement

im, l+...+Im | i(m,+...+m )9
1 n 1 n

xn = x a a . a T e
r m,, ,mn%o 1™ "
n ]m1]+...+]mn]
J xrdv = 2 am am am r
m,+...+m =0 1 72 n



= :§> cP a PP | a ‘e
n

m1+...+mp=n1+...+nq 1 p 1

1<p,q ; ptq = n
m. > 1, n. »1
1 ]

1
-5 jé* —n 4
[} m1+...+mp=n1+...+nq= g p!{n-p)! 1
1 <p,q ; ptg=n
m., » 1, n, » 1
1 J

'
olt le coefficient du bindme CP = o

p!(n-p)!

qu'on a regroupé ensemble les coefficients a_ correspondant a m > 1.
m

est apparu par le fait

Comme on peut mettre r en facteur dans le développement de X s

on peut supposer 2% > n. Par ailleurs les conditions m > 1 et

nj > 1 donnent p< % et q< g, d'ol

T 2 T
%' Jx dv = z z ! !
) 20 > n  p=1 m,+...+m =4 n,+...+n p! q!
<ol ! P
P m, > 1 n, > 1
1 3
Posons alors pour simplifier
1
C(p,2) = —, E a .. a 1<p<2
PPon e ™ mp
1 P
m. > 1
1
de sorte que
(4) -%, J x:dv = z [ C(P,Q)ETE:ETE)]rZZ-
: 28 > n P

En reportant dans (3) on a

o 2% n—1

2 —_—
%G(r) = 5 (B -1)]a [2 sl D @ s c(p,g)c(n—p,z)]ru.
3 L - =
2=2 2 n=3 p=1

Dans la deuxiéme somme on a 3 < n < 2%, donc % » 2 et ainsi



% G(r) = X o, r " avec

L
0, = 8- Dla )+ = 3 (0-3)1 D(p,2)D(a, D)

p=1 n>3
P+ =n
q»>1
ot D(p,R) = (-1)P C(p,L). Par ailleurs C(1,8) = a, et D(1,8) = -a,,
donc
£ £
0, = X z A D(p,2)D(q,4)
L s
p=1 q=I
avec
( 81—1 si p=q=1
(5) A = X
Psq
(p+q-3)! si p+q > 3 et p,q < %

Alors la condition G(r) > O sera vérifiée chaque fois que la matrice
carrée (A ] est de type positif. Le probléme est donc
ramené a déterminer ia plus petite valeurs possible de la constante
s =s() = 82—1 pour que ce soit vrai. Or la suite m = n! est la
suite des moments de la mesure duy = e—tdt sur [0,»), et en revenant

a (5) avec £ » 2, on peut poser £ =m+l, p = i+1, q = j+1 et écrire

que la matrice [aij]’ 0<1i,j <m, est de type positif avec

aoo = Bm+1 -

(6)

a.. .. i+] 1

i] m1+_]—1 e

N k ~ . . . .
ob m = J t du(t). Plutdt que d'utiliser la méthode des déterminants
choisie par Weissler, on est en définitive ramené, en suivant

GUENNOUN [1], au probléme général que 1'on va maintenant étudier.



2. UN PROBLEME D'EXTREMUM SUR LES MOMENTS DE STIELTJES.

Fixons une mesure positive g sur [0,o) ayant des moments de
k . . .
tous les ordres. En posant m = t du, on sait que la matrice hermi-
tienne infinie [mi+j] est de type positif, donc elle 1l'est aussi a
tout ordre n, c'est-a-dire pour 0 < i, j < n. Mais que peut-on dire

de la matrice An(s) définie par

[]
»n

a
00
[ aij = mi+j—1 st 1,] <n et i+] > 1

pour n » 0 fixé, et plus précisément comment choisir s = s(n) pour

que An(s) soit de type positif ? En introduisant le polyndme

n .
P =3 u.X* on voit que la somme S = ¥ a..u.u., s'éerit
i L Ti3 i)
(8] 1,3
i
s =slP(O %+ = Juiuj e 40

i+ > 1
solt encore

du(e).

wn
]

2 2
ﬂNmF+J'NUleMI

Pour que 1'on ait S > O pour tout polyndme P € é?n = En[X],
il suffit que ce soit vrai avec P(0) = 1t (car c'est évident si
P(0) = 0). Le probléme se régle donc en paramétrant P sous la forme

P = 1-XQ avec Q € g?n_ et en considérant la fonction F, définie sur

1
g’n—1 par

F@>=J®Q—X®mu



et le résultat s'obtient avec s >-Mn ou Mn est donnée par

(7) Mn = Sup FQ).
Q€ éﬁh—1

I1 est facile de voir qu'on peut supposer Q réel, donc supposer

P

1 [X]. Alors sur 2 la fonction F est concave et de

-1 n—1

classe Cw, et sa différentielle dF

=R
n

est 1'application linéaire

Q
T -2 J(1—XQ)Tdu . I1 est aussi facile de voir que

F(QT) = F(Q) = dF(T) - J XT2dy

de sorte que tout polyndme Q € :7;_ vérifiant dF. = O réalise le

1 Q
maximum Mn de F. Pour un tel polyndme Q on a J (1-XQ)Qdp = 0 et

F(Q) = J Qdu. Par ailleurs dF, = O signifie que (1-XQ) est orthogonal

Q
a 92_1 dans 1'espace Lz(u). I1 s'agit donc de chercher un polyndme
Pn = 1-XQ € :9% tel que Pn(O) = 1, qui soit orthogonal 2 9;_1.

Supposons maintenant p a support infini. Il existe alors un
systéme de polynOmes orthogonaux dans Lz(u), soit (Pn) avec d°Pn = n,
que 1'on peut normaliser par la condition Pn(O) = 1, car on sait que
les zéros de Pn sont contenus dans l'intervalle ]O,+ o). Ainsi

Qe P __

1 est déterminé de facon unique par 1-XQ = Pn’ d'olt le pre-

mier résultat :

[y

THEOREME 1. - Soit p une mesure positive, d support infini contenu
dans [0,o), ayant des moments de tous les ordres. Alors les constantes

M sont données par

1-P (t)
w - [ 22 o



ou (Pn) est la suite orthogonale dans Lz(p) des polyndmes de degré n,

normalisée par la condition Pn(O) = 1.

Remarque 1. - La suite Mn est évidemment croissante comme il résulte
de (7). Elle est méme strictement croissante, car si Mn =M alors,

n+1

avec Pn = 1-XQ, on a pour a réel quelconque
n n 2 2n+1
F(Q+wX") = F(Q) + 2](1—XQ)@X du - a JX du

. 2 . . . .
et la fonction o - 20 JPandu ~om est négative, ce qui implique

2n+1
JPandu = 0, donc Pn est orthogonal a E?;, ce qui est absurde. On a

donc lorsque supp p est infini

(8) 0=M <M, <M < ...<M <M < ...
o n n

1 2 +1

Remargue 2. = On a toujours 1'inégalité

(9) Mn<J$—t(—t—}-<+co

. du (t . . p
car si s = J —Eé—l-< + o, on introduit la mesure bornée dv = % du
et la matrice An(s) est construilte & partir des moments de v donc

est de type positif, de sorte que Mn < s.

Remargue 3. - Si la mesure p est a support fini de cardinal p > 1,
on fait la méme théorie en orthogonalisant jusqu'au degré (p-1). On

a alors

(10) 0=M0<M1<M2<...<Mp_1<Mp<+oo

et Mn = Mp pour n » p, car tout polyndme Q € ,9;_1 est p—presque



partout égal i un polyndme q € ?p_ De plus on a

1

_ | du(r)
(11) Mp_J_—t——

car la condition (1-XQ) 1 9’p_1 implique Pp = 1-XQ = O puisque

[ aaw - ]——-—d“ét) .

P = Lz(u), donc Mp

p-1

Cas d'indétermination du probléme de Stieltjes. - La mesure p étant

supposée fixée, 3 support infini contenu dans [0,®), il lui corres-—
pond un probléme des moments de Stieltjes consistant a rechércher
toutes les mesures v, a support contenu dans [0,o) ayant les mémes
moments que p. On sait que 1'ensemble V“ de ces mesures v est struc-
turé en convexe compact et que le cas d'indétermination est celui ou
l'on a V” # {u}. Pour chaque v € Vu les polyndmes P sont évidemment

les mémes, et aussi les constantes Mn’ de sorte que d'aprés (9) on a

(12) limM = Sup M < Inf ng—(—t-?- .
n n t
vEY
u
En fait on a
THEOREME 2. - Pour toute mesure m on a l'égalité
limM = Inf ng{__—(—t—l .
v €V
p
Preyve. — C'est vrai si py est & support fini d'aprés la remarque 3.

C'est vrai aussi si M = lim Mn est infinie. Supposons donc M < + oo,
Alors M » Mn signifie que toutes les matrices An(M) sont de type

positif. Posons donc

m' =M, m'=m sin>1



de sorte que m! . =m, .. Il suit de 13 que les deux matrices
i+]+1 i+]

P ' ' .o .. .
infinies [mi+j] et [mi+j+1] sont de type positif, ce qui implique

d'aprés un critdre classique ([4], p. 136) qu'il existe une mesure
positive A sur [0,o) telle que J tkdk(t) = mﬁ pour k > 0. Alors la

mesure dv = t.dA est telle que J tkdv = J tkdu =m donc v € Vu
J dr = J d“ét) . o

et M =m'
o

La preuve précédente montre méme que la borne inférieure est
atteinte. Il en résulte que 1l'ensemble convexe W“ des mesures v € V

dv(t . ~ .
—7§—l est non vide. On a méme mieux, en rappelant

telles que M = J
qu'on appelle face d'un convexe compact K toute partie fermée non

vide F telle que la condition x,y € K et-E%Z-E F implique [x,y] < F :

PROPOSITION 1. - Pour toute mesure u L'ensemble wp est une face

convexe de Vu'

Preuve., — S1i M = + © alors Wp = Vu, de sorte qu'on peut supposer

M < + o, Montrons d'abord que Wu est fermée. Si v, 2V dans V”

avec Vv, € Wp, on a alors en posant fn(t) = Inf(n,-%), 1'inégalité
dvy . N

M= J ~E—-> J fndvi. Puisque fn € Co([O,GO) on peut passer a la

ﬂ%}El < M avec la condition

limite et obtenir J fndv < M, puis J
fn(t) 4 %-. Ainsi v € wp avec (12) et W“ est fermée. Pour voir que

Wp est une face, fixons A,v € Vp telles que % (A+v) € wu. On a

J_C.l_z\_.}.J.d_\_).:ZM
t t

dx
t

alors

dv

ce qui, avec (12), donne aussitdt J = J-ji =Met A,v € w“, d'ou

[A,v] < W“ par convexité. O
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Lorsque le probléme des moments de Stieltjes associé a p est
déterminé , c'est-a-dire lorsque V“ = {py}, on a évidemment Wp = {pu},

d'ou :

COROLLAIRE. - [Lorsque le probléme des moments de Stieltjes associé

d la mesure p est déterminé, on a

n t

Caleul explicite des M dans quelques cas concrets.

dy = ta—1e_tdt avec o > 0. On obtient pour Pn les polyndmes de
Laguerre normalisés par la condition ﬁi(o) = 1 soit
n k
=14+ 5 (_1)k n(n-1)...(n-k+1) X~
n et ala+1)...(a+k=-1) k!
d'ol . Ck
o k-1 n k+0-2 -t
M= ¥ (-1) rt e dt
n aCa+1) ... (o+k-1) o
B S
= X (-1) I'(a).
k=1 k+o~-1
On vérifie aisément 1'égalité
k
n C 1
T(-nk 2 =J 7% [1-(1-)ae
k+a-1
k=1 o

. . d .
et on distingue alors deux cas sulvant que J-W?-< + o, soit o > 1,

ou J %? = + o, soit a < 1.

a) a > 1. On a immédiatement par un calcul simple
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o n!
(13) M = I'(a-1) [1 - a(a+1)...(a+n—1)] n>

. o . . . . .
et lim Mn = I'(o~1) = J-%? , ce qui rejoint le corollaire puisque

le probléme des moments est ici déterminé.
b) 0 <o < 1. En écrivant

1 1 n
J £%2 [1-(1-t)"Jde =J U (o) % au
(o] (o]

on aboutit aisément & 1'expression

o _ O k!T(0)

K=o alo+1) ... (a+k-1)

qui se précise, pour a=1 (cas des polyndmes de Laguerre classiques)

en

(14) M =1 +-% + o0 +

' (a)

En écrivant T'(a-1) = e dans (13), on peut jouer sur
1'analyticité par rapport a la variable o pour voir que les deux

membres de (13) restent égaux pour o < 1, Ceci donne une autre ex-

. o
pression de Mn pour o < 1, selon,

o T'(a) [ n!

(13) M "0 | e Gemsy ']

permettant de voir que l'on a, quand n = + «

2
M ~ I (a) n1—a.
n 1-a

. . . e . o.
Par ailleurs il est facile de vérifier que la suite (Mﬁ) est

concave pour tout o > O.
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Exemple 2. PolynOmes de Legendre. On prend pour u la mesure du = dt

sur [0,1], de sorte que les polyndmes Pn s'obtiennent & partir des
polyndmes de Legendre ?; sur [-1,+1] selon Pn(t) = §; (1-2t) avec

P (1) = 1. D'od
n

1 1-P (t) +#1 1-P (x)
M =J _n 4 - J a7
n t

o -1

Le calcul peut se faire avec la fonction génératrice

1
2

(1-2tx + t2) = P (X)tn
o D
et conduit a la formule
2
(16) M =2 X T n>1.
o k=1

du = [t(1-t)] 2dt sur [0,1] et les polyndmes P_ sont 1iés aux
polyndmes de Tchebycheff Tn sur [-1,+1] par Pn(t) = Tn(1—2t) avec

Tn(1) = 1. Avec X = 1-2t = cos O, on a Tn(x) = cos nb = Pn(t). En

- 0 . 6 0 L
remarquant que t = J—E%E——~ = 51n2 E-et en posant @ = §~€ [O;E 1 on
obtient

. 2 m
Pn(t) = cos 2n@ avec t = sin” @ et @ € [O, E—]
d'ou

"/2 1-cos2n @ “/2 sinzn(
n . 2 . 2
o sin” @ 0 sin @

soit enfin, par le noyau de Cesaro-Féjer

17 M = 2nm.
n
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1
dy = [t(1-t)] /zdt sur [0,1]. Avec x=1-2t = cos 8 et ¢ = %3 on obtient

Pn(t) = Un(x), ol Un est tel que

sin(n+1)06

Un(COS 6) = (n+1)sin 6

pour vérifier la condition Un(1) = 1. Il suit facilement de 1la que

n
/2 :
_ 2 _ sin 2(n+D)o
M = J 2 cos P {1 To+Dsin 2¢ do

n
o
m
=1 - Eﬂil avec K = 2 EEB~229 cos @ d
T2 n+1 n sin @ ®-
n . s _
Or K1 =3 et un calcul immédiat montre que Kn+1 = Kn pour n » 1, donc
en résumé
_ T n
(18) My 57 oar e

3. LES POLYNOMES DE JACOBI.

Les exemples 2, 3, 4 constituent des cas particuliers du cas géné-
ral ou p est la mesure de Jacobi duy = ta-1(1—t)8—1dt sur [0,1] avec

a >0 et B> 0, liée aux polynOmes de Jacobi. Avec x = 1-2t,

on obtient précisément les polyndmes de Jacobi Jg’B (x), exprimés a partir

de la fonction hypergéométrique

[+2]
1+ X
k=

a(a+1)...(a+k-1)b(b+1) ... (b+k~-1) Xk
1 c(c+t)...(c+k-1) k!

F(a,b,c,x)

o (a) (b)
5 k k xk
k=0 (c)k k!

i
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(avec la notation condensée (a)O =1, (a), = a(a+1)...(a+k-1) si k > 1)

k

selon
aag 1_X
(19) : Jn (x) = F(-n, n+o+p-1,a, —ZTQ

pour obtenir la condition JE’B(1) = 1. On aura donc en fait

(20) P (t) = Pg’B(t) F(-n, n+6—1,0,t)

avec 0 = g+B8, ce qui donne la formule condensée

21 M =M
n n

dp(t).

a,B _ J1 1-F(-n,n+6-1,0a,t)

t
o

On fait maintenant quelques transformations permettant une meilleure

approche de Mn' Par développement on a

(-n), (n+6-1)

1
J k+o—2 (1—t)8—1dt

1 (OL)k k! o

n
M = ¥
k=

n (-n), (n+0-1),  T(a+k=1)T(B)
= Z (a) k_‘ e = 0.+8
k=1 k ) r(6+k-1)

T(a)T(B) (-—n)k(n+6—-1)k 0+k—1

it
Mz

re) k=1 (O)k k! o+k—1

avec (a+k-1)T(a+k-1) = F(a)(q)k et la méme formule avec 6. D'ou

- M

_ _F_.((X)F(B) ; (—n)k(n+8_1)k [1 . B :l.
n —

r(s) k=1 (e)k k! o+k—1
Or on sait, avec [2], p. 239-240, comme conséquence de la théorie

des fonctions hypergéométriques contigués, que
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n (—n)k(n+6-1)k
T = F(-n, n+6-1,6,1) = 0

ce qui permet d'écrire

_ T()T(B) [1_8 s
r(e) k=1 (e)k k! a+k-1

(—n)k(n+e—1)k 1 ]

(22) M
n

On introduit alors la fonction Ge(t)

n (-n), (n+6-1) _ 1-F(-n,n+6-1,6,t)
(23) G (6) =~ % k k (k=1
= 1
k=1 (e)k k! t
qui vérifie Ge(1) = 1, et qui permet d'exprimer Mn sous la forme
(24) w - Ire [ BJ‘ 6 (e e
n rce) 0

o
1'avantage de cette formulation étant qu'elle sépare assez bien les
influences respectives de o, B et 6 = o+B.

Maintenant il est facile de vérifier, par développement, que

1'on a

n—1 (-n)k+1(n+9—1)k+1 k

Ge(t) = - X t
k=0 (9)k+1 k! k+1
- n(n+6-1) n£1 (—n+1)k(n+6)k tk
] k=0 (e+1)k k! k+1

de sorte que G, vérifie 1'équation différentielle

S

n{n+6-1)

5 F(-n+1, n+0,0+1,t).

(25) [tGe(t)]' =



- 16 -

De la on tire par intégration par parties, compte tenu que

Ge(i) = 1, la relation

(n+8-1) ! -1 ! -1
(26) nrPml) J F(-n+1,n+6,0+1,t)t> dt = 1—(a—1)J Ge(t)t“ de
¢} o ‘ o

ce qui donne une nouvelle expression de Mn’ valable pour o#l

1
(27) M = M@_ [9_1 - EESET?:J_)_ J F(_n+‘|,n+e’9+1 ,t)ta_1dt].
(a-1)T(8) 6 o '

L'expression de Mn va alors s'obtenir avec le lemme suivant

LEMME. - Pour o > 0 et 8 > 0 on a L'égalité

1 a1 n! (O—oc)n
(28) JO F(—n,n+8,6,t)t dt = W .

Preuve. - Un calcul élémentaire pour n = 0,1,2 donne la forme pré-
sumée de 1'intégrale, de sorte que nous démontrerons 1'égalité en
identifiant les deux termes. Considérons 1'intégrale comme une fonc-

tion H(a), © étant lu comme un paramétre. Par développement on a

n  (-n), (n+9)
H(a) = % k k
k=0

1
(6)k k! k+a

ce qui fournit la décomposition en éléments simples de la fraction
rationnelle H(a). Maintenant si P est un polyndme de degré au plus

égal a n, on peut aussi décomposer la fonction rationnelle
P(a) A
k+a

K(a) = o=t
(a)n+1

n
= X
k=0
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et calculer aisément les coefficients Ak par
k
Ak k! (n-k)! °

. . A ! . p ..
En appliquant ceci au polyndme P(a) = (g) (G—Q)n on obtient 1'égalité
n

k
_n! -1 (6+k)n
A = ®_ & 0!

et on vérifie immédiatement que Ak s'écrit aussi

(—n)k(n+9)k

Ak ) (e)k k!

ce qui fournit bien 1'égalité K(o) = H(a). O

En revenant a (27), il suffit d'utiliser le lemme en changeant n

en n-1 et 6 en 6+1 pour obtenir la valeur de Mn pour o # 1. Ainsi

THEOREME 2. - Pour o # 1 les constantes Mg’B de Jacobi sont données,

avec B8 = a+B, par

®_

asB8 _ T(a)T(R) 4 n! (n+6-1)
(29) My (a=1)T(0) 6-1 (a)n (6)n
et pour 8 # 1, par la forme simplifiée
(30) o8 ot r@r@ |, B

n a-1 T(6) (a)n(9’1)n

Remarque 4. - Le probléme des moments de Jacobi étant évidemment
déterminé, on doit retrouver les résultats prouvés en 2. En effet,

pour o > 1 (donc 6 > 1) on a
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M - 6-1 T(u)T(B) _ J du(t)
n o1 r{e) t

et pour o < 1

= + o

L@ 2(1-) [ @
n 1-a t

M

comme conséquence de 1'équivalence

(n+6-1)n!T(a) T(n+B) N F(a)n2(1_a).
I'(n+a) T(n+6)

Le cas des polynOmes ultrasphériques généraux, correspondant &

B=a, se régle aussitdt.

THEOREME 3. - Pour o # 1 les constantes M>°% ultrasphériques sont

n

données par

2
1
(31) VG (- B VNPT LI
(a-1T(2a) (2a)
n—-1
A titre de vérification on retrouve Mn = 2nm pour le cas a = %
~ _m n _ 3
des polyndmes de Tchebycheff et Mn =35 T3y Pour le cas o = 5
traité directement, en accord avec (17) et (18).
Le cas limite a=1. - La valeur o=1 est évidemment particuliére puis-
que c'est la valeur qui sépare les deux conditions J %? < + ® et

J d _ + o, Le calcul de M”B se fait alors par passage & la limite,

t n
compte tenu que 1l'expression (24) garantit la continuité par rapport

a a. En partant de (29) on a

o, B

1 (6-1r(8) _ (a+6-1)I'(n+B)n!I'(a) J

= T'a) 55 T(8) T(n+a)T (n+6)
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R(a)

= avec R(1) = 0.

= T'(a)

On a donc M;’B = R'(1) en dérivant par rapport a a. Le calcul donne
sans difficulté
1 1 I'(n+t1) T'(1) . I''(n+B8+1) _ T'(B+1)

R'(1) =% T a%g Y TTaD (1) I'(n+B+1) r(B+1)

. rr ... . . .
et compte tenu que la fonction ¢ = T vérifie 1'équation fonctionnelle

d(x+1) - o (x) = % , on obtient

THEOREME 4. - Pour le cas limite o=1 les constantes de dJacobi sont

données par

1

+ = +-—l— + + !
8 e ces

B+n-—1

—_
W
N

+ ...+

5=

(32) Mn =1 + 5

Pour B=1, qui est le cas des polyndmes de Legendre, on retrouve

la valeur (16). Pour le cas B=3 on a, de facon plus condensée

_ 1 1,3 2n+3
(33) Mn =201 + 7t e * n) 5+ IR

Remarque 5. - On sait que les polyndmes de Laguerre peuvent s'obtenir

comme cas limite des polyndmes de Jacobi. Ainsi en introduisant la

- k-1
mesure dvk = ¢ 1(1 —ﬁ? dt sur 1l'intervalle [0,k], on voit facile-
ment que
_o-1 oLk
Mn(vk) =k M

et que Mn(vk) tend, quand k - e, vers les constantes de Laguerre Mz

calculées en (13), (14) et (15). On donne ainsi une vérification de
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la formule (15), qui avait été obtenue par prolongement analytique.

Remarque 6. — Convexité et concavité. Par quelques calculs on peut
B

voir que la différence seconde AZ(ME’ ) = Mn + Mn - 2M est du

+2 n+t

. PN . A 2
signe opposé a celui du trindme An + 2Bn + C avec

A=22a-1)
B = (20 — 1)(8+1) 8 =a + B
C = adg(6+1) - 28

trindme dont le discriminant A se calcule aisément

A= (20 - 1)(o - B+1)(06-1).

I1 suit de 13 que, si A < 0, le signe du trindme est celui de 20 - 1.
Si A » 0, les deux racines n, < n, sont telles que ny < 0, de sorte
que la suite AZ(Mn) ne garde un signe constant que si n, < 0. La
condition n, < 0 n'est autre que AC > O, et cette derniére condition
incorpore la condition A < 0. Ainsi lorsque AC > 0, la suite (Mg’g)
est concave si 20 ® 1, et convexe si 20 € 1. Lorsque AC < 0 la suite

0,8 . . .. . . .
(Mn’ ) n'est ni concave, ni convexe. Le cas limite C=0 introduit la

cubique I d'équation

(34) a8 + (20% + 0=2)B + a’(a+1) = 0

(W8]

qui coupe la droite D = {a =-%} aux points B = %—et B=75 . Avec T

et D on construit une division du quadrant {a > 0, B > 0} en cing
régions, dont une est région de concavité (contenue dans le demi-plan

o > ), une autre est région de convexité (contenue dans la bande

1
2
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0 <o < .l

), et les trois derniéres sont régions de non-concavité et
non—-convexité.

L'examen de la cubique T montre que l'on a le tableau

o >0 B >0 M%sB
n
o > 4 V?FZ quelconque concave.
B ¢ ]81,82 [ concave
-%—<a<4\/7-2_2
B € ]61,82 [ ni concave, ni convexe
1 3
1 B ¢ 1 §3~§[ concave
o = =
2 1 3
€[—. 2
B €[ 5 2] convexe
g€ [B,,R,] convexe
1 1272
O<a<’§'
B ¢ [61,82] ni concave, ni convexe
avec
: 1
= 2, 2
B 20 [(2-0(.— 20¢2) - (4-4o -7a7)

]

1
2. 2
L (2-0. - 20c2) + (4~bo~Ta") ]
2 20

w
I
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Le cas particulier o =‘% est intéressant car il fait apparaitre
1
2

1

) et (_2'9

1'ensemble des deux points (%, %) comme zone de contact

entre la région de convexité et celle de concavité. Pour ces deux
points on a donc nécessairement une expression de Mn linéaire en n.

De fait avec (17) et (30) on vérifie

172, 172 17953/
M =M = 2nTm,
n n

En résumé 1'intérét de la remarque tient surtout au fait qu'on

donne ici des exemples concrets ol la suite (Mn) n'est ni convexe

ni concave. C'est le cas du point a =1 , B = T% .

3 Par ailleurs on

. . o, B .
remarquera aussi que la suite (Mn’ ) est toujours concave lorsque

o >.£)é;:% = 0,522.., en particulier lorsqu'elle est bornée (a > 1),

4. RETOUR AU PROBLEME DE WEISSLER.

La méthode de majoration des constantes (Bn) de Weissler par
utilisation des constantes Mn a déja été utilisée par GUENNOUN [1],
p. 79-81, qui, suivant de trés prés les calculs de Weissler basés sur

la formule multinomiale, obtient Bn+ = 1+Mn, n>1, ou les Mn sont

1

associées aux polyndmes classiques de Laguerre.

Avec le calcul que nous avons mené en 1., et qui est plus
direct et plus compréhensible que celui basé sur la formule

multinomiale, les valeurs Bn = 1+Mn obtenues sont aussi asso-

+1
cides a la mesure de Laguerre classique. On améliore ainsi 1lége-
rement, d'un point de vue technique, la preuve de 1'inégalité de
Weissler telle qu'elle est donnée 3 la fois dans [3] et [1],

sans pour autant améliorer la valeur des constantes Bn.



- 25 -

Le progrés n'est évidemment pas considérable et les meilleures
constantes ne sont sans doute pas obtenues. Toutefois 1'étude a permis
de poser et de résoudre 3 peu prés complétement un probléme d'extré&-
mum tronqué 3 l'ordre n, intéressant en lui-méme dans la théorie des

moments de Stieltjes.
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