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CHAPITRE 1 

PROBLÈME DES MOMENTS MATRICIELS 

SUR R ET SOLUTIONS N-EXTRÊMALES 

INTRODUCTION. 

On fixe m un entier supérieur ou égal à 1. 

Ce chapitre est divisé en deux paragraphes. Dans le premier, 

après avoir défini le problème des moments matriciels sur H , on donne 

essentiellement deux résultats de M.G. KREIN ([3]) sans démonstration. 

Le premier donne une condition nécessaire et suffisante pour qu'une 

suite de matrices mxm soit suite de moments sur 1R. Le deuxième donne 

la forme générale des solutions du problème. 

Dans le deuxième paragraphe on va introduire les solutions N-ex-

trêmales et les caractériser complètement par un résultat qui géné

ralise celui du cas m=1 (voir AKHIEZER [1], th. 2.3.3. , page 45 et 

th. 4.1.4., page 144), et qui n fest démontré dans [3] que dans un 

cas particulier. 

1.1. FORME GENERALE DES SOLUTIONS. 

Tout d'abord on donne les définitions suivantes. 

(1.1.1) DEFINITION (Mesures quasi-spectrales et spectrales). 

Soit H un espace de Hilbert. 

(a) On appelle mesure quasi-spectrales sur H la donnée d'un 

espace mesurable (ft,I) et d'une application 

E : Z -> L(H) 
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possédant les propriétés suivantes ; 

(1) E(0) = 0 et E(fl) - t. 

(2) E(A) > 0 pour tout A € I. 

(S) L'application E(.) est dénombrablement additive pour la 

topologie simple-forte sur L(H), c'est-à-dire : 

Pour toute suite disjointe (A ) dans X et tout x € H. , on a 

E(U A )x = I E(A )x 
n n 

n n 

au sens de la topologie de H. 

(b) Soit E(.) une mesure quasi-spectrale sur H, on dit que E(.) 

est une mesure spectrale si on a 

E(A 0 B) = E(A)E(B) pour tous A,B € I. 

L'espace L(H) est l'espace des opérateurs bornés de H. On pose 

M = Œ m et on désigne par e.,e 0,...,e la base canonique de Œ m. 
I Z m 

(1.1.2) DEFINITION. - Soit (S ) une suite de matrices mxm her-
k k 6 m 

mitiennes avec S = I la matrice identité. 
o 

On dit que (S ) est une suite de moments matriciels sur R 
k k 

s'il existe une mesure u(.) quasi-spectrale sur M = C m telle 
f k 

que : = A du (A) pour chaque entier k. 

Le problème des moments matriciels est le suivant : 

Etant donnée une suite (S. ) de matrices mxm hermitiennes, 
k k e IN 

est-ce que c'est une suite de moments matriciels sur E ? Quand 

c'est le cas, est-ce qu'il n'existe qu'une seule mesure quasi-

spectrale u(.) telle que = ^A^duCA) (k £ ]N) ? Le problème est 

dit déterminé s'il y a unicité de u ( . ) , dans le cas contraire on 

dit qu'il est indéterminé. 

(1.1.3) DEFINITION. - Soit (S,) une suite de matrices mxm hermi-
k k 

tiennes. On dit que la suite (S^) est de type positif si on a : 
k 

Pour chaque entier n et tous y o»*''>y n dans M. on a 
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n 

I < S. .y. ,y. > > 0. 
• • i + J i J i,j=o 

Si en plus ll'égalité n 'est possible que si tous les y^ sont nuls 

alors on dit que (S, ) est de type défini positif. 

G. KREIN a démontré dans ([1], prop. (A), p. 127) l'équivalence 

entre la suite de moments matriciels sur H et la suite de type posi

tif. On obtient le résultat suivant : 

(1.1.4) THEOREME. - Soit (S, ) une suite de matrices mxm hermitiennes 
k k 

avec S = I. Les propriétés suivantes sont équivalentes, : 

(a) La suite (S^) est une suite de moments matriciels sur IL. 
k 

(b) La suite (S^) est de type positif. 

(c) Four chaque entier n et tout choix de a

0>*'*>
a

n des matrices 

mxm on a : 

Z a . S. . a . > 0. 
• • 1 1 + J J 
i,j=o 

(d) Pour chaque entier n et tout choix de a ,... ,c&n des matrices 

mxm on a : 
n ^ 

tr( I a. S. . a.) > 0 
• • i î+J 1 
i,j=o J J 

Preuve. - Reste à prouver que (b), (c) et (d) sont équivalentes. 

(b) => (c) Pour chaque x € M on a : 

n * n * * 
< Z a. S. . a. x,x > = I < S. . a.x, a.x > > 0. 

• • i i+J J • • i+J J i 
i,j=o J J i,j=o 

(c) => (d) Evident. 

(d) => (b) Soit n entier et soient y ,. .. ,y dans M. Pour chaque 

j=0,...,n on définit a. par ; 

et. e4 = y. et eue, = 0 si k^1 . 
J 1 J J k 

n n ^ £ 

Donc I < S. . y.,y. > = I < S. . a . e i 5 a . e > 
î+j i j . - î+j î 1 j 1 

i,j=o i,j=o 
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n * n * 
Z < a . S . . a . e,,e, > = t r ( Z a.S. . a.) > 0. • 

j î+j i 1 1 . . j î+l î 
i,j=o J i,j=o J J 

Dans toute la suite on fixe une suite (S, ) de matrices mxm her-
k k 

mitiennes avec S Q = I et on suppose que c'est une suite de moments 

sur R. 

On désigne par £ l'espace des polynômes à coefficients dans M. 

On définit [.,.] : £x£ -> (E par 

n N 

[f,g] = I Z < S V y > si 
k==o j=o J 

f(X) = Z X x et g(x) = I X Jy. x y. G M. 
- O j=o J 

Avec le théorème (1.1.4) on a [f,f] > 0 pour chaque f G £, donc 

[.,.] est un semi-produit scalaire sur £. 

Soit Jf= {f G I : [f,f] = 0}. On pose £ = £ . . 

Sur £, [.,.] est un produit scalaire. Soit H le complété de £ , 

H est un espace de Hilbert muni de [.,.]. 

Sur £ on définit l'opérateur par : 

(A f)(t) = tf (t) f G £. 
o 

Sur £ on pose A f = A f si f £ £. 
o o 

, . . . . ~ / \ 
Cette définition a un sens puisque si f=0 alors A f = 0. 

o 

Si f,g € £ on a [A f,g] = [f,A g] car 

n k
 N° i 

si f(X) = Z X x_k et g(x) = I X y. alors on a : 

k=o j =o J 

n k + 1 N • n + 1 N 

[Aof,g]-[z x V .
Z X V V i . z < s k + j V r y

j

> 

k=o j=o J k=1 j=o J J 

n N n N+1 
1 z < s , . t Y . > = * Z < S .x ,y. > = 

f . k+j+1 k'"7! -i . . k-M k j-1 
k=o j=o J J k=o j=1 J J 

- [f,A og]. 



- 5 -

On désigne par A la fermeture de A q . Donc 

A : 2). c= H -> H est un opérateur symétrique fermé de 

domaine dense dans H puisque Q)^ contient £. 

On pose : 

^ ( m + si Im z > 0 

dim Ker(A -zl) = 

m__ si Im z < 0. 

On a le résultat suivant d'après G. KREIN ([3], p. 129) : 

(1.1-5) PROPOSITION. - On a les propriétés suivantes : 

(a) 0 < m + < m et 0 < m_ < m. 

(b) Si m + = m ou m_=m alors [.,.] est un produit scalaire sur £. 

On va introduire la définition suivante qui va servir à donner 

la forme générale des solutions. 

(1.1.6) DEFINITION. - Soit E(.) une mesure quasi-spectrale sur H. 

On dit que E(.) est une fonction spectrale de l'opérateur A si 

pour chaque f € Q)^ on a : 

Af = AdE(X)f et [Af,Af] = A 2d[E(A) f,f]. 

Cette définition n fa de sens que si on montre l fexistence d'une 

telle mesure E(.) associée à l'opérateur A. 

Dans STRAUS ([6], p. 187) on démontre qu'il existe un espace de 

Hilbert H qui contient H comme sous-espace hilbertien, et il existe 

un opérateur A sur H auto-adjoint qui prolonge A. Soit E(.) la 

mesure spectrale de A on a A = X dE(A) • Soit P la projection ortho

gonale de H sur H. On pose E(.) =PE(.)P. Ainsi E(.) est une mesure 

quasi-spectrale sur H et c'est une fonction spectrale de A puisque 

si f £ ® A et g G H alors on a ; 

• -

[Af,g] = [Af,g] = X d[E(X) f,g] = X d[E(A)f,g] et 

[Af,Af] = [A 2f,f]= [A 2f,f] = | X 2d[E(X) f,f] = | X 2d[E(X)f,f]. 
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Donc toute extension auto-adjointe de A sur un espace de Hilbert 

H 3 H, détermine une fonction spectrale de A, 

La réciproque est aussi vraie, en effet, si E(.) est une fonc

tion spectrale de A alors par le lemme de Naimark (NAGY [7], théo

rème 1, p. 442) il existe un espace de Hilbert H 3 H et une mesure 

spectrale E(.) sur H telle que E(.) = PE(.)P où P est la projection 

orthogonale de H sur H. Si on pose A = Xd E ( A ) alors A est une 

extension de A puisque E(.) est une fonction spectrale de A. 

Par un résultat de G. KREIN ([3], p. 126, formule (9.9) et 

p. 129) et avec la notation : si x € M alors x désigne la classe 

de x comme polynôme constant, on obtient le résultat suivant : 

(1.1.7) THEOREME. - Relativement à la suite initiale (S ) les pro-
— K k 

priétés suivantes sont équivalentes : 

(a) La mesure quasi-spectrale T(.) sur M est une solution du 

problème. 

(b) Il existe E(.) une fonction spectrale de A, telle que pour 

j,k=1,...,m et B € X on a : 

< T(B)e. ,e. > = [E(B)ê. ,ê L 

Si E(.) est une mesure quasi-spectrale sur H, on pose 

I-Cz) = ———• dE(t) pour Im z ^ 0. 
Ei J Z —t 

La fonction I^i.) détermine complètement E(.). 
E 

L'ensemble de toutes les fonctions spectrales de A est décrit à 

l'aide des transíormations de Stieltjes I^i.) par le théorème sui-

vant (STRAUS [6], théorème 12 avec la remarque que est dense 
Pi. 

dans H ) . 

(1.1.8) THEOREME. - Soit A q G Œ \ H et soit n le demi-plan qui 
contient À^. Il existe une bijection entre la classe des fonc
tions I (.) définies sur {z, Im z f 0} et associées aux fonç

ât 

tions spectrales E(.) de k et la classe K(n,A o,A) des fonctions 
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analytiques F(.) définies sur i\3 à valeurs opérateurs telle 

que F(z) est une contraction de l'espace Ker(A - A I ) dans 

* ° 
l'espace Ker(A - X Q I ) . 

Si m = 0 où m = 0 alors l'un des deux espaces Ker(A - X I) 
+ _ ° 

ou Ker(A - X I) est réduit à (0). Donc il n'y a dans ce cas qu'une 
o 

seule contraction entre les deux espaces, d'où A possède une seule 

fonction spectrale. Avec le théorème (1.1.7) on obtient alors : 

(1.1.9) COROLLAIRE. - Si m + = 0 ou m_ = 0 alors : 

(a) L'opérateur A possède une seule fonction spectrale. 

(b) Le problème des moments matriciels est déterminé. 

1.2. SOLUTIONS N-EXTREMALES. 

Dans le cas m=1 on caractérise les solutions u(.) N-extrêmales 

par le fait que l'espace des polynômes à coefficients complexes est 

dense dans £ 2(u) (AKHIEZER [1], théorème 2.3.3. , p. 45). Pour le 

cas général on obtient un résultat analogue. Mais avant de le donner, 

on va définir un espace f^^^ associé à une solution T(.) du pro

blème . 

Soit T(.) une solution du problème. Pour chaque B E I , T(B) est 

une matrice positive hermitienne. Pour chaque j,i=1,...,m, T(.)(i,i) 

est donc une mesure positive sur E et T(.)(i,j) une mesure complexe 

sur H. On pose alors pour chaque B G Z 

m 

a(B) = a (B) = tr T(B) = I T(B)(i,i). 

i = 1 

La mesure a(.) est une mesure positive sur R. 

Puisque on a 0 < T(B) < tr T(B).I = a(B).I pour chaque B € I, 

alors chaque T(.)(i,i) i=1,...,m, est absolument continue par rap

port à a(.). Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz on tire que T(.)(i,j) 

est absolument continue par rapport à a(.) pour chaque i,j=1,...,m. 

Par le théorème de Radon-Nikodym, il existe pour chaque i,j=1,...,m 

une fonction p. .(.) a-intégrable telle que dT(.)(i,j) = p. .(.)da(.). 

On pose < T f (X)e. e. > = p . . (X) i,j=1 ,. . . ,m, X £ H. 
i, J i.J 

On a T'(X) > 0 a-p.p. mais on peut changer la matrice T'(.) sur 
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un ensemble négligeable pour obtenir T'(À) > 0 pour tout A réel. 

m 

Soit f ; E. -* Œ 3 on dit que f(.) = X f.(.)e. est a-mesurable 

i=1 1 1 

si chaque f^(.) est a-mesurable i=1,...,m. On pose : 

£ 2(T) = {f : R -> Œ
m , f est a-mesurable et 

< T f(A)f(A), f(X) > da(A) < + oo}. 

Pour f ,g £ JC2(T) on pose : 

(f,g) T = < T' U ) f ( X ) , g(A) > d a ( X ) . 

Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz et la positivité de T'(A) on 

tire : pour f,g £ £2^) 

I ( f , g ) T | 2 < ( f , f ) T ( g , g ) T . 

On a (.,.), est un semi-produit scalaire sur £2 (1 ) . 

On pose / ' = {f £ £ 2(T) : (f,f) T = 0} et I^CO = V ^ - r -

L'espace L^CT) est un espace de Hilbert ( [ 3 ] , p. 91). 

On a noté par " 1'horaomorphisme naturel entre £ et £. 

On note par ~ l'homomorphisme naturel entre £-^(,1) et I^CT). 

On a £ c £ (T) et pour f,g € £ (voir [ 3 ] , formule (10.6)), on a 

tf,g] = (f,g) T . 

Soit cp : £ -» L 2(T) 

f f. 

Si f,g G £ on a [f,g] = ((pf, <Pg) T car 

(<PÎ,<P £ ) t = ( f , i ) T = ( f , g ) T = [f,g] = [f,gl. 

Donc on peut prolonger ip à une isométrie de H sur un sous-espace 

de L 2(T) qu'on note par H
T = cpH. 

Soit E(.) : L 2(T) -> L 2(T) définie par : 

E(B)f = I f si f E £.(T) et B E L 
D L 
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La mesure E(.) est une mesure spectrale sur L^(T). 

Soit P : L 2(T) -» H
f la projection orthogonale. 

On pose E(.) = cp P E(.)Pcp. 

Avec ces notations on obtient : 

(1.2.1) PROPOSITION. - On a : 

(a) Pour f,g G £ et B G Z ; 

[ E ( B ) f , i ] = < T T ( X ) f ( X ) , g(X) > d a ( X ) . 
J B 

(b) La mesure quasi-spectrale E(.) est une fonction spectrale 

de A. 

(c) Pour i,j = 1,...,m et B G Z : 

< T(B)e.,e. > = [E(B)e.,e.]. 

Preuve : 

(a) Soit B G Z pour f ,g G £ 2(T) on a : 
~ - ~ r 

(*) (E(B)f,g) T = (1fif ,i) T = ( 1 B f , g ) T = I < T'(X)f(X),g(X)>da(X). 
B 

Donc pour f ,g G JC et B G Z on a : 

[E(B)f,g] = r 'PE(B)Plpf,g] = (PE(B)P f , g ) T 

= (E(B)f,g) = f < T'(X)f(X),g(X) > da(X). 
J B 

(b) On pose A = | à dË(X), pour f £ ^ et g £ L 2(T) par (*) on 

obtient : (Af,g) T = X d(E(X)f,g) T = X < T»(X)f(X),g(X)>da(X) 

= J < T'(X)Xf(X),g(X)>da(X) = ( X f , g ) r 

Donc si f £ Q)„ alors (K f ) (X) = Xf(X). 
A 

On remarque que si f € 3> alors <Pf C car par (*) : 

A A 

X 2d(E(X) (pf, tpf) = X 2 < T'(X)f (X),f (X) > da(X) 

= (Xf, X f ) T < + ~ car Xf £ H. 

Par suite , l'opérateur cp A (p prolonge A, en effet : 
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si f E Q on a cpf £ et, avec g(X) = Xf(X), on obtient ; 
A A 

A cpf := cpg donc cp A cp f = g = Af. 

La mesure quasi-spectrale E(.) est une fonction spectrale de A, 

en effet : si f € S et g G H, alors on a : 
A 

[Af,g] = [cp~1A cpf ,g] = (Acpf,cpg) T = Xd(E(X) (pf , cpg) T 

= jxd(PE(X)Pcpf, cpg) T = Xd(E(X)f,g) T 

- j Xd[E(X)f ,g] et 

[Af,Af] = [cp Acpf, cp Acpf] = (Acpf, A c p f ) T 

= (A 2cpf,cpf) T = X 2d(E(X)cpf, cpf) T 

= | x 2d(E(X)f,f) T = J X 2d[E(X)f,f]. 

(c) Pour B E I et i,j=1,... ,m par (a) on obtient : 

[E(B)ê.,ê.] = < T ? (x)e.,e,>da(X) = < T ( B ) e . , e . > . • 

(1.2.2) DEFINITION. - Soit T(.) une solution du problème. On dit 

que T(.) est une solution ̂ -extrémale si la mesure quasi-

spectrale E(.) de la proposition (1.2.1) est une mesure spec

trale sur H. 

Remarque. - Le terme f fN-extrêmale ! l provient de la théorie scalaire 

m=1 (AKHIE2:ER [1], voir théorème 4.1.4, p. 144). 

On a un résultat qui caractérise les solutions N-extrêmales et 

qui n'est donné dans [3] que dans le cas où m + = m_ = m. 

(1.2.3) THEOREME. - Soit T(.) une solution du problème. Les proprié

tés suivantes sont équivalentes : 

(a) L'espace £ est dense dans £^(T). 

(b) La solution T(.) est N-extrêmale. 

(c) Pour chaque i=1,...,m et chaque z Ç Œ \ H on a : 

f. £ H f où f. (X) = ^ — e. . 
i,z i,z X-z i 
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Preuve. - Pour faciliter seulement les notations, on suppose que 

[.,.] est un produit scalaire sur £, c'est-à-dire £ = £ . 

(a) => (b) On a H f = (pH. Comme l'espace £ est dense dans l'espace 

£^(T) alors tp£ est dense dans L^(T) . Mais on a 

cp£ c H' c L 2(T) d'où L 2(T) = H'. 

On en tire que P= tE l'opérateur identité de L 2 ( T ) . On obtient 

— 1 4 
E(.) = cp P Ë(.)Pcp = cp Ë(.)tp. 

Comme E(.) est une mesure spectrale sur ^ 2 ( T ) = H' = tpH, il en est 

de même pour E(.) sur H. Donc T(.) est une solution N-extrêmale. 

(b) (c) Soit T(.) une solution N-extrêmale. Ainsi E(.) est une 

mesure spectrale sur H et on a : 

<T(.)e.,e. > = [E(.)e.,e.] i,j=1,...,m. 
i j 1 J 

On pose K = A dE(A). 

L'opérateur K : Q) c: H -> H est auto-adjoint et c'est une exten-

sion de A puisque E(.) est une fonction spectrale de A. 

On pose = (K-ztL) ^ pour Im z 4 0. 

Avec la proposition (1.2.1), pour f,g E £ et Im z ^ 0 on obtient : 

[R f ,g] = [ - 1 - d[E(A)f,g] = [-!-< T'(A)f(A),g(A)>da(À) Z J À Z J à — z 

= |< T'(X) g(X)>da(A) = g ) T . Donc 

(*) [R f,g] = (^-,g) T pour f,g £ JC et Im z 4 0. 

Z A-Z 1 
Pour z, ç € Œ ^ ] R o n a R = R ^ + (z-OR^R donc 

z ç ç z 
pour f G £, avec (*), on obtient : 

[R f, R f] = [R R f,f] = —i= {[R f,f] - [R f,f]} 
z z z z z ~ z z z" 

( G r - , f ) T " ( r4 : , f ) _ } 
z-z A-z T A-z T 
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= (- ]—J f,f) = [ <T'(X)f(X),f(X)>d0(X) 

|x-z| t j | a - Z | 

= < T ' ( A ) 4 ^ > 4 ^ " >do(A) = (t—— , T ~ ) • D'où pour A-z À - z A-z A-z T 

f € £ et Im z ^ 0 on a [R f, R f] = ( t^- , t^~) • Avec cette égalité 

Z Z A - Z A - Z j 

et (*) on obtient pour f,g £ £ et Im z ^ 0 : 

( * * ) [ v - g , R z f - g ] = - g, ^ - g ) T = - S, é-z - i > T 

car [g,g] = (g,g) T si g G £ . 

Comme £ est dense dans H et que R f £ H pour chaque f £ £, il 
z 

existe, pour toute f £ £ , tout z £ Œ \ H et tout e > 0, une fonction 

g £ £ telle que [R f-g, R f - g] < z. 

z z 

Ce qui montre, avec (**) et la remarque que la fermeture de 

JC = {g : g £ £} dans L 0 ( T ) est H
T , que la fonction -r est un élément 

JL À Z 

de H', pour chaque f £ £. En particulier pour f=e^, i = 1 ,. . . ,m, on 

obtient f. £ H f . 
i,z 

(c) => (a) On remarque que la densité de £ dans J^CT) équivaut à la 

densité de cp£ dans L ^ C T ) , O U encore à l'égalité H' = I ^ C T ) . 

Pour montrer que H' = L ^ ( T ) , il suffit de prouver ceci : 

Si g £ £ 2 ( T ) est telle que (g,f> T = 0 pour tout f £ H
1 , alors 

(g>g) T

 = °« Soit g(.) = y. g.(.)e. un tel élément. Puisque f. £ H f 

1 . = 1 i i i,z 

alors (f. ,g) = (f. ,g) = 0 pour i=1,...,m et Im z 4 0. Donc 
i,z T i,z T 

0 = (f. ,g) = f < T'(A)f. ( X ) , g(A) > da(A) 
i,z T J i»z 

= | < T M » 9 g(A)>da(A) 

= Y^- < T'(A)e.,g(A)>da(A). 
J A-z i 

Par la formule d'inversion de Stieltjes-Perron, on voit que la 
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mesure dv^(X) = < T ' (X)e^,g(X)>do(X) est nulle. Ce qui implique : 

(g,g) T = < T'(X)g(X),g(X)>da(X) 

f m 

I g.(X) <T'(X)e.,g(X) >da(X) 
J i=1 1 

m г 
= I g. (X) <T'(X)e.,g(X) >da(X) 

i=1 J 1 1 

m r 

= I g.(X)dv.(X) = 0 . • 
i=1 J 1 1 

* 
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CHAPITRE 2 

CONSTRUCTION D'UNE FAMILLE 

DE SOLUTIONS 

INTRODUCTION, 

Ce chapitre est divisé en quatre paragraphes. Dans le premier, 

on va introduire une suite (P ) de polynômes à coefficients matri-
n n G E 

ciels, puis on lui associe deux suites de polynômes du même genre (Q ) 
n n 

et (E ) . On donne ensuite les propriétés de ces trois suites. Dans 
n n 

le deuxième paragraphe, on va définir les A-matrices simples, ensuite 

démontrer que sous certaines conditions est une X-matrice simple. 
X N 

On applique à E ^ 0 un théorème de LANCASTER ( [ 5 ] , th. 4 . 3 ) qui est la 

généralisation de la formule d'interpolation de Lagrange. 

Dans le troisième paragraphe, on introduit le problème tronqué 

d'ordre n, puis étant donné un réel X avec det P ( X ) ^ 0, on cons-
o n o 

truit une solution de ce problème qui prend au point X^ la plus grande 

masse que peut prendre une solution de ce problème en ce point. 

Dans le quatrième paragraphe, pour chaque réel X q , avec X^ ? ê , 

où S est un certain ensemble au plus dénombrable, on construit une 

solution du problème tout entier, qui prend au point X q la plus grande 

masse possible que peut prendre une solution en ce point. 

2.1. LES POLYNOMES P , Q X ET E . 
n — n n 

La fonction 9. - On désigne par M l'espace des matrices mxm, et par 

l'espace des polynômes de degré inférieur ou égal à n, à coeffi-
n 
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cients éléments de M. Soit & = U & . 

n e m n 

Dans tout ce chapitre on fixe une suite (S ) de matrices 

k £ IN 

mxm, hermitiennes, avec S = I , et on suppose que c'est une suite de 

type défini positif. 

On définit l'application E : -* M par : 

n N 

0(P,R) = 1 I cl S. .B. si 
i - k k+j j 
k=o j=o 

n N . 

P(t) = Z a kt et R(t) = I 3.t J avec P,R £ . 
k=o j =o J 

On a les propriétés suivantes : 

(2.1.1) PROPOSITION. - Pour P,Q et R éléments de &3 et U £ M on a : 

(a) 6(t kI, th) = S . k,j e w 
k+j 

<7>; E ( P + Q , R ) = E ( P , R ) + 9(Q,R) 

(a) 6(UP,R) = U 6 ( P , R ) . 

(d) 9(P,R)* = 0(R,P) 

(e) 0(tP,R) = 6(P,tR). 

Preuve. - Les propriétés de (a) à (d) sont évidentes. Soient 

k N i 
P(t) = Z a kt et R(t) = I B.t J, P,R £ on a : 

k=o j=o J 

n+1 N 

9(tP,R) = 9( Z a. 1 t
1 , I B.t J) 

i=1 J=o 

n+1 N ^ n N ^ 

= Z Z a. S. . B. = Z Z a. S. g. 
. , . i-1 î+j J î i+j+1 1 
1 = 1 j=o J i=o j=o 

n N+1 ^ n N+1 

= Z Z a. S. . B. . = 0( Z a.t 1, Z B. , t J) 
. , î 1 + 1 i-1 . î . 4 1-1 

i=o j=1 J J i=o j=1 

= 9(P,tR). • 

Puisque la suite (S ) est de type défini positif, alors par le 
^ k 

théorème (1.1.4) c'est une suite de moments matriciels sur E , et pour 
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chaque P E , ^ on a 9(P,P) > 0. 

(2.1.2) DEFINITION. - Soit P G on dit que P est pseudo-inversible 

si e(P,P) est inversible. 

n 

(2.1.3) PROPOSITION. - Si ? £ 0? avec P(t) = Z ot.t1 afors <?n a ; 
. i 
i=o 

n 

Ta; Ker 6(P,P) = Z Ker a.. 
î 

i=o 

(b) En particulier si l run des ou est inversible alors P est 

pseudo-inversible. 

n 

Preuve. - Si P G P(t) = Z t 1 a. et si x G M alors on a 
i=o 

n * * 
< 0(P,P)x,x > = Z < S. . a. x, a. x > . 

î+j i j 

Avec cette égalité et l'hypothèse que (S. ) est de type défini positif, 
k k 

on obtient (a). 

8-orthoqonaLisation, - On pose v (t) = I et pour n > 1 = t**1-

On va orthogonaliser la suite v par rapport à 6. On pose R (t) = I et 
n o 

pour n entier > 1 : 

R n(t) - vn(t) - V e ( v n ) V e ( W " \ W . 

k=o 

Puisque R q est pseudo-inversible on peut définir R^ par cette formule. 

Supposons que R^ est pseudo-inversible pour k=0,...,n-1, on peut alors 

définir R par cette formule, or d°R = k, donc d'après (2.1.3) (b) le 
n k 

polynôme R^ est pseudo-inversible. Ce qui montre que R^ est pseudo

inversible pour tout entier n. 

(2.1.4) PROPOSITION. - On a les propriétés suivantes : 

(a) Si ? £ d°P = n, alors il existe a^,...9a^ éléments de Jt 

tels que : 
n 

P(t) = Z a.R.(t) (t G R) 
î î 

i=o 

(b) 6(R ,R ) = 0 si n#c (n,k £ W ) . 
n k 
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(c) e(p,R ) = o si d°p < n-1, P e &>. 
n 

De plus (b) et (c) sont équivalentes. 

Preuve. - D'après la définition des R ^ , la propriété (a) est évidente. 

On a 0 (R. ,R ) = 0(v,,R ) - 0(y.,R )e(R ,R )~ 10(R ,R ) = 0. 
1 o 1 o 1 o o o o o 

Supposons qu'on a 0(R^,R^) * 0 si 0 < i, j < n-1, i^j . 

Soit k avec 0 < k < n-1, on a : 

eCR^i^) = e ^ v V ~ £ e(v n,R i)e(R i,R.) e C R . ^ ) 

= e ( v n , V - e(v n,R k)e(R k,R k)-
1e(R k,R k) - 0. ' 

Donc e(R ,R, ) = 0 si n^k. 
n' k 

On a (b) équivalente à (c) car : 

(c) =» (b) évident. 

n-1 
(b) =» (c) Soit P £ „ , d'après (a) on a P = I a.R. d'où 

n-1 . 1 1 
i=o 

n-1 

0(P,R ) = I a. 0(R. ,R ) = 0. • 
n . i i n 

_ 1 
2 

On pose P (t) = I et pour n > 1 : P = 0(R ,R ) R . 
o r 1 n n n j n 

On obtient 0(P n,P k) = e ( R n , R n )
 2 6 ( \ > \ ) e ( r v \ ) " " 7 • D f ° ù 

0(P ,P ) = 6 _ I. 
n k nk 

On remarque que le coefficient de t n dans P (t) est égal à 

- 1 11 

2 
0(R ,R ) , donc il est positif et inversible, 

n n 

Relation de récurrence entre les P . - Le polynôme tP (t) est de n n 

degré n+1, d'où d'après la proposition (2.1.4) et la définition des 

Pt , il existe a ,a,,...,a A éléments de M , tel que : 
k 5 o' 1' * n+1 9 H 

n+1 

tP (t) = I a.P.(t). On a a. = 0(tP ,P.) . 
n . 1 1 i n i 

i=o 

Par la proposition (2.1.1) (e) et la proposition (2.1.4) (c) on a : 
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e(tp , P . ) = e(p ,tp.) = o si i+1 < n-1, 

n i n i 

donc a. = 0 si i < n-2, ce qui donne : 

tP (t) = a ,p . (t) + a P (t) + a .P .(t) 
n n-1 n-1 n n n+1 n+1 

On pose pour chaque entier n : 

a = 6(tP ,P ) et b = e(tP ,P J . 
n n 5 n n n n+1 

On a a = 9(tP ,P ) = 6(p ,tP ) = 0(tP P ) * = b* 
n-1 n n-1 n n-1 n-1 n n-1 

Donc on obtient, pour chaque entier n, la relation : 

tP (t) = b* P^ (t) + a P (t) + b P A l ( t ) . n n-1 n-1 n n n n+1 

* 
On a a = a et b inversible pour tout entier n : 

n n n 

"k & 
En effet, a = (tP ,P ) = 0(P ,tP ) = 0(tP ,P ) = a . 

n n n n n n n n 
Puisque d°(R n +^(t) - tR^(t)) < n, on a d'après la proposition 

(2.1.4MC) : e o T + 1 - t R n , \ + 1 ) = 0, d'où e C t R ^ ) - 9 ( R ^ , R R + 1 ) . 

- 1 - 1 

b = 8(tP ,P J = 9(R ,R ) 2 9(tR ,R J 6 ( R 4,R J 2 

n n 5 n+1 n* n n' n+1 n+1' n+1 

- 1 1 
= 0(R ,R ) 2 0(R ,R J 2 . 

n n n+1 n+1 
_ 1 1 

2 T 
Donc b = 0(R ,R ) 0(R . ,R ,) qui est inversible, 

n n n n+1 n+1 

On a prouvé le résultat suivant : 

(2.1.5) PROPOSITION. - Pour chaque entier n, on a avec b_j = 0 : 

tP (t) = b* ,P At) + a P (t) + b P (t) 
n n-1 n-1 n n n n+1 

où a = 0(tP ,P ) et b = 6(tP ,P A. 
n n' n n n' n+1 

•k 
On a a = a et b inversible. 

n n n 

On a ainsi associé à la suite (P ) une matrice bloc de Jacobi 
n n 

(A. .) où A. . = 0 si fi-j| > 1, A. . = a., A. . = b. et 
i,j i,j 1 1 1 , 1 i i,i+1 i 
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A. , . = b. i,i entiers. 
i+1,i i J 

Remarque 1. - Si on a S^S^ = *\^ n P
o u r chaque k, n entiers, alors les 

R commutent entre eux, les 6(R ,R ) commutent entre eux et avec 
n _j n n * ,̂  
les R . Or b = 0(R ,R ) I1 0(R ,,R J , donc dans ce cas, b 

n n n n n+1 n+1 n 

est un opérateur positif. Ce qui généralise le cas m=1 où les 

sont réels et b positifs, 
n 

Remarque 2. - Le coefficients de t n dans ^ ( t ) e s t égal à 

(bQb . . . b n - 1 ) " 1 . En effet, on a b f c = 0 ( R ^ R ^ " 1 1 1 0 ( R f e + 1 , R f c + 1 )
1 1 2 

pour tout k. Donc 

- 1 - 1 

0(R R ) 2 = b~\ 0(R n R ) 2 

n n n-1 n-1 n-1 
_ l 

= b~\ b'\ 0(R R ) 2 

n-1 n-2 n-2 n-2 

= b „ b n . . . b 4 ^ b 
n-1 n-2 1 o 

car 0(R ,R ) = I. 
o o 

Les polynômes Q et e \ - Avant de définir les polynômes Q , on donne 
c — r\ n n 

ce lemme. 

(2.1.6) LEMME. - Si P G & et A G Œ, alors il existe S G & tel que : 

P(t) = (t-A)S(t) + P U ) . 

En particulier si P(A) = 0, alors P(t) = (t-A)S(t). 

n k 
Preuve. - On pose P(t) = X t a, on a 

k=o k 

1 1 k k 1 1 k-1 k-? k-1 
P(t) - P(A) = I (t -A )a = (t-A) I (t '+t A+...+A )a . 

k=1 k k=1 k 

Avec S(t) = 1 1 t A a, on obtient le résultat. • 

k=1 i=o 

P(t)-P(A) 
D'après ce lemme, si P G d°P = n, alors est un poly-

t—A 

nome de degré n-1. 
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(2.1.7) DEFINITION. - Pour n entier' en pose : 

P (t)-P (À) 
Q (X) = e(-H——ii i) . 
n t-X t 

(2.1.8) PROPOSITION. - La suite (Q ) , vérifie la relation de 
n n e w 

recurrence , pour n > 1 ; 

tQ (t) = b" 1 Q 1(t) + a Q (t) + b Q .(t) 
n n-1 n-1 n n n n + 1 

-1 
et on a ; Q q^) = °> Q 1 (t) = b Q . 

P (t)-P (A) AP (t)-AP (A) 
Preuve. - On a AQ (A) = A8 (-2— 2 , I) = 6 (— --, I) 

n t-A t-A 

Or d'après la proposition (2.1.5) on a : 

AP (t)-AP (A) tP (t)-AP (A) 
_JÏ I! = H _ p ( t ) 

t-A t-A 

^ P^ (t)-P AX) P (t)-P (A) 
,* n-1 n-1 n n 

= b . + a + 
n-1 , n 

t-A t-A 
P A l(t)-P , 1(A) 

+ b n + 1

 fc x

n + 1 - P f t ) . 
n t-X n 

Donc XQ (X) = b* . Q .(X) + a Q (X) + b Q .(X) - 9(P , 1 ) . 
n n-1 n-1 n n n n + 1 n 

Mais 9(P , D = 6(P ,P ) = 0 si n > 1, d'où le résultat, 
n n o 

On a Q (A) = 0 car P (A) = I. 
o o 

On a (A) = b~ 1 car P (X) = b~ 1(Xl - a ) . • 

(2.1.9) DEFINITION. - Pour n € IN et X G Œ, on pose : 

x n * 
E À(t) = I P, (X) P, (t). 
n . k k 

k=o 

(2.1.10) PROPOSITION. - On a les propriétés suivantes : 

(a) Pour tout S G » , 6(S,E À) = S(X). 
n X 

(b) La propriété (a) caractérise complètement E^ dans 3?^. 

(c) Le polynôme E^ est pseudo-inversible. 

n 

Preuve, (a) Soit S G ^ on pose S = I a. P. on a : 
n ! k k 

k=o 
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e(s,E A) = e( z a P , i p. ( x ) V ) 
n , k k . i i 

k=o i=o 

n n 

I a, 0(P 7 ,P.)P.(A) = Z a. P, (A) - S(A) . 
I • k k î i , k k 
k,i=o k=o 

(b) Soit A e Œ et soit Q Ç tels que 6(S,Q) = S(A) pour chaque 

S £ @> , alors on a : 
n 

n n ^ 

Q(t) = z e(Q,P k)p f c(t) = z e(p ,Q) p (t) 

k=o k=o 

n * A 
= Z P, (A) P1 (t) = E

A ( t ) . 
, k k n 
k=o 

(c) Si x G Œ m est telle que 0 ( E À , E X ) x = 0 alors 
n n 

A A n 2 
0 = < 6 ( E > E ) x , x > = Z l|Pv(A)x|| , d'où 

n n t K. 

k=o 

P, (A)x = 0 k=0,...,n, mais P (A) = I donc x=0. • 
k o 

Dans la suite, on aura besoin de certaines relations entre P et 
n 

P puis entre les (P ) et les (Q ) . Tout d'abord on donne la 
n+1 n n

 x n n 

formule dite de Darboux-Christoffel. 

(2.1.11) PROPOSITION. - Pour n entier et A ,X € Œ, on a : 

P (A )*b P .(A) - P .(A )*b*P (A) = (A-Â~ ) Z R (X )V (X). 
n o n n+1 n+1 o n n o , k o k 

k=o 

En particulier si X = X^ £ E., alors on obtient : 

P (X )*b P A\ ) - P .(X ) V P (X ) = 0. 
n o n n+1 o n+1 o n n o 

-1 

Preuve. - Pour n=0, c'est vrai puisque P^(t) = b^ (tl - a

Q ) • Suppo

sons que c'est vrai pour n-1, d'après la proposition (2.1.5), on a : 

P (A )*b P x 1 ( x ) - P . ( X ) V P <*) = 

n o n n+1 n + 1 o n n 

P (X M ( X I - a )P (X) - b* ,P AX)) 
n o n n n-1 n-1 

- ((X I-a )P (X ) - b* ,P AX ))*P (X) 
o n n o n-1 n-1 o n 
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= (A-X )P (A )*p (A) + P (A )*b P (A) - P (A ) V P Ax) 
o n o n n-1 o n-1 n n o n-1 n-1 

_ * n-1 ^ 

= (A-A )P (A ) P (A) + (A-X ) I P (A ) R (A) 
o n o n o , k o k 

k=o 
n ^ 

= ( A - Â ) I P, (A ) P 1 (A) . • 
o , k o k 

k=o 

(2.1.12) PROPOSITION. - Pour n entier et A,A G Œ, on a : 
o 

P (A )*b Q .( A ) - P , ( A )*b*Q (A) = I + (A-X ) I P, (A )*Q. ( A ) , 
n o n n+1 n+1 o n n o . k o x k 

k=o 

En particulier si X = A Q G 1R alors on obtient : 

P (A )*b Q , 1 ( A ) - P . (A )*b*Q ( A ) = I. 
n o n n+1 o n+1 o n n o 

-1 
Preuve. - Pour n=0 c fest vrai puisque (h (A) = b et Q (A) = 0. 

I o o 
Supposons que c'est vrai pour n-1. 

D'après les propositions (2.1.8) et (2.1.5) on obtient : 

P (A )*b Q . ( A ) - P (A )*b*Q (A) = 
n o n n+1 n+1 o n n 

n o n n n-1 n-1 

- ((A I - a )P (A ) - b* ,P AX ))*Q (A) 
o n n o n-1 n-1 o n 

= (A-X )P (A )*Q (A) + P AX )*b .Q (A) - P (A )*b* ,Q 1 (A) 
o n o n n-1 o n-1 n n o n-1 n-1 

- * n-1 ^ 
= (A-A ) P ( A ) 0 ( A ) + I + (A-X ) Z P , U ) Q, (A) 

o n o n o , k o k 
k=o 

n ^ 
= (A - X ) I P, (A ) Q, (A) + 1 . • 

o , k o x k 
k=o 

On a défini la fonction 6 à l'aide de la suite fixée (S. ) mais 
k 

on peut la définir aussi à partir d'une solution quelconque du problè

me associé à cette suite (S, ) . On a le résultat : 

k k 

(2.1.13) LEMME. - On a : 

(a) Si u(.) est une solution du problème alors 
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e(P„R) = P(t)du(t)R(t)'V pour P,R G 0>. 

(b) BDUT?9R € 0> et X £ TR on a : 

9 ( P ( t ^ ( X ) , R(t)-RU)) - 9(P(t)-P(X>, .^t)-R(X) } > 

t~~A t — À 

Preuve, (a) Soit u(.) une solution du problème, on a ; 

f k 
S = t du(t) pour tout entier k. 

K. 

n N . 

Si P,R G on pose P(t) = Z t a et R(t) = Z t J g., alors 
k=o j=o J 

n N * f k+i * 
9(P,R) = Z Z cc kS k +. 3j = Z Z a k t Jdu(t)g. 

k=o j=o ^ k j J ^ 

Z a kt
Kdu(t) I t J 6. = P(t)du(t)R(t) . 

J k=o j=o J J 

(b) Si P,R G ^ et À C l , avec (a) on obtient : 

k 

e(p(t)-p(x),
 R ( t ^ ( À ) ) = f ( p ( t ) - p ( x ) ) d p ( t ) ( R ( t ^ ( x ) ) 

- 9 ( P ( t ) : P ( A )

 t R(t)-R(X)). • 

La propriété (b) du lemme précédent va être utile dans la preuve 

du résultat suivant. 

(2.1.14) PROPOSITION. - Pour n entier et X réel on a : 
k 

(a) La matrice P n(X)Q (À) est hermitienne. 

(b) Q n + 1 a ) y A ) * - C i ( À ) V À ) * = C -

Preuve, (a) Avec le lemme (2.1.13) on obtient : 

* P (t)-P (A) P (t)-P (A) 

P N ( A ) Q n ( x ) = p ^ e u , > t - e(P n(x),
 n

 t . x

n ) f c 

P (t)-P (A) 
= - e(p (t) - p (A), N „ . N — ) 

n n t-A t 
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P (t)-P (A) 

= -e(- n ^ — , p (t)-p G\)) 
t-A n n 

P (t)-P (A) 
= _ e (

 n n

 P (t)_p ( X )) 
t-X n ri t 

P (t)-P (A) 

= 6 ( - n n , P ( A ) ) = Q ( A ) P (A) car 

t-A n n n 

P (t)-P (A) 

9(P (t), n „ ° ) = 0. 

n t-A T 

(b) Par récurrence sur n : pour n=0 on a 

Q 1 ( A ) P Q ( A ) * - P 1 ( A ) Q Q ( A ) * = Q ^ A ) = b ~ 1 . 

Supposons que c'est vrai pour n-1. Par la propriété (a) et les 

propositions (2.1.5) et (2.1.8) on obtient : 

Q N + 1 ( A ) P N ( A ) * - P N + I A ) Q N ( A ) * = b ; 1 ( ( A I - a n ) Q N ( A ) - b * _ 1 Q N _ 1 ( A ) ) P n ( A ) * 

- b ; 1 ( a i - a n ) P n ( X ) " C l P n - 1 ( X ) ) Q n ( X ) * 

= b " 1 ( A I - a )(Q (A)P ( A ) * - P ( A ) Q ( A ) * ) 
n n n n n n 

n n-1 n-1 n n-1 n 

= K ] K i ( Q n

( À ) p n i ( x ) * " p

n

( x ) Q n i( x)*>* = b ~ 1 f e ! i < b " 1 i ) * - b " 1 . d 

n n-1 n n-1 n n-1 n n-1 n-1 n 

2 .2 . LES X-MATRICES SIMPLES. 

(2.2.1) D E F I N I T I O N . - Soit R £ 0> avec 
n n— 1 

R(t) = a t + a.t + . . . + a . 
o 1 n 

On dit que R est régulier si det a Q î 0. 

On dit que R est une \-matrice simple si R est régulier et si 

on a la propriété suivante : 

Si X4 est un zéro quelconque de det R(t) = 0, de multiplicité r 5 

alors le rang de la matrice R(X^) est égal à m-r. 

Soit R G 0>, d°R = n, R(t) = a Q t
n + c^t11""1* ... + a n-

file:///-matrice
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On remarque que det R(t) est un polynôme à coefficients complexes 

de degré au plus égal à nm, on peut avoir det R(t) = 0 pour tout 

t G (E. Mais si le polynôme R est régulier alors det R(t) est un poly

nôme de degré nm, puisque le coefficient de t n m dans det R(t) est 

égal à det a ^ 0. 
o 

Si À.j,.,.,Ap désignent les zéros de det R(t) = 0', de multiplicité 

respectivement égale à r^,...,r , alors on a ; 

P r 
A(t) == det R(t) = det a . T7 (t-X.) . 

° i-1 1 

Soit B(t) la matrice des cofacteurs de la matrice R(t). 

On a B G 0> et R(t).B(t) = B(t) .R(t) = A(t).I. 

Donc pour t^X^, i = 1,... ,p on a 

R(t)"" 1 = J — B(t). 

det a . TT (t-X.) 1 

° i = 1 

On remarque que la fonction t -» R(t) ^ est analytique sur 

Œ ^ {X ,...,X }. Pour chaque i=1,...,p, il y a un développement de 

Laurent au voisinage de X^ : 

- 1 1 

R(t) = I (t-X.) q B + S(t) 3 e Jt 
i=1 1 q q 

On a l < r^. Si 3^ 4 0 alors on dit que ^ est un pôle de R(t) 

d'ordre £. Si £=1 alors X^ est dit pôle simple de R(t) \ 

On remarque si R est une X-matrice simple alors det R(t) = 0 pos

sède au moins n zéros distincts. On va maintenant caractériser les 

X-matrices par les pôles. 

(2.2.2) PROPOSITION. - Soit R G & régulier. Si les pôles de R ( t ) " 1 

sont simples alors R est une \-matrice simple. 

Preuve. - Puisque R est régulier, on applique le théorème 3.1. de 

LANCASTER (I.5], p. 45), et on utilise les calculs qui sont faits après 

ce théorème (p. 45 et: p. 46), on obtient : 

file:///-matrice
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Il existe D,F £ ̂ > avec det D(A) 1 0, indépendant de A, et 

det F(A) 4 0, indépendant de A, telles que si A A désignent les 
P 

zéros de det R(A) = 0, alors on a : 

d.(A) 0 0 

0 d (A) : 

D(A)R(A)F(A) = ! = S(A), où 

• * • • • 

» 

0 * 0 dm(A) 

p r. . m p 

d.(A) = TT (A-A.) 1 , J avec r. . £ 3N, I I r. . = 1 et 

j = 1 J X ' J i-1 j-1 ^ 

0 < r, . < r 0 . < . . . < r . pour chaque j = 1 ,... ,p. 
1»J 2,j m,j 

On a D(A)R(A)F(A) = S(A), donc S(A)" 1 = F(A)"" 1R(A)" 1D(A)" 1 . 

On note par e,,...,e la base canonique de (Cm, on a : 
1 m 

dm(A)""1 = < S(A)~ 1e ,e > = < F(A)" 1R(A)~ 1D(A)"" 1e ,e > 
m m m m 

Mais puisque det F(A) (respectivement det D(A)) est non nul et est 

-1 . -1 
indépendant de À, on a A -> F (A) (respectivement A -> D(A) ) est 

-1 

analytique sur Œ. Par suite puisque Aj est un pôle simple de R(A) 

alors A_. est un pôle simple de dm(A)~1 donc r

m j = ^ 5 pour chaque 

j=1,...,m. Or par le corollaire 1 de ([5], p. 46) on a : le polynôme 

R est une A-matrice simple si et seulement si r . = 1, i=1.....m. 

Ce qui prouve que R est bien une A-matrice simple. • 

Etude de P ,„ + HP , où H £ Ji telle que b H soit hermitienne. 
n+1 rr M n 

Dans le cas m=1, il y a un résultat de M. Riesz (voir par exemple 

AKHIEZER [1] , théorème (1.2.2)) qui assure que pour tout h réel le 

polynôme P + hP a toutes ses racines réelles et simples. Pour 
n+1 n _j 

m > 1, ce résultat se généralise pour les pôles de ( p

n +i*
f H P

n ^ 

avec H telle que la matrice b H soit hermitienne. Avant de donner 
n 

ce résultat on étudie det(P , + HP ) . 
n+1 n 
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(2.2.3) PROPOSITION. - Soient n entier et H E M telle que b^H soit 

hermitienne. On pose A(A) = det(P , (A) + HP (A)). 
r n+1 n 

Les racines de l'équation A(A) •= 0 sont réelles. 

En particulier les racines de det P (A) = 0 sont réelles. 
r n 

Preuve. - On note par J la matrice de Jacobi d'ordre n associée à 
H 

(P. ) , perturbé par b H, c'est-à-dire : 
k k v r n 

a b 0 0 
o o 

* \ 
b a. h \ 
o 1 1 

J H = ° b 
H • bn-2 0 

! a n_! b 

0 0 b 4 a - b H 
n-1 n n 

En utilisant la proposition (2.1.5) on obtient pour y G E m et A G IC : 

P Q(A)y AP Q(A)y 

P 1(A)y 

J H • 

: À P n - 1 ( A ) y 

P n(X)y AP n(A)y - b n ( P n + 1 ( A ) + H P n(A))y 

Maintenant soit A^ G Œ tel que A ( À Q ) = 0, alors il existe x € (C
m, 

x#>, tel que (P . (A ) + H P (A ) )x = 0. 
n+1 o n o 

P (A )x 
o o 

D'où on obtient J a) = A co si on pose u) = *. 
H o 

P (A )x 
n o 

On a o) f 0 car P (A )x = x^O, donc A est une valeur propre de J T T 

o o o H 
qui est hermitienne d'après la condition sur H. Donc A est réel. • 

o 

1 * 

Remarque. - Si A G Jt* on pose Im A = yr-(A-A ) . On a les deux proprié

tés évidentes suivantes : 
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•k • * 

(a) B(Im A)B = Im(BAB ) pour A,B G M 

(b) Si A^ > A^ avec A ^ G alors BA^B > BA^B pour chaque 

B G M. 

(2.2.4) PROPOSITION. - Soit n entier, st H £ J est teZZe ^ b^H 

est hermitienne, alors : 

les pôles de (P .(A) + H P (A)) ^ sont réels et simples. 
n+1 n 

Preuve. - Avec le fait que b H est hermitienne, et la formule de 

n ' 
Darboux-Christoffel (proposition (2.1.11)) on obtient : 

= P n + 1

 MX VX> - V X ) V n + 1 ( À ) - " 2 i ( I m À ) E n ( X ) • 

On pose K(A) = p

n + 1 ( ^ )
 + HP (A), et pour les A tels que det K(A) J 0 

on pose 4>(A) = K(A)~^ . 

Avec ces notations on a : 

K(A)*b* P (A) - P (A)*b K(A) = -2i(lm A)E À(A), d ?où 
n n n n n 

Im(P (A)*b K(A)) = (Im A)E X(A). 
n n n 

- 1 s 
Maintenant soit A^ un pôle de K(A) , d'après la proposition 

(2.2.3) A est réel. On pose A = A +iB avec B > 0. 
o o 

Puisque E^(A) > I on obtient : 
n 

Im(P (A)*b K(A)) > Bl d'où 
n n 

• (A)* Im(P (A)*b K(A))<|)(A) > B *(X)*<KX) donc 
n n 

Im(<|>(A)*P (A)*b ) > B (|)(A)%(A). 
n n 

2 ^ 

On remarque maintenant que pour tout opérateur B on a 1B B = lB Bl. 

Donc par majoration on obtient : 

9 & & 

B H U ) I = 6ll(f)(A) <|>(A)|| < 11*(A) II.IP (A')llc, où c est une constante 

positive. D'où : 
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ll<KA)|| < 4 IIP (X) || ou encore 
p n 

+ +iS)ll <-§ IIP (A +ig)|| 
o p n o 

N 

Soit <Kt) = R(t) + ^ (t-A ) ^ 03 le développement de Laurent au 

P-I ° P 

voisinage de A . Pour tout x,y € M on obtient : 

N 

< R(X +iB)x,y > + z — < 0) x,y > < | ||P (A +i3)|| .||x|| • || y II • 
o p = 1 gP P 6 n o 

Donc nécessairement N=1 , ce qui prouve que A q est un pôle simple de 

K ( t ) ~ 1 . • 

Racine commune de det P (̂  ) = 0 et det P , „ (A ) = 0, 
n n+1 

Dans le cas scalaire m=1 , les polynômes P (A) et P T I ( A ) n'ont pas 
' r J n n+1 

de racines en commun (voir AKHIEZER [1], théorème (1.2.2)). Pour m > 1, 

ce n'est pas nécessairement vrai que les polynômes det ï^C^) e t 

det î>

n+-|(^) n
font pas de racines en commun, mais on a le résultat 

suivant : 

(2.2.5) PROPOSITION. - Pour n entier, on a : 

(a) Si A. est réel alors on a : 

° x 

P ( A )*b P' , ( A ) - P (X ) V P'(A ) = E ° ( A ) . 
n o n n+1 o n + 1 o n n o n o 

(b) Pour chaque x G M fixé, x 4 0, les polynômes P^(A)x et 

P^ +^(A)x n'ont pas de racines en commun. 

Preuve, (a) D'après la proposition (2.1.11) et puisque A ^ est réel, 

on obtient : 

E \ x ) - P (X )*b P " + 1 ( À ) - P " + 1 ( X ) _ p ( x ) * b *
 P " ( X ) - P " ( X o ) 

n n o n x _ x n+1 o n À _ x 

o o 

Donc : 

E X°(X ) = P (X )*b P' A\ ) - P A 1 ( X ) V P'(X ) . 
n o n o n n+1 o n+1 o n n o 
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(b) Soit x G M , x ф 0, fixé. 

Soit Л un zéro de P (X)x et de P .(X)x, on a alors det P (X ) = 0, о n n+1 n o 
d foù d Taprès la proposition (2.2.3) X^ est réel. De (a) et puisque 

X 
E n ^ 1 ° n t^- r e l'inégalité : 

P (X )*b P ' ( X ) - P . (X )V P'(X ) > I. 
n o n n+1 о n+1 о n n о 

D foù llxll2 < < b P ! . (X ),P (X )x > - < b*P'(X )x,P . (X )x > = 0. 
n n+1 о 9 n о n n о n+1 о 

Donc x=0, ce qui est absurde. • 

Conséquence. - On tire de l'étude de Pn+«j + H P
n > u n résultat impor

tant, pour E ° : 
n 

(2.2.6) THEOREME. - Soient n entier et X Q réel tels que 

det P (X ) f 0, alors 
П \ Xo -1 

(a) Les pâles de E (X) sont réels et simples. 
X n 

(b) La matrice E °(X) est une X-matrice simple. 
n 

Preuve, (a) Soit H = - b~ 1 P (X )*~~1P A\ )*b*. n n о n+1 о n 
On a b H = - P (X ) P . (X ) b . n n o n+1 о n 

Or par la proposition (2.1.11) et puisque X q est réel, on a : 

P х 1 Ц )*b*P (X ) = P (X )*b P AX ) . Donc n+1 о n n о n о n n+1 о 

P (A ) 'P (X ) b^ = b P A\ )P (X ) 1 = (P (X ) 'p (X ) b ) n о n+1 o n n n+1 о n о n o n+1 о n 

ce qui prouve que b^H est hermitienne. 
Maintenant par la proposition (2.1.11) on a : 

X Л 

(X-X )E °(X) = P (X ) b (P .(X) + HP ( X ) ) . o n n o n n+1 n 
Comme det P (X ) Ф 0, et les poles de (P AX) + HP (X))"" 1 sont réels n о n+1 n 
et simples par la proposition (2.2.4) ; on tire que les poles de 
X Q Ч 

E (X) sont réels et simples, n 
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A n 
o n 

(b) On a E (À) = I R (À ) P T ( X ) , donc le coefficient de X dans 
n . k o R 

A K = ° 

E (X) est égal à P (X ) (b b A ...b 4 ) qui est inversible 
n n o o 1 n-1 

À o 
puisque det P (X ) ^ 0. Donc E est un polynôme régulier, avec 

n o n X 

(a) et la proposition (2.2.2) on tire que E^ est une X-matrice 

s imple. • 

2.3. PROBLEME DES MOMENTS TRONQUE. 

(2.3.1) DEFINITION. - On dit qu'une mesure quasi-spectrale u(.) sur 

M est une solution du problème tronque d'ordre n quand on a : 

r k 

S^ = t du(t) pour k=0,1,...,2n. 

On a un résultat qui généralise celui du cas m=1 (LANDAU [4], 

proposition 6 ) . 

(2.3.2) PROPOSITION. - Soit X réel et soit u(.) une solution du 

Q 

problème tronqué d'ordre n. Alors la plus grande masse possible 

que peut prendre u(.) au point X Q est égale à
 E

n°(^0) ^• 

Preuve. - Soit B la masse de u(.) au point A , on a B > 0. D faprès 

lemme (2.1.13) on a : 

X N X X R X X * 

E (X ) = 9(E °,E °) = E °(t)du(t)E °(t) 
n o n n J n n 

E A°(t)djj(t)E X o(t)* + E À ° ( A )B E A ° ( A )*. J R M£ } " n o n o 
o 

Mais comme le premier terme est positif, on tire : 

E N A ) > E S X )b E X ° ( A )*, 

n o n o n o 
A Q 

ou encore puisque E ^ (x ) est inversible et hermitienne, on a : 

A O A _ 1 A 

E (A ) ( E ° ( A ) B ) E ° ( A ) > 0 
n o n o n o 

Ào -1 

ce qui prouve que E^ (\ ) > B. • 
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Le but de ce paragraphe est de construire une solution du pro

blème tronqué d Tordre n, associée à un point A réel fixé, telle 

° A —1 
que la masse de cette mesure au point A soit égale à E ° ( A ) 

o n o 

A 

Propriétés de E Lorsque det P (X^) t 0. - Dans toute la suite, 

on fixe n entier et A q réel, tels que det
 p

n ( ^ Q ) ^ 0- Cette hypothèse 

assure d'après le théorème (2.2.6), que E ° est une A-matrice simple, 

A N 

et les zéros A , , . . . , A de det E ° ( A ) = 0, sont réels, on a p > n. 
1 . . P N A 

Puisque A est fixé, on pose E (A) = E ° ( A ) . 
o n n 

On remarque que le coefficient de A dans E ^ ( A ) est égal à 

p(i/(bb1.,.bîi r1. 
n o o 1 n-1 

On applique à E^ le théorème (4.3) de LANCASTER ([5], p. 60) et 

la remarque qui est après ce théorème (page 62), on obtient le résul

tat suivant : 

(2.3.3) THEOREME. - Pour chaque i=1,...,p, il existe IL E M , tels 

que : 

(a) E (A.)H. = H. E (A.) = 0. 
n i l î n 1 

. p xr. 
(b) X rE (A) = Y. — H . pour r = 0,1,...,n-1. 

n * A— A » 1 
1 = 1 1 

- 1 P ^ _ 1 
(c) \\ (A) = I — ^ H. + a 

n . A A-A. î o 
i=1 î 

* - 1 
où a = P (A ) (b b, ... b J . 

o n o o 1 n-1 

De ce résultat, on tire deux corollaires importants : 

(2.3.4) COROLLAIRE. - On a : 

P r 

I X. H. = 0 s% r < n-2. 

i = 1 1 1 

P n-i * - 1 
I XV H. = (b b. ... b J P (X ) 
. 4 î î o 1 n-1 n o 
1=1 

Preuve. - Si r < n-2, on a d'une part : 
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r+1 -1 r -1 P i 
A r 'E (A) ' = A. À E (A) = A. I T - i - H. . 

Il II . A A - A . 1 

.4 1 = 1 1 

r+1 -1 i 
D'autre part : X r E (A) = X . 1 , H.. 

n . A — A . 1 
1 = 1 1 

Donc avec X = X-X.+X., on obtient : 
i i 

r+1 r Ar+1 
P X. P X. P X. p 
I - ^ r - H. = À I — H . = I ~ — H. + I X. H. , 

i=1 ^\ 1 i=1 X~h 1 i=1 X " X i 1 i=1 1 1 

P r 

ce qui donne I \. H. = 0 pour r < n-2. 
i - i 1 1 

Si r = n-1, on obtient par la même méthode : 

p x 1 1 

X n E (X) " 1 = I t t H. + (b b 1 ... b J P (X ) * ~ 1 

n . A X-X. i o 1 n-1 n o 
1=1 i 

n-1 n 
P X. p X. p . 

i i n-1 
= X I t r H. = I — — + Z X. H. 

. . x-x. i . . x-x. . . i i 
1=1 1 1=1 1 1=1 

ce qui donne 

I X?~V = (b ...b J P (X ) * " 1 . • 
. , i i o n-1 n o 
1=1 

(2.3.5) COROLLAIRE. - Si S(X) = X nQ(X) + R(X) , où Q,R £ $P et 

d°R < n-1, alors on a : 

« P S(X.) P XQ(X)-X.Q(X.) . 
S(X)E (X) 1 = I r r~~ H. + I — î — X? 

n . . X-X. i . A X-X. i i 1=1 i 1=1 i 

Preuve. - Si Q=0, c'est le théorème (2.3.3). 

. r « 
Il suffit de prouver le résultat pour Q(A) = A , r € U . Donc soit 

S(A) = A n + r + R(A) avec d°R < n-1 

S(A)E (A)" 1 = A n + r E (A)" 1 + R(A)E ( A ) " 1 . 
n n n 

< P R(X.) 
Or R(A)E (A) = I H. puisque d°R < n-1. 

n i = 1 A Xi i 

Il suffit alors de montrer la relation : 
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A p Ar+1 r+1 A p À. 

X n + r E (X)" 1 - X y~ï~^— X n _ 1 H - + I - V H. . 

i = 1
 X " X i 1 i i = 1 X-X. i 

Pour r=0 : on a le résultat par le théorème (2.3.3) et le corollaire 

(2.3.4). 

Supposons que la formule est vérifiée pour r-1. 

Avec À = À - À. + À. on obtient : 
i i 

X r + n E (X)" 1 = X . X n + r " 1 E (X)" 1 

n n 

n A r A r ,n+r-1 

p A - A . , p X. 

= A X - X. H. + A Z — H. 

i=1 X - X I

 1 1 i=1 X - X I

 1 

,r+1 j + 1 
P A - X . A p 4 

= I — r - r - ± - X n _ 1 H . - I X ? + r _ 1 H . 

i-1 i 1 1 i=1 1 

,n+r 

P X. p ^ , 

+ z ^ _ h. + z x n + r H H. 

i-1 i 1 i-1 1 

ce qui termine la preuve. • 

(2.3.6) PROPOSITION. - Soit D £ 0> avec d = d°D < n et D ( X ) = 0. 
n o 

E (t)-E (A) 

On lui associe le polynôme F (X) = 0( - , D(t)) . 
D t — X £ 

On a alors : 

(a) Pour tout S E d°S < 2n-d, on a : 

P 
6(S,D) = I S(A.)B. 

i=1 1 x 

(b) Pour tout S,R G 0>, d°S+d°R < 2n-d, on a : 

P * 
6(S,RD) = I S(X.)B. R(A.) 

i=1 1 1 1 

où B. = H. F _ ( A . ) , i=1,...,p. 
i i D i • , r 

Preuve, (a) Soit S Ç ^ , d°S < 2n-d, il existe Q,R G @ avec 

d°R < n-1 et d°Q < n-d, tels que S(A) = A N Q ( A ) + R ( A ) . Par le corol

laire (2.3.5) on a : 
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P S(X ) p X Q ( X ) - X Q ( X ) 

S ( X ) E N ( X ) -
1 = I ^ H. + I X - ^ - ^ X N H.. 

1=1 1 1=1 1 

D Toù avec H. E (A.) = 0 (théorème (2.3.3)) on obtient : 
i n i 

p S ( X . ) p XQ(X)-X Q(X ) 

S(X) = I — H . ( E ( X)-E (X.)) + I - - — X. 'H.E (X) 
. - • V A i n n i , , l i n 

1=1 X-X. 1=1 X -X. 

I I 

P P N < X Q ( X ) - X . Q ( X . ) 

e(s,D) = z s(x.)H.F n(x.) + i x? e ( — ^ — ^ — — H . E (x), d ( X ) ) 

A 1 1 J J 1 . . 1 A —A . 1 n 

1=1 1=1 1 

p 

= I S(X.)B. car en posant : 

i=1 1 1 

X Q ( X ) - X I Q ( X I ) q k 

= I X a, q < n-d, on obtient : 
X - X. t k 

i k=o 
X Q ( X ) - X Q ( x . ) q , 

9( — H . E (X), D(X)) = I a, H. 0(X*E (X), D ( X ) ) 

, , 1 Tl , K l n 
X - A . k=o 

i 
q k q k * 

= I a, H. 6 ( E ( X ) , X D ( x ) ) = I a. H. X D ( X ) = 0 . 
, k i n . k i o o 
k=o k=o 

q k 
(b) On pose R ( X ) = I X a, où q+d°S < 2n-d. Avec (a) on obtient : 

k=o k 

q k * q k * 
9 ( S , R D ) = I e(s,xn))a k = I 6 ( X S,D)a k 

k=o k=o 

1 P k * P * 
= 1 I X . S ( X . ) B . o. = I S ( X . ) B . R(X.) 

k=o i=1 1 1 1 i=1 1 

car X ^ est réel et q+d°S < 2n-d. • 

Définition de B^, k=1,... #p i > et propriétés. 

(2.3.7) DEFINITION. - On pose : 

(a) D(t) = (t-X ) 2I 

° E (t)-E (X) , 

(b) F ( X ) = F D ( X ) = e ( n

 fc_x

n—, ( t - x o r i ) . 

(a) B K = H j^FCX j^.) k=1,2,...,p. 

Avec ces définitions et la proposition (2.3.6) on obtient : 
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(2.3.8) COROLLAIRE. - On a : 

(a) Si R £ 0>, d°R < 2n-2, e r r o r s : 

P 
6(R,D) = I R(X.)B. 

i=1 1 X 

(b) Si R,S € 0>, d°R < n-1 et d°S < n - 1 , alors 

P A 

6(S,RD) = I S(X.)B. R(X.) . 
i=1 1 1 1 

(2.3.9) PROPOSITION. - On a les propriétés suivantes : 

(a) Pour \ réel, x î i=1,..., p, on a : 

P B. _ 1 

I — - = (X-X )E (X) '(I+(X-X )G (X)) + (2X o-X)I-S. 
X-X. o n o n o 1 

i=1 1 

E (t)-E (X) n 

Où G (X) = 6( n n , I) - E P, (X ) Q. (X) 
n t~A i K O k. 

k=o 
-1 p B i 

(b) I = E (X ) + I — - x . 
n ° i-1 (x.-x ) 2 

î o 

Preuve. 
p B i p 1 -1 

(a) On a I —4- = I T~- H. F(X.) = E (X) ' F ( X ) . 
. . X -X. . . X-X. l i n 
1=1 1 1=1 1 

Avec t-X = t-X + X-X , on obtient : 
o o' 

E (t)-E (X) E (t)-E (X) 

F(X) = 8( n

 t _ A

n ,(t-X Q)
ZI) = 8( " t _ À

n , (t-X) ZI) 

E (t)-E (X) 

+ G (X)(X-X ) L + 9( n . . n , 2(X-X )(t-X)I). 

n O t — A O 

Or avec le lemme (2.1.13)(b), et puisque X est réel, on obtient : 

E (t)-E (X) „ 

e( n , . n — , (t-\ri) = e(E n(t)-E (x), (t-x)i) 
L~" A I I 

= (x -x)i - E (x)e(i, (t-x)D 

o n 

= (X -X)I - E (X)(S, - XI) et 
o n 1 
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E (t)-E (A) 

6( n

 t _ x

n , (t-A)I) = 0(E n(t)-E n(A), I) 

= I - E (A). Donc, 
n 

F (A) = (A -A)I - E (A) (S.-AI) + G (A)(A-A ) 2 + 2(A-A )(I-E (A)), 
o n i n o o n 

D'où : 

E (A)" 1F(A) = (A -A)E (A)" 1 - (S.-AI) + E (A)" 1G (A)(A-A ) 2 + 
n o n 1 n n o 

+ 2(A-A )(E (A)" 1 - I) 
o n 

= E (A)" 1G (X)(X~X ) 2 + (A-X )E (X)""1 + (2X -Xjl-S. 
n n o o n o 1 

ce qui donne le résultat. 

(b) On a X ^ X^ pour i=1,...,p, puisque E^(X o) est inversible. On 

dérive la formule obtenue en (a), au point X q , on obtient : 

P i X . 
- Z - t; B. = E °(X ) - I. Donc 

1=1 (X -X.) 
o i 

A i P i 
I == E °(X T 1 + Z - - B.. • 

n O . 4 / ' - v £ 1 
1=1 (X -X.) 

o i 

La positivité des opérateurs - Avant de montrer que B^ > 0 pour 

chaque k=1,...,p, on a besoin du résultat suivant : 

(2.3.10) PROPOSITION. - Pour X réel, X ̂  X., i=1,...,p, la matrice 
\

 1 

E (X)- F(X) est hermitienne. 
n 

-1 P 1 
Preuve. - Pour X ̂  X., i=1,...,p, on a E (X) F(X) = Z ^ , B.. 

1 n . 4 A - A . 1 
1=1 1 

Donc d'après la proposition (2.3.9) (a) il suffit de prouver que 

(X-X )E (X) (I + (X-X )G (X)) est hermitienne, ou encore que 
o n o n^ 

(I+(X-X )G (X))(X-X )E (X) est hermitienne. Or par la proposition 
o n o n 

(2.1.11) on a : 

(A-A o)E n(A)* = P n + 1(X ) V P n(A o) - P n ( X ) \ p n + 1 ( X o ) . 
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Par la proposition (2.1.12) on a : 

n * 
I + (A-A )G (A) = I + (A-A ) I P, (A ) Q, (A) 

o n o - k o k. 
k=o 

Donc on obtient : 

(I + (A-A )G (A))(A-A„)E (A)* = 
o n o n 

V U ^ A + i (*)pn+i + p

n + i ) * b A ^ ) p n ^ ) \ p

n + i
( x n > 

n o n n+i n+1 n n o n+1 o n n n n n+1 o 

- P (A )*b Q + 1 ( A ) P ( A ) * b P + 1 ( A ) - P n + 1 ( A j \ \ ( A ) P n + 1 ( À ) V P n ( À ). n o n n+1 n n n+1 o n+1 o n n n+1 n n o 

Le premier terme et le deuxième sont hermitiens puisque 
k "k 

Q ^ ( a ) P tAX) et Q (à)P (X) le sont par la proposition (2.1.14) (a). 
n+1 n+1 n n 

k k 
Or par la proposition (2.1.14) (b) on a : Q .(X)P (X) = P a 1 ( X ) Q (X) 

n+l n n+1 n 
+ b "

1 . 
n 

Donc le reste de la formule devient : 

- P (X )*b P , ( X ) - P (X )*b P ^ ( X ) Q (X)*b P AX ) 
n o n n+1 o n o n n+1 / x n n n+1 o 

n+1 o n n n+1 n n o 

Dans cette formule, on remarque que le deuxième terme est l'adjoint 

du troisième terme. Donc tout se réduit à prouver que 

k 
P (X ) b P A (X ) est hermitienne, or ceci est donné par la propo-n o n n + 1 o 
sition (2.1.11) puisque X ^ est réel. • 

(2.3.11) PROPOSITION. - Pour chaque k=1,...,p, on a : 

B > 0 
k 

c'est-à-dire < B k x , x > > 0 pour chaque x £ M. 
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Preuve. - Tout d'abord on va montrer que est hermitienne. D'après 

la proposition (2.3.10) on a : 

P ï P \ * 
I - r — r - B. = I , , B. pour tout réel A^A, , 
. A A-A. î . 4 A-A. î î 
i=1 î i=1 î . 4 

i=1,...,p. 

Donc 
P P * 
I n (A-A.)B. = I TT'(A-À.)B. . 

i=1 j*i J 1 i=1 2 1 

On a cette égalité pour les A ^ A^, i=1,...,p, mais comme les deux 

termes à droite et à gauche sont des polynômes, on a l'égalité 

pour tout A, en particulier pour A = A^, on obtient : 

.vv-yBk= .i(vvv 
* 

Ce qui prouve que B^ = B^, k=1,...,p. 

E (A)-E (A ) 

On pose R(A) = H k

 n n . 

k 

Pour i=k3, et avec le fait que H, E (A,) = 0 = H.E (A.), on obtient : 

k n k 1 n î 
E (X ) 

R ( V " \ T ^ x T e t 

1 k 

E n( Xi) 
R(X.)B. = H, — — — B. = 0 . 

1 1 i.-K 1 

î k 
D'autre part par définition de R(X) et de F(Ajc)>

 o n obtient : 

E(t)-E (X ) 

9(R,D) - 6( n

 t _ À

n , D(t)) = H k F ( X k ) = B k . 

k 

Avec le corollaire (2.3.8)(a), on obtient alors : 

P 
B. = 6(R,D) = I R(A.)B. = R(A. )B. car d°R < n-1 . 
k . A i i k k 

1 = 1 

Donc B f c = R(A f c)B k = B^ R ( ^ k ) car B f c est hermitienne. Par le 

corollaire (2.3.8) (b) on a : 

6(R,RD) = Z R(A.)B.R(A.)* = R(A, )B. R(A, ) * 
i l l k k k 
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= B f c R(^ k) = B F C.. Donc 

B. - = 0((X-X )R(X), (X-X )R(X)) > 0 . • 
k o o 

Construction d'une solution du problème tronqué, - Soit y (.) la 
1 

mesure (p+1)-discrète, qui prend la masse y B. au point X. 

<vv 1 

O — 1 

pour i=1,...,p, et qui prend la masse (A ) au point X Q. Alors 

on a : 

(2.3,12) PROPOSITION. - La mesure y (.) ainsi construite est une 
'n 

solution du problème tronqué d'ordre n : 

f k 

S^ = X dy n(X) pour k = 0,1 ,. . . ,2n. 

Preuve. - Soit u(.) une solution quelconque du problème tout entier. 

Avec le lemme (2.1.13) et le corollaire (2.3.8)(a), on obtient : 

si R e ^ , d°R < 2n-2, alors : 

f . 2 P 

R(X)(X-X ) dy (X) = I R(X.)B. 
o n . 4 1 1 

J 1=1 

= 0(R,D) = R(X)(X-X Q)
2djj(X). 

Si S £ ^, d°S < 2n, alors il existe R G ^ 2 n - 2 e t G ^ t e l s 

que : S(X) = (X-X ) 2R(X) + a(X-X ) + 6. On a : 
o o 

f S(X)dy M = j(X-X ) 2R(X)dy (X) + a|(X-X )dY (X) + g [ dy (X) 
J n j o n J o r i j n 

= (X-X )2R(X)d)j(X) + a [(X-X )dY (X) + 3 [dy (X). 
J o J o n J n 

Par la proposition (2.3.9)(b) on obtient : 

f P 1 -1 f 
dY (X) = I ! B. + E (X ) = I = du(X). 

n . . . . . N 2 i n o 
J 1=1 (X.-X ) J 

i o 

Reste seulement à prouver : (X-X )dy (X) = (X-X )du(X). 
J o n J o 
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Par la proposition (2.3.9)(a), on obtient : 

f p 1 f 
(X-X ) d y ( X) = Z - r — — r — B. = — ( X I - S.) = S. - X I = Q - X ) d u ( x ) . 

o n . . X.-X î o 1 1 o J o 
J 1=1 î o J 

» f 

Donc on obtient S(X)dy n(X) = S(X)du(X) pour tout S £ ^ 2 n - • 

2.4. CONSTRUCTION D'UNE FAMILLE DE SOLUTIONS DU PROBLEME. 

Pour chaque entiern, on désigne par g l'ensemble des zéros de 
n 

det P (A), 
n 

Par les propositions (2.2.2) et (2.2.4) on a P est une X-matrice 
n 

simple, donc n < card S < nm. 

+CO N 

On pose S = U D S . 
N=1 n > N n 

8 est au plus dénombrable. 

Soit X réel avec X 9 il existe alors une suite ( i l ) d'entiers, 
o o Te k 

strictement croissante, telle que det P (X ) ^ 0 pour chaque entier k. 
n k o 

D'après ce qui précède, pour chaque k, il existe une mesure y n (••) 
l lk 

solution du problème tronqué d'ordre n, telle que la masse de Y (.) 
K. n* 

X -1 k 
au point X est égale à E °(X ) 

o n. o 
k 

On applique le théorème de Helly-Bray pour les matrices (ATKINSON 

[2], théorème 1.8.2, Appendice I, p. 432) on obtient une mesure quasi-

spectrale sur M, y(.), solution du problème tout entier : 

f k 
S^ = X dy(X) pour chaque k E]N. De plus, la masse de dy(.) au point 

X est égale à r(X ) = lim E X o ( X ' ) " 1 . 
o o T v , n, o 

k -* + 0 0 k 

On remarque que r(X^) existe toujours comme opérateur positif 

puisque 0 < E ° (X )~" 1 < E °(X )"~ 1 . 
n+1 o n o 

T(X ) = lim E À°(X 
o n o 

n •-> +00 

Mais la matrice T(X Q) peut être identiquement nulle. 
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On a prouvé le résultat suivant : 

( 2 . 4 . 1 ) THEOREME. - Pour chaque X réel avec X £ S, il existe 
Q Q 

une mesure y A (.) solution du -problème qui prend au point à 
o 

X la masse 
o 

X 

T ( X ) = lim E ° ( X ) . 
o n o 

n -> + <°° 

T ( X Q ) est la plus grande masse que peut prendre une solution 

au point X • -

La dernière affirmation vient de la proposition ( 2 . 3 . 2 ) . 

Exemple et remarque. 

Dans le cas scalaire m=1 , l'ensemble S est vide, mais dans le 

cas général m > 1, S n fest pas nécessairement vide. On a le résul

tat suivant : 

( 2 . 4 . 2 ) PROPOSITION. - Si m > 1, alors il existe une suite de mo

ments matriciels, dont l1 ensemble S associé est tel que 

card S > q, où q = y ou suivant que m est pair ou impair. 

Preuve. - Dans le cas scalaire, il y a une bijection entre les suites 

de moments sur IR, et les matrices de Jacobi ( [ 1 ] , p. 6 ) (a. .) 
1 , J i.j 

avec a. . = 0 si i-j > 1 , a = a réel e t b = a „ > 0 . 
i,j n,n n n n,n+1 n+1 ,n 

Soit X un réel fixé, 
o 

Soit (ot ) la suite scalaire de moments sur 1R, associée à la ma-
n n 

trice de Jacobi suivante : 

a^ = X ^ pour tout entier n, b^ > 0 quelconque fixé. 

On note par (f ( X ) ) la suite des polynômes (P ) associés. Pour 
n n n n 

chaque entier n, on a : 

(-a +X)f (X) = b f (X) + b f + 1 ( X ) . Donc 
n n n-1 n-1 n n+1 

0 = (X -a )f (X ) = b ,f AX ) + b f MAX ). 
o n n o n-1 n-1 o n n+1 o 
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Comme f.(A ) = b ^ (A -a ) = 0 et les b, > 0 , on tire qu fon a 
1 o o o o k 

fo A (X ) = 0 pour chaque entier n. 
2n+1 o 

Maintenant soit (3 ) la suite scalaire des moments sur IR associée 
n n 

à la matrice de Jacobi suivante : 

a^=X Q pour n > 2, b^ > 0 quelconque pour n > 2 , et 

A -a 1 = b f = A -a! avec a T,a' réel, b f > 0 . 
o o o o 1 o 1 o 

Soit (g, (A)), la suite des polynômes (P ) associée. On a 
K- K. n 

x «a<x> •
 b i - i V i ( x ) + a X ( x ) + b X + 1

( X ) > d ' o ù 

On a g2n^o^ = ^ P o u r chaque entier n > 1 car pour k > 2, on a 

b k-1 C/Xo> = b k W V e t b l W = ( V a P M V - K 

= (A -a!)b'~ 1(A -a f)-b f = 0 
o 1 o o o o 

donc § 2 ^ o ^ = ^" ^ n c o n c - ' - u s ^ o n o n a : 

(a ) suite scalaire de moments avec f 0 <(A ) = 0, n > 0 
n n zn+1 o 

(S ) suite scalaire de moment avec g 0 (A ) = 0, n > 1. 
n n zn o 

On pose 
Tot 0 

n 

S = pour tout entier n. 
n 

0 3 
n 

On peut montrer que la suite des polynômes (P (A)) construite 
n n 

dans le paragraphe (2.1) associée à (S ) est donnée par : 
n n 

"f (A) 0 
n 

P n U ) = 

[ 0 s n U ) _ 

Donc det P (A) = f (A).g (A), 
n n n 
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On obtient alors det P ( x ) = 0 pour tout entier n > 1. 
n o 

Ce qui prouve que X Q G S• 

Maintenant si m > 2, par exemple m pair, m = 2q. 

On note par (a (X )) et (g (X )) les deux suites scalaires pré-
n o n n o n 

cédentes associée à X . 
o 

Soient X , X „ , . . . , X 4 des nombres réels arbitraires. On va 
o 1 q-1 

construire une suite (S, ) de moments matriciels, dont l fensemble 
k 

e associé contient {X Q,X^ ,. . .,^q_<| }• On pose 

< S n e 2 i ' e 2 i > = B n a i - 1 } i-l.-.-.q 

< S n e 2 i + 1 '
e 2 i + 1

 > = a n ( X i ) i = ° ' * ' ' » q _ 1 ' e t 

< S e . , e . > = 0 si i^j. 
n 1 j 

La suite (S ) est une suite de moments matriciels sur ]R. 
n n 

(k) 
Pour chaque k=0,...,q-1, on note par f ( X ) ) la suite des 

n n 

polynômes scalaires associée à la suite (a ( X , ) ) . Et on note par 
n k k 

(k) 
(g ( X ) ) la suite des polynômes, associée à (g ( X , ) ) . La suite 
n n n K N 

(P ( X ) ) des polynômes 6-orthonormale, associée à (S ) est donnée 
n n n n 

par : 

< P (X)e. ,e. > = 0 si ifj . 
n i J 

<
 V X ) e 2 i ' e 2 i > " 4 Ì - 1 ) ( X ) •••.<! 

< P n ( A ) e 2 i + 1 . e 2 . + 1 > - f^hx) i-0 q-1. 

Donc det P ( X ) = V f ( k ) ( x ) g ( k ) ( X > . 
n 1 n n 

k=o 

fkì fki 
Comme (xfc) = g^ n U k ) = 0, donc det P N ( X K > = 0 pour 

k=0,1,...,q-1, et tout entier n > 1. Donc card ê > q. • 

Le but de ce chapitre était d'arriver au théorème (2.4.1). Mais 

si on veut seulement construire une solution du problème, alors on 
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peut le faire par une méthode plus simple, qui consiste à appliquer 

les résultats de LANCASTER à P A\) + HP (X) au lieu de E Xo ( x ) . 
n+1 n n 

On fixe n entier et H G J tels que b H soit hermitienne (on 
n 

peut prendre H=0). On pose K(X) = p

n + 1 0 0
 + HP (X). Par la propo

sition (2.2.2) et (2.2.4), on a K(X) est une X-matrice simple, et 

_ i 

les poles de K(X) sont réels. On les note par X^,...,X . Par le 

théorème (3.4) de LANCASTER ([5], p. 60-62), il existe pour chaque 

k = 1,...,p, une matrice H^ £ M * tels que : 

K( X k ) H k = H k K(X f c) = 0 k=1,...,p 

r -1 p X ï 
X K(x) = I TT7~ H- P ° u r r=0,1,...,n, et 

A A À « 1 

1=1 1 

,n+1 
1 P ' 

X K(X) = I t V H. + b b ... b . 

i=1 i 1 ° n 

Pour chaque k = 1,2,...,p, on pose 

K(t)-K(X,) 

\ " H k e ( — ^ r r — . i ) - V W V + H Q n ( x k ) ) . 
k 

On montre facilement les propriétés suivantes : 
P 

(a) Si d°R < 2 n , R 6 ^ , alors 0(R,I) = I R(X.)B. 
i=1 1 1 

P * 
(b) Si R,S £ @> , alors 0(S,R) = I S(X.)B.R(X.) . 

i=1 
P 

(c) I B. = I. 
i=1 1 

(d) 3 k > 0 pour k=1,...,p. 

Soit Y n(.) la mesure p-discrète, qui prend la masse B k au point X k 

pour k=1,...,p. 

Par la propriété (a), on obtient pour k=0,1,...,2n : 

S = 0(t kI,I) = z X^B. = [ X kdy (X). 
k . A i i J 'n 

1 = 1 
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Ce qui prouve que Y n(«) est une solution du problème tronqué d'or

dre n. 

Par le théorème de HELLY-BRAY ([2] théorème 1.8.1), page 432), on 

obtient une solution du problème tout entier. 
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CHAPITRE 3 

PROBLÈME D'UNICITÉ 

INTRODUCTION, 

Dans tout ce chapitre, on fixe une suite (S- ) de matrices mxm 
k 

hermitiennes, avec S Q = I , qui soit de type défini positif. Dans le 

premier paragraphe, on va étudier les indices de défaut m + et m_ de 

l'opérateur A, introduit dans le chapitre 1. 

Dans le deuxième paragraphe, on va donner une condition nécessaire 

et suffisante, à l'aide des indices de défaut, pour que le problème 

soit déterminé, puis une autre à l'aide de la matrice r (X ) , Im X ^ 0, 

o o 
introduite dans le chapitre 2. 

On va ensuite tirer le résultat : si le problème est indéterminé, 

alors T(X ) è 0, pour tout X réel, 
o 1 o 

A l'aide de ceci et du théorème (2.4.1) on obtient un résultat 

analogue au théorème B de LANDAU ([4], p. 256) fait dans le cas 

scalaire m=1. 

3.1. ETUDE DES INDICES DE DEFAUT DE A. 

On rappelle que JC (chapitre 1) désigne l'espace des polynômes à 

coefficients éléments de M = Œ m . Et & (chapitre 2) désigne l'espace 

des polynômes à coefficients éléments de M, espaces des matrices 

mxm. 

Si P G ^ , on note par P ( X ) (i,.) l'élément de £ défini par 
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m 

P(A)(i,.) = XP(A)(i,j)e.. 

j=1 J 

On a défini [.,.] sur £ x £ dans le chapitre 1, et 9(.,.) sur 

dans le chapitre 2, il y a une relation entre les deux : si P,R £ & 

alors 0(P,R)(i,j) = [R(j,.),P(T7T)] 

m 

où P(A)(i,.) = I P(A)(i,j)e.. 

j = 1 J 

Il suffit de le prouver pour P(A) = A p x et R(A) = A q B , avec a, B £ Jt. 

On a : 

* m * 
e(P,R)(i,j) = (aS 3 )(i,j) = Z a(i,k)S (k,4)3 (£,j) 

P + q £,k=1 P + q 

m 

Z a(i,k)S^ (k,A)B(j,JO, et 
£,k=1 P + q 

[RT3TT),P(I777] = [x q
 3(j,.), A pa(i,.)] = < s ^ 3 0 7 0 , ^Tî77) > 

p+q 

m 

£ g(j ,£)a(i,k)S (k,&), d'où le résultat. 
£,k=1 P + q 

Soit (P ( ))^ , la suite 9-orthonormée définie dans le chapitre 2 : 

on pose pour k £ E et i=1 ,... ,m : 

d k m + i ( x ) = P kTxTâ7T (A e n ) . 

k k m 

Si P, (A) = Z X P a alors cL .(A) = Z Z A P a (i,j)e. donc 
k p km+i . 4 P I 

p=o * p=o j=1 F J 

k m 

d k m + i ( A ) = X ( I a (i,j)e )X P (A € H ) . 
p=o j=1 P J 

Donc pour X £ E, on a d

k m + i ( A ) = P k(A)(i,.) k € IN, i=1,...,m. 

On a d € £ pour tout entier n > 1. 
n 

A l'aide de la proposition (2.1.5) qui introduit les coefficients 

matriciels de Jacobi a et b , on obtient le résultat : 
n n 
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(3.1.1) PROPOSITION. - On a les propriétés suivantes : 

(a) td.,dJ = 6.. (Indice de Kronecker) i,j entiers > 1. 

(b) La suite (d ) n > 1 , engendre l'espace £, plus précisément, 
1 1 n k 

si f £ JC, f (X) = I X , alors il existe 
k=o 

£ (E, i=1 ,..., (n+1)m, tels que : 

(n+1)m 

f = X ç.d.. 

i-1 1 1 

(o) La suite (d ) n > 1 est une base orthonormale de t1 espace de 
n 

Hilbert H. 

(d) Pour tout entier n et i=1,...,m, on a, pour H t ; 

m 
Àd .(A) = I (b l W l t t ) + a (p,i)d (A)} 

nm+i . n-1 (.n-ljm+p n nm+p 
p=1 

+ b n ( P ' i ) d ( n + 1 ) m + P

( X ) ' 

Preuve, (a) On a [ d

k m + i >
d

£ m + j ] = [P k(A)(i,.), P ^ U M j ,.)] 

= e(P A,P k)(j,i). 

D o n c [ d k m + i ' W " ° S i k* £> 6 t [ dkm +i'
dkm +j

] = ^ V V ^ ' 1 * = ôji' 

Donc [d ,d ] = 6 n,p entiers > 1. 
n p np 

(b) Il suffit de supposer f (À) = X Px où x = ( x j € M. On définit la 

matrice B par B(1 ,j) = x\ et B(k,j) = 0 si k^1 , k,j=1,. .. ,m. On pose 

R(X) = X PB. Par la proposition (2.1.4), il existe aQ,a1,...,a £ M, 

telles que : 

p 
X PB = I o l P , (X). Donc pour X réel on a : 

, K. K. 
k=o 

^ p P m  

X PB(1,i) = I (a kP k(X))(1,i) = I X a k(1,j)P k(X)(j,i) 
k=o k=o j = 1 

P m (i) 
= I I CL (1,j) d, ' (X) avec la notation 

k km+j 
k=o j=1 

m / • \ 
d (X) = I d U ; ( X ) e . . Donc 
n . A n 1 

1=1 
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p p m p , . ч 
X*x = 1 Л ( 1 , 1 ) е . = I I a k ( 1,j) I d ^ ( X ) e . 

1=1 k=o j=1 1 = 1 J 

p m (p + 1)m 
= 1 I a, (1,j) cL (A) = I ç.d.(X) t . л к km+j . A i l k=o j=1 J 1=1 

où Ç k m + j k=0,...,p et j=1,...,m. 

On а l'égalité pour tout Л Е И , mais les deux termes sont des poly
nômes donc l'égalité est vérifiée pour tout X £ L 

(c) Par (a) et (b) , et le fait que l'espace £ est dense dans H, on 

obtient (c). 

(d) D'après la proposition (2 . 1.5), pour chaque entier n, on a : 

к 
XP (À) = b .P AX) + a P (À) + b P AX) . Donc pour i = 1,...,m n n - 1 n - 1 n n n n+1 r . 

on a : 
m ^ 

XP (X)(i,.) = X {b (i,p)P (X)(p,.) + a (i,p)P (X)(p,.)} n A n. I n I n n 
p=1 

+ b n(i,p)P n + 1(X)(p,.) . 

Donc pour X réel, n entier, et i=1,...,m on obtient : 
A d n m + i ( A ) = XP n(X)(i,.) = XP n(X)(i,.) = 

m A  

I { b n - 1 ( p fi)P n_ 1(X ) ( p , . ) + a n(p,i)P n(X)(p,.) + b n(p,i)P n + 1(X)(p,.)} 
p = 1 

m ^ 
= I {b .(p,i)d, 4 Ч (X) + a (p,i)d (X) + b (p,i)d, 4 Ч (X)}. 

л n-1 r * (n-1)m+p n r * nm+p n F * (n+1)m+p 

On a la relation de (d) pour X réel, mais puisque les deux termes à 
droite et à gauche sont des polynômes, la relation est vraie pour 

tout X £ Œ. • 

On veut maintenant caractériser les éléments de Ker(A -X I ) , 
о 

Im X ф 0. о 
к к 

Soit f € Ker(A - X I) alors on a A f = X f. 
о о 
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Par la proposition (3.1.1)(c), il existe une suite (ç ) avec 
n n > 1 

+ 0O +OO ç G (E et Z |ç I < + «, telle que f (X) = I ç d (X) (V G C ) . „ 1 n 1 * n
 4 n n n=1 n = 1 

* 
Donc l'égalité A f = XJE est équivalente à : 

[A*f, d, .] = A [f,cL . ] , k G IN, j=1 ,. . • ,m * km+j o * km+j 9 9 J 9 9 

ou encore à : [f, Ad, .] = X [f,d, , ] , k G I , j=1,...,m. 
km+j o km+j 

Mais par la proposition (3.1.1) (d) on obtient : 

( A W ( X ) = X W A ) = 

m ^ 
^ { b k _ 1 ( P , j ) d ( k _ 1 ) m + p ( X ) - a k ( p , j ) d k m + p ( X ) + b k ( P , j ) d ( k + 1 ) m + p ( X ) } . 

Je 
Donc A f = A f équivaut à l'ensemble des égalités : 

m 
V k m + j = X o [ f ' d k m + j ] =

p ^ { b k - 1 ( p ' j ) Ç ( k - 1 ) m + P
+ a k ( p ' j ) Ç k m + P 

+ b k ( p ' j ) Ç ( k + 1 ) m + P
} 

pour k entier et j=1,...,m. 
+ 00 

On tire que f = I ç d G Ker(A -A I) si et seulement si on a : 
4 n n o n=1 

m * 
(*> Xo W j =

 p ^ { bk-1 (^ p ) C(k-1)mip + ak ( j> p )Wp 
+ b f c(j ' P ^ ( k + i ) m + p

} P ° u r k e n t i e r e t j=1,.-.»m. 
m 

On pose ti. = Z L .e. k entier. Y k . 4 km+i 1 i = 1 

La relation (*) est équivalente à la relation : 

(**> x o \ • d v i + \ \ + \ \ + i > k 6 

En effet, 
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* m * Co) m * 

J p=1 p=1 (k-1)m+p 

et de même pour les autres termes. D foù (*) s'écrit : 

(Xo\\ - (Vl Vl\ + ( \ Vj + ( \ V l V k £ E > i-I...-.». 

Ce qui donne la relation (**). 

On remarque que puisque est inversible pour chaque entier k, 

alors la suite ( N ) est déterminée d'une manière unique par la 
n n > o m 

relation (**) et le choix de N = Z C e . . 
° i- i 1 1 

+oo +oo 
Par suite si g. = I ç d et g. = Z ç' d , appartiennent à 

1 . n n °2 A n n 
n=1 n=1 

Ker(A -À I) et si ç. = ç! pour i=1,2,...,m, alors ç = ç' pour tout 
o i l n n 

entier n > 1, d'où g 1 = g^. 

Avec cette propriété, on va montrer que si f = I ç d est un 
A n n 

* n=1 
élément de Rer(A - ^ QI) alors pour tout entier n > 1 on a 

ç = E ç d (P }(I ). 
n p = 1 p n o 

m / \ 
En effet, on pose g = I ç d^ p ;(X ) . 

n A p n o 
p=1 

Puisque P (À) = I, on a d.(X) = e. pour i=1,...,m, donc £. = g. pour 
o i i i l 

i=1,...,m. Pour conclure que = 3 n pour tout entier n > 1, il suffit 

alors de prouver que les g^ vérifient la relation (*). 

m — - , — R — — — m — — T — \ — ~ — 

Or on a X g. . = Z ç X d, q ;.(X ) = I ç X d, q . (X ) . 
o km+j q=1 ^ ° + J q-1 q ° + J ° 

Par la proposition (3.1.1) on obtient alors : 

Xo < W j = j ^ q j 1

{ V l ( P ' J ) d S k - 1 ) m + P

( X o ) + \ ^ ) d k m l p < V 

+ b k (P 'J> d S l ) m + P

( X o ) } 

m * 
= H b k . t ( j ) P ) e ( k . 1 ) m + p + a k ( j , P ) B k m + p + y j , p ) e ( k + 1 ) m + p } . 
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C'est la relation (*), donc ç = g pour tout entier n > 1. 
n n 

On a obtenu le résultat suivant : 

+œ 

(3.1.2) THEOREME. - Soit X E Œ ^ M et soit f = Z L i avec 
° k=1 k k 

2 

Z | ç | < + œ . jjes propriétés suivantes sont équivalentes : 
k = 1 * 
(a) f £ Ker(A - X I ) . 

o 

(b) Pour chaque entier k et tout j=1,...,m, on a : 
m * 

J 1=1 (k-1)m+i 

+ b k ( j ' i ) Ç ( k + 1 ) m + i
 K 

(c) Pour chaque entier n, on a : 

ç n - Z U j p ) ( I ) . 
n p*1 p n 0 

Lien entre r(A ) et Les indices de défaut. - On va établir un lien 
o 

entre m et m , et la dimension de Im T(X ) , Im À ^ 0. 
+ - 0 0 

(3.1.3) PROPOSITION. - Soit X E (E ̂  E.. On désigne par #x l'espace 
X „ o 

vectoriel des y G M, tels que la suite < E^ (A )y,y > soit 

convergente (ou bornée). Alors on a : 

dim = dim Ker (A* - A I ) . 
A o 
o 

Preuve. - Si x,y E M, alors on a : 

A n 

< E °(X )x,y > = Z < P (A )x, P (A )y > , donc 
n o , k o k o 

k=o 

|< E À°(X )x,y >| 2 < ( Z IIP, (X )x||2)( Z IIP, (X )yl|2) 
n o , K. O , K. o 

k=o k=o 

X 0 A 
= < E (X )x,x > < E (X )y,y >. 

n o n o 

Avec cette inégalité, on voit que # est un espace vectoriel. 
A 

* 0 

On définit cp : (€ -* Ker (A - X I) par : 
A O 
o 
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m -K» 

si y = I ç e G <£- alors ^p(y) = X ç d où 
1 P P A „ n n 

p=1 o n=1 

ç = Z ç d ( p )(X" ) n entier > 1. 
n . p n o 

p=1 

Pour montrer que cp(y) G Ker(A - X I) il suffit d'après le théorème 

(3.1,2) de montrer que z |ç | 1 < + 0 0. On a 

k=1 k 

(n+1)m (n+1)m m c\ _ _ r^i _ 
X | ç T R = X X ç.d; i ;(X )ç.d; j ;(X ) 

1 4 k . „ . . , 1 k o J k o 
k=1 k=1 I , J = 1 

m (n+1)m (*\___ ('\ m A 
= I ç ç I d> i ;(X ) d > J ; ( X ) = I ç ç E °(X )(j,i) 

i,j = 1 k=1 ° k 0 i,j = 1 J 0 

Car E \ X )(j,i) = I (P,(X )*P (X )) (j ,i) 
n o , k o k o 

k=o 

n m 

k=o p=1 

n m n m ,.>. _ ,. v — — 

= 1 Z P, (A ) (p, j )P, (X )(p,i) = 1 1 d> Jl (X R U [ (X ) 
. . k o J k o . , km+p o km+p o 
k=o p=1 k=o p=1 r 

(n+1)m /-n / « \ — 
I d; j ;(X )d; i ;(X ) . Donc 

k = 1 k o k o 

(n+1)m ? X 

, „ rv n O 
k=1 

+ °° ? X 

Z | ç J Z = lim < E ° ( X ) y , y > < + 00. 
k A n o 
=1 n -» + 00 

L'application cp est linéaire et injective. Elle est aussi surjec-

tive par le théorème (3.1.2)(c). Donc 

dim = dim Ker(A - X I ) . • 
X o 
o 

X 

On rappelle que T(X ) = lim E °(X ) (X G Œ) . 
o n o o 

n -> +CO 
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On a le résultat : 

(3.1.4) PROPOSITION. - Soit X £ Œ \ R, on a 
o 

Im T U ) = « . 
O A 

O 

Preuve. - On a Im r ( X ) <= . 
O A 

O 

En effet, soit y = r (X )x € Im r ( X ) , x £ M. 
o o 

On pose pour tout entier n : T = E ° ( X ) . 

n n o 

Puisque 0 < T^ < T^ si p < q, et T^ est inversible pour tout entier n, 

alors on a : 
ii 1/2 - 1 / 2 B 

I T 1 T II < 1. 
p q 

-1 
Donc on obtient, avec le fait que T < I : 

q 

1 / 2 - 1 2 1/2 - 1/2 J / 2 7 - 1 /2 2 -1 2 
I T / Z T 1 x i r = I T T . T x i r < HT x i r = < T x , x > < l l x i r . 

p q p q q q q 

-1 -1 2 
Donc < T T x , T x > < l l x l l si p < q. 

p q q 

On fait tendre q vers + «> , on obtient à la limite : 

2 
< T r ( X ) x , r ( X )x > < llxll pour tout entier p. 

p o o 

Ce qui prouve que la suite croissante < T y , y > est bornée, donc 

y e <éx . 
O 

On a Im r ( X ) = ^ . 
A o 

En effet, si y £ avec < y , T(X ) x > = 0 pour tout x £ M, alors 
A o 
o 

en particulier < y , T ( À )y > = 0 . 

Donc puisque y £ ^ on obtient lim < T y , y > < T

n Y > y > = 0. 
o n -» + co 

Or,pour chaque entier n, on a : 

? - 1 / 2 1/2 1 /2 - 1/2 1 /2 - 1/2 
l ly ir = < y , y > = < T n T n y , y > = < T n

/ Z y , T n y > < ||T n

/ Zy||.||Tn y | | . 
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4 -1 
Donc II y II < < T n y > y > <

 T

n y,y > • 

Le terme à droite converge vers 0 quand n -* + Œ , d ?où y=0, ce qui 

termine la preuve. • 

Par les propositions (3.1.3) et (3.1.4) on obtient le résultat 

{suivant, qui est énoncé dans ([3], p. 133) sans démonstration. 

(3.1.5) THEOREME. - On a : 

(a) Si X e n alors dim Im T(À ) = m . 
o + o + 

(b) Si X e n alors dim Im T(X ) = m . 
o o 

On tire un corollaire important : 

(3.1.6) COROLLAIRE. - Si X Q e n + (respectivement X Q E WJ alors les 

propriétés suivantes sont équivalentes : 

(a) m + = 0 (respectivement m_ = 0). 

(b) r ( X ) = 0. 
o 

(3.1.7) PROPOSITION. - Pour tout entier n > 1, et tout X Q e Œ \ E. 

on a : 

Im r ( X ) = Im r ( X ) N. 

o o 
2 

Preuve. - Il suffit de montrer qu'on a Im T(À ) = Im T ( X ) . On a 
r. o o 

déjà Im r ( X ) c im T ( X ) . 
o o 

2 

Soit y = r C O x , x e M, avec < y, r(X ) u > = 0, pour tout u e M. 

Alors pour u=x on obtient < y, r ( X Q ) y > = 0. 
Or par la proposition (3.1.4) on a y € fé7 = Im T (X ) , donc 

À o 
o 

X X . 
lim < E ° ( X )y,y) > < E ° ( X ) y,y > = 0. 

N + Œ ° n o 

Mais on a pour tout entier n : 

/ X 1 /2 X 1/2 o X 1 / 9 X 1/2 2 

w 4 - < C < V y-y>2-< s n X > ny. C < V ~ y > 

X 1 /2 2 X _1 / 9 9 X X _ 1 

< IlE ° ( X ) yll lE ° ( X ) ' yir = < E ° ( X )y,y > < E ° ( X ) y , y > . 
n o J n o J n o n o J J 
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On tire que y=0. Ce qui termine la preuve. • 

Cas où m . = m # ou m =m. - On va maintenant caractériser le cas m =m — + —£ + 

(respectivement m_=m) . 

(3.1.8) PROPOSITION. - Soit Xq £ Œ ^ 1R, les propriétés suivantes sont 

équivalentes : 

(a) m +=m si X € ïï+ (respectivement m_=m si X G T\_). 

X o 

(b) La suite des matrices (A^) converge quand n -> + «>. 

(ej La matrice r(A ) £st inversible, 
o 

+°° - 2 
fd; Orc a I lid, (X )H < + oo. 

k-1 k ° 

Preuve. - Par le théorème (3.1.5) on a (a) est équivalente à (c). 

Par la proposition (3.1.3) on a (a) est équivalente à (b). 

Reste seulement à prouver l'équivalence entre (b) et (d). 

Soit A E Œ \ R , d'une part on a : 
o 

(n+1 )m / A \ / A \ 

_ 9 (n+1)m m , , m (n+1)m , , _ 9 

z H d j A ) i r = i i id; p ;(A ) r = I I H W ( A ) \ . 
i 4 k o , A . k o „ , . k o 
k=1 k=1 p=1 p=1 k=1 

D'autre part, on a : 

A n * 
< E °(A )e ,e > = I (P, (A ) P, (A ))(p,p) 

n o p p , k o k o 
r r k=o 

n m 

= T Z P k(A o)(q,p) P ^ A )(q,p) 

k=o q=1 

n m / v —7—x (n+1)m ( x 0 

= Z I d, ( p ) (X ) d, ( p ) (X ) = I | d l

( p ) ( X ) | 2 . Donc 
, A km+q o km+q o . . 1 k o 1 

k=o q=1 k=1 

(n+1)m 

I lld, (A )ll = I < E °(A )e ,e > . 

k=1 k ° p=1 n ° P P 

Avec cette égalité on a (b) (d) . 

A 

Pour la réciproque, on remarque que puisque E^ (A^) est une matrice 
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hermitienne positive, alors pour chaque y E M, on a : 

X

 9 X ? m X 
0 < < E °(X ) y ,y > < l y i r tr E °(X ) = llyir I < E °(X )e ,e > 

n o y y n o J „ n o p p 
p=1 F 

X ? (n+1)m _ 
Donc 0 < < E °(X ) y ,y > < | |yir I lid. (X ) | | \ 

n o , „ k o 
k=1 

D foù (d) (b). • 

Cas où m + = m . - Dans le cas scalaire m = 1 , on a m + = m_ toujours. 

Dans le cas général m > 1 , on a une condition suffisante pour que 

m + = m_. 

(3.1.9) PROPOSITION. - Si pour chaque entier k, la matrice S f c est 

réelle, alors m = m . 

Preuve. - On définit V : £ -> £ c H par 

n . n v 
(Vf) (A) == I A x f c si f(A) = I X x k . 

k=o k=o 

2 

On a V =1, V est trivialement une isométrie, on la prolonge à H, et 

on la note par V. 

L fisométrie V est une conjugaison. En effet, si f,g £ £, 

n k_ N i 
f(X) = I A et g(X) = I X y., alors on a : 

k=o j=o -1 

k ._ n N _ _ 
tVf.Vg] = [I X K x k , I X Jy ] = I I < S x k,y > 

k j k=o j=o J J 

n N 

= 1 I < S k + .y.,x^ > = [g,f] , avec la remarque que si S 
k=o j=o ^ ̂  

est une matrice hermitienne réelle, alors<Sx , y > = < Sy,x > puisque 

m m 

si x = I ç.e. et y = I ç!e. alors 

i- i 1 1 j - i J J 
m _ m _ 

< Sx,y > = I S(i,j)ç. ç! = I S(j,i)ç ç! = < Sy,x > 
i,j=1 J i,j = 1 J 1 

à cause de l'égalité S(i,j) = S(j,i). 
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n k 
La conjugaison V commute avec A car si f £ £ avec f(X) = Z À x,, 

k=o k 

on pose g(X) = Xf(X), alors on obtient : 

n k-
(AVf)(X) = X(Vf)(X) = X Z X K x k = (Vg)(A) = (VAf)(X). 

k=o 

On tire alors que m + = m_. • 

Remarque. - Il y a une autre démonstration de cette proposition qui 

consiste à prouver que si les S sont réelles, alors la suite 0-

orthonormée (P (X)) vérifie P (X) = P (X) pour tout X € Œ et tout 
n n n n 

entier n. 

Puis on utilise le théorème (3.1.2) pour conclure que m + = m_. 

Dans le cas m=1, on a m + = m_ justement parce qu'on a toujours 

P (X) = TJ\). 
n n 

Exemple où = m = p , avec 1 < p < m. - On a un résultat qui montre 

que m + (respectivement m_) prend toutes les valeurs comprises entre 

1 et m. De plus ce résultat montre que la réciproque de la proposition 

(1.1.5) (b) est fausse. 

(3.1.10) PROPOSITION. - Pour chaque entier p=1,2,...,m, il existe une 

suite (Sk)^ ç 5 de moments matriciels, sur E , telle que les 

indices de défaut associés soient m + = m_ = p. De plus, on peut 

choisir (S k) telle qu'elle soit de type défini positif (respec-
K. 

tivement (5^)^ n'est pas de type défini positif si p < m). 

Preuve. - Soit p fixé, p=1,...,m. 
Soit (a ) une suite scalaire de moments sur E , déterminée, a = 1 . 

n n o 
Soit (g ) une suite scalaire de moments sur R, indéterminée, g = 1 . 

n n o 

On désigne par (f, (X)), , la suite des polynômes scalaires 
K. k Ç JN 

(P, (X)), associée à (a ) , et par (g, (X)) celle associée à (g ) . 
k k n n k k n n 

On pose 

r 0 ? i Î P 

o g : * 
S = . n . matrice mxm 
n . 0 

a 
n 

_ 0 0 a n . 
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c'est-à-dire : < S e.,e. > = 0 si i^j 
n i j J 

< S e.,e. > = 3 si i=1,...,p et 
n i i n 

< S e.,e. > = a si i=p + 1 ,. . . ,m. 
n i i n 

Il existe deux mesures positives scalaires a(.) et telles que : 

a = t nda(t) et 3 = t ndB(t) pour tout entier n. 
n J n J 

Soit T(.) la mesure quasi-spectrale sur H, définie par : 

T(.) = B(.)n + a(.)(l-n ) où 
P P 

n : C m ^ C m 

P 

) ~> ,0,...,0). 

1 m 1 p 

On obtient S^ = A ndT(A) pour tout entier n. 

On va montrer que les indices de défaut associés à cette suite 
(S ) sont m = m = p. On pose 
n n + 

" g ntt) 0 0 • 

o g n(A) : l p 

P (À) = . " matrice mxm 
n . 0 

: f (x) 
o o n 

c'est-à-dire P (A) = g (A)TT + f (A)(I-n ) . 
n n p n p 

On a P (A) == I car g (A) = f (A) = 1 . 
o o o 

m m 
On remarque que si h(t) = Z h.(t)e. et &(t) = Z £.(t)e. sont 

i-i 1 1 j- i J J 

deux éléments de JC, alors : 

m r 

[h,£] = I h.(t)£.(t) d<T(t)e.,e. > 

i=1 ' 1 

P r m f 

= I h.(t)£.(t)dB(t) + I h.(t)£.(t)da(t) 

i=1 J 1 1 j-p+1 J J J 
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On a 9(P ,P ) = 6 I. En effet : 
n k nk 

Pour i,j = 1,...,m, on a : 

m r 

Sii£j, [P (i,.), P v(j,.)] = X P (t)(i,q)P- (t)(j ,q )d<T(t ) e ,e > = 0 . 
n k J n k q q 

Si i=j < p, alors 

t P n ( i , . ) , P k ( j,.)l = j i n T t T g k ( t)dB ( t ) = 6 k n , 

et s i i=j > p+1 , alors : 

» 

[P (i,.), P,(j,.)] = TTETf, (t)da(t) = 61 . n k J n k kn 

On obtient 9(P ,P ) = 6 , I. 
, n k nk 
A n * m 

On a E °(t) = I R (A ) P (t) donc pour x = Z ç.e. G M, on a : 
n , k o k . . i l 

k=o 1=1 

A m A 

< E °(A )x,x > = I ç. ç". < E °(A )e.,e. > 
n o . . . 1 i n O 1 1 

1 ,J=1 J J 

m 9 n ? m ? n
 9 

i=1 1

 k = 0

 k ° j = p + 1 J k=o k ° 

+ oo 2 
Or pour chaque \ £ Œ \ E , on a I |g (A )| < + oo et 

O i A K- o 
k=1 

4 0 0 2 
Z |f (A ) | = + oo (AKHIEZER [1], théorème (2.1.2) page 34 et le 

k=1 k ° 

corollaire (2.2.4) page 41). 

Soit l'espace vectoriel défini dans la proposition (3.1.3) 

o 
on a alors ,...,e € ^ , mais si < x,e. > = 0 pour j=1,...,p 

o ^ 
alors x ? ^ , d'où dim = p, pour chaque A £ Œ \ E . Ce qui 

A A o 
o o 

montre,d'après la proposition (3.1.3), que m + = m_ = p. 

m 
Si h G £, h(t) = Z h.(t)e., alors on a : 

i - i 1 1 

P r ? m r ? 

[h,h] = I |h.(t)|<lB(t) + I | h . ( t)| zda ( t ) . 
i=1 J 1 i=p+1 J 1 
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Donc [h,h] = 0 est équivalent à : 

I h^t) | 2 d 3 (t) = | |hj (t) | 2da(t) = 0, pour i=1,...,p et j = p + 1 , . . . ,m. 

Si on choisit 3(.) et ot(.) à support infini, alors on obtient 
[h,h] = 0 si et seulement si lu = 0 i=1,...,m, c'est-à-dire h = 0. 

Donc la suite (S, ) est de type défini positif. D'autre part si 
k 

p < m, si on prend ct(.) à support fini alors il va exister un poly
nôme &(t) à coefficients complexes, non nul, tel que : 
|A(t)| da(t) = 0. 

On pose f(t) = &(t)e , on a alors 
m 

[f,f] = |A (t)| da(t) = 0, avec f % 0, donc dans ce cas, la 
suite (S, ) n fest pas de type défini positif. • 

K k 

3 . 2 . P R O B L E M E D ' U N I C I T E E T L A M A T R I C E r ( X ) , 

Avec le corollaire (3.1.6) on obtient : 

(3.2.1) COROLLAIRE. - Les propriétés suivantes sont équivalentes : 

(a) m + 4 0 (respectivement m_ 4 0). 
(b) Il existe À Q G TT + (respectivement à ft_) tel que R ( X Q ) 4 0. 
(c) Pour tout X G T T (respectivement àft)onaT(\)40. 

o + - o 
Ce résultat ne fait intervenir que les X € E \]R, mais dans la 

o 
suite on aura besoin d'une propriété entre les indices de défaut 
et la matrice r ( X ) avec X réel. On a le résultat suivant : o o 

(3.2.2) PROPOSITION. - Les propriétés suivantes sont équivalentes : 

(a) m + -t 0 (respectivement m_ 4 0). 
(b) Pour tout X q 5 Im X Q > 0 (respectivement Im X Q < 0) on a 

r ( X ) 4 o . 
o 

Preuve. - Il suffit d'appliquer le corollaire (3.2.1) et de prouver 

ceci : 

(*) Si pour tout X G TT+ on a r ( X ) 4 0 alors r ( X ) 4 0 pour tout 
X réel,, o 
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Pour montrer (*) il suffit de montrer qu'on a : 

r(X + iß) < r(X ) pour tout 3 > 0, et tout réel X . 
o o o 

Soit X^ réel et 3 > 0, pour tout entier n on a : 

X X +i3 
(**) E °(X ) < E ° (A +iß). 

n o n o 

Si (**) est montré, alors on obtient : 

X +iß X 
0 < r(X +iß) < E ° (X +iß) < E °(X ) . 

o n o n o 
Xo -1 

Donc r(X +i3) < E (X ) pour tout entier n, d'où à la limite 
o n o r ' 

quand n -» + «>, on obtient r(X^+iß) < r(X ) . Reste seulement à prouver 

(**), pour cela il suffit de montrer 

P, (X ) V (X ) < P (X +iß)*P,(X +iß) 
k o k o k o k o 

pour chaque entier k. 

Soit x G M, x # ) , on pose R(X) = IIPk(A)x||2 = < P k(X)*P k(X)x,x >. 

On veut montrer que R(X ) < R(X +iß) . 
o o 

On remarque que R(X) est un polynôme à coefficients complexes et que 

ses racines sont réelles. En effet, si R ( T

Q )
 = 0> alors P k (

T

Q )
x = ^» 

d'où t q est un zéro de det P^C^) = 0, donc par la proposition (2.2.3) 

on a t est réel, 
o 

On note par X.,...,X les zéros de R(X), avec leur multiplicité 
1 P p 

on a alors : R(X) = a n (X-X.) avec a € (C. Donc 

|R(X + i 3 ) | 2 = |a| 2 n (A -X.+iß)(X -X.-iß) 
i o « j = 1 o j o j 

= I ot j 2 S ((X - X . ) 2 + ß 2) > I et j 2 S (X - X . ) 2 =| R(X ) | 2 

Donc R(X +iß) > R(X ) , d'où 
o o 

P. (X ) V (X ) < P (X +iß) V (X +iß) 
k o k o k o k o 

ce qui termine la preuve. • 
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On tire un corollaire important. 

(3.2.3) COROLLAIRE. - Si m + 4 0 ou m_ 4 0, alors pour tout X ^ réel, 

on a T ( X ) i 0 . 
o 

Première condition nécessaire et suffisante, pour que le problème 

soit déterminé. 

(3.2.4) THEOREME. - Les propriétés suivantes sont équivalentes : 

(a) m + == 0 ou m_ = 0. 

(b) Le problème est déterminé. 

(c) m + = m_ = ° -

Preuve. - On a (a) (b) par le corollaire (1.1.9). 

(b) =* (c). 

Si le problème est déterminé, alors m^ * m_ - 0, car sinon 4 0 

ou m_ 4 0, d foù d'après le corollaire (3.2.3) on a r ( X Q ) t 0, pour 

tout X réel, 
o 

Donc avec le théorème (2.4.1), pour chaque X ^ G ]R \ $ , où g est 

un ensemble au plus dénombrable, il existe une solution u (.), qui 
À 
o 

prend la masse T ( X Q ) ^ 0, au point X q . Puisque le problème est déter

miné, alors l'unique solution u(.) prend une masse non nulle en chaque 

point X ^ G 11 \ S, ce qui est absurde puisque IR \ S n'est pas dénom

brable. 

(c) =» (a) Evident. • 

Deuxième condition nécessaire et suffisante, pour que le problème 

soit déterminé. 

+°° 2 -1 
Dans le cas scalaire m=1 , on a r ( X ) = ( I |pt (X ) | ) et on a 

o . ' k o ' 
k=o 

le résultat : le problème est indéterminé si et seulement si 

+ °° 2 
I |P (X ) | < + oo, pour tout X G Œ (AKHIEZER [1], th. (2.1.2) 

- K. o o 
k=o 

page 34, et corollaire (2.2.4) page 41). Par le théorème (3.2.4) et 

la proposition (3.2.2) on a un résultat analogue pour m > 1. 
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(3.2.5) THEOREME. - Les propriétés suivantes sont équivalentes : 

(a) Le problème est indéterminé. 

(b) Pour tout X £ Œ on a T(X) f 0. 

Un corollaire immédiat du théorème précédent est : 

(3.2.6) COROLLAIRE. - Les propriétés suivantes sont équivalentes : 

(a) Le problème est déterminé. 

(b) Il existe X E I, tel que T(X ) E 0. 
o 9 ^ o 

Avec le théorème (2.4.1) et le théorème (3.2.5), on obtient le 

résultat suivant, pour m entier > 1, qui est la généralisation du 

théorème B de LANDAU ([4], page 256) fait dans le cas m=1 . 

(3.2.7) THEOREME. - Soit (Sb-X ™, une suite de matrices mxm hermi-
k ç JN 

tiennes, avec S = 1 . On suppose que cfest une suite de type défini 

positif. 

Si le problème est indéterminé, alors pour chaque À Q E E \ $, 

il existe une solution u^ (.) du problème, qui prend la masse 
o 

r ( À Q ) % 0 au point X^.La matrice r(^Q) est la plus grande masse 

que peut prendre une solution du problème au point X^. 

Remarque. - Par le théorème précédent, on voit que la classe des 

solutions du problème est ou bien réduite à un seul élément, ou bien 

elle est de cardinal non dénombrable. 
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