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ANALYSE HARMONIQUE HYPERBOLIQUE
REPRESENTATIONS ET CONTRACTIONS DES GROUPES SOo(1,n).

par Michel MIZONY

RESUME. Nous définissons des représentations isométriques hilbertiennes d'un

sous-semi-groupe de SO.(1,n), 3 partir d'un noyau de Poisson de 2&me espéce,

1ié aux fonctions de Jacobi de 2&me esp@ce. Par contraction . ces représenta-

tions approximent des représentations unitaires irréductibles du groupe des

déplacements pseudo-euclidien : Rn\a,SOO(l,n—l). En particulier nous retrou-

vons une formule du type Mehler-Heinepour les fonctions de Jacobi de 2&me

espéce et les fonctions de Hankel et nous montrons que les semi-groupes con-

sidérés sont les semi-groupes de causalité globale de 1l'univers lorsque n = 4.

1°) DECOMPOSITION DU GROUPE DE POINCARE ET DES GROUPES DE DE SITTER.

Soit le groupe de Poincaré P = RA\b S0.(1,3), produit semi-direct du

groupe R4 des translations d'espace~temps et du groupe S0.(1,3) des transfor-—

mations de Lorentz de 1'univers, muni d'une courbure nulle, identifié & 1'espace

de Minkowski Rl+3.

Soit le groupe de De Sitter H1 = S00(1,4) des changements de référentiels

de 1'univers, muni d'une courbure négative, identifié a 1'hyperboloide d'équa-

. 2 2 2 2 _ 1+4
tion X, XX, x3 x4 = -] dans R .
Et soit le groupe de De Sitter H2 = 800(2,3) des transformations de

1'univers, muni d'une courbure positive, univers identifié 3 1'hyperboloide



- . 2
d'équation 54+x§—x$—x§-x§ = |1 dans R2+3 .

NOTATIONS 1.1. - Identifions S0.(1,3), S00(2,3), SOo(1,4) etc..., 3 des sous-

groupes du groupe conforme S0,(2,4) en mettant des indices.

. 2+4 .
S00(2,4) agit sur R ={x = (X—l’xo’xl’XZ’X3’X4)/Xa €ER, a=-1,0,...,47

144 2+ 2+4

R = {xe€ R2+4

/x . =01}et R 3. {x €R

-1 /x, =0}.

Par convention, S0.(1,2) est le sous-groupe de 50,(2,4) agissant

0,1,2

sur les coordonnées d'indices 0, 1 et 2 ; SOo(l,l)_l ] est le sous—groupe de
’

S00(2,4) ou de SO¢,(1,3)_1,1’2,3

etc... . -Parfois nous mettrons en indice, les indices des coordonnées sur les—

agissant sur les coordonnées d'indices -1 et 1 ;

quels le sous—-groupe n'agit pas par exemple H1 = SOo(1,4)_1 ou encore H2= 500(2,3)4.

Enfin le groupe des transformations de Lorentz sera noté L = SO°(1,3)O 1.2.3
’ b H

Dans SOo{(psq) nous utiliserons les mémes conventions de notations.

LEMME 1.2. - Soit q 2 1 , nous avons les décompositions suivantes de $0.(2,q)
50(2,0) = S0(2)_; 4. SO;(I,q)_l . 806(1,q)
= so(2)_1’0 . jzl SO°(1’1)0,j . SOo(I,q)0

(C'est une généralisation de la décomposition du type Cartan—Sekiguchi de
SO<>(2,1)__1,0’1 = SO(Z)—],O :
position de Cartan-Sekiguchi de SO.(p,q), p €N , q € N° , la décomposition

[DI" ] donnée dans Sekiguchi [7 ], nous appellerons décomposition d'Oshima-

SOo(l,l)_1 1 SOo(l,l)O l). Nous appellerons décom-
3 H]

Iwasawa la décomposition [DIY et décomposition de Bruhat la décomposition

[DI™] donnée dans [7 ]. Nous préciserons ces décompositions au fur et 3 mesure

de leur utilisation.

DECOMPOSITION DE CARTAN-SEKIGUCHI . Soit G = SO.(p,q) , H = SOo(p,q-l)q,

K = S0(p) x S0(q) , Ao = SOo(l,l)_p+1 q et W le groupe de Weyl associé a H ;
?

c'est le quotient du normalisateur de A, dans H par le centralisateur de Ab

dans H : alors G = HA K = HWA, K.
?



PREUVE DU LEMME.

S0.(2,q) SO(2)__l o SO(q).SOo(I,l)O 1 .S0.(1,q) décomposition de
) o]

b

Cartan-Sekiguchi
o

S0(2)_; *S0(q).80.(1,1)_,50(q) S0o(1,q)

1,

SO(2)_l o.SOO(I,q)_l.SOO(l,q)o décomposition de Cartan
3

80(2) _,

de Cartan-Sekiguchi.

= S0(2) _

1,0 SOO(I,Q“Z)_

l,q-1,q

par décomposition de Cartan-Sekiguchi de SOo(l,q—l)_1 q etc...
s

= 50(2)

I =.a

SOo(l,l)O ;

+ S06(1,q) c.q.f.d.
1 ’ °

-1,0 .
J

TABLEAU DE DECOMPOSITION 1.3. DES GROUPES DE TRANSFORMATIONS.

groupe espace-temps Lorentz nature de la Univers
décomposition
Hl = SO<>(1,4)__l = SO(4).SOo(1,1)O 5" L Cartan—Sekiguchi U _espace
i i compact, temps
] non compact
P = R1+3 .L ! produit semi- U0 = R1+3
% direct
i
| |
; = = LY
ﬁZ SO°(2’3)4 SO(Z)I,O'izlso"“’l)—l,i L : Lemme 1.2 U, temps com-

‘ pact, espace
| non compact.
¥

|

4 4
Soit C le cOne isotrope dans RZ+ : C= {xEER2+ /gi +x§—x%—x§—x§-xi = 0}

alors ona U_ = Cﬁ{x/x_1 =1}, Uo = Cﬂ{x/x.l+x4 = llet u, = Cﬂ{x/x4 = 1}

oSO°(1’q_l)—l,qso°(1’l)o,q S0(q) SOo(l,q)0 décomposition

SOo(l,l)o’q_l SOo(q_l)q SOO(]’I)O,q SOO(l’q)8




2°) DES DECOMPOSITIONS DU GROUPE CONFORME S0.(2,4).

Soit S00(2,4) = KAN la décomposition d'Iwasawa du groupe conforme, avec

K = S0(2)_ X S0(4) , A=A .A ol A = SOo(l,l)_1’4 et A = .‘400(1,1)0,3 ,

1,0 1
et N est un groupe de Lie nilpotent de dimension 6.

Donnons les deux décompositions de Cartan-Sekiguchi relative 3 H, et H,

en posant : -1 chy shj)
W= { id P } et A =la = 111 ’ /X 2
’ 1] o,+ 7A o 1 g
’ ‘li /  shy chy
S00(2,4) = 0+ WH = KA H
S0.(2,4) = KAo,+ W H2 = KA, H2

Le centralisateur de AO dans H1 (et dans HZ) est le groupe de Lorentz L.

Précisons les deux décompositions d'Iwasawa-Oshima du groupe conforme,

relativement aux deux sous—groupes de De Sitter H1 et H2

S0.(2,4) = NoAOWHl

NoAOWHI (respectivement NoAOWHZ) est un ouvert partout dense dans S0»(2,4)

= NOAOWH2 , plus précisément la partie

et i1 v a unicité de la décomposition.

P 2 < s
Précisons que N = NoNl , avec NI =~ R provenant de la décomposition

, _ e . .
d'Iwasawa de L = SO(3)1,2’3 SOc,(l,l)o’3 N] et que N est défini comme suilt

2 2
x x 20
NO={nx= 5 id. ) / avec x = x; E!R4 R
L 1 = %3
2 2
2 2 2 2 2 ¥
|x]|© = X "X TX, "Xy et X —('xO - X Xy -x3).



On a, pour X € L et D,

~

f

WI’\

, X n iq
X

n

X.x

oli X.x est 1'action

. 4 . .o . . ~
canonique de L sur R . On identifie ainsi le groupe de Poincaré P

sous—groupe L.No de S0,(2,4).

D'autre part

contient le parabolique minimal MAN, (oli M =

de A dans K). On obtient donc :

800(2,4) = KLAN

est le sous—-groupe AO qui normalise N

: . . +
tations de 1'espace de Minkowski Rl 3.

ou

L.A .N ~est un parabolique maximal de S0.(2,4) qui

SO(Z)1 9 est le centralisateur
3

o= KA P

, apparait comme le groupe des dila-

Enfin nous avons une décomposition du type Bruhat

S00(2,4) = N; WLAON0 avec unicité d'écriture, oill N; se déduit de NO par

1'involution de Cartan 8 de S0.(2,4).

Résumons ces décompositions sous

TABLEAU DE DECOMPOSITION 2.1 du groupe

la forme du tableau suivant

conforme.

nature de la décomposition

S06(2,4) = SO(Z)—l,o S0(4) .Ao .H1
= SO(2)_1,§0(4) .Ao .H2

= S0(2)_ , S0(4) .A  .P
S0.(2,4) <2 No . Ao . W.H1
~ N . A .W.H
o o 2

«~ N . A_.W.P

IR UTUANPUIINIPUEPEPUEY ¢ WSO ¢ TPSIPVPU PRI
Remarque;

Cartan-Sekiguchi i
Cartan-Sekiguchi

Twasawa (modifiée)

Iwasawa-Oshima

Iwasawa~Oshima

.......................

Dans les trois premiéres décompositions, pour une dilatation non

triviale, il y a unicité d'écriture & SO(3)1 5.3 prés.
b ’

Dans les trois dernigres décompositions,

canonique sur un ouvert partout dense.

<« indique 1l'injection



3°) CONES DU FUTUR ET SEMI-GROUPES DE CAUSALITE GLOBALE.

Soit U 1'un des trois univers Uo , U_ et U, , considérd comme une

+
. ~ . 2+4 . o . .
partie du cdne isotrope C de R - . Fixons une origine O de cet univers U

Nous appellerons cbne ouvert du futur de 1'univers U, relativement
point 0, l'encemble C(0) des points de U, image de 1l'origine par le semi-
groupe engendré par les translations strictement positives du temps et par les
transformations de Lorentz, semi-groupe dans le groupe G des transformations de

1'univers U. (G = P, H, ou HZ)' Notons G, ce sous—semi—groupe que nous appellerons

1
semi-groupe de causalité globale.

Pour U = U, prenons pour origine le point O = (1/2,0,0,0,0,1/2) € U, .

2 2 2 2
= = e = - — -

Alors C(0) Co(0) {x C/x_1+x4 1, x> 0 et X TX7X,7Xg > 0}

. {(1—12 1+A2) PRI T S S N

- 7 Ko X0 Kp o0 X3 T L Xy T X T Xy T Xy

et x > o0 Y,
*
et le sous-semi-groupe ouvert G, =P, de Poincaré est P, = L.N; , oli
g 2 2 2 .
= E - - - ' S

No {nx N, / X "X X,y > 0 et X, > 0}, c'est le cdne ouvert des

vecteurs du genre temps de l'espace de Minkowski.

Pour U = U_ , prenons pour origine le point 0 = (1,0,0,0,0,1) € C.

Alors C(0) = C_(0) = {x € C/x_1 =1, x4> 1, xo> O et xg-x%—xg—xg >0 }
2 2.2 2 2 .2
= {(I’XO’XI’XZ’XB’ AL )/x0> o, X "X "X,"Xy = A%> 0}
= = a8 3 = ol =
et le sous-semi-groupe ouvert G_ HI,+ est égal 3 H1’+ LB, Loa B 500(1,4)0’4

nous étudierons ce semi-groupe dans les paragraphes suivants.

Par contre pour U = U, , on a C(0) = U, et G, = = H2 » ce qui n'est

+ H2,+
pas étonnant du fait de la compacité du sous-groupe des translations de temps.



~J ~s
Considérons maintenant C (0) = Iy (C_(0)), (respectivement C (0)=A* (c (0)),
- O,+ - o} o,+ o0

la partie du cdne isotrope C obtenue par dilatations strictement positives de

C_(0), (resp. CO(O)) 3 on a :

T (0

{x €5C/x_1 = el , x6>0, x4>1 et x

~J
CO(O) {x € C/x_1+x4 = ePs 1, X > 0 et x

Alors le sous-semi-groupe 800(2,4)+ (resp. S00(2,4)°) de S00(2,4) formés des

~ "
éléments laissant stable C_(0) (resp. Co(0)) est un sous—semi-groupe fermé de di-

menSion 15 de 800(2,4) égal 3 800(2,4)+ = HI +A¥ +Hl L (resp. 500(2’4)0 =
x * %~ - -, 1yt O, ’
9(LNO,+)A0 + LN 4 oli # est 1'involution de Cartan)

. + .
Nous appellerons ce semi-groupe SO0.(2,4) (resp. S00(2,4)°) le semi-
groupe des transformations conformes et causales relativement 3 un univers

de courbure négative (resp. nulle).

4°) NOTATIONS ET SOUS-SEMI-GROUPE G, DU GROUPE G = S0, (1,n).

Scit G = SOO(l,n)0 0’ K=S80(n) , A= Soo(l’l)o,n et

)

H = SOO(I,n-l)n . Soit M = SO(n—l)n le centralisateur de A dans H (et dans K).

Soit M' = SO(n-2)n_1 . G agit canoniquement sur R1+n , muni de la pseudo
. ] ’n I+n 2 2 2
métrique (l,n) : x = (Xo,xl,...ﬂﬂg € R ]|x||=||x||(1 a) = XX TRy
’

. ~ . 1+ . ~ .
Soit C le cOne isotrope de R T et = les raies de ce cdne. Soit Eo = et € C

. + . q s
(ol e s€pseese est la base canonique de Rl n) et soit P = MAN le stabilisateur
de la raie R € —.

Soit G = KAN 1la décomposition d'Iwasawa de G, G = HWAN celle d'Oshima-Iwasawa,

G = HAK celle de Cartan-Sékiguchi et soit X = G/K l'espace riemannien symétrique.

(4.1) Soit r= G/P= K/M 1la frontiére de X. T est isomorphe & =) , car

P stabilise Rg, - identifions T 2 une partie de G par une sectiono et 2

une partie de C (qui paramétre = ) par une application s.


http://Sc.it

. + .
Soit K = M 80(2) _, M i.e. pour k€K k=m, ky m, avec 0<Bgm pour

’

-Idn—l

ké’ = cos8 -sin@ et m; et m, & M. Posons encore'kﬁ_ 1'8lément
. 1
sin@ cos#

générique de SO(2)i n-1/ i=1,...,n-2.

Soit Yy €T, ona y=k€ K/M avec k = (m,kg) of mE M/M' et

+
G T = o PP, e 4
59 SO(Z)n-l,n , posons Oo(m) Hgn-z 59;_3 kéﬁ M ol Oo est la

section canonique de M/M' dans M et posons

o(y) = o(k) = O(ﬁ,%g) = Oo(ﬁﬂkg pour o <& <

et oly) = id pour =0 et o(y) = k1T pour @ = T, Posons aussi
i Y
s(y) = O(Y)(Eo)'e C. Ainsi s(m,k) = (W: ) € C. Soit dy 1la mesuré image
de la mesure dk sur K. cos
@
En tant qu'espace mesurd on a (T,dy) = (M/M'x [o,7], dthr-ﬁ— sin” ©dO
T (=~ )
2

oll dm est la mesure image de la mesure de Haar normalisée sur M.

(4.2) Soit r, = HAN/P = H/M ; c'est un ouvert de I (d'aprés la décomposition

d'0shima-Iwvasawa) ; soit C,_ = HA(e -e ) et (=%  1l'ouvert de {= formé des
raies de C_ . I, est isomorphe ae=, -

-~

Identifions T, & une partie de G par une section 0, et 3 une partie de
C+ (qui paramétre233+) par une application s, » en utilisant la décomposition
de Cartan de H par rapport @ M : H =M -’SOo(l,l)1 n-lM‘
* ’
1 = = T T e ' & 3 2-
Soit y=h (m,hdﬁ € I, avecm M/M' et hw SOo(l,l,;l,n_l , o
posons c+(y) = °+(ﬁ,h¢P = oo(ﬁ)hw €G pour ¥ >0 et 0+(Yé) = e, et posons
s, (y) = c+(y)£1 avec 51 = eo—ene C.
chv
. . . = : (=
Ainsi s+(m,hq) est de la forme s+(h¢) <-,1 c .
Soit d,y la mesure image de la mesure dh sur H. En tant qu'espace

mesuré on a (P+,d+y) = (M/M' xR, , dm shﬁrz dy) .
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Soit G+ le sous-semi-groupe de G , défini par G+ = {gEEG/g (C+)c;C+}
il est engendré par H et A c'est-a-dire G, = HA H. Et notons G: le sous-

semi-groupe ouvert HK:H de G.

5°) NOYAUX DE POISSON DE l&re ET 28me ESPECE ; REPRESENTATIONS DE G ET DE G, -

/_T
G agit canoniquement sur I' = G/p par (g,Y)+* g.Y = g 0(Y) ; on peut

B

encore 8crire cette action de la manid&re suivante : s{g.Y) € R g_l(s(Y))e‘?Q.

Posons pour tout g € G et Y € T! P(g,Y) = ggiz- ; c'est le noyau de

Poisson (que nous appellerons de l&re espéce).

De maniére semblable définissons une action du semi-groupe G _ sur la

"
demi-frontig&re" T _ : (g,Y) > g.y ot g.Y est d&fini par
s, (g.Y) €R g_l(s+(Y)) € E£1+. Du fait de la définition de G, cette action

est parfaitement définie. Posons alors pour tout g € G, et Y € F+

d .Y

Qg,y) = —= (5 )
+

deuxiéme espéce. Ces noyaux vérifient les propriétés suivantes

; nous appellerons ce noyau le noyau de Poisson de

i) Vg8, €6 , ¥yEr i') Ve, €6, et VyE€T,
P(g18y5Y) = P(8>MP(gy58,-7) Q(g8,57) = Q(g;,7)Q(gy,8;-Y)

ii) YKkE€K , VyE€T il") Yh€H et Yy €T,
P(k,y) =1 Q(h,y) =1

iii) Va €A , Y(i,kg) €T iii") VateA+ et V(i,h) € T,

P(a,, (i k,)) = (che-sht cos 6~ (n=1) Q(a,, (i b)) = (chebshe chy (7D

Du fait des formules de 2 cocycles i) et i') ci-dessus nous pouvons
définir des représentations de G et de G, dans des espaces de fonctions

sur T et F+.



Notons ¢ =2 et pour A € ¢ , pour f fonction continue sur I', g € G

2
172 - A
posons T _., (g) £(¥) = P(g,Y) n-1 £(g.7)
5 ~ /2 2A
et pour f € L (T+,dY ) posons Hp_ix(g)f(Y) = Q(g,Y) n-1 £(g.Y) pour
g€ G,

PROPOSITION 5.1.- <) Pour X €ER ﬁ se prolonge en une represpntatton

-ix
unitaive de G, (c'est la premiere série principale), dans L~ (P dy)
127) Pour X € € H _ix

groupe G_ dans 1'espace hthertten L (F d+Y) ;3 de plus pour Im(}) >

est une representatzon continue du semi-

ces représentations sont contractantes et pour Im(}) = o, elles sont

isométriques (non unitaires).

~ Pour f continue sur I on a :

f [+23m(2) 9 ZIm(A)
M L@l = L e T | fen | - j} P(g.) T |£(g.7) | dg.y
donc pour X réel | |m o= 1)\(g)fll = ||f||2
2
- Pour f €L (P+,d+y)
2 Im(x)
|| o- 1)\(8)f|l fr lace, | l£(g. Y)| d,g pour tout g € G,

or g est de la forme h1 a h2 avec t > 0 et on a d'aprés i') , ii') et iii')

les inégalités : (cht ch(w-wl))_2e5|Q(hlat hz,\()ls(cht)_2p oi vy = (ﬁ,hw)

'

~ 2
_ c . .
et hl m, h, m 1 donc Hp—ix(g)f L (F+,d+y) et en particulier pour

v
1
m) > 0ona || i, a, b)ell,<(che) 2mON | gl], < |12l -

- : ' 3 oy - : =
Enfin d'aprés 5°) i) et i') on a Hp—ix(gng) Hp—ik(gl)na—ik(gZ)

'\J
et (gjey) = M_; (e T _. (s)) pour g ,8, €G et g],g) €6,.

0 i pP=iA

c.q.f.d.

10



REMARQUES. - 5.2.

i) pour X €ER / K est la représentation quasi-réguliére de K

’ Hp—ik

par rapport &8 M et pour AEC Hp—ik/ H est la représentation quasi-réguligre

de H par rapport i M.

ii) Pour X € R, Hp—ik / G, est une représentation unitaire du semi-

~

groupe G, et Hp—iA est une représentation isométrique. Rapport entre Hp-ix/ G+
(a"4
o ?
et Hp—ik ?
6°) RAPPORT ENTRE LES REPRESENTATIONS HILBERTIENNES Hp—i) et ﬁ;—i) sur G+.
PROPOSITION 6.1. - %) La restriction au sous-semi-groupe G_de G de la

représentation unitaire Hp de G, contient une sous représentation

de G,.

au sous—groupe H de G

-ix
~
rsométrique équivalente d la représentation Hp—iA
-i)
est la somme de deux représentations de H équivalentes A la quasi-réguliére

11) En conséquence la restriction Hp
de H par rapport d M. (ce qui est un résultat bien connu).

Pour montrer cette proposition, donnons une autre réalisation de Hp—iA

Soit W = {id, kﬂ} le groupe de Weyl de G, alors WxI'_ est un ouvert

partout dense dans ' par 1'identification T :

(w,m,h,) » T (w,m,h,) = (m,k £ )
V] 1] Arcos EEE
W x T+ > T
ol e =1 si w = id et e = -1 si w= kTr

Appelons encore d+y la mesure produit de la mesure de Haar sur W et d+Y sur T .
Pour AER, et f d+Y presque partout définie sur W x I, posons : Ek(f)

A .

x f(w(9),m,h

. —p+i
fonction sur T définie par Ex(f)(m,ke) = (cos®O) P 1 | )

Argch|COSe

avec w(6) = id si cos ' <o et w(e) = kTr si cos 6>0.

11



On obtient alors :

LEMME 6.2. - Pour A€R , alors E
LZ(er+,d+y) sur LZ(F,dy)

EAI est défini pour f € LZ(F,dy) par

y est un 18omorphisme “isométrique de

iA

B (i) = e ()™ £k, e )

Arcos ohv

-1 il (g) » Expour tout g € G.

Posons ox(g) = EA o T i

La représentation oy de G (équivalente 3 Hp—ix) s'écrit pour £

f € LZ(WXF+,d+y) », AER et g € G.

1/2 - 22
o, () E(w, i, hp) = (e(w)chy) P (g, (i, k e(w) ) n-l
A > > TArcos Eﬁ?"
€ (w) —p+id_, ¢ e(w) . .
x(cosl (Arcos = ) (@)]) f(w[(Arcoschw )(g)],m(g),hArgch i |)/,
e(w)
COS[AICOSChw ] (g)
ol par convention on note g.(ﬁ,ke) = (ﬁ(g),ke(g)) pour g € g/notons également
g . (ﬁ,hw) = (m(g),hw(g)) pour g € G, ; en particulier pour g = a, avec t> 0
. _ sht+chtchy
on a : chy(t) = cht+shtchy

6.3. Calcul de Gl(at)’ lorsque £t >0-et w =k

b
) . . e (w) _ 1
Par un calcul simple on obtient : cos(Arcos hy )(at) s ey
1) .
1/2 - =2 p=ix
et P(at,(ﬁl,k o)) n-l = (chy) Y ’
Arcos—- (sht+chtc:h1p)p"1
ch
. = _p+i>\ _ p_i)\ . .
donc Ol(at) f(kﬂ,m,hw) (sht+chtchy) (=chy(t)) f(ld’m’hw(t))
1/2*_2._)%
= 0(a, @by T £(dsdshy )

(t)
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6.4. Calcul de OASE¢) p??r h¢ € SO°(]’I)O,n—l(:H'
] . - (e - cosf
On a : h¢.(m,ke) (m(¢),ke(¢)) avec cos60(¢) EEE:EEEEIﬁg et
£ (w)
€ (w) _ chy _ € (w)

cos(Arccoschw )(h¢) ch¢-shethy  ch(y-¢)

Calculons P(h¢,ﬁ1,kArcos iéwi )) en utilisant le fait que dans G, h¢ = E;E a¢ kH
2 2

Pour Yy €T P(h¢,y) = P(a¢, k H.y) et en particulier pour vy = (ﬁ,ke) avec

II : 2. i . -(n-1)
5 <6, P(h¢,m,ke)) = P(a¢, m(i),ke _ %_)) = (ché¢—- shésinb)
donc pour w = kH ’ P(h¢’ﬁ’lArCOS Ch;l )) = (ch¢-sh¢thw)_(n—l) et ainsi

~-p+iA

0A(h¢) f(kn’[h’hll}) = (—ChW) (~Ch(l!)_¢))p_i>\ %

x (ch*-sh¢thw)p—ikf(w(Arc cos Ei%ﬁ:E)) ) Ii](hcb)’hlb—cb) ¢'est-a-dire :
Gk(h¢) f(kH’ m,hw) = f(id,m(h¢),hw_¢)

6.5 <. Identifions 1l'espace L2(P+,d+y) et 1'espace des fonctions f € LZ(WXP+,d+Y)

telles que f(kH,Y) = f(id,y), au vu de ox(a+) et de Ok(h¢)’ 6.3 et 6.4

~S

permettent de conclure:pour )} € R, GA/G+ = Hp-iA » nous avons donc démontré
la proposition 6.1 i) ; pour montrer ii) considérons la restriction de 9y
34 H agissant d'une part dans le sous-espace des fonctions f € L2(er+,d+y)
telles que f(kH,Y) = f(id,Y) et d'autre part dans le sous-espace supplé-
mentaire des fonctions f € LZ(WXF+,d+y) telles que f(kn,y) = -f(id,y), ces
deux restrictions sont &quivalentes & Hp-iA/H qui est la quasi-réguliére de
H par rapport a M.

c.q.f.d.
CONCLUSION 6.6. - La proposition 6.1 signifie que les représentations de la
premidre série principale de G = SO.(1,n), restreinte au sous-semi-groupe G,
ne sont pas irréductibles. Un résultat identique s'obtient aisément en
considérant d'une part les représentations des autres séries principales

2 - . .
IIT o-i) 3 valeurs dans L (F,HT) oll (T,HT) paramétre les représentations
’

13



unitaires irréductibles de M, et en construisant d'autre part les représen-—
v Al
tations hilbertiennes contractantes IIT o—iA (Im(X) >0, T € M) du semi-groupe

o 2 ?
G+ da valeurs dans L (F+,HT).

Nous allons aborder maintenant le probléme qui fut la motivation pro-
fonde de ce travail : comment rattacher d'une part les fonctions de Jacobi
de 28me espdce A la théorie des groupes, et comment interpréter d'autre part
la transformation de Laplace-Jacobi dans ce cadre ? Ces questions ont d&ji
été abordées, en particulier, d'une part par J. Faraut [ 3] et dans un exposé&-
non publid [ 4] et d'autre part par M. Mizony [ 6] , en ce qui concerne la

définition et les propriétés de la transformation de Laplace-Jacobi.

7°) FONCTIONS DE JACOBI COMME MOYENNE DES NOYAUX DE POISSON DE ler ET 2&me
ESPECE ; FORMULES D'ADDITION.

Pour A € R et pour g € G posons o, (X,8) = <Hp—ix(g)lll> L2(F dy)
,dy) .

En particulier pour g = a_ posons ¢n(A,t) = ¢n(k,at) ; on a

t

r(2) m n-2
n . n- o ‘
(1) ¢n(k,t) = -tf—é%?r— 0[ sin d e} par définition du produit
/HF07T0 o (cht—shtcos@)p

. 2 2 P(%O . n-2

scalaire dans L™ (A,dy) = L"(M/M' x [o,T [, ——— d m sin “©d®).
YT (——)
2

C'est la fonction de Jacobi de l&re esp&ce réalisée comme coefficient

de la représentation Hp—ik de G. ¢n(A,t) est notée ¢ __, ) l/ztk,t)
2 ’

dans [6] .
. . 2 v 1
D'autre part si 1 ¢'L (H/M,d+y) on a cependant Hp—ik(g)l €L (H/M,d+y)

pour g € G: (sous-semi-groupe ouvert), dé&s que Im(}) > p-1.

14



Posons donc pour A € ¢ , Im(A) > p~l et pour g € G,

¢n(lsg) = < Hp-ix(g)l'l > = .j;+ I

o-in (81 dyy

en particulier pour g = a, avec t > o posons

t

(x,t)

~ " o n-2 s
(2) ¢ (A,t) = ¢ _(A,a,) = (shy) dy = I'(p)I(1-p-i))
n n t _1/2

o (cht+shtchw)p—lk 2—(H—ZST(1”iK) L

2

oli (A,t) est la fonction de Jacobi de deuxigme espéce (cf. [6] ).

¢
n-2, - 1/2
2
Les fonctions de Jacobi de deuxiéme espé&ce sont donc réalisées comme
coefficients généralisés de représentations hilbertiennes contractantes du

sous-semi-groupe ouvert G: de SO, (1,n).

Réécrivons les formules (1) et (2) sous la forme suivante.

i\

o_(A,t) = f P(a ,ﬁ)l/z' -1 dk pour AER et tER
n t
K/M
~ ]/2—_..1'_>\_ .
¢n(k,t) = Q(at,ﬁ) n-1 dh pour (€€, Im(A)>p-1 et t € R,-

H /M

a4
et considérons ¢n(l,.) (resp. ¢n(l,.)) comme fonction sur G (resp. G:)

bi-invariante par K (resp. par H), alors en utilisant 1les formules de 2-

cocycles vérifiées par les noyaux P(g,y) et Q(g,y) , on obtient les formules

d'addition
b0 (e, = J”<¢n(x,atl K atz)dk At sty € R.
A/ ~ K’V
et ¢n(k,t1)¢n(k,t2) = j; ¢n(A)at]h atz)dh )ty €ER,, Im(A) >p-1.

v 3
Ces formules s'&crivent encore en faisant apparalitre des noyaux K et K sur R+.
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(B_) f ct
_ I*2 n-1
¢n(l,tl)¢n(l,t2) = ;E:T7§ . K(tl’tZ’t) ¢n(l,t)(sht) dt

(3)
o pour t#[]e,t,] , tve, ]
avec K(tl’tZ’t) = ) , , , , n-3
2n—1/2 (2chtcht1cht2-ch t+sh tlsh tz-ch tlch tz) 2
\/ﬁP(E—;—l—) (sht sht, shtz)n_z
ailleurs.
o)
A ( ~ _ f ~ ~ ht n-1
¢n A,t1)¢n(l,t2) = . K(tl’tz t) ¢n(l,t) (sht) dt
(4) . 0 pour o < t < t1+t2
avec K(t],tz,t) = n=3
2 2 2 2 2 —_
(ch"t+ch tlch t2-sh tlsh t2-2cht chtlchtz) 2
(sht shtl shtz)n—2
ailleurs.

8°) ALGEBRES DE CONVOLUTIONS ET TRANSFORMATIONS DE FOURIER ET DE LAPLACE.

Considérons les décompositions G =K A+ K de S0o(l,n) et Gi = H A: H.
Une mesure de Haar dg sur G s'écrit sur K A+ K : dg = dk(sht)n-ldt dk
et sa restrictiom 3 1'ouvert Gi s'écrit dg = dh (sht)n—ldt dh , ol dk et

dh sont des mesures de Haar sur K et H.

- . . » (-]
Pour étudier les espaces de fonctions sur G (mespectivement sur G+),
bi invariantes par K (resp. par H), nous sommes donc amenés 3 &tudier les

. . n-1
espaces de fonctions sur R, munie de la mesure (sht) dt.

~N
A partir des noyaux K et K, définissons les produits de convolution x

et * en posant pour t ElRf et f,g Ef@(R:) (1'espace des fonctions de

0
classe & et 2 support compact)
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® ® n-1
(5) f * g(t) fo f; K(tl,tz,t) f(tl) g(tz)(shtl sht2) dt1 dtz.

H

(6) £ * g(t) fo /O ’Izl(tl,tz,t) £(t,)g(t,) (sht, shtz)n—l dt dt,.

Définissons également des transformations gi et éfn telles que,

(formellement grice aux formules d'addition (3) et (4)), on ait :

FErg= 4O F (e e L (Eig-=L® &l
Pour cela il faut poser :

TRANSFORMATION BE FOURIER SPHERIQUE : pour f € gD(Rt) et AER

’ n-1/2 \
RGN I — f F(e) ¢ (h,t)  (she)™ ! de.
n n n
F(-z—) (o]

TRANSFORMATION DE LAPLACE SPHERIQUE : pour f € & (IR:) A EC, p+ir g7

® L (Hw = /mfu:) 70,0 ()™ .

o
NOTATIONS. Soit pour §>o0 et a>o l'espace %%wa(R:) des fonctions f de
—_— ?
classe & sur BI , nulles sur 10,6] et telles que : VnEN ,?HKﬁ:ao telle

que [f(n)(t)l < Kneat pour tout t G,Ri

Soit E;(R:) = U 8E“a 1'espace des fonctions 3 croissance exponentielle.
§>o0 ?
a>o

Soit pour § >0 et a > o 1'espae ?gd a des fonctions g holomorphes
3

sur le demi~plan Im(}) > a et vérifiant : VrléiN, 3Kn > 0 telle que

=-8Im(X)

le(V) | < Kn(1+|)\|)—n e sur le demi-plan.

soit ¥ = (. .

§ >0
a> P

§,a

Résumons les propriétés des transformations de Fourier et de Laplace sphérique :
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PROPOSITION 8. 1 - 1) La tr'ansfor'matwn de Fourier 3:'( se prolonge d'une
part 4 : L (tR+,(sht) dt) par la formule (7), et d autre part en un
isomorphisme isométrique de L’ R, ,(sht)” lat) sur L (lR+|c(>\)| ou

n-1 T({i))

c) =20 Ty

Le produit de convolution » est défini (par la formule (5))
sur L (R, , (sht)™ dt) qui est ainsi muni d'une structure d'algébre de
Banach commutamve (et 7,nvolumve), et on a Gg (fxg) = % (f) ﬂi (g),
pour tout f,g € L (R , (sht)® dt) , c'est- a-dw’e les foncmcms sphémques

o, ( .) définissent des caractéres (hermitiens) de 1'algébre

LI(R+,(sht)n_ dt) .

1) La transformation de Laplace ég se prolonge, par la
formule (8) & g(lRi). De plus, pour a > o et § > o , gn est une

bijection de

b >a (@S,b sur > N % et done (%’n est une

b > a+p §,b
bijection de g(er) sur ¥ .

~s
Le produit de convolution % se prolonge, par la formule

(6), a g(lRf) (et méme 4 1'ensemble des fonetions continues sur R,,

nulles au voisinage de zéro). % ([Rf_) est done muni d'une structure
d'algébre commutative et on a pour f,g € E(IR:) ;aZn(f ¥g) = °8n(f) $n(g)
au sens suitvant : pour tout f,g € @(R:‘_) , 11 existe o(f,g) > p tel

que pour tout A € €, Im(}) > a(f,g) $n(f gy = ‘gn(f) ) fgn(g)(k) ;
autrement dit les fonctions de Jacobi de 2éme espéce ¢ _(X,.) sont des

caractéres de 1'algébre de comvolution H(R}).

i) est la théorie classique des fonctions sphériques, plus exactement de
1'analyse harmonique sph@rique, théorie appliquée au couple de Gelfand
(S00(1,n),S0(n)). La démonstration de ii) se trouve pour 1l'essentiel dans [6] ,
ot 1'on trouve &galement les formules d'inversions des transformations de

Fourier et de Laplace sphérique, et dans Faraut [4]
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CONCLUSION 8.2. - De méme que le dual sphérique du couple de Gelfand
(S0.(1,n),S0(n)) est paramétré& par la demi-droite de représentation Hp-ik’
A€ R, » (du moins le support de la mesure de Plancherel sphérique), de
méme il nous semble avoir &tabli que le "dual sphérique" associé au semi-
groupe G_ relativement au sous—-groupe non compact H = S0,(1,n-1) est para-
métré par le demi-plan des représentations hilbertiennes contractantes

Hp—iA avec Im(A) > o.

Avant de passer 3 la dernidre partie de ce travail, consacrée 3 la
contraction de représentations hilbertiennes contractantes de sous-semi-
groupes de groupes de Lie, un petit mot pour remercier l'équipe d'analyse
harmonique de Lyon, animée par Gilbert Arsac. Dans cette &quipe, 1l'aide
de Pierre Bonnet par sa connaissance des groupes cinématiques et du groupe
conforme, transparait dans la premiére partie notamment, et celle de Gilbert
Primet, qui m'a initié & la théorie des contractions des groupes de Lie,
transparait dans la derni&re partie. Enfin les fructueuses discussions avec

J. Faraut (de Strasbourg) furent stimulantes.

9°) CONTRACTION DU GROUPE SO.(1,n) sur le groupe R- & S0o(l,n-1)
PRELIMINAIRES SUR LES CONTRACTIONS. - Pour plus de précisions se reporter a
Dooley et Rice [1] . Ici nous donnons la définition d'une contraction dans un
cas particulier.

Soit % une algébre de Lie d'espace vectoriel sous-jacent U et soit Ho

une sous-algébre de Lie de ;ﬁ qui admet un supplémentaire vectoriel V dans gz;

supplémentaire supposé adgé ;invariant (On dit que % est réductive dansﬁi).
Soit x = x, + x% la décomposition d'un élément de;= velk .
Pour r > o posons Qr(x) = rx_ + X, alors @r € GL(U) et si 1'on pose

[x,y]1 = lim ®—i [@r(x), @r(y)x? pour tout x,y € U, 1'espace vectoriel
r>o -

U est alors muni d'une nouvelle structure d'algébre de Lie.
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Soit“ﬁ' cette algébre. Par définition on dit que 57 est la contractée de

]

; suivant A ; V est alors une sous-algébre abélienne de ; et on a :

[x,y], =[x ] + [x 1 +[x 14 .
' Y14 }{.’337% g %,yv g V’Ygé ;
Au niveau des groupes de Lie : Soit H un sous—groupe réductif du
groupe de Lie G , c'est-d-dire H est ré&ductive dans G. Soit V un supplé-

mentaire de H, adH—invariant. Formons le produit semi-direct G' = VxH et

la famille Pr , pour r > o, d'applications contractantes de G' dans G
définies par Pr('wh) = expG(rv)h, pour tout (v,h) € G'. Soit g' L'algébre

de Lie de G' et ¢ la différentielle de P_ au point &lément neutre de G'.
Alors G' est la contractée de G suivant H. On dit que le produit semi-direct

G' = VX H est contracté du groupe G suivant le sous-groupe H. Exemple :

Contraction du groupe G = S0o(l,n) sur G' =an,5,SOo(1,n—1) suivant H = S0.(1,n-1).

En fait nous allons donner 1'expression de la famille d'applicatioms

contractantes Pr sur le semi-groupe ouvert GL de G'.

Soit RS = {x = (Xo’xl""’xn—l) € Rn/xo> o et||x||2 = xg—x?“----x§_1> o}
R? est stable par H = SO0,(1,n-1).

Posons G, = Rz X S0o(1,n) c'est un sous-semi-groupe ouvert de G'.
Soit e, = (1,0,...0) €R" et pour r > o, X elRil posons k = r||x]] ; il
existe h'€ H , (unique & SO(n-1) prés) tel que x = %-h'(eo).

Alors pour (o,h) € G', s Pr(o,h) =h€&€G

pour (keo,o) ec' |, Pr(Eeo,o) =a € SOo(l,l)o,nC:G.

et donc pour (x,h) € G} s Pr(x,h) = h' a . h'“l h € G: le semi-—groupe
ouvert dans G. On obtient de maniére évidente
PROPOSITION 9.1. - Pour tout r > o , L'application contractante P est un

homéomorphisme du sous-semi-groupe G, sur le sous-semi-groupe G:.
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REMARQUE 9.2. - Pour n = 4, G: est le sous-semi-groupe ouvert de causalité
globale dans le groupe de De Sitter S0.(1,4) et Gl est le sous—semi-groupe
ouvert de causalité globale dans le groupe de Poincaré mégy S0,(1,3). De

plus, r a la signification de la valeur absolue de la courbure de 1l'Univers.

10°) UN DEMI-PLAN DE REPRESENTATIONS HILBERTIENNES CONTRACTANTES DU SOUS-
SEMI-GROUPE Gl.

. . n-1
.se } la base canonique de R" et soit {eo,el,...,e }

Soit {eo,e -

120

celle de €. Identifions ¢" a 1'espace des caractéres de R™ 3 valeurs dans

¥ n A n
C” : pour x = (xo,...,xn_l) ER et & = (A,Al,...,kn_l) € € , posons
2(x) = el(Xlﬁ) - el(kxo-klxl... “An-1 Xp-1) ] \
M
Le groupe S0,(1,n-1) agit canoniquement sur c" par h.x = h .
An—l
Pour & = Xe° 1le stabilisateur Hﬁ de % dans H est M = SO(n-1).

Pour AER% la méthode des petits groupes permet de construire une famille
de représentations unitaires irréductibles de G' : Up 3 valeurs dans
LZ(H/M,d+Y) réalisée comme 1'induite de % @ idM de R™ & M. Plus précisément

pour f € LZ(H/M,d+Y) et pour presque tout y € r, = H/M ,

UA (x,h)f(y) = (0+(Y).i)(x) f(h.y), pour tout (x,h) € G'.
En particulier pour (x,h) € G avec x = h'keO s k>o0eth" €H, U,

est déterminée par les relations

1

( U, (x,h) = U, (0,h") o U, (ke ,0) o Uy(o,h' ") o U, (0,h)

(9) 1\ U, (o,h) £(v) = f(h.v)

U, (ke_,0) £(i,h ) = eirk chb oo

¥ ,hw)

Ces relations (9) gardent un sens pour X € €, Im(}) > o et on obtient

PROPOSITION 10.1. - Pour A€ ¢ , Im(}) > o , UA est une représentation
. . 2
hilbertienne contractante du semi—groupe Gl dans L”(H/M,d y) et
pour A € € clle est unitairve (et mbme irréductible , c.f. Kaneta [51).
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11°) APPROXIMATION DES REPRESENTATIONS UA DE GL PAR LES REPRESENTATIONS ﬁp—il
o r
DE G+ .

. 2
PROPOSITION 11.1. - Z) Pour A € ¢, Im(A) 20 , pour f €L (F+,d+y),
I -
Hp—iﬁ o Pr(x,h)f converge, lorsque r tend vers zéro, vers Ux(x,h)f
r

d,Y presque partout et wuniformément sur les compacts de GL.

17) Pour X € € Im()) >0 et f € LZ(T+,d+y) et £ continue
nulle a l'infini, alors IIHp_iAVO P (x,h)f - U)\(x,h)fH2 -+ 0 lorsque
r

r > 0, uniformément sur les compacts de Gi .

. Tenant compte du fait que pour h € H et f € LZ(F+,d+y) on a

n
il y © Pr(o,h)f(y) = f(h.y) = UA(o,h)f(y) , et du fait que pour (x,h) € Gl

(S

-1 . -
on a Pr(x,h) = Pr(o,h') Pr(keo’o) Pr(o,h' )Pr(o,h), il nous reste a évaluer

i} o Pr(keo,o) = Hp—i (ark)'

=i

t . A

. Pour f € L2(F+,d+y) R ﬁ _ié_(ark)f(ﬁ,h ) = (chrk+shrkchy) 2f(th,h )

p-iz L ¥(rk)
shrk + chrk chy

chrk + shrk chy

. On a lim h
r>o

h, , uniformément

avec chy(rk) v(rk) - 1

par rapport a (k,y) sur les compacts de Ri x R.

<A
—0+3i—
prIY

—(p—i%JLog(l+rkchw+rs k(r))
. D'autre part (chrk + shrk chy) = e vs

. ~ - *
avec Ew k(r) + o uniformément sur tout compact par rapport a (k,y) €R_ x R.
»

A
—-p+i— .
Donc (chrk+shrkchy) T, elAkChw

a (k,p).

uniformément sur tout compact par rapport

. En particulier pour X € €, Im(}) > O et f continue a support compact sur
r, ona ﬁ -il .0 Pr(keo,o) fly) » UA(keO,o) f(y) lorsque r » o, uniformément
- .
* . - ~
sur tout compact par rapport & (k,y) EIR+ x T,. En conséquence, 1) est démontré.
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. Montrons ii) : soit f continue & support compact sur r, et soit X € ¢,

~J)

A . . _ .
Im(}) >0 ; on a | Hp - % o Pr(keo,o)f(m,hw) Ux(keo,o)f(m,hw)l

p+i

—o+id i Xkch
| (chrk+shrkchy) ¥ £(h,h takehd e on

w(rk)) - ¢ hw)|
A

- +i_
_ 1 (chrk+shrkchy) Py . _ .
= e Im()\)k Chwl ei>‘k Chll) f(m,hw(rk)) f(m,hw)l.

Donc pour € > il existe n = n(e,f,k) > o tel que pour r > n on a :

e-Im(A)k chy qui est

M _. Ao P (ke ,0)f(i,h

o-i 2 ) - Ux<keo,o)f<m,h¢>| <€

1]

de carré intégrable pour d y , d&s que Im(}) > o. Donc pour f € L2(F+,d+y)
et f continue nulle 3 1'infini, on a :

n

| |m

-1 Ao Pr(x,h)f - UA(x,h)fII2 » o uniformément sur les compacts
r

!
de G+ lorsque r + o. c.q.f.d.

~

REMARQUE 11.2., - On pourrait pour (T,HT) € M, construire les demi-plans de

_ . . . 2
représentations hilbertiennes contractantes U de G; dans L (F+,HT) et

obtenir un résultat semblable. (Voir rema;queTé?6).

En conséquence de cette proposition il.] , on obtient une formule du
type Mehler-Heine pour les fonctions de Jacobi de 2&me espéce et les fonctions
de Hankel, plus précisément :
12°) COEFFICIENTS GENERALISES DES REPRESENTATIONS ﬁp—il ET UA ;s FORMULE DU
TYPE MEHLER~HEINE.

shp)" 2 dy
)p—ik’

A} ~
Pour A € €, Im()) > p-1 alors ¢n(x,t) = <JI —ix(at)1|1> =
P o (cht+shtchy

De méme, pour X € €, Im(A) > o posons

® iit ch -2
kn(kt) = < Ux(teo,o)1|1> =.fo et C lj}(shw)n dy .
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k_(At) est une fonction de Bessel, solution de 1'équation d_ + n-l d + A2=
n dtz t dt
n-2 n-1
2 n—-1 » ~(—>) e N
F(—-z—-) ( 1)\t) 2 K 2 ( l/\t) ou Kn

et en fait égale 3 : kn(At) = ;7:— - 9
]'[ —_— e
2 2
est une fonction de Bessel modifiée, encore appelée fonction de Hankel
(c.f. Triméche [8 ], et Watson [10]). A-t-on une formule de type Mehler-Heine

pour A € €, Im(}) > Max(0,p-1), Llim ¢n(-i— ,;rt) =k (At) ? (cf. Erdelyi [2]
r-+o
7.8. (4)). (H,M) étant un couple de Gelfand, soit B(H,M) 1'ensemble des

coefficients des représentations unitaires irréductibles de H et de classe 1
par rapport i M. C'est un ensemble de fonctions continues et bornées sur H.
Soit A(H,M) 1'algébre (pour la multiplication ordinaire des fonctions),

engendrée par B(H,M).
Pour £, n € A(H,M) , pour A € ¢, Im(}) > p-1 , pour g € G: .

~N . s — . .
posons <Hp-ik(g) gln >= j;/M Hp_ix(g)wg(o+(y)) n(o+(y)) d,y qui existe.

De méme pour Im(}) > o, pour g € GL , pour £,n € A(H,M), posons

< Ux(g)£|n>1_‘_.—:- { U)\(g) E(G*(Y))m:zﬁ-) d,y qui existe.
H/M
On vient de définir des coefficients généralisés des représentations
- ] (] . -~ . ) . -
Hp_ix de G, et UA de G, , et on obtient (a partir de la proposition 11-1).
PROPOSITION 12.1. - (Formule du type Mehler-Heine) : pour &,n € A(H,M),
pour x € ¢ , Im(}) > Max(o,p-1) pour (x,h) € GL :

-~/

Lim <Hp-i A oP’r(x,h) Elny= < Ul(x,h) gln > ’
>0 T

uni formément sur les compacts de G, .
CONSBQUENCE 12.2 . Contraction du produit de convolution % ,

Contractons la formule d'addition des fonctions $;(A,tb formule (4)

[eo]

lim ¢ (2, rt) 3 & ,et) = Lin f Rert ,re.,0) 3.4 ,0) (sht)" lat
n 'r°’ 17 "n’r > 72 1° -2 nr’ i
r>o N r+o0oYo
. n Y ~A shrt.n-1
= 1im j’ T K(rtl,rtz,rt) ¢n(;-,rt) ( = ) dt.

r»-0 o
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. n v .. .
posons K'tt],tz,t) = 1lim r K(rtl,rtz,rt) cette limite existe et on a

r>o
o pour o<t<t,+ t
1 2 -3
K'(t,,t,,t) ={ 4 -
19 2’ A
1 . (%;.+ t4+tr+tg - ZtZt? - 2t2t§ - Zt%tg) 2
203y £ t?_)n—2

et la formule d'addition suivante pour les fonctions de Bessel kn(kt) :

oo

kn(Atl) kn(xtz) = _£ K'(tl,tz,t) kn(xt) tn—l dt (cf. Vilenkin {9 1]) .

. . ¥ . .
donc un nouveau produit de convolution sur R, , contracté du produit % :
Pour f et g , fonctions continues 3 support compact sur R: :

n-1

. _ o] o0 . n_l
f %' g(t) j; j; K (tl,tz,t) f(tl)g(tz) t1 dt1 t2 dt2

Et 3 partir de 13 on peut développer toute une analyse harmonique
sphérique, associée au semi-groupe Gl , contractée de 1'analyse harmonique
-]
sur G+ .

En particulier posons pour f € 3{(Rf)
] %0 -
< (B = f £(t) k_(Ae) ¢ D e
o

et pour tout r > o posons f (t) = f(E) alors &' [f) (A) = lim r Qﬁv(f )(A)
r T n o n 'r’''r

pour tout A € € Im(A) > O.

Ainsi la transformation de Laplace Besseljj‘n est "limite" de la trans-
formation de Laplace-Jacobi éfn . Cette transformation(z% est étudiée par

Triméche [8 ].

13°) SUR LE FORMALISME HILBERTIEN DE LA MECANIQUE QUANTIOUE.

13.1. Depuis Wigner et Bargmann, il est d'usage d'appeler systéme quantique
élémentaire, une classe d'équivalence de représentations projectives unitaires

-

et irréductibles du groupe des invariants cinématiques de 1l'univers considéré.
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I1 nous semble avoir mis en évidence le fait suivant :

Les classes de représentations hilbertiennes isométriques I ™ et UA
p—-

des sous-semi-groupes de causalité globale des groupes de De Sitter SO,(1,4)
et de Poincaré R' X,S0,(1,3) conviennent mieux pour paramétrer les particules
de masse positive et de spin nul dans la mesure oli elles se correspondent
bien lorsque la courbure de 1'univers tend vers zéro ; de plus par cette con-

traction les sous-semi-groupes de causalité sont homéomorphes.

PROBLEMES 13.2. - a) Irréductibilité des représentations contractantes ﬁ;—ix
du semi-groupe G, de S0, (l,n).

b) Construction de toutes les classes de représentations
hilbertiennes contractantes et irréductibles du semi-groupe G _ de S0o (1,n)
et G! de R S0, (1,n-1).

c¢) Dans la contraction du groupe de Poincaré sur le groupe
de Galilée (en faisant tendre la vitesse de la lumiére vers 1'infini), les

représentations hilbertiennes contractantes de G, donnent-elles les représenta-

tions projectives de Galilée (ou du sous-semi-groupe de causalité de Galilée).

Si ces problémes (et d'autres) sont résolus avec une 'interprétation physique

convenable'" ne devra-t-on pas proposer :

DEFINITION 13.3. - Un syst®me quantique &lémentaire est une classe d'équi-
valence de représentations projectives isométriques et irréductibles du
sous—semi-groupe de causalité globale du groupe des invariants cinématiques

de 1'univers considéré.
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