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SUR L fALGEBRE DE POISSON DES SYMBOLES 

D'UNE ALGEBRE DE POLYNOMES 

par Samuel Dieudonné EKONG 

Dans cet article, nous étudions certaines propriétés de 

l'algèbre des symboles (munie du crochet de Poisson) d'une algèbre 

de polynômes. Nous explicitons la forme des dérivations (de Poisson) 

de cette algèbre, ce qui nous permet d'élucider la structure du 

groupe des automorphismes localement finis. 

In this paper, we study some pvopevties of the symbols 

algebra, under Poisson bracket, of a polynomial algebra in η 
variables. The form of (Poisson) dérivations of such an algebra 

is given, which able us to elucidate the structure of the group 

of its locally finite automorphisms. 

I N T R O D U C T I O N . 

On porte actuellement aux algèbres de Poisson un intérêt de 

plus en plus grand. Introduites pour généraliser le crochet de 

Poisson que l'on sait construire sur l'espace des fonctions diffé-

rentiables à valeurs réelles définies sur une variété symplectique, 

les algèbres de Poisson possèdent une structure particulièrement 

riche qui a séduit géomètres et algèbristes. 

Grâce aux travaux de A. Lichnérowicz, [ΐθ], [\lj , M. Flato, 
[β], [7], A. Avez [l] , D. Sternheimer [il] , les dérivations et les 
déformations (au sens de Gerstenhaber) des algèbres de Poisson 

associées à une variété symplectique sont complètement explicitées. 
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Sur l 'algèbre de Poisson des symboles d'une algèbre de polynômes 

Les opérateurs différentiels algébriques sur une algèbre 

associative unifère commutative A , forment une algèbre filtrée 

dont l'algèbre graduée associée est l'algèbre des symboles de A 

qu'on peut munir d'une structure d'algèbre de Poisson. Dans cet 

article, nous nous intéressons à certaines propriétés de ces al-

gèbres ; c'est ainsi que l'étude des dérivations et des automor-

phismes de l'algèbre de Poisson des symboles d'une algèbre de poly

nômes à η indéterminées, nous a conduit à l'étude des dérivations 

et des automorphismes d'une algèbre de Poisson de polynômes à 2 η 
indéterminées ; ceci nous a naturellement amené à adopter un point 

de vue voisin de ceux de L. S. Wollenberg [l3] , [l4] , J. Braconnier 

[_5] et A. M. Vinogradov et I. S. Krasil 'shchik [l2~j. 

Toute ma gratitude à Monsieur le Professeur M. Flato, ses 

suggestions, remarques et indications avant et pendant l'élabora

tion de cet article m'ont été particulièrement utiles pour sa 

réalisation. 

1 . G É N É R A L I T É S E T N O T A T I O N S . 

1.2. - Soient Κ un anneau commutatif unitaire, A une K-algèbre 

associative, commutative, unifère, End (A), la K-algèbre des endo-
K 

morphismes du K-module A ; Der(A) le A-module des K-dérivations 

de A, Ω(Α), le A-module des K-différentielles de A, d : A -> Ω(Α), 
la dérivation canonique de A ; on a un isomorphisme φ -* φ<^, de 
Ηοπι^(Ω(Α),Α) = Ω(Α)"4' sur Der(A) ; cet isomorphisme permet d'iden
tifier Der(A) au dual Ω(A)* de Ω(A). 

Les applications (a,φ) -+ a$ et (a,φ) $a. « a * φ de Àx End (A) 

dans End (A) définies par ^ φ ) (χ) = aφ(x) et (a* φ) (χ) - φ(άχ) Κ 
pour tout χ de A, induisent sur End (A) une structure de A-bimodule. 

Κ 
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Sur l 'a lgèbre de Poisson des symboles d'une algèbre de polynômes 

Notons ad l'application de A dans End„ (End_^ (A) ) définie par 

ad(a)(<|>) = a * φ - βφ, Va β A, \/φ £ End^(A) 
κ 

ad est K-linéaire et pour tout a de A, ad(a)^ Der(End (A)). 
Κ 

1.2. - OPERATEURS DIFFERENTIELS DE A. 

Soient n£(N et D un endomorphisme du K-module A. 

DEFINITION. - On dit que D est un opérateur différentielle d'ordre 

< n, si V(a.) . < £ Α η + Ι 

ι ο ̂  ι ̂< η 

ad(a 0) ο ad(a.) ο » · · ο ad(a ) (D) = 0 1 η 

pour tout η de IN, on note Dif n(A)l'ensemble des opérateurs 

différentiels de A d'ordre n et on pose 

Dif(A) = U Dif n(A). 
n£ÎN 

Vn£(N; Dif n(A) est un sous-A-bimodule de End (A) . 

On vérifie aisément que : 

1°) V(m,n)eiN 2 tel que m ^ η , Dif m(A) Ç D i f n ( A ) . 

2°) \/(m,n) €IN2 , V D CDif m(A) , VA e Dif n(A) , DoA€ Dif m + n(A) . 

où ο est la composition des applications. 

On en déduit alors que Dif(A) est A-bimodule filtré par 

( D i f I 1 ( A ) ) n e K -

La structure de A-module que nous considérons désormais sur 
Dif n(A) et par conséquent sur Dif(A) est celle définie par (a,φ) -> αφ 
(structure de A-module à gauche). 
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Sur l 'a lgèbre de Poisson des symboles d'une algèbre de polynômes 

DEFINITION. - On appelle algèbre des symboles de A et on note 

Symb(A) ,1'algèbre graduée gr(Dif(A)) associée à Dif(A). 

On peut munir Syirb(A) d'une structure d'algèbre de Poisson ; 

nous nous proposons d'étudier les dérivations et les automorphismes 

de symb(A) munie de sa structure d'algèbre de Poisson. 

1.2.1. - OPERATEURS DIFFERENTIELS D'ORDRE 0 0. 

Dire que D£Di£°(A), c'est dire que, pour tout x € A , on a 

(a * D -aD) = 0, soit 

D(ax) = aD(x) ; d'où D(a) = aD(l), pour tout a €A ; on en 

déduit alors que D est entièrement déterminé par D(l) et par con

séquent l'application D H > D(1) de Dif°(A) dans A est un isomorphisme 

de A-modules au moyen duquel on identifie Dif°(A) à A. 

1.2.2. - OPERATEURS DIFFERENTIELS D'ORDRE ^ 1. 

Dire que DCDif^CA), c'est dire que D € End (A) et que, quel 
2 K 

que soit (a<>,aj)€A , on a 

D(a ca ) = a 0D(a ) + a D(a G) - a c ^ D C l ) , 

on en déduit: alors que D£Der(A) ssi D(l) = 0. 

Par récurrence, on établit la 

PROPOSITION 1. - VnCIN , D € D i f n ( A ) ssi V(a Q , . . . ,a ) € A n + 1 

T W \ Y* / l NCard(H)-l n , N D(a Q a- ... a ) = L* (-1) a uD(a T ) ou 
1 n H CI 

H φ 0 
I - {0,l,...,n}i a « TT a, , D(a_.) = D(1 ) . 

J H h€H h Φ 

COROLLAIRE. - Si A est une K-algèbre libre de base (e.)- ̂ T 

1 1 fc I 

et DG Dif (A), alors D est entièrement déterminée par 

ÎD(e.), D(e.e.) D(e. e. ...e. )}. . . . C T . 
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DEFINITION. - \/D € Dif (A) = U Dif n(A) , D(l) est appelé le teri 

η £ 0 
constant de D et noté tc(D). 
Soit tC la restriction de te à Dif n(A) on a la η 

PROPOSITION 2. -

a) L'application te est une forme linéaire sur le k-module 

Dif(A). 
b) tC 0 est un isomorphisme de Dif°(A) sur A. 
c) tCj est un projecteur et on a 

Dif 1(A) = A θ Der(A). 

2 . L ' A L G È B R E D E S S Y M B O L E S D ' U N E A L G È B R E D E P O L Y N Ô M E S . 

Dans toute la suite A = κΓχ,,X.,...,X 1 
1 2 ni 

2 . 1 . - DIF(A). 

Soit D € D i f n ( A ) , d Taprès le corollaire de la proposition 1, 

D est entièrement déterminé par 

{D(1),D(X ),D(X X ),...,D(X Χ ...X )} , où 
ι i j 1 2 η 1 > J ' 1 ] » , ' * » - L

n

t ' L 

I = {l,...,n} ; posons D(l) = a G(Xj,...,X n),D(X i> = (Xj,...,X R) 

D(X. ...X. ) = a. . (X.,..·,X ) on a 

D(X.) = a.(X r...,X n) g|- (X.) . 
1 2 

3 ( X i X j } 

Γ a . j ( X ] , . . . , X n ) 9 x > 3 , si i φ j , 
D ( X i X j > \ 1

 3 2 ( x 2 ) 
(_ 2 a (X.,...,X n) ~ j - si i = j 

1 

et, de manière plus générale, 
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k +...+k k k 
, , a. . (Χ,,.,.,Χ ) 3 P(X. '...X. P ) k, k 1 η ι, ι ' 

Dix 1 X p ï = ! 2 Ρ . 
U U i , ··' ι ; k,!...k ! k, k 

1 Ρ 1 Ρ 3χ. '...9Χ. Ρ 

on en déduit alors que D est de la forme 

n kj+.-.+k 

° = \ v «k, I ( X 1 X n ' " I ~k ' ° U < V , . . . , k ( ï l 
k , + . . . + k n = ο 1 η 3 X >...8χ n 1 

1 η 

est une famille d'éléments de A à support fini ; d !où la 

k+...+k 
η l n 

PROPOSITION 3. - Pour η 6IN , Dif (A) = θ A - 2 — g- . 
V " - + k n = ° 3X, '...3X n 

1 n 

COROLLAIRE 1. - Dif (A) est un A-module libre de base 

k, +...+k 
3 n n 

{ £ k~ , ο <: Σ k i ^ m , m£IN} . 
3X. '...3Χ n 1 = 1 

1 n 

COROLLAIRE 2. - Muni de la composition des applications Dif(A) 
est une A-algèbre libre, associative unifère non commutative 

de base 

k. 
3 1 * 

{ id A , , 1 ̂  i ^ n ; n, k.CN } . 

3X. 1  

ι 

Il en résulte alors que : 

PROPOSITION 4. - Dif (A) = K{X. , . . . ,X , ~ ~ τ | - } , algèbre ι n dx, oX 1 n 
associative unifère non commutative de polynômes à 2n 

indéterminées. 
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2 . 2 . - Symb(A) ET SA STRUCTURE D'ALGEBRE DE POISSON. 

Posons S 0 = A et pour tout n€(N* S n = Dif
n(A) /Dif 1 1" 1 (A) ; 

on a alors Symb(A) θ S ; soit gr , 1'épimorphisme canonique 

n€|N n n 

Dif n(A)—>Dif n(A)/ Dif 1 1" 1 (A) posons gr G = id . 

2 . 2 . 1 . - L'ALGEBRE ASSOCIATIVE Symb(A). 

Le produit de deux éléments et de Symb(A) est défini 

de la manière suivante : 

Aj = gr n(D,), Δ 2 = gr m(D 2) où DjCDif n(A) et D 2 £ D i f
m ( A ) 

Λ 1 Δ 2 = g r n ( I V g r m ^ D 2 ^ = g r m + n ( D l o D 2 ) ' c o m m e ^( m>n)€(N tel que 

m+n^ 1 et \/(Dj ,D 2> C Dif n(A) Χ Dif m(A) , D ] 0 D 2 - D e D C D i f m + n " 1 (A) 

on en déduit que symb(A) est commutative et par conséquent Dif(A) 

est une algèbre Hamiltonienne [l2*] où [5] . 

Soient D, ,D 0 C Dif
 n(A) et Δ, = gr (D,), Δ 0 = gr (D n) , si n >. 1 ζ ι η ι ζ η ζ 

on a d'après la proposition 3 

k +...+k n 

Δ, - Dif"" 1 (A) + Σ a (X, ,.. . V 
k+...+k = n 1 η ΛΛ_ 1 n 1 η 3X, . . . 9X 1 n 

h +...+h n 

A 2 = Dif n-'(A) + Σ b h .h p,.....Xn>Sr V h+...+h =n 1 n _ r 1 ~ ν n 1 n 3X- . . . dX 1 n 

On voit donc que Δ^ = Δ 2 ssi Vi, i€{l,...,n} , = k^, 

b, . (X, ,. . . ,X ) = a, , (X, ,. . . ,X. ) . On peut alors identifier k, . . . k 1 η k.... κ 1 1 l n l n 

gr n(D,) à 

63 



Sur l 'a lgèbre de Poisson des symboles d'une algèbre de polynômes 

k,+...+k 
d 11 

w Z * t \,...k ( X 1 " - - V — Î T k~ 5 S o i t 

k1 + ...+k.=n 1 η 1 _ 9 χ η 
1 η 

*rm<V " " \...h (Xr---.V U— € 5^ Α>· h+..,+h =m 1 η - 1 ~ η 1 η 3X, . . . 3X 1 η 

Le produit gr (D,) gr (D 0) est alors identifié à η I m ζ 
tj+...+t 

Σ C (Χι,...,χ η) i — ^ !L_ o ù t . - k . + h . , 

t 1 +... +t n-mfn 1 η 9χ, '... 9χ n 

1 η 
η η 
Σ k. = η , Σ h. = m, d'où : ι . 1 

i=l i=l 

PROPOSITION 5. - Symb (A) = A Γ — — , . . . , τ^τ- ] . 
L d X , d X J 

1 η 

COROLLAIRE. - Symb(A) = κ[χ ,...,X n , τγ- , τ ^ γ - ] . 
1 η 

2.2.2. - L'ALGEBRE DE POISSON Symb(A). 

Soit 3 l'application de Symb(A) dans l'algèbre des endomorphismes 
du K-module Symb(A) définie par 

8 ( g r n ( D l ) ) ( g r m ( D 2 ) ) = g rm+n-l ( D l o D 2 " D 2 ° V s i m + n ' 1 ( = = 0 s i m = = n = : o ) · 

3 est K-linéaire et pour tout gr^Dj) de Symb(A), 3 (gr n(Dj )) (gr^Dj ) ) = ο 

et 3(gr n(Dj)) est une dérivation de Symb (A) ; on définit alors le 
crochet de Poisson dans Symb(A) en posant: 

[grn<V,grm<D2)l = 3<8* n <V>(gr m(D 2)) = 1 ( [D1 ' D J > ' O Ù 

est le crochet de Lie usuel dans End (A). 
Κ 

64 



Sur 1 'algèbre de Poisson des symboles d'une algèbre de polynômes 

3 
Notons jy-- = Y, , U < i ̂  η , et S = Symb (A) il vient 

i 

S = κ[Χρ...,Χ η , Y J , . . . , Y J ; le crochet de Poisson ci-dessus est 

alors le crochet de Poisson défini par 

^ 3 f 3 3 f 3 
[ f>g] = Σ 3Y~ ax̂ " " "âx~~ > fjg^S c fest donc au signe 

i=l i i i i 

près le crochet de Poisson usuel et c'est ce dernier que nous utili

seront dans toute la suite. 

2.2.3. DERIVATIONS DE S. 

Notons (S,3) l'algèbre S munie de sa structure d'algèbre de 

Poisson et S)er(S) l'ensemble des dérivations (de Poisson) de 

(S,3) ; χ eS)er(S) ssi 
i) χ est K-linéaire 

ii) V f,g€S, x([f,g]) = [x(f),g] + [f,X(g)] · 

c0er(S) est un K-module qui muni du crochet de Lie 

[x !>x 2 ] = Xjox 2 " X2°
xi e s t u n e K " " a l ê è b r e d e L i e -

Puisque le crochet de Poisson vérifie l'identité de Jacobi, 

on en déduit alors de ce qui précède que : 

a) V s es , 3(s) g ©er(S) ; 

b) 3 est un morphisme de Poisson i.e : Vsj, s^^S, 

3([s ] 5s 2]) = [3( S ]),3(s 2)] . 

DEFINITION. - On appelle dérivations canoniques de S, les éléments 

de Der(S)Pi £> er(S) . 

On note Can(S) = Der(S)P\ S)er(S). 

Can(S) est alors une K-algèbre. 
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On sait (voir par exemple Bourbaki [4] ) que Der(S) est un S-module 

libre de base 

3 3 8 Β 
{ i d s ' W~ ' · · " W ' W '···' "9Ϋ" } ; t o u t é l ë r a e n t 

1 n i η η 
de Der(S) est alors de la forme 

Ώ 9 3 
x = A u i w: + v i w : ' u i · v i € S > -

i=l 1 1 
On établit sans peine la 

n 3 3 PROPOSITION 6. - Soit χ = Σ u. ^r— + v. - 7 — GDer(S), χ est un . . 1 3X. 1 3Y. 1= 1 1 1 
élément de Can(S) ssi les relations suivantes sont satisfaites. 

3u. 3v. 
; 3X. 3Y. 

J 1 

3u. du. 
J 3Y. 3Y. 

J 1 

3v. 3v. 
c) jt: = Jx: > 1 « i , j v< n. 

PROPOSITION 7. - Si la caractéristique de Κ est nulle 

Can(S) = 3(S). 

PREUVE. - D'après ce qui précède, on a 3(S)CCan(S) ; réciproquement 

soit : 

η ν 9
 +

 9 

. U i ~8x7 V i W 7 ' 1=1 1 1 

un élément de Can(S) alors u^ et v^ , 1 >< i << n, vérifient les 

relations de la proposition 6 ; D étant entièrement déterminé par 

DX,̂  et D Y i , 1 N< i v< η , on en déduit que D € 3 ( S ) ssi 3s Ç S tel que 

66 



Sur l ' a lgèbre de Poisson des symboles d'une algèbre de polynômes 

3s 

3X7 = V i ι 

3s 
1 

Comme les lu et sont connus et que K est de caractéristique 
σ , on en déduit que le système ci-dessus possède au moins une solution 

dans S, donc D = 9 (S) d'où Can(S)C3(S) et par conséquent Can(S) = 3 (S). 

Nous supposons désormais que la caractéristique de K est nulle. 

PROPOSITION 8. - (L.S. Wollenberg [ 13] ) . 

XCDer(S) est une dérivation intérieure ssi χ(1) = o. 

PREUVE. - Soit xeDer(S) alors χ(1)€Κ et si χ = 3(s), x(l) = ο ; 
réciproquement si χ(1) = ο, on a 

3X(XK) 3χ(Χ.) 
3Y. = 3 Y, ι k 

(O 
3X(XK) 3χ(Υ.) 
" Τ χ — = " " 1 Υ Γ " . 1 « i > k « η 

ι k 

pour montrer que χ est une dérivation intérieure, il suffit alors de 
prouver que χ GCan(S) ; on commence donc par établir que : 

V i , j £{!,...,n} V P,q€!N* , x(X? Y?) = ρ x f Y? χ(Χ.) + q x M " ' x ( ï . ) . 

Pour le démontrer, on calcule x ( [ x . Y., X ]), 1 ̂  k ^ n ; compte tenu 

des relations (1) on a 

3χ(Χ.Υ.) 3χ(Υ ) 3χ(Χ ) 
J = χ 1 _ + γ # — + ô. γ ( Χ . ) 

3Y k i 3Y k j 3Y k jk i> 
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où est le symbole de Kronecker ; on en déduit alors que 

X(X Y ) = Χ χ(Υ.) + Y χ(Χ ) + φ(Χ ...,X ) . 
ι j ι j j ι 1 n 

On calcule ensuite x([x^ Yj , Y J ) et on voit comme ci-dessus 
que le polynôme φ ne dépend pas des X^ ; c'est donc le terme constant 
du polynôme χ(Χ^ Yj) donc φ Ξ o, d Toù 

χ(Χ. γρ = Χ. χ(Υ.) + Y j x ( X i ) , 1 i , j .< η 

on prouve alors par récurrence que V i , j £ { 1 , . . . ,n} , Vp>""qGÎN* 

χ(Χ? Y?) = ρ X?" 1 Y? χ(Χ.) + q X? YT]X(Y.). 
ι J ι J ι ι J J 

On suppose ensuite que la relation est vraie pour t indéterminées 
p,q€N tels que ρ < n et q < n, et h. , k. ε Ν , 

1 v< i N< n, on a 
k t k h t h n k, k k-1 k k h 

x ( x . 1 . . . x . p Y. ,...f. q) = zk χΛ..χ. Γ _ 1χ. Γ x. r + 1...x. p Y. q
X(X. ) + ι, ι J i J ι r ι, ι , ι ι î j i 1 ρ J l q r-1 1 r-1 r r+1 ρ q . r 

q k k h h h -1 h h 
+ Σ h X . \ . . X . P Y. ...Y. S Y. S Y . S + I ...Y. q χ(Υ. ) . 

S = L S X l \ h V l J s Js+1 J q J s 

Montrons que la formule reste vraie pour t+1 indéterminées ; calculons 
par exemple 

k t k k h h 
X(X.'...X. P X . P + 1 Y. 1 ...Y. P ) ; on a 

X([xj ]...xj p + 1 Υ ^ ' . , Α Y. X ^ P + , 3 ) = [χ(Ε),Υ. Χ * Ρ + 1 Η Ε , χ ( Υ . X ^ ' ) ] , 
1 ρ J q J q ρ p+1 ρ p+1 ρ p+1 

k k +1 h h 
où Ε = X. ...X. P Y. ...Y.^ ; on peut supposer q < ρ (sinon on 

11 1 p J l J q 
calcule par exemple, 
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k k k +1 h, h , h 

Χ([ΧΛ..Χ. Ρ X. q Y.' ... Y.P+1 ... Y.1 , y.] ) on a donc 
Ll L p lq h V l Jq q 

(k +i ) X ( x k , . . . x KP x V 1 Y h l ... YN) = x V 1 ll^l - k ,Y. x . P + 1 ? x ( E ) + 

P Xl \ V l Jl Jq V l 9 X i p P + 1 \ V l % , 
k D+l k n + l 

+ Σ -Ji Ρ P + ï _ y J i Ρ P+l 
s=1 s s s=1 s s 

On applique alors l'hypothèse de récurrence au 2-ème membre et on 

obtient la relation désirée. 

On pourra trouver une autre démonstration de cette proposition 

dans [ l 3 ] . 

THEOREME 1 . - Le sous-module 3(S) de <§Jer(S) est de codimension 1 . 

PREUVE. - Notons encore te la forme linéaire sur <£Der(S) définie 

par tc(x) = χ( 1 ) V x c<S5er(S) ; l'inclusion 8(S)Cker(tc) découle de 

la proposition ci-dessus ; montrons que ker(tc) = 8(S) ; il suffit 

de prouver que te n'est pas la forme linéaire nulle ce qui revient 

à prouver que 1 Tensemble des dérivations de Poisson extérieures est 

non vide. 

Soit D un opérateur différentiel de S d'ordre s< 1 de la forme 

n 8 8 
D = A u i m t + v i w:+ i d s > u i · v i € S 

1=1 1 1 

déterminons des conditions suffisantes sur u^ et v^ pour que 

D£ S)er(S) ; si on fixe ν· = o, 1 ̂  i < n, il suffit de prendre 
u. = - X. ; 
ι ι 
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η ^ 
Do = id s - Σ X i j^- £ <©er(S) et D c ( 1 ) φθ<^> D 0 ^ ker(tc)donc 

i=l i 
ker(tc) φ Der(S) d'où ker(tc) = 3(S). 
On en déduit alors que 3(S) est de codimension 1 . c.q.f.d. 

REMARQUE. - Ce résultat a d fabord été établi par L.S. Wollenberg [13] 

pour une algèbre de polynômes à 2n indéterminées à coefficients réels 

ou complexes ; on voit donc qu Til s'étend à des anneaux Κ plus généraux. 

COROLLAIRE. Si Κ est un corps g) er(S) = 9(S) θ KDo 
autrement dit χ £ Der(S) ssi : 

n 3 
3s € S , 3 à € K tels que χ = 3(s) + λ - Σ λΧ. — — , 

1 ΟΛ. 
1 = 1 ι 

c'est l'analogue de la formule (15-1) de [io] qui détermine la 

forme des dérivations (de Poisson) de l'algèbre de Poisson 

associée à une variété de Poisson ; dans le même ordre d9idée, 

on trouve dans [ i i ] des formules explicites des dérivations des 

algèbres de Poisson et des algèbres de Vey. 

3, A U T O M O R P H I S M E S D E P O I S S O N D E S y m b ( A ) . 

Nous supposons dans toute la suite que Κ est un corps algé
briquement clos de caractéristique o. 

Soit Aut(S) le groupe des automorphismes de l'algèbre associa

tive unifère Symb(A) ; tout élément de Aut(S) laisse donc invariant 

l'élément unité de S. 

Un automorphisme de Poisson de Symb(A) est un élément φ de 
Aut(S) qui est un endomorphisme de l'algèbre de Poisson (S,3) ie : 

(K[sj,s2]) = [(KSj) ,<|>(s2)] , Vsj, s 2 C S . 

3 . 1 . DERIVATIONS LOCALEMENT NILPOTENTES DE S. 

Soient E un K-espace vectoriel et u€End^(E). 
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DEFINITION. - on dit que 1 'endomorphisme u est localement fini si 

les conditions suivantes sont vérifiées. 

Il existe une filtration croissante (Ε.)· ̂  T de Ε telle que : 

ι ι C I 
a) V i € I , E^ est un sous-espace vectoriel de Ε de dimension 

finie ; 
b) Ε est engendré par la famille (Ε-[)-[^^ * 
c) V i e i ^ est u-stable (u(E.)CE.). 

DEFINITION. - On dit que u est localement nilpotent (resp. unipotent, 

resp. semi-simple) si 

1°) u est localement fini (relativement à (^O^^-jJ ; 
2°) V i C l , la restriction de u à E^ est nilpotente (resp. 

unipotentef resp. semi-simple). 

DEFINITION. - Une dérivation χ de Symb(A) est localement nilpo

tente si 1'endomorphisme χ l'est. 

3.2. ENDOMORPHISMES LOCALEMENT NILPOTENTS DE Symb(A). 

Pour tout f €Symb(A) de degré total m, notons d°t(f) = m et 
Ε = {fes/d°t(f) = n, et f homogène} . 
n 

S^ = {f€S/d°t(f) ^ η} , on a les égalités suivantes : 
n 

S = Θ E 1 ; S = θ E 1 ; 
k=o kC(N 

de plus (S ) ^ Λ Τ , est une filtration croissante de Symb(A) et n n t M 
dimCS^) est fini. 

PROPOSITION 9. - Toute dérivation nilpotente de (S,3) est intérieure. 
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PREUVE. - Soit x€<Ser(S), il existe s e s et λ € K tels que 

Ώ 3 χ = 3(s) + A(id ~ Σ X. _ ) ; supposons χ nilpotente et λ φ ο, alors 
Ο . . 1 Ο Λ . L= 1 1 

- 1 - 1 η 3 λ χ = Β (λ s) + id - Σ Χ. -τ—· , est une dérivation nilpotente de 
ο . , 1 α Χ . 1=1 ι 

-1 η 3 -1 (S,3) , donc id 0 - λ Χ = Σ Χ. — 3 (λ s ) , est un automorphisme 
ο 1 à Χ . 

1= 1 1 

du K-espace vectoriel Symb(A), ce qui n Test pas donc λ = o, d Toù 

X = 9(s). 

PROPOSITION 10. - x€<$5er(S) est localement nilpotente (relativement 

X = 3 ( S ) , S E S , . 

PREUVE. - Soient s € S j et χ = 3(s) ; s est de la forme 
η 

s = Σ a. X. + b. Y. + c, a., b., c eK, V h € { 1 , . . . ,n} , on a . t 1 1 1 1 1 1 i=l 

χ (X^) = χ (Y^) = o . On montre alors que Vpe/N, V i e i l , . . . , n } , 

X P + 1 ( X ? ) = X P + ' ( Y P ) = ο et que Χ
Ρ + < 1 + ' ( χ ¥ ) = ο, V ( p , q ) C N 2 , 

Vi,j, 1 ̂  i, j ^ n. On a alors par récurrence 

k+...+k +h t+...+h +1 k, k h, h χ 1 P 1 Q (ΧΛ.,Χ.Ρ γΛ.,Υ.^) = ο 
Vk. , h. €W , Vi , j 6 {l,...,n}. 

1 1 t J s 

Comme VnC£ST, 3(s)(S n)CS^ , on en déduit que χ est localement 

nilpotente relativement à (S^) ^ ; réciproquement si χ est loca
lement nilpotente relativement à ( S ^ ) ^ ^ ^ > ^ a restriction de χ à S^ 

est nilpotente ; on a alors d'après la proposition 9, χ = 3(s), s GS ; 
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et, V h e i l , . . . , n } ; d°t(x(X h)K< 1 , d°t(x(Y h)) ̂  1 ; or 

k. k h, h 
s = Σ a. . . . Χ.'.,.Χ.Ρ Y. 1 ... Y. q , 

i r;j s V - p Jr--J q \ J, Jq 

1 ̂  r , s ̂  n, (a. . . . ) . . famille à support fini d Téléments 
1 p J1 J q r J s 

de K ; d'où 

k k -1 k h h 
χ (Y.) = Σ k a. . . . Χ. 1 . . . χ / ...X. p Y . . . . Y . q 

t . . t 1 . . . 1 j . . . J 1 t 1 1 , J 
i r,J s 1 ρ J l J q 1 ρ J l J q 

donc k+...+k + h, +...+ h ^ 2 , donc s G S n ; soit 1 ρ 1 4 2 

s = Σ a.. Χ. X. + b.. X. Y. + c.. Y. Y. + a. X. + b. Y. + c ι ^ · · ^ 1 J 1 J iJ 1 J i j i j ι ι 1 1 

comme la dimension de Sj est 2n+ l , on en déduit que 
2 n + l / x r λ 2 n + l / T 7 x , . . . . . Χ (X^) = X (Y^) = o9 1 ̂  ι >< n ceci implique que le discriminant 

de la partie homogène de s de degré total 2 est nul ; il en résulte 
alors que a. . = b. . = c. . = o, 1 <̂  i, i >< n d Toù sG S, . 

H ij I J ij J 1 

3.3. AUTOMORPHISMES LOCALEMENT UNIPOTENTS DE (S,9). 

Dans toute la suite, l'expression localement fini (resp. 

nilpotent, resp. unipotent, resp. semi-simple) pour un endomorphisme 

φ de Symb(A) est relative à la filtration (S ) 
ψ J n n€IN 

Soient (resp. <J@ut(S) , resp. ^ u t ( S ) ) le groupe 

(resp. l'ensemble) des automorphismes localement finis (resp. loca
lement unipotents, resp. localement semi-simples) de S, et 
sous-espace vectoriel de 95er(S) engendré par les dérivations loca

lement nilpotentes de S. Puisque S est commutative, on en déduit 

que 8 (S) est une algèbre commutative et q u e / 3 est une sous-algèbre 

de 3(S) ; ( c / P = 9(Sj) d'après ce qui précède). 
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0 0 k 

séries Σ — χ , et 
k
 U k=o k! 

Σ ( u - I ) * ^ , où I = idg , sont convergentes ; en effet, 

k=o 

Ys£S,3n€(N tel que s € S , χ et u-I étant localement nilpotent s, les 
0 0 k ^ 0 0 |^ 

sommes Σ — x^(s) et Σ -\ (u-I)k +*( s), n Tont qu'un nombre 
k=o k=o 

fini de termes ; posons 
0 0 k 

exp(tx) = e t X = Σ | y X

k , V χ € c/K V t € K 
k=o 

00 

log u = Σ - ^ f - ( u - I ) k + 1 , Vueiut(S) 
k=o k 1 U 

THEOREME 2. - V X £ c/F? V t E K, V U £ ^ i u t ( S ) u 

1°) e T X E c7^ut(S) u et log u € c/P 
χ 

2 0J Les applications χ -> e et u -> log u sont bijectives. 

PREUVE. - V X E of"7, V t € K , ϋχ € ̂  il suffit alors de prouver que 
V X C / , e X Ce7^ut(S) u. Pour montrer que V s , s^^ S, e X ( s ] s 2> = 

γ y 

e*(s,) e A(s 2), on utilise le fait que χ est localement nilpotent la 
démonstration est alors la même que dans le cas où χ est nilpotent 
(voir par exemple N. Bourbaki [3 ] , ou N. Jacobson [δ]). V η ε Ν, la 

χ 
restriction de e à S est de la forme I + θ , ou θ est un endo-n η n χ morphisme nilpotent, I + θ est donc unipotent ; comme e est 
entièrement déterminé par e (X^) , e (Y^), 1 ̂  i < n, on en déduit que 

e X € e ^ u t ( S ) u et on établit aisément que e
X([s ],s 2]) = [e

X(s ) , e X ( s 2 ) J , 

V s j , s 2 € S (les dérivations dans le crochet au 2-ème membre étant 

effectuées par rapport,aux variables e X(X. ) ,e X(Y. ) U < i.< n) donc e^E^ut(S) . 

1 1 u 
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V u C c | u t ( S ) u , u-I est un endomorphisme localement nilpotent 

de (S,3) il est alors bien connu que si u-I est nilpotent log u 

est une dérivation de (S,3) (voir Ν. Jacobson [9]) ; l'argumentation 
est la même à cause de la nilpotence locale de u-I. Par conséquent 

V u € c/£ut(S)u, log u€c#\ La restriction de e X (resp. log u) à S, 

étant unipotente (resp. nilpotente) on obtient les relations 

a) e l 0 g U = u , V u €crfut(S) ; 

b) log e X = χ, V X e 

X j + X 2 X j x 2 

c) e = e e , V χ ] , x 2£c / f ; 

d) log(u, u 2 ) = log u + log u 2 , V u , , u 2 e c ^ u t ( S ) u . 

On en déduit alors que 

exp ο log = i d ^ u t ( s )
 e t log ο exp = i d ^ 

par conséquent, exp et log sont section et rétraction l'une de l'autre 
donc bijectives. 

THEOREME 3 . - 1°) c4ut(S) et c$ut(S) g sont des sous-groupes de 

c^ut(S) ; 
2°) c^ut(S) = cTuut(S) X_c7Îut(S) Produit semi-

u θ s 
direct, où θ définit l'action de c/Xut(S) sur c#ut(S) . 

PREUVE. - Les relations c) et d) ci-dessus et le fait que ^ e s t 

un groupe additif prouvent que log et exp sont des isomorphismes de 

groupes donc c/fut(S)^ est un sous-groupe dec^ut(S). 

Soit GL(S) le groupe linéaire général de S ; on a les inclusions 

caut(S)c Aut(S) OGL(S) ; on sait (voir A. Borel [2J ) que V g £ c£ut(S) , 

g possède une unique décomposition de Jordan g = g^ g g , où g u£c>€ut(S)^ , 
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g cJÎut(S) et g g = g g ; donct/ut(S) = d>éut(S) χ c/tut(S) . s s u s °s u u s 

oo -1 k 
ixcc/iin CC4T(S), ψχ . ΐΓβΛ" donc : ψ β Χ ψ _ 1 = Σ - ( ψ χ^, ) = e ^ " 1 

k=o 

il en résulte alors que ot!ut(S) est un sous-groupe tiorma 1 de c/lfut(S) 
et par conséquent c^ut(S) g est un sous-groupe de o^ut(S). 

La loi de groupe de c^ut(S) est définie par : 

Χ] X 2 Xl *2 Χ 1 + Ψ 1 Χ 2 Ψ 1 1 

(e ,Ψ j)(e ,ψ2) = e ψ e ψ 2 = ε ψ ψ 2 , d Toù 

-1 
Χ1 Χ 2 Χ1 + Ψ 1 Χ 2 Ψ 1 (e , ψ ) (e ,ψ ) = (e ,ψ ψ ) . 

4 

Cette relation prouve que ^ïut(S) est le produit semi-direct 

de C/ifut(S)u par c^ut(S) et que f/futCS)^ opère par conjugaison sur 
c^ut(S) . 

u 
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