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REMARQUE SUR LES SOMMES DIRECTES DES MODULES
DE TYPE DENOMBRABLE

par Petr NEMEC

La théorie classique des groupes abéliens de torsion permet
plusieurs généralisations au cas des modules sur un anneau non
nécessairement commutatif. On peut s'interroger sous quelles
conditions les théorémes classiques restent valables dans ce cas.
Parmi les exemples de telles investigations on peut citer la
théorie de la décomposition primaire au sens de Dickson ((5] et [6])
qui généralise le théoréme suivant lequel tout groupe abélien
de torsion est une somme directe de ses composants p-primaires,
pour différents premiers p. Les anneaux ayant cette propriété
avaient été caractérisé par Alin (1] . T.S. Shores (13} [l4]a
étudié des anneaux ol tout module de Loewy (c'est-3~dire un module
étant de torsion dans la théorie de torsion engendrée par tous
les modules simples) de type fini est une somme directe des modules

monogénes.

D'autres travaux ont rapport 3 la généralisation des théordmes
classiques concernant p-groupes. La notion du p-groupe correspond
dans le cas général a celle d'un module I-primaire, I &tant un
idéal a gauche maximal. L. Bican [2] a généralisé le critére

de Kulikov et les théorémes de Prufer, en démontrant que sous la
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condition (X) (voir ci-dessous) la validité de ces théorémes

est équivalente 3 la vérification de la condition (Y). Dans une
autre direction, R.B. Warfield, Jr. [15] a généralisé les résul-
tats principaux concernant les p-groupes totalement projectifs,
notamment le théoréme d'Ulm, aux modules mixtes sur un anneau de

valuation discréte.

Dans le cas des p-groupes, la théorie structurelle donnant
la description au moyen des invariants est trés satisfaisante
et il est possible de dire que ses résultats ont une forme
définitive (voir par exemple [8, §§80-83]). Dans (9], (10] et [11]
nous avons étudié la généralisation de ces résultats au cas des
modules I-primaires. Comme il suit des Propositions 1 et 3 ci-
dessous, pour que la théorie structurelle des modules I-primaires
soit analogue 3 celle des p-groupes, il faut que les conditions
(X) et (Y) soient vérifiées. Afin d'obtenir une analogie compléte
il nous fallait introduire une autre condition, notamment la

condition (P) ci-dessous.

Les exemples d'anneaux vérifiant ces trois conditions sont
abondants. Dans [11] , nous avons démontré que tout anneau héré-
ditaire 3 gauche vérifiant les conditions (X) et (Y) vérifie aussi
la condition (P). Donc, d'aprés [4, chap. VII, par. 2, ex. 7] ,
tout domaine de Dedekind, c'est-3d-dire tout anneau intégre héré-

ditaire, peut servir d'exemple.

Le but de ce court article est de donner (sous les condi-
tions (X), (Y) et (P)) une caractérisation des sommes directes
des modules I-primaires réduits de type dénombrable (c'est-d-dire
possédant une famille dénombrable de générateurs), en générali-
sant au cas des modules le résultat de Nunke (12} . La méthode
de démonstration est en principe la méme que dans le cas des

groupes [8, Theorem 82.4 ]. D'abord, il sera utile de présenter

38



Remarque sur les sommes directes des modules de type dénombrable

les définitions nécessaires et de rappeler quelques résultats

de [9] ,[10] et(11] (1'implication (iv) = (iii) dams la proposition
1 provient de {14] , 1'équivalence des assertions (i)-(iv) et

(ix) dans la proposition 3 et la proposition 5 proviennent de [2] ;
les propositions 2,4 proviennent de [3] ) domnant une bréve

récapitulation de la situation dans le cas des modules I- rimaires.

Soit R un anneau (non nécessairement commutatif) et soit I

-

un idéal 3 gauche maximal. Pour tout module M (les modules sont

-

considérés i gauche) définissons r(M) = IM et p(M) comme la
somme de tous les sous-modules de M isomorphes 3@ R/I (c'est-a-
dire p(M) est le pied correspondant 3 R/I), ro(M) = M, po(M) = 0,
raH(M) = r(r®M)), pa+l(M)/pa(M) = p(M/pa(M)) pour tout ordinal
aet r¥M) =QQ r/&(M), P (M) =agﬂ p[3 (M) pour a ordinal- limite.
on note LP(M) 1e plus petit parmi les ordinaux a tels que

Py (M)

P ()

PQH(M): et Lr(M) le plus petit des ordinaux j tels que
- . (M)
rﬁH(M), pP(M) = p M) et t(M) =r °  (M). Enfin,
ZP(M) .

E(M) dénote une enveloppe injective de M.

Un module M est dit I-primaire si P(M) = M, divisible si
r(M) = M et réduit si r(M) = O.

Soit M un module I-primaire. Pour tout x€M, définissons
. + . =
hM(x) =a si xer?(M)\ & l(M) et hM(x) =m si xer(M).
oo
Pour tout ordinala , nous posons MO = M, Ma+l = N 1™,
n=o0

: o . . ’ . l
M ’ﬁgd Mﬂ si a est hmlte', Ma = Ma/Ma*', Ua(M)'P(ra(M))/p(ra+ M) .

Si I est bilatére, alors U,(M) sont des espaces vectoriels sur

le corps gauche R/I et nous définissons £,M) = dimR/IUa(M)-
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Un sous-module N d'un module I-primaire M est admissible si
RA(M/N) = r%M)+N/N pour tout ordinal a, et balancé s'il est admissible

et r¥(N) = N n r*M) pour tout ordinal a.

Un systéme J¥ de sous-modules de M est appelé systéme de
Hill si Q€ ¥, si tout N€ ) est admissible dans M, si 2; Nie(%‘
i€J
pour tout sous-systéme |Ni|i€.J] de »# et, si, S étant un ensemble
dénombrable d'éléments de M et N appartenant 3 J, alors il existe

KEH tel que NUXcK et K/N est un module de type dénombrable.

Un module I-primaire réduit qui posséde un systéme de Hill

est appelé@ module de Hill.

Enfin, considérons les conditions suivantes pour un idéal

d gauche maximal I :

(X) Si K est un idéal 3 gauche tel que R/K est I~primaire alors
K est bilatére.

(XX) Si K est un idéal a gauche tel que R/K est I-primaire
alors K contient un idéal bilatére L tel que R/L est I-primaire.

(YL) 1 est bilatére et I/I2 est un module simple.

(YR) I est bilatére et I/I2 est un module a droite simple.

(Y) I vérifie (YL) et (YR).

W) LPM) <w pour tout module I-primaire monogéne M.

(2) " = '.[m'1 pour tout n.

(P) Il existe une suite transfinie des modules H, telle que
H, =0, r®(H,, ) ¥R/T,

Ha+1/ra(ﬁz+]) T H pour tout ordinal

a et H = si a est un ordinal-limite.

u
p<aHﬁ

REMARQUE. - Pour que la condition (YL) soit vérifiée, il suffit
que I/I2 soit un module monogéne. Donc, tout anneau commutatif

principal vérifie (X) et (Y) pour tous les idéaux maximaux.

Les démonstrations des propositions 1-13 peuvent €tre trouvées
dans [9], [10] et [11].
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PROPOSITION 1. - Si I est un idéal & gauche maximal alors les
propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) 1 vérifie (YL) et (W).
(ii) I vérifie (YL) et (XX).
(iii) Pour tout idéal & gauche K, R/K est 1-primaire si et
seulement s'il existe n D tel que K = ",

(iv) I vérifie (YL) et (X).

PROPOSITION 2. -~ si 1 vérifie (X), (Y) et N est un sous-module
de type fini d'un module I-primaire M alors 1l'ensemble

{hM(X) XxeN} est fini.

PROPOSITION 3. ~ si I vérifie (X) alors les propriétés suivantes
sont équivalentes :
(i) Un module l-primaire M est une somme directe de modules
monogénes si et seulement s'il existe une suite croissante

S
tout np»0 il existe mn>0 tel que h.H(x)< L pour tout

o
des sous-modules Mog M c... telle que M= |J Mn et pour
n=o

X eMn.

(ii) Tout module l-primaire M de type dénombrable tel que
hM(x)<w pour tout O ¥ x €M est une somme directe de modules
monogénes.

(iii) Tout module l-primaire M tel que LP(M)<west une somme
directe de modules monogénes.

(iv) Tout module l-primaire de type fini est une somme directe
de modules monogénes.

(v) Tout module I-primaire artinien et noéthérien est une
somme directe de modules monogénes.

(vi) Tout module 1 -primaire cocyclique M possédant une suite
de composition de longueur 3 tel que I2M = 0 est une somme

directe de modules monogénes (et donc est monogéne).
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(vii) p(P(E(R/I))/(R/I)) est un module simple.
(viii) I vérifie la condition (YR).

(ix) I vérifie la condition (Y).
PROPOSITION 4. - Si I vérifie les conditions (X) et (Y) alors tout

module I-primaire est une somme directe d'un module divisible
et d'un module reéduit.

PROPOSITION 5. - Si I vérifie les conditions (X) ,(Y) , (Z) et M
est un module I-primaire alors M est un sous-module essentiel

d'un module I~primaire divisible et les propriétés suivantes

sont égquivalentes :
(i) M est divisible et non-nul.
(ii) M est isomorphe & une somme directe de P(E(R/I)).

(iii) M est un objet injectif dans la sous-catégorie de tous

les modules I-primaires.

PROPOSITION 6. - Les sommes directes ainsi que les facteurs directs
des modules de Hill sont les modules de Hill.

PROPOSITION 7. - Si I vérifie (X) et (Y) alors les propriétés sui-

vantes des modules de Hill M, N sont équivalentes :

(i) M et N sont isomorphes.

(ii) fo(M) = £,(N) pour tout ordinal «.

PROPOSITION 8. - Si I vérifie (X),(Y) et M,N sont des sommes
directes des modules l-primaires réduits de type dénombrable
alors tous les M, sont des sommes directes des modules mono-
génes et les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) M et N sont isomorphes.
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(ii) Ma = N4 pour tout ordinal a.

(iii) £,(M) = £,(N) pour tout ordinal a.

PROPOSITION 9. = 5i I vérifie (X),(Y) et Extz(X,R/I) = 0 pour tout
module I-primaire réduit X , en particulier, si R est héré-

ditaire & gauche, alors 1 vérifie la condition (P).

PROPOSITION 10. - Si I vérifie (X), (Y)et (P) , si M est un module
I-primaire réduit et si I,r(M) = % alors 1 vérifie (Z),
les modules B, sont uniques (& un isomorphisme prés) et
il existe un module I-primaire N = u N.l et un épi-

1€k

morphisme £ : N - M tels que Ker f est un sous-module
balancé de N et pour tout 1€K il existeo < T et n < w
tels que N, = LI

PROPOSITION 11. - si I vérifie (X), (Y), (P) et M est un module
I-primaire réduit alors les propriétés suivantes sont
équivalentes :
(i) M est un module de Hill.

(ii) Tout diagramme

a,’M
o
k
0 -+ X » Y > 2 — 0

ou X, Y, Z sont des modules I-primaires réduits et X est
un sous-module balancé de Y, peut étre complété.
(1ii) M est un facteur direct d'une somme directe. des modules

Ha.

PROPOSITION 12. - si I vérifie (P) alors la Proposition 8 reste

valable pour les modules de Hill quelconques.

43



Remarque sur les sommes directes des modules de type dénombrable

PROPOSITION 13. - Supposons que I vérifie (X),(Y) ,(P) et que ¥
soit une classe de modules I-primaires réduits telle que
(i) & contient tous les modules de Hill,
(ii) ¥ est stable par sommes directes,
(iii) si M,N€SF et f,(M) = £,(N) pour tout ordinal a

alors M ¥ N ,

Alors ¥ est la classe des modules de Hill.

Aprés cette récapitulation , nous sommes en position de
présenter le résultat de la remarque qui fait l'objet de cet article.

Nous utiliserons la modification suivante de la Proposition 9.10 de

[7] :

LEMME 14. - Soit R un anneau et X soit un cardinal infini. Si
un module M est une somme directe des modules dont chacun
posséde une famille de générateurs de cardinalité inférieure
ou égale 4 X et si N est un facteur direct de M , alors N
est aussi une somme directe des modules possédant une famille

de générateurs de cardinalité inférieure ou égale a X.

DEMONSTRATION. - La démonstration se déroule de la méme fagon que
celle du résultat de la théorie des groupes mentionné ci-dessus.

1t _\— - . = u. - e oo .
C'est-a-dire, soit M e JMi = N @ K et pour tout 1€J, soit X1

une famille de générateurs de Mi avec |Xi|< X . Alors chaque x€M

s'exprime uniquement comme x = xN+xK =z x; avec xN€-N, XKGIK,

X.€ M, .
i i

Soit i€ J quelconque. Nous allons construire une suite croissante

des modules U, , j=0,1,..., telle que U, = L M., 13.)¢Xx et pour
J J . 1 ]
1€Jj
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M ' = . 1 3
tout xei gJ. Xi , xN,xKe:UJ,H : d'abord, posons Uo Mi S1 UJ a
1

déja été construit, nous définissons J.+ comme l'ensemble de tous

i
les i€J tels que soit (xN)i # 0, soit (xK)i # 0 pour un xe U X; -

iEJj
Evidemment, IJJ.HI € X et Uj+l = iJ.ELJ Mi posséde des propriétés
3+l ®
nécessaires. Maintenant, nous définissons Ai = U vu.. Alors il
j=o
existe L.S J tel que A, = || Mj’ A posséde une famille de
jEL,
i

générateurs de cardinalité inférieure ou égale 3 X et Ai =

(Aiﬁ N) & (Ain K). En effet, si yeAi alors il existe j tel que
. .. ,EA.. . S .N N . '

yeUJ et yys¥x€ UJ+I Al Donc A1 (A1 )y o (Alr\ K) et l'autre

inclusion est claire.

Maintenant, nous allons construire une suite croissante
transfinie IBQI des sous-modules de M telle que By= M.,
1€l
B = (NNB,) & (KnBa) et Ba+|/Ba posséde une famille de généra-
teurs de cardinalité inférieure ou égale 3 X . Posons Bo =0. Sia

est limite, B, =;32 BB posséde des propriétés nécessaires. Enfin,
a

'o . . - . . - N =

s'il existe i€ J\I, , nous définissons Ba+l Ba+Ai (Ba+] B,

dans le cas contraire). Dans ce cas, Bu[+l = 1L Mj et Ba+|/Ba
JGIaL)Li

posséde une famille de générateurs de cardinalité inférieure ou

égale 3 X . Si xe Ba+1 alors ils existent u€B , ve Ai tels que

X = u+v , mais on a Vo VNE Ai d'aprés les propriétés de Ai et

U su € B, d'aprés 1l'hypothése d'induction, donc X =u +v € B et

K'VKE Pasi
xN=uN+vN€ Ba+1‘ I1 est aussi évident qu'il existe un ordinal o

avec M = Bo'
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Pour tout @ < 0 , NNB, est un facteur direct de B, qui
est 3 son tour un facteur direct de M, donc NNB, est un facteur
direct de M et par conséquent de NﬁBa+l. Si NnBaH = (NnBa) @ N,
alors N = M, Ny et Ny = (NNB, )/(NNBy).

Comme Ba+1/Ba = (NﬁBaH)/(NﬂBa) @ (KnBaH)/(KﬂBa), N, posséde
une famille de générateurs de cardinalité inférieure ou égale a X

et la démonstration est achevée.

THEOREME 15. - Si I est un idéal & gauche maximal vérifiant (X),(Y),(P)
et M est un module I-primaire réduit alors les propriétés

sulvantes sont équivalentes :

(i) M est une somme directe des modules de type dénombrable.
(ii) M est un module de Hill et f,r(u)swl ou wl est
le plus petit ordinal non-dénombrable.

DEMONSTRATION. - (i) = (ii) Si N est un module I-primaire réduit
de type dénombrable alors évidemment N est un module de Hill et
d'aprés la proposition 2, l'ensemble th(x)IxeN| est dénombrable
donc fr(N)< w, . Si M= f_le-KNi , ou tous les Ni sont de type
dénombrable, alors M est un module de Hill d'aprés la proposition

6et2(M)=sup£(N.)<w.
T . r o1 ]

1€ K
(i1) — (i). D'aprés la proposition 10, il existe un épimorphisme

f : N— M, ol Ker f est balancé dans N, N = _LL Ha_ et oi< w]
1€l 1

pour tout i€L . Comme évidemment tout module de Prufer H,

posséde une famille de générateurs de cardinalité lol , N est une

somme directe des modules de type dénombrable. D'aprés la proposition

11, M est un facteur direct de N et une application du Lemme 14

achéve la démonstration.
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Ce court article a &té préparé lorsque l'auteur effectuait
un stage 3 1'Université Claude Bernmard - Lyon I. L'auteur veut
exprimer ici sa profonde reconnaissance aux membres d'U.E.R.
Mathématiques, et particuliérement 3 Monsieur le Professeur MAURY,

pour leur amabilité et leur soutien pendant ce stage.
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