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SUR LES FONCTIONS D'UN OPERATEUR 

PSEUDO-DIFFERENTIEL ELLIPTIQUE 

par Guy PATISSIER 
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Sur les fonctions d'un opérateur . . • 

0. INTRODUCTION, 

Le but de ce travail est de construire un calcul fonctionnel analyti­

que pour les opérateurs pseudo-différentiels elliptiques sur une variété 

compacte, d'étudier la nature des opérateurs obtenus et de donner des 

applications. 

Les méthodes utilisées sont adaptées de celles que R.T. SEELEY, 

T. KOTAKE - M. NARASIMHAN ont introduits dans l'étude des puissances 

complexes d'un opérateur elliptique [8], [7], et les résultats obtenus 

sont, sous des hypothèses plus générales, analogues à ceux qui furent 

établis par R.S. STRICHARTZ [10] et E. COMBET (C.R.A.S., 268, 1969, p. 

Soit M une variété de classe C , compacte, de dimension n. On con­

sidère sur M un opérateur pseudo-différentiel elliptique A, d'ordre m > O* 

non forcément symétrique. Si f est une fonction analytique sur un voisi­

nage du spectre de A, telle que | f ̂  (X)| < Ctej X | S~ k(s E R) pour | x | asses 

grand, on construit f(A) par la formule 

f(A) = A^ . X Pf(X)(A-X) 'dX, où p est un entier tel que 

s-p < 0, où r est une courbe de classe C* par morceaux entourant le spec­

tre de A (sous certaines hypothèses sur le spectre de A, le contour T et 

le symbole principal a de A). 

On montre que f(A) est un opérateur pseudo-différentiel, d'ordre m.M 

et de symbole principal f(o). 

On applique cette théorie à l'étude du problème de CAUCHY relatif à 

l'équation de la chaleur, ainsi l'opérateur e * ^ permet de résoudre l'éqnr 

tion Y£ + A = 0. 

Dans la dernière partie, si m > n et si f (X) est la transformée de 

LAPLACE d'une fonction F(t), on montre que, sous certaines hypothèses» 

le noyau de f(A) est donné par la formule F(t)G(t,x,y)dt, où 

G(t,x,y) est le noyau de e ° 

Les résultats démontrés dans cet article ont été annoncés dans une 

Note parue aux C.R.A.S. ([17]). 
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Sur les fonctions d'un opérateur 

1. NOTATIONS. 

Soit a * (o^, •..,<*) £ N n un n-indice, on pose 

1 1 1 2 n 1 2 n 

D. « - i l , D a * D,1 ... D n . 
j 3Xj 1 n 

Si X est un ouvert de R n, <?(X) (resp. 0(X)) désigne l'espace des 

fonctions de classe C (resp. de classe C à support compact) de X dans €• 

La transformée de FOURIER d'une fonction f de #(X) est définie par 

f ( O » |e" i < x^ >f(x)dx 

00 

A partir de maintenant M désigne une variété C de dimension n 9 com­

pacte, sé « ((U^, Ç /), i E 1} est un atlas de M qu'on prendra fini, 
00 

I • ( !,...,£), <&(M) est l'espace des fonctions de classe C de M dans C. 

Pour tout réel s on définit une norme sur 2<X) en posant 

•fi s - [|(i+Ul2)s |f(o|2
 d ç ] , / 2 , 

et on note H°(X) le complété de ^(X) pour cette norme, 
s 

On généralise cette définition à la variété M de la manière suivante : 

soit (7T.)- i 0 une partition C°° de l'unité subordonnée au recouvrement 

de M par les ouverts IK, chaque fonction £ de £^(M) s'écrit 

£ 

f - 2 n.f 

et (IKf) « «pT1 est dans ^ ( X ^ (où ̂  » ^ 0 ^ ) C R 8 ) , on pose : 

l f l s - Z l№.f) • 
1*1 

On définit ainsi une norme sur ̂ ( M ) , le complété de 9(H) pour cette norme 

est un espace hilbertisable noté H (M), c'est l'espace de SOBOLEV d'ordre s 
s 

de M. On peut montrer que cette définition est intrinsèque. On note 
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Sur les fonctions d'un opérateur 

IPI , = Sup {IIPfL, Ifl - H 

la norme usuelle sur l'espace des opérateurs linéaires et continus de 

dans H t noté L(H g,H t), si s-t cet espace sera noté L(H g). 

Les opérateurs pseudo-différentiels (O.P.D. en abrégé) utilisésici 

sont ceux définis et étudiés dans différents articles de HORMANDER ([4] f 

[5], [6]). 

On rappelle que, pour tout réel m, l1espace des symboles dfordre m 

sur X, noté S m(X), est l'ensemble des fonctions c de £(X*R n) telles que, 

pour tout compact K de X, pour tous les multi-indices a et 8 » il existe 

une constante c

a g ̂  strictement positive pour laquelle : 

| D * D Ç O ( X , O | <
 c a , e , K

( 1 + ! ç ' ) l n ~ ' a ' » p o u r t o u t ( x ' ç ) d a n s K X R Ï 1 -

Pour o dans S m(X) et f dans f^(X), on pose 

0 (o)f(x) « (2ïï)~n (e i < X' Ç >o(x,0 £(«)*. 

(1.1) DEFINITION ([4] , page 153). - Un opérateur pseudo-différentiel A 

sur M, d'ordre m, est un opérateur continu de ^(M) dans 201), tel 

que pour toute carte (U,(p) de Mj ( (p : U + ip(U) C R n)j l'opérateur 

A<p induit par A sur l'ouvert <p (U) (défini par 

A<p (u) - A(u 0 9 ) o cp \ u dans ®(U)) soit un opérateur pseudo-

différentiel d'ordre m. 

On peut donc trouver un symbole de S m(X) , (où on a posé X « (p (U)) 

tel que A ^ - ° p(
Qu^ s o i t u n ° P ê r a t e u r à noyau <f ([4], [6]). Les opé­

rateurs considérés ici sont donc les O.P.D. étudiés par HORMANDER dans [ 4] 

et [6] correspondant au cas p«l et ô«0. 

* s 

On note T M le fibre cotangent réel à M et S(T M) l'espace des fonc-

tions de classe C de T M dans C. Soit o dans Ê(T M) , dans toute carte 

c « (U,q>) de M, o admet un représentant appartenant à &(Xxfcn) (où 

on a posé X » (p(U)), nous dirons que a est un symbole dfordre m sur M 

si appartient à S^X) quelle que soit la carte c. On note S m(T*M) 

24 



Sur les fonctions d'un opérateur • • . 

l'espace de ces symboles. 

Soit c dans S m(T*M), nous dirons que o est le symbole principal de A 

li - est dans S m ' (X) quelle que soit la carte (U,<p) de M. Pour 

Inexistence de tels symboles voir [6] page 113. En fait le symbole principal 

est défini à un symbole d'ordre m-1 près, c'est donc un élément de 

S^C^M) / snr 1 ( T » M ) , (voir HORMANDER, [ 6 ]) . 

2. ENONCE DES RESULTATS. 

A partir de maintenant A désigne un O.P.D. d'ordre m > 0 et o le 

symbole principal de A. 

2,0. Le calcul fonctionnel analytique. - Soient a J f a 2, 8 des nombres réels 

tels que 0 < a 2, 0 < 6 < ir 

On se place d'abord dans le cas où a^ < a 2 > 0 < 6 < ̂ > et on considère 

les demi-droites suivantes du plan complexe : 

i8 + 

Dj • { z € C, z • 8 j + e , p € E , Re(z) > a 2> 

D 2 - { z 6 ( , z € Dj} 

et la droite A « {z e C, Re(z) « a 2>. 

On pose : b = Dj O A, c « D 2 H A et 

bc * {z e A, Im(c) < Im(z) < lm(b)}. 

Le chemin r(a 1 >a 2 >8) « Dj + bc + D 2 est de classe C°° par morceaux. 

Soit S(a l fa 2 >9) « {z G C, Re(z) > a 2, |Arg(z-aj)| < 6 (mod. 2*)}, c'est un 

ouvert non vide dont la frontière est r(aj,a 2 >e) (région hachurée dans la 

figure 1). 
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Sur les fonctions d'un opérateur . . . 

" ° z*/^//// //////////* 
Figure 1 j^"^^ 

Pour a 2 < a J f y < 9 < TTf on prend pour S(a ] >a 2 >8) le complémentaire 

du symétrique par rapport à A de l'adhérence de S(2a 2~aj, a 2, ir-0) ; c'est 
un ouvert non vide dont le bord, noté r(aj,a 2 >0) est un chemin de classe 
par morceaux (région hachurée dans la figure 2). 

^ V i / / / ' " ' / / / 
\ J ^ 7 / / S ( a . - a 2 ' 9 > / 

Figure 2 ^ " ^ / / , / 

t^r- - - -y • > i ». 

2 v * > ^ 7 - / 7 / 1 / 1 

" " C / / / / 
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Sur les fonctions d'un opérateur . • • 

Pour a, » a 2, 6 = \ , S(a 2,a 2, = {z G C, Re(z) > a 2> 

r(a 2,a 2, 1) » A 

On remarque que, dans tous les cas de figure, on peut trouver un point 

m de S(a J >a 2 > e ) tel que S(a ],a 2 , e ) soit étoile par rapport à a. 

Dans la suite nous ne considérerons que les chemins définis ci-dessus. 

On impose au symbole principal a de vérifier la condition suivante 

dans toute carte (U,(p) de M. 

Pour tout compact K contenu dans tp (U), il existe deux constantes 

C<p (K) > 0 et C 1 ^ (K) telles que pour tout x de K E tout n de R
n tel 

que |n| > C ( ? ( K ) , on ait : 

(2.0.0) VA é S(a,,a 2,6), | x | + |n | m < C '^OO\o ̂  (x,n)- X | 

Alors pour |n| > C c p ( K ) , et x dans K, o ^ (x,n) appartient à S(aj,a 2,e). 

La condition (2.0.0) est intrinsèque, car soit T un symbole de 

tel que O - T soit dans S 0 - 1^*»!) alors x vérifie la condition 

(2.0.0) si o la vérifie, en effet 

| T ^ > ( X , T I ) - X | l o ^ (x,n) - X| |o^(x,n) - ' T ^ ( x ( n ) | 

h r + | x | > | n | œ

 + | x | | n | m

 + | x | 

(X € S( a i,a 2,8)). 
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Sur les fonctions d'us opérateur . . . 

(x,1) - T (x,n) | |o,p (x,n) - Tjp (x,n)| 
Or — < — - 0(|n| ') 

| n | B + | x | |n|» 

uniformément sur tout compact K contenu dans <p (U), d'où la conclusion. 

Donc (2,0.0) est une hypothèse relative au symbole principal, élément 

de S m(T«M) / s f f i-, ( T. M ). 

Par ailleurs la condition (2.0.0) est invariante par changement de 

carte, si x : <P (U) + Y est un difféomorphisme C°° de <p(U) dans un ouvert 

Y C R n. On a si y = x(x), 

°X0<P ( y , C ) = ° (pC
x" ,(y)i( t Dk x)-5)» et o vérifie la condition 

(2.0.0) si oy la vérifie. En effet quand y parcourt un compact K' de Y, 
-1 -1 

X (y) parcourt le compact K « X (K') de cp (U) et on a 

I fcD x . ç| > — — J r y lfcD X" 1! étant continue et jamais nulle» 

y 

il existe une constante C.(K') > 0 telle que — ! > C,(K') pour y dans 

K f, donc | LD xX • Cl >Cq>( K> pour U| >C 2(K') * ĴTFT 6 t 

C'^(K)| a X o ^ ( y , ç ) - x | > |X| + 1^ x . ç | > |X| + C,(K')U| il existe une 

constante C 3 telle que | x | + Cj <K*> | C | > C 3 ( | x | + | ç | ) d'où la conclusion. 

La condition (2.0.0) est indépendante du système de coordonnées lo­

cales choisi sur M. 

(2.0.1) REMARQUE. - On se place dans le cas où • 0 et on suppose que a 

vérifie la condition suivante dans toute carte (U,<p) de H 

Pour tout compact K contenu dans <p(U), il existe une constante 

(K) > 0, telle que pour tout x de K, tout n de R n tel que 

(2.0.2) |n| > C^(K) on ait : 

i) (x,n) E S(O fa 2,e). 

ii) a^(x,n) homogène de degré m > 0, 

Soient ej > 0, e 2 > 0 tels que *2~z\ ^ 0 e t e * e 2 ^ 
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Sur les fonctions d'un opérateur . . . 

SCO.a^-Ej» 6 + c 2 ^ e 8 t u n ouvert de C contenant l'adhérence de S(0,a 2 <8), 

«lors a vérifie (2.0.0) relativement à S(0,a2"-ej, Q+t^)' 

Prévue. - Pour démontrer (2.0.0) remarquons d'abord qu'il existe une cons­

tante 5 > 0 telle que pour chaque x de K, chaque n de R n avec |n| > (K), 

on ait |ô p (x,n) - X| > <5 pour tout X £ S (0,a 2-ej, 8+e 2) (car 

o^(x,n) e S(0,a2,e)), alors : 

c m • c f f i | x | 

H ' » ' X ' , - - ^ - c - T , o u C - C , ( K ) 

Posons : u « Sup { (x,n) | , x G K, |rt| « C}, 

y - £liL e t A . H f f i + M 
M * l°> (x,n) - x| 

Pour 0 < y < u+1, A < ° m * y + 1 , 
6 

pour y ̂  y+l, A < , °m + V < * y < cte. 

Supposons maintenant que seul (2,0.2 (ii) soit vérifié, avec C<p(K) < 1 

pour tout compact K de cp (U) , et qu'il existe > 0 et <*2 > 0 tels que : 

i) k<p(x,n)| > a . dans <p(U) pour \r)\ « 1. 
(2.0.3) 1 

ii) | Arg(a ̂  (x,n)) - ir| > a 2 dans tp (U) pour |n| » 1. 

Alors on voit facilement que la condition (2.0.0) est vérifiée pour 

on domaine S(a ] 9a 2 >6) du type de celui de la figure 2 (S (2.0)) (voir [8] 

preuve du lemme 2 page 296). 

Les conditions (2.0.3) sont les hypothèses de SEELET ([8], inégalités 

9 et 10, page 295), elles entraînent les nôtres, on peut donc dire que nos 

hypothèses sont plus générales que celles de SEELEY. 

(2.0.4) EXEMPLE. - Soit g une métrique riemannienne sur M et A le laplacien 
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Sur les fonctions d'un opérateur . . . 

sur les fonctions, si (U, vp ) est une carte de M, on a 

A T T = Z — , (/""7T g1"̂  7T—) avec les notations habituelles. Le symbole 

principal de A est donné dans la carte (U,<ç>) par 

o (x,Ç) = 2 gij ç. ç 

2 

o ̂  est dans S (X) (où X = <P(U)) et vérifie les hypothèses de la remarque 

(2.0.1), 

On pose S = S(a 1.a 2,6) et en note r le tord de S 

r = r(a, fa 2 >6) 

(2.0.5) REMARQUE. - Si a est le symbole principal de A. o - X est celui de 

A - X. Soit (U,ip) une carte de M et considérons 

YCA^-A) - {(x,n) E <p(U) * ( R N - {o}) ; lim |a (x,tn) - X | t"^ « 0} 

t + + » 

l'ensemble caractéristique de A<p - X, on a y ( A ^ - X ) • 0 pour X £ S 

(condition (2.0.0)X ce qui signifie que A-X est elliptique, en particulier 

(X*C) A est elliptique. 

On déduit facilement de la démonstration du lemme 1, page 294 dans [8] 

que, pour tout réel s, A e&t un opérateur continu de H ̂  (M) dans H (M) ; 
s+m s 

on peut donc considérer que A est un opérateur non borné sur H (M) dont le 
s 

domaine partout dense est H

s + m ( M ) . 

On montre, en utilisant le théorème 2, page 239 dans [9], que k est 

un opérateur fermé, alors le spectre de A, noté Sp(A) est une partie fer-
-1 8 

mée de C et X (A-X) est une fonction analytique définie sur le résolvait 

p(A) • C - Sp(A) à valeurs dans L(H ). 
s s s 

Il existe une constante R > 0 telle que, pour |y| > R et y £ S, on 

ait y dans p(A) (voir (3.7)). p (A) n'est donc pas vide. Posons B « À-v 
-1 8 

alors B est un opérateur continu de H (M) dans H ̂  ( M ) , c'est donc un 
s s+m 

opérateur compact de H (M) dans H ( M ) , , puisque m > 0 (en utilisant le 
s s 
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Sur les fonctions d'un opérateur . • . 

théorème de RELLICH) • Le spectre Sp(B ) est donc dénombrable, le seul 
-1 s 

point d'accumulation étant 0, Sp(B ) est réduit au 6pectre ponctuel et 
-1 8 

les sous-espaces propres de B sont de dimension finie. 

B étant elliptique on peut lui associer une paramétrix bilatère E 

qui est un O.P.D. d'ordre -m (cf [6]), alors on montre facilement que 

B - E est un opérateur à noyau C (en utilisant le lemme (4.3.5))» par 

suite B* 1 est un O.P.D. d'ordre -m et B" 1 (H^(M)) C H t + m(M) pour tout t. 

On a B ~ K ( H S ( M ) ) C H S + K M ( M ) C 0 P ( M ) , (p E N ) , pour k > ï=± • £ , 

ou ® P ( M ) est l'espace des fonctions de classe C p sur M. On déduit de 

ceci que les vecteurs-propres de B sont des fonctions de classe C . 

Or A * B+u et (A-A)" 1 = T-^- B" 1 - B*"1) 1 par suite 

Sp(A) * {-f • u> * ̂  Sp(B ') }, c'est un ensemble dénombrable, 

o A S 

discret, le seul point d'accumulation étant l'infini, réduit au spectre 

ponctuel, les sous-espaces propres de A sont de dimension finie. 

On montre facilement que Sp(A) g est indépendant de s, on note cet 

ensemble Sp(A), c'est le spectre de A, on pose p(A) - C - Sp(A), c'est 

le résolvant de A. On suppose à partir de maintenant que 0 appartient à 

P U ) . 

Il n'y a donc qu'un nombre fini d'éléments de Sp(A) dans le disque 

ferai D(0,R) « {z E C, |z| < R } , par suite on peut trouver un secteur 

de D(0,R) contenu dans p(A), secteur pouvant être pris aussi près que 

l 9ou veut de l'axe des réels négatifs, en multipliant éventuellement A 

par une constante convenable, on peut supposer que {x € R, -R < x < 0} 

est â l'intérieur de ce secteur. p(A) étant un ouvert contenant 0, on 

peut trouver un disque fermé de centre 0 et de rayon e > 0 contenu dans 

p(A), soit C(0,e) (resp. C(0,R) le bord de ce disque (resp. le bord de 

D(O tR)). T, C(0,e), C(0,R) et le bord du secteur précédent définissent 
00 

on chemin Tj de classe C par morceaux "entourant" le spectre de A. 
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Sur les fonctions d'un opérateur • . • 

On désigne par S 1 la partie ouverte hachurée sur la figure 4 ; S 1 

est un ouvert non vide dont le bord est Tj et Sp(A) C S'. 

Soit fi un ouvert de C tel que ?' C fi et fi n {x € R, x < 0} » 0, on 

suppose de plus qu'il existe a > 0 tel que S(aj , a 2 s o i t contenu dans 

fi, (cette hypothèse permet d'affirmer l'existence de plusieurs chemins 

contenus dans ft, entourant le spectre de A, du même type que T^) et B > a 

tel que fi soit contenu dans S(aj,a2,8+B) pour | x | assez grand. 

Si p est un réel, on note Op(fi) l'espace des fonctions holomorphes 

f : fi C qui vérifient 

|f(X)| < Cte | x | p pour | x | assez grand. 

Alors sur S on a, pour tout entier k > 0, 

|f ( k )(X)| < Cte | x | p ~ k pour |X| assez grand. 

32 



Sur les fonctions d'un opérateur . . , 

En effet plaçons-nous dans le cas de la figure 1. On peut trouver 
• 00 

lieux chemins de classe C par morceau (cf. figure 5) tels que : r ' soit 
contenu dans "S, f* r pour | Arg(aj+X)| « 8 t r" soit dans Q , 

r" * y " • Y 2 + y y 6 1 > Arg Z j > e , | y j < a^, et que les droites portées 

y par Y " e t Ï 3
 8 e rencontrent 

V 2 v x 

Figure S 

y " ^ 

i) Dans ce qui suit, y désigne un nombre complexe appartenant à T" et X 

un nombre complexe appartenant à r 1 ou situé à l'intérieur de T1 . Dans 

ces conditions il existe une constante K > 0 telle que 

Iv-Xf 1 < K(|v| + N ) " 1 . 

En effet 1 \\\ 

- poar |„| < i |X|, i i i J - ^ - l i L <2_liL < 3 

2 I w - x | l x | - | „ | 

de même pour |y| > 2 | x | 

- pour | < l̂-l < 2 on a 

M _ L M < i l i H < c t e 

M l h -fi 
car ̂  appartient à un compact qui ne contient pas 1. En effet, si y 

appartient à y " OU Y 3 on a |Arg y| « 9 1 , comme |Arg x | < Arg Z j , il 

vient |Arg £| > e 1 - Arg z, > 0 , si y est sur [y,,y 2l, | ^ < \jr\ < 1, 

d'où la conclusion. ^ 
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Sur les fonctions dhxn opérateur . . . 

ii) Soit f dans Op(fl) avec -1 < p < 0, on a pour k > 0, 

f (X) « ̂  li\ e t c e t t e intégrale est absolument 
^ y » (y-X)* + l 

convergente. Or 

1 T 2 T 3 

- En paramétrant y" on obtient en utilisant i 

" ' ' " " • f " < e " W * f" T T ^ C T 4 " 
J o (p+ |X|) •'o (1+u) 

(p - |X|u), et les intégrales précédentes sont convergentes puisque 

-1 < p < 0. De même |l 3| < Cte |A|
p~ k. 

- On a aussi < (y -y | Sup {—il^lL, p G [y , y ] } d « o ù 

L I C lu-Xi* 

| l 2 | < Cte | x | " k _ 1 <Cte | x | p ~ k c a r - l < p < 0 . 

iii) Pour p quelconque, soit q un réel tel que -1 < p-q < 0, on a la con­

clusion en écrivant f(X) • X q [X qf(X)] et en remarquant que X~** f(X) est 

dans 0 (C). p-q 

On fait dans les autres cas de figure, une démonstration seafelabl*. 
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Sur les fonctions d'un opérateur • . . 

Emblée : 

- Les polynômes de degré p sont dans 0 (ft). 
P 

- e~ X t(t > 0) est, pour 8+6 < y, dans 0^(8) • 0 0 ( 0 ) . 
~~ p G R P 

-La détermination de Log X, nulle pour X«l est dans 0^(8) pour tout 

€ > 0 mais n'est pas dans 0Q(ft). 

. X 8 (s dans C) est dans 0« t *(G)• 

Rets) 

(2JD.6) DEFINITION. - Pour f dans 0 p(G), on pose 

(2.0.7) f(A) - £ [ £(l)(A-X) HdX f pour p < 0. 

Tour p > 0 soit q un entier tel que p-q < 0, on -pose 

(2.0.8) f(A) m-L A

q f (A-X)*!dX. 

1 1 

L'existence de ces intégrales sera vue dans le prochain chapitre. 

Vous pouvons alors énoncer les résultatssuivants : 

(2.0.9) PROPOSITION. - L'intégrale (2.0.7) est indépendante du contour 

choisi pour la définir (cf. (4.0)). 

L'hypothèse (2.0.0) implique que les hypothèses de SEELEY ([ 8] , [ 9] 

et [10] page 295) sont vérifiées par rapport à un secteur £ de centre 0 

et d'angle 2 (ir - Arg(b)) (cas des figures 1 et 2) ou par rapport à un 

secteur 2 de centre 0 et d'angle 6 (cas des figures 2 et 3) contenu 

dans le complémentaire de S', on peut alors définir A 6 contte dans 18 ] 

((21) page 299). 

(2.0.10) PROPOSITION. - Si f(X) » X 8(s dans t)ê f(A) coïncide avec l'opé­

rateur A 8 défini par SEELEY dans [8] (cf. (4.1)). 

(1.0.11) PROPOSITION. - Quelles que soient les fonctions f dans 0 p(«), g 

dans Or<ft) et pour tous les nombres complexes v on a : 

i) (v.f)(A) « v.f(A) 

ii) (f+g)(A) - f(A) + g(A), (f+g est^dans 0

S u p ( p t r )
< Q ) ) 

iii) (f-g)(A) - f(A) o g(A) (f.g est dans 0 ^ r ( a ) ) . 

(cf. (4.2)). 
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(2,0.12) COROLLAIRE. - La relation (2.0.8) est indépendante de l'entier 

q > p (cf. (4.2)). 

(2.0.13) THEOREME. - f(A) est un O.P.D. d'ordre mp j soit a son syrrbol* 

principal, si (U,cp) est une carte de M> 

pour tout compact K contenu dans <p (U) i l existe une constante 

C <p(K) telle que pour \n[ > C<p(K) on ait* pour tout x de K 

a<p(x,n) - f(a^ (x,h)) (cf. (4.3)). 

(2.0.14) REMARQUE. - Soit (Xj,...9\^,...) la suite des valeurs propres de 

A, si A est symétrique, on peut trouver une base (topologique) de H (M) : 

(<p. <f> ,,..•) constituée de vecteurs propres associés aux À.. Alors 

pour tout réel s, ( if j,. .., <4>̂ ,...') e s t u n e base de H (M) et pour f da«e 
0b(ft), on a : 

i) f(À)<^ = f(Xj) . q> j f 

(2.0.15) ii) Pour tout réel £ tel que £ > 0 

f(A) « ^ f ( X j > P j
 ( d a n s L <V M ) > ^ . ^ ( M ) ) 

où P. : est la projection sur le sous-espace propre correspondant 

à la valeur propre X^. 

En fait quels que soient les réels s et t, Pj est un opérateur conti­

nu de H dans H ^ 4 Ajfii) a donc un sens) (cf. (4.4)} . 

On relie ainsi notre travail à celui de STRICHARTZ ([10]). 

2.1. Exemples - Applications. 

(2.1.0) EXEMPLE. - f(X) * Log X, Log A est un O.P.D. d'ordre e quel que 

soit e > 0 , mais n'est pas d'ordre 0, car pour |n| assez grand on a 

(condition (2.0.0) pour X«0) 

|<*<p(*>n)| > C ^ ( K ) • l n ' m e t L o g ( a q > ( x* n>> 

n'est pas borné. 
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(2.1.1) APPLICATION, - On se place dans le cas a. < a 2, Ol*ô <%tj soit 
—tA —tA 

f C O • e , t réel, t > 0, on considère l'opérateur e , si y est une 

aesure régulière strictement positive sur M. On peut, grâce au théorème 

des noyaux, associer à e ̂  un noyau, noté G(t,x,y), de Q% (MxM) • 

(2.1.2) PROPOSITION, -
—tA 

i) Pour tout réel s et quel que soit e >0* t e est une Qppli~ 

cation continue de [0,») dans L(H (M), H (M))* en particulier 
S S ' c» 

liœ e _ t A - I, où I est l'injection H (M) •*• H ( M ) , 
t 0 8 6-e 

Quels que soient les réels s et s \ t e est une application 

C* de Jo,<») dans L(H (M), H , ( M ) ) et 
s s 

d k , -tA. , „ k Ak -tA — r (e ) - (-1) A e 
dt K 

iii) G(t,x,y) appartient à & (]0,«>) * M 2 ) . 

ivj Sait -r- + A « 0 l9équation de la chaleur, si <p est dans B (M), 

*(t,.) » e tp appartient à &(lo,°°) * M ) et c'est la solution 

du problème de CAUCHÏ : 

(~ + A) <,<tf.) « 0 

lim ¥(t,.) » <P (cf. (4.5)) 

(2.1.3) EXEMPLE, - Pour f(X) » X 8 (s dans C), on obtient le groupe des 

#pé*ateurs A 8 étudié par SEELEY ( [8] ) * 

2.2. Vne représentation du noyau de f(A). - On se place dans le cas 

O < ©+0<y» on suppose que l'O.P.D. A est d'ordre m > n (n • dis M) 
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et que toutes les valeurs propres de A ont une partie réelle strictement 

positive, le spectre de A étant un fermé discret, on peut trouver un réel 

a > 0, et un angle a, 0 < o < j , tel que pour toute valeur propre de À* 

on ait Re(X) > a et 0 < |Arg(X-a)| < a. Pour t > 0 on considère l'opé­

rateur e ̂  • f e ^(A-X) *dX et, une mesure régulière strictement po-
r i 

-tA 
sitive y étant donnée, le noyau G(t,x,y) de e 

(2.2.0) PROPOSITION, - Pour tout réel n < q < m, i l existe une cons­

tante C > 0 telle que 

(2.2.1) |G(t,x,y)| <C(cos a) q / m e ~ a t t q / m , (cf. (4.7.2)). 

Soit F(t) une fonction mesurable définie, pour, t > 0, telle qu'il exiat* 

une constante C > 0, un réel k < - ̂ , un entier relatif h pour lesquels 

|F(t)| < Cte t ~ k H pour t < C et |F(t)| < Cte t h Pour t > C. On pose 
{+*> 

f(X) = F(t)e" A tdt (Re(X) > 0). 
^ o 

f(X) est la transformée de LAPLACE de F, c'est donc une fonction holoœr-

phe dans le demi-plan Re(X) > 0, et sur uni secteur de centre 0 et-d'angl* 

6 ^ 2 * , on a 

|f(X)| <Cte | x | k pour |X| assez grand 

On note K(x,y) le noyau de f(A). 

(2.2.2) PROPOSITION. -

K(x,y) « F F(t) G(t,x,y)dt 

et cette intégrale converge imifornement sur M 2 (cf. (4.7.3)). 

(2.2.3) REMARQUE, - On obtient ainsi pour des O.P.D. d'ordre m > n, sur 

une variété compacte une relation obtenue par KOTAKE-NARASIMHAN pour 

f(X) « X et des opérateurs différentiels sur des ouverts de R n ( [ 7] 

proposition 7.1, page 465). 
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3. PRELIMINAIRES * 

(3.0) PROPOSITION. - II existe un symbole T de Sm(T*M) tel que : 

i) x vérifie (2.0.0) avec Cq>(K) « 0. 

ii) Dans toute carte (U, <p ) de M* pour tout compact K contenu dans 

*p(U) j il existe une constante C '^OO > 0 telle que : 

V x E K , | n | > C^CK) — > T^(x.n) - a^Cx.n), 

donc r-a est dans S (T M). 

pj^uw. - D'après (2.0.0) pour tout compact H contenu dans <p (U), il existe 

une constante C <p (H) telle que pour |n| > (H) on ait Oq>(x fn) dans S 

pour tout x de H. Soit i> une fonction de &(T M) à valeurs réelles telle que : 

• 0 < * i p (x,n) < 1 pour tous les (x,n) de <p (U) * R n. 

_ Tout x de cp (U) appartient à un compact B(x c) contenu dans <>(U) 

tel que * ^ (x,n) * 0 pour |TI| <C,p(B(x o)) et x dans B(x B). 

. Pour tout compact K de ip (U) il existe une constante C'^(K) > 0 telle 

que 1>y (x,n) » 1 pour |n| > c"^ (K) et x dans K. 

On pose x « (l-i|i)a + ̂ o, a e S, où a est choisi de telle sorte que S 

•oit étoile par rapport à a. On a t (x,n) dans S et pour |n| > C'Jp(K), 

Posons •(x.n.A) - (|X| + |n|")|t 9(x fn) - Al"
1 ( A * S). 

i) Pour x dans K et |n| > C - Max (C"^(K), C ^ O O ) on a *(x,n,A) < C 1 (K) 

d'après (2.0.0). 

ii) Pour |n| < C posons 

M - 4 Sup {|T^ (x,n)|, |TI| < C , x € K} 

et M* - Max {M, 2C m}. 

Pour |X| < M' +(x,n,A) < Cte par compacité. 

Pour |A| >M', •(X,TJ,A)< M * № , donc 
N - l v * ' n ) l 
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• ( x . n . X X 2<M * M"? < 2 

M + M" + (|X| - |n|" - 2|xq>(x,n) ) 

d'où la conclusion. 

Dans une carte (U,q> ) de M, on a donc, en posant X « tP(U) 

(Jy * + T j où Tj est dans S 1 0 " ^ ! ) . 

On peut alors définir une paramétrix de A pour X é S avec la suite 

(b.(x,n,A)). des symboles sur X définie par récurrence de la sanière 

suivante : 

bc(x,n,X) * [ t ^ (x,n) - X]""
1 

(3.1) * a 

bh(x,n,X) « - bc(x,n,X) 2 t±> DV(x,n,X) D* t k 

où on a posé T D » t ̂  , la sonne est prise pour j < h, k < 1 et 

j + |ex| + k « h. 

Nos hypothèses étant plus générales que celles de SEELEY on ne peut 

pas, a priori, affirmer que les résultats de SEELEY ([8], du lemme 2, page 

295 au corollaire 2, page 299) sont vérifiés dans notre cas. Cependant un 

certain nombre de ces résultats se généralisent facilement, c'est le caa 

en particulier des propositions (3.2) à (3.9) suivantes, car ce qui importe 

dans leur démonstration c'est le comportement à l'infini des fonctions b.̂ » 

comportement qui ne dépend en fait que de l'hypothèse (2.0.0). En renvoyant 

à [8} pour les démonstrations nous rappelons en adaptant leur énoncé 2 noa 

hypothèses les résultats de SEELEY utilisés dans la suite. 

Dans les propositions suivantes, C désigne une constante strictement 

positive, indépendante de X, pouvant varier selon la proposition énoncée. 

(3.2) PROPOSITION ([8], lemme 2, p. 295). - Pour tout compact K de X, p c w 

tous les n-indices a et 3, on a 

| DVb h(x,ç,x)| < c(i + |ç| + N ^ V u • U i r h - I ° l , 

pour tout x de K, Ç de R n et \ g S. 

40 



Sur let fonctions d'un opérateur • • . 

Soit ф une fonction de 2<X), Ieopérateur de multiplication par ф, 
°n pose 

H-l 
B H(X) e M 2 ° 0>.(X)). 

H * h-o P 

(3.3) PROPOSITION ([8] lemme 2, p. 295). - Soit s un réel, on peut prolon­

ger о (фЪ, (X)) en un opérateur continu de H e(X), et on a 
p П 8 

(3.4) |o (фЪ. (X)l < C|x|~\ Л <t S. 

P M S ,8 1 1 

Par suite il en est de même de B H(X) et 

(3.5) | B H ( X ) | g ) g < С Ixf 1, X S S. 
Soit (*.).. 0 une partition C* de l'unité associée à l'atlas jt% 

X X 1 f • • • y X 
pour chaque indice i on considère des fonctions et 6^ dans âKlb) 
telles que ф.в. * ф., тт.ф. • ir,. On pose ф. • ф. о <f T' et 

л x x x* x T x x r T x x x 

Я H— 1 

X el X J«0 r J <p. T x 

X 

l'indice ф^ 1 indiquant qu'on prend l'image réciproque de l'opéra­
teur entre crochets par <ÇK, e 8 t d o n c u n »ur M d'ordre 

-m et de symbole principal (x-X)~' # 

(3.6) COROLLAIRE. - On déduit de (3.S) que pour tout réel s, RgU) se 

prolonge en un opérateur continu de H (M) et que 
s 

I V X ) l s , s < C W " 1 -

(3.7) PROPOSITION ([8], corollaire 1, p. 298). - Il existe une constante 

R > 0 telle que pour X £ S, |x| > R, on ait X dcme p(A). Soit s un 

réel, pour X £ S'j (A-X) 1 est ш opérateur continu de H (M) dans 
8 

H (M) pour tout réel 0 < p < m et 

(3.8) К А - Х ) " \ > в + р < с |x| Ш , X * S ' . 
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La proposition précédente justifie la définition de S' et de Tj 
montre que l'intégrale (2.0.7) existe et définit un opérateur continu 
de H (M). 

s 

(3.9) PROPOSITION ([8], corollaire 2, p, 299). - Soit s un réel* on a 

IRJJCX) - < A - A ) H | G 8 + H < c | x r \ VX<ÉS'. 

4. PREUVE DES RESULTATS. 

4.0. Preuve de la proposition (2.0.9). - L'inégalité (3.8) montre que 
l'intégrale f f(A)(A-A) ^ A est normalement convergente et définit un 

opérateur continu sur H (M). 
s 

Soit ?2 u n autre chemin contenu dans ft, on doit prouver que 

(4.0.1) f(X)(A-X)_1dX - [ f(X)(A-X)_1dX. 

A 
^ 2 

^^^^ " ^ 
Figure 6 ~~ 

: 

On se place dans le ^ ^ ^ / ^2 —"^-^^^ 
cas de la figure 1. ^ -~ 

Pour Im A > 0 et |A| assez grand Y} et ? 2 sont des morceaux de droi­
tes, on note a leur angle et 0] leur intersection. Soit Cj un arc de cercle 
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de centre Oj et de rayon p assez grand, situé entre Tj et r^. 

Pour Ixn A < 0 on définit de même C 0. La fonction f ^ K A - X ) "
1 étant 

f -1 
holomorphe il suffit de prouver que f(X)(A-X) dX tend vers 0 quand p 

i 

tend vers l'infini. Or 

|j f (A) (A-X)~^dx| < Cte pap p p" 1 - Cte p p , 
s ,s 

et p p tend vers 0 quand p tend vers l'infini car p < 0, d'où (4.0.1). 

Dans les autres cas de figures, la démonstration est semblable à la pré­

cédente. 

4.1. Preuve de la proposition (2.0.10). 

"y 

Figure 7 

On considère la coupure du plan complexe définie par l'axe des réels 

négatifs et on définit le chemin y suivant : on va de -°° à -e sur le 

bord supérieur de la coupure, on suit le cercle C(0,e) (un tour complet) 

puis on va de -e à - » sur le bord inférieur de la coupure. Il faut mon* 

trer que, pour s dans C et Re(s) < 0, on a 

f A s(A-A) - 1dA « [ X s(A-X)~ ldX. 
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La preuve est identique à celle de. la proposition (2.0.9). 

4 . 2 . Preuve de la proposition (2.0.11) et du corollaire (2.0.12). - il g > t 

évident que (f+g)(A) = f(A) + g(A) et que (vf)(A) - v . f(A), il faut 

seulement démontrer que (f.g)(A) = f(A) o g(A). 

i) On considère d'abord le cas p < 0 et r < 0, la preuve est classique 

en calcul fonctionnel (cf.[l]), on a 

f(A) - ±- f(X)(A-X)~'dX. 

1 

Soit ?2 un autre chemin contenu dans £î, on a d'après (2.0.9) 

g(A) g(y)(A-v)~1dv, d'où 

F 2 

f(A)g(A) = ^ f f f(X)g(y)(A-X)' ,(A-yr 1 dydX, 

4u h] h2 

or (identité de HILBERT) 

(A-X) - 1(A-y) _ 1 - [(A-X) _ 1 - (A-M)' 1], 

d'où en appliquant le théorème de FUBINI 

f (A)g(A) = ^ f f(X)(A-X) _ I [f f Û i i ^ j d x 

4ir hx [ h 2

 x~v J 

+ - ~ f g(y)(A-v)'1 f f ^ d x l d u . 

On choisit Tj intérieur à Tj 
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? 

Figure 8. 

On a d'après CAUCHY : 

| iM d u .. 21, , « ) «t { fûidx.o. 

2 1 

d'où f(A)g(A) f(X)g(X)(A-X)",dX - (f.g)(A). 

ii) Le cas p et r quelconques se déduit immédiatement du i) en remarquant 

que, pour un entier naturel k, on a dans L(H g(M),
 н

8_ ш1 с( м)) : 

(4.2.0) A k | f(X)(A-X)_1dX - J fCXHA-Xr'dX A k, 

où f est dans 0b(fi), b < 0. 

Le corollaire (2.0.12) se déduit immédiatement de ce qui précède. 

4,3. Preuve du théorème (2.0.13). - Soient (U,<P) une carte de M (on pose 

1 m Ц)(и)) et f e O b ( f l ) , avec b < O, ou poee 

(4.3.0) V * ' 7 0 " 2? fr

 f < x )bj< x .n,X)dX. 
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(4.3.1) LEMME. - est un symbole d'ordre mb - j. 

Preuve. - L'étude des formules (3.1) montre que l'on peut écrire 

b.(x,n,X) - 2 Y (x,n) . [t ( M ) , -
J k«o k,j Y 

où Y . est un symbole d'ordre -j + km, or 

^ J f (A) [ T | p (x,n) - x T ^ d X « ̂  f 0 0 d 9 (x,n)) 

et |f h(X)| < Cte |x|b h pour |x| assez grand, X dans "S, on en déduit que 
(k) 

f (T^(x ,n)) est un symbole d'ordre m(b-k), d'où la conclusion. 

(4.3.2) LEMME. - Soit * une fonction - 2 ( X ) 3 on a 

H-l r Ifcl 
2 Op(<|>C.) « ̂  f(X) ( I Op <j>b.(X))dX. 
j*o J } T ] j«o J 

Preuve. - 0p(<|> C.) se prolonge en un opérateur continu sur H°(X) (démon»-
j s 

tration semblable à celle de la proposition (3.3), voir [8], lemne 2 9 

p. 295). 

La proposition (3.3) entraîne que f (X)Op(<frb. (X))dX définit un 

opérateur continu sur H°(X). 

Soit g une fonction de @(X) on a : 

OpUC.)g(x) - (2ir)" n f e i < x / Ç%(x)C.(x,Ç)g(Ç)dÇ. 

- i(2ir)~ 1 1~ 1 f e i W Ç > * ( X ) f(X)b.(x,Ç,X)§(Odxldç 

j R n L J r , J 
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« 2? { f <X> < 2*>~ П j n e i < X > C%(x)b j(x.Ç >X)i(Odç]dX f 

en utilisant le théorème de FUBINI, d'où 

Ор(ф^) 8(х) « ^ J ^Х)Ор(фЬ..(Х))8(хИХ. 

(4.3.3) COROLLAIRE. - J f(\)K^(\)dX est un O.P.D. sur Ж d'ordre mb et 

de symbole -principal f (t). 

PreUve. - Le corollaire (3.6) prouve que cette intégrale est absolument 
convergente et définit un opérateur continu sur H (M), que cet opérateur 

s 
soit un O.P.D. vient du lemme (4.3.2), qu'il soit d'ordre mb du lenme 
(4.3.1). 
Et 

C e(x ,n ) « ̂  ( dX - f (t (x ,n)) 
2ir h } т ф(х,п)-Х * 

d'après la formule intégrale de CAUCHY, d'où la conclusion. 

(4.3.4) LEMME. - J f(X)(A-X)~ldX - j f(X)BH(X)dX est un opérateur con-

Г1 Г1 
tinu de H (M) dans H A l l(M). 

S S+n 

Preuve. - C'est un corollaire imnédiat de (3.9). 

(4.3.5) LEMME. - Soit F un opérateur continu de #(M) dans 9(Ю, qui 

pour tous les réels s et t se prolonge en un opérateur continu de 

H g(M) dans H t(M), F est un opérateur à noyau C°\ 

Preuve. - C'est une conséquence immédiate du corollaire page 181, dans (9]. 

(4.3.6) LEMME. - Soient G : 2ÇA) + i&(M) un opérateur continu et 

(G,) une suite dfO.P.D.> sur Mj d'ordre v. où (v. ) est 

une suite de réels tendant vers en décroissant strictement, on 

suppose que G - G, se prolonge> quel que soit le réel s en un 
h«o 1 1 
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opérateur continu de H (M) dans H (M). 
s s-vR 

Alors G est un O.P.D. d'ordre v o et localement un symbole g de G est 

donné par : 

00 

h*o 

au est un symbole de G^. 

Preuve. - Soit (U,*P) une carte de M, on pose X • 9(H), il faut montrer 

que l'opérateur induit par G sur X est un O.P.D. d'ordre v o. 

G^ étant un O.P.D. sur X, d'ordre v^, il existe un symbole g, de 

S (X) tel que G^ - Op(gfc) soit à noyau C (1.1). 

On peut alors trouver un symbole g de S °(X) tel que g — £ g^ 

h«o 

([4] proposition (2.7), page 146), et il suffit de voir que - Op(g) 
00 * 

est un opérateur à noyau C • 

Pour cela soient K un compact de X, <f> et des fonctions de ® ( X ) 

à support dans K, on a 

H-l 
- M Op(g - 2 g )M . 

* h-o h * 

Soit 0 R(X) - {f € ®<X), Supp f C K},on note H g(K) l'adhérence de 

®„(X) dans H*(X), on définit de façon similaire H ((p _ 1(K)). 
fx. 5 S 

H g(K) et Hg(tp '(K)) sont isomorphes ([3] exposé n° 10), en utilisant 

cet isomorphisme et l'hypothèse, le premier terme du second membre est 

un opérateur continu de H°(X) dans H° (X). 

H-l _ H 

Op(g - £ g ) est un O.P.D. d'ordre v u, on en déduit que 
h-l h H 
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H-l 
lf Op(g • £ gjM, envoie H° (X) dans H° (X) (se déduit du théorème 
• h-l % * S S " V H 

(5.3), page 170 dans [4]). 

Par suite Mj^G^ " Opig)!*^ est un opérateur continu de H*(X) dans 

H #(X) quels que soient les réels s et t, et on montre que c'est un opé-
^ GO 

rateur à noyau C par une méthode semblable à celle du lemme (4.3.5). 

(4.3.8) REMARQUE. - Soit A (resp. B) un O.P.D. sur M d'ordre m (resp. m') 

et de symbole principal o (resp. T ) , on déduit immédiatement de la formule 

(2.1.9) page 106 de [6] que A eB est un O.P.D. d'ordre m+m' et de symbole 

principal o • x. 

(4.3.9) Fin de la preuve du théorème du théorème (2.0.13). - Soit 

£ € Ob(ft). 

i) Pour b < 0, les lemmes (4.3.3), (4.3.4) et (4.3.6) montrent que 

f(A) « Y¡¡ j f (^)(A-X)"1dA est un O.P.D. d'ordre mb dont le symbole 

principal est f(x). 

ii) Soit f(X) » X b pour b < 0 , l'opérateur U ] b - ¿ J f(X)(À-*f !dÀ 

b r* 

est un O.P.D. d'ordre bm et de symbole principal T , pour b*-n(n € N) on a 

{ A T n - A _ n . 

Preuve de ii). - Seul le cas b « -1 est à considérer ; on montre 

que A 1 » — | y (A-X) *dX par une méthode similaire à celle utilisée 
r i 

par SEELEY dans la démonstration du lemme 3, page 300 de [8] ; on termine 

en remarquant que A 1 est un O.P.D. d'ordre -m et de symbole principal 

t~' (d'après i). 

Ce qui précède prouve que la méthode de construction du groupe des 

opérateurs A s (s réel) est exactement celle développée par SEELEY pour 

les O.P.D. classiques. En renvoyant à SEELEY (18]) pour les démonstra­

tions on a : 

pour tout réel q, A q est un O.P.D. d'ordre mq et de symbole princi­

pal x q. 
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iii) Si b est un réel quelconque, on peut toujours trouver un réel q tel 

que b-q < 0, alors d'après la proposition (2.0.11) : 

(4.3.10) f(A) - -± A q J X~ q f(X)(A-X)HdX 
ri 

et (4.3.10) est indépendant de q, d'où la conclusion en utilisant ii) 

et la remarque (4.3.8). 

4.4. Preuve de (2.0.15) : 

i) Si q est un entier relatif tel que b-q < 0, on a 

f(A) = -^T A q J f(X)X"q(A-X)"1dX (proposition (2.0.11)), 

ri 

f(A) . <p. = ^ A q [ f(X)x" q(A-X)" 1 . (p.dX, or (A-X)" 1 <p. « - 1 — % -> 
j ) J J j i 

d'où f(A) . (p. = (~ {{XlX* d*> • A q «p. - f(X.) 9. 

1 J 

S Q 
ii) Soit s un nombre réel et q • — , l'O.P.D. A H est d'ordre mq « s, c'eat 

donc un opérateur continu de H (M) dans H (M), de même À~ q envoie H { № 
dans H (M), s 

Si u appartient à H (M), A^u appartient à H (M) donc A qu * £ a <P 

j-i J i 

(la série converge dans H (M)), et comme d'après fc), A - (* o>. « X~** «D 
° J j T j 

00 

u = A" q o A qu - S (a .xT q ) u?. (dans H (M)) 

par suite ( ip .,..., vp , •.. ) engendre H (M) . 
I X s 

iii) Soit s = - ~ , est un operateur compact sur H (M) f g Q 

décomposition spectrale s1écrit : 

a-8 - E x-? P. 
¿«1 J J 

-one i = A S . A " S = £ *?A?P. = £ " > . 

où i m g : _____ H g i I )(
M) est l'injection canonique , d* où 
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•o 

f ( A ) 8 2 f ( V ) P , et cette série converge dans U H (M) fn_£_ m bt
H , î 

*.5. Preuve de la proposition (2.1.2). 

Preuve de i). - On a pour e' > 0, e - t A - ̂ j- A 6' J X - 6'e _ t X(A-X) 

Fl 

d'après la proposition (2.0.11). En utilisant l'inégalité (3.8), il v i e n t 

|X~ e' e"
t X (A-X)" 1! < Cte I x ) " 1 " * ' , pour X sur T 

S , s 

donc j_ e ̂ (A-X) 1 dX est une intégrale normalement convergente et 

représente une fonction continue de [0,«t dans L(H (M), H (M)). Il * n 

8 8 
est de même pour 

X" e e~ t X(A-X)~ 1dX, car r. - r est un chemin fermé, 
; r J - r 1 

—tA 

par suite t e est une fonction continue de [0,»[ dans 

L(H s(M), H

s . e f n J
M ) ) > c a r A est un opérateur continu de H g(M) dans 

H t (M), (puisque A est un O.P.D. d'ordre me'). 
s—z m 

D'où la conclusion en prenant e 1 » ̂  . 

Preuve de ii) * - Soit k un entier naturel, k > 1, on pose 
k t -tX 

f(X) « (-1) X e , pour X dans n. Pour tout réel positif p, on a 

|X*f(X)| < | x | k + p e-***™. 

On peut trouver une constante C > 0 telle que 

|lm(X)| < C |Re(X)|, 

pour X dans 0 et Re(X) > a 2 > 0. D'où 

|X pf(X)| <Cte R e ( X ) p + k

 e '
C * * < X ) 

(4.5.0) |X pf(X)| < Cte i p + k , (t e Î0,-)) 
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pour X dans ft, Re(X) > a 2- On en déduit que f(X) est dans 

0 (ft) = H Ov(ft). D'où 
b E R 

f (A) = JL j f(X)(A-X)"]dX = 4-(-l)k A" q J X q + k e"tX(A-X)^'dX 

d'après la proposition (2.0.11), (q réel, q > 0). On va prouver que 

X^^e""^ (A-X) 'dX est uniformément convergente pour t dans ] 0, «»)% 

Pour cela soient a et b deux réels, 0 < a < b en utilisant l'inégalité 

(4.5.0) pour p * q+1 et l'inégalité (3.8) il vient 

I X q + k e-^A-X)" 1» < C t e | x | " 2 , 
s, s ' ' 

pour Re(X) > a 2, X G fl-Sf et a < t < b. Par suite J r X q + k e ~ U (À-À)~!dH 

converge uniformément sur ]0,«). Il en est de même de 

[ X q + k e ̂ (A-X) 'dX, car r-r est un chemin fermé. Par suite 

j A Q * K (A-X)"'dX converge uniformément. Donc puisque : 

Fl 

£- ttVS-»"') * (-Ok A Q + K e ^ C A - A ) " 1 . f X q e- t X(A-X)- 1dX eat une 

dt R } T ] 

fonction de classe C* de ]0,«) dans L(H g(M), H g(M)), d'où la conclusion 

en remarquant que e ̂  « ̂  A q J X q e ^(A-X) ^dX et que A~ q est un 
r i 

opérateur continu de il (M) dans H ̂  (M). 
s s+qm 

Preuve de (iii). - Pour t > 0 fixé e~ t X est dans 0^(0), donc e * ^ est 

un O.P.D. d'ordre - », par suite c'est un opérateur à noyau (I 4J 

théorème (2.8), page 146). Il faut montrer que G(t,x,y) est une fonction 

de classe C de J0,«) x MxM dans C. La question étant purement locale, on 

peut supposer que pour t > 0 fixé G(t,x,y) est dans @(R n x R n) e t que ai 

F(t) est l'opérateur associé à G(t,x,y), t + F(t) est une fonction de 

classe C°° de ]0, ») dans L(H g(R
n), H g l(R

n)), quels que soient les réels a 

et s'. 

Soient x o et y^ fixés, il suffit de démontrer que l'application 
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t * ( £ r > a < J y - ) 6 G(t,x 0,y 0) = G* (t,x 0,y 0) est de classe C*, où G^(tfx,y) 

^ ^ ol 3 3 3 0l 
est le noyau associé à l'opérateur r (t) « ( T — ) 0 F(t) o ( T—) • (r—) 

01 d X o y V X 

étant un opérateur continu de H g(R
n) dans H

s - | a | (
r U) (<l u € l <I u e «oit s), 

la fonction t F B(t) est de classe C° de ]0,«) dans L(H (fcn), H . (Rn)) 
01 s s 

quel s que soient les réels s et s'. 

Or pour s < - y, 6 désignant la mesure de DIRAC en x 0, on a 6 

dans H (R n) ([9], exemple 4 page 175) et puisque H (R n) est le dual 
s s 

de H (R ) , on déduit de ce qui précède que 
* s 

t - < F 8(t) . 6 ,6 > 

est une fonction de classe C°° de ]0,«) dans C, <,> désignant le crochet 

de dualité entre H (R n) et H_ (R n). 
S "S 

Or G*(t,x0,y0) « < F^(t) , 5 5 > ([9], théorème 3, page 180), 

d foù la conclusion. 

—tA —tA 
Preuve de iv). - On a e <p dans ®(M) car e est un opérateur à 

00 

noyau C et 

<Kt,x) = < e'^tp, 6 x > 

où <,> désigne le crochet de dualité entre H_ (M) et H (M), (s < - n / 2 ) , 

~s s ^ 

on en déduit comme dans iii) que i|>(t,x) est de classe C°° sur ]0 f®) * M 9 

d foù la conclusion. 
4.6. Preuve de l'exemple (2.1.3). - Voir (4.3.9). 

4.7. Preuves des propositions (2.2.0) et (2.2.2). - Une mesure régulière 

strictement positive y est donnée sur M. On suppose m > n et on note 

*(**y»*) 1« noyau de (A-X) 

(4.7.0) LEMME. - K(x,y,X) est un noyau3 continu en (x,y)> analytique en X 

et pour n < q < m on a 

- i + a 
|K(x,y,X)| < Cte |X| m . 
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Preuve. - À l'aide d'une partition de l'unité on se ramène au cas où 

K(x,y,X) G V (R nxR n) est le noyau d'un O.P.D. d'ordre -m, F(X) sur R n, 

tel que pour tout réel s, X + F(X) soit une application analytique d'un 

voisinage de G-S' dans L(H (R n), H (R n)), pour 0 < p < m, et que 
s ŝ p 

(inégalité (3.8)) |F(X)| . < C t e | x |
 m . 

S f s » p 

Donc pour X fixé F(X) est un opérateur continu de H dans 

H _ q / 2 + q (
R n ) - H

q / 2

( R r i ) a V e c 2 > I » p a r s u i t e ( l 9 1 , t h é o rèn>e 3, page 180) 

K(x,y,X) est un noyau continu en (x,y) et 

K(x,y,X) = < F(X)6 6 >, 
y A 

où < , > est le crochet de dualité entre H (Rn) et H (R n). Donc 
<l/2 -q/2 

K(x,y,X) est analytique en X et 

|K(x,y,X)| < IF(X)| |6 | |6 | 
~<l/2'-<l/2+q * -q/ 2 y -q/2 

< Cte |x r 1 + q / m , 

car fl6 I est indépendant de x. 
x - q / 2 

On rappelle que f(X) E 0. (Q) avec k < - — . 
te m 

(A.7.1) LEMME. 

i) K(x,y) j fa)K(x,y,X)dX. 

ii) En particulier : 

G(t,x,y) " 27 J e ~ X t K(x,y,X)dX. 

Preuve. - D'après le letome (4.7.0) pour n < q < m, 

-l+k+ * 

|f(X) . K(x,y,X)| <Cte |X| m . 

On choisit q tel que n < q < Min (-mit, m ) , alors k + ^ < q, l'intégral» 
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I f(X) K(x,y,X)dX est normalement convergente et définit un noyau 

continu. 

Soient 8 et deux fonctions de @(M) on a 

<-̂ -J f(X) K(x,y,X)dX /6 ® * > 

" 2¥ W^jL | j r

 f ( X ) K < x » y . x > d X e(x)<Ky)dp(x) du(y) 

~TÏ<\ f <x> (A-X)" 1* dX, 6 > , 

en utilisant le théorème de FUBINI. 

v'oÙ | f(X)K(x,y,X)dX / 0 ® «/ > - <K(x,y), 6 » • >, et 

K(x,y) " 2 7 | f(X)K(x,y,X)dX. 

(4.7.2) Preuve de (2.2.0). - On prend a < aj, les hypothèses nous per­

mettent d'intégrer sur le contour y suivant : 

y > ^ 

yi*^ o < e < w / 2 
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e" 1^ « ± e ^ A - X r ' d A avec Y « Yj • Y 2 *t 
JY 

G(t,x,y) [ e" 1* K(x,y,X)dX - JL | + [ . 

Soit 5. « J e""1* K(x,y,X)dX, sur y. on a X « pe ± l f l+ a, p > 0, 

J 
d , ° Ù \k \** -at-ptcosa / ^ 

I 5 .1 < Cte e P dp n < q v m. 
J J o 

Soit u * pt cos a, (t > 0) , il vient 

. , ̂  „ -at -Vm, x-^/m f° -u -l+<l/m, 
I 3 .| < Cte e t (cos a ) e u du 

J J o 

d'où la conclusion. 

(4.7.3) Preuve de (2.2.2). -

On a 

e ' ^ - J L f e' U(A-X)" 1dX et f (A) • -J^ f (X) (À-X^dX. 

J p J r 

Soit F(t) G(t,x,y)dt cette intégrale converge uniformément sur M* 
J o 

(il suffit d'appliquer la proposition (2.2.0) avec q tel que 

n < q < Min (-mk, m)). 
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Soient 6 et • des fonctions de ®(M), on considère 

p - < [ F(t)G(t,x,y)dt / 9(x) ®i|i(y) >, on a 
' o 

P - j | ^ 2 ̂  j " F(t)G(t,x,y)dt 9(x) *(y)dy(x) dy(y) 

d'où en utilisant le théorème de FUBINI : 

p . J~F(t) J|^2G(t,x,y)6(x) *(y)dw(x)dv(y) dt 

. J " F(t) < 2 7 j e" X t(A-X) _ 1e dX / t|» >dt 

- < - 2 T I r { f
 FU) e"U(lt < A - X > ~ l e / • > • 

p - < £ ( A ) e , * > - < K(x,y) / 6(x) ® *(y) > 

<j»où la conclusion. 

3 3 S 3 
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