GUY PATISSIER
Sur les fonctions d’un opérateur pseudo-différentiel elliptique

Publications du Département de Mathématiques de Lyon, 1977, tome 14, fascicule 3
,p-21-58

<http://www.numdam.org/item?id=PDML_1977__14_3_21_0>

© Université de Lyon, 1977, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la série « Publications du Département de mathématiques de Lyon » im-
plique I’accord avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pé-
nale. Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=PDML_1977__14_3_21_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Wd‘

R 1977 £ 14 -3

SUR LES FONCTIONS D'UN OPERATEUR
PSEUDO-DIFFERENTIEL ELLIPTIQUE

par Guy PATISSIER
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Sur les fonctions d'un opérateur ..,

0. INTRODUCTION,

Le but de ce travail est de construire un calcul fonctionnel analyti-
que pour les opérateurs pseudo-différentiels elliptiques sur une variété
compacte, d'étudier la nature des opérateurs obtenus et de donner des

applications.

Les méthodes utilisées sont adaptées de celles que R.T. SEELEY,
T. KOTAKE - M. NARASIMHAN ont introduits dans 1'&tude des puissances
complexes d'un opérateur elliptique [8], [7], et les résultats obtenus
sont, sous des hypothéses plus générales, analogues a ceux qui furent
établis par R.S. STRICHARTZ [10} et E. COMBET (C.R.A.S., 268, 1969, p. 798).

Soit M une variété de classe Cw, compacte, de dimension n. On com~
sidére sur M un opérateur pseudo-différentiel elliptique A, d'ordre m > O,
non forcément symétrique. Si f est une fonction analytique sur un voisi-
nage du spectre de A, telle quelf(k)(x)|<§Ctelkls_k(s'G R) pour |A| assex
grand, on construit f(A) par la formule

P i -p -1 < .
f(A) = A" . oy A "f£(A)(A-A) dA, ol p est un entier tel que
r
s=p < 0, ol I' est une courbe de classe C1 par morceaux entourant le spec—
tre de A (sous certaines hypothé&ses sur le spectre de A, le contour T et

le symbole principal o de A).

On montre que f£(A) est un opérateur pseudo-différentiel, d'ordre m.s

et de symbole principal £f(o).

On applique cette théorie & 1'&tude du probléme de CAUCHY relatif &

1'équation de la chaleur, ainsi 1'opérateur e~tA permet de:résoudre 1'é&qua~
]
ion2— + A =o0.
tion 3T A=20
Dans la derniére partie, si m > n et si £(A\) est la transformée de
LAPLACE d'une fonction F(t), on montre que, sous certaines hypothéses,
le noyau de f(A) est donné par la formule J+° F(t)G(t,x,y)dt, ol

G(t,x,y) est le noyau de e-tA. °

Les résultats démontrés dans cet article ont &té annoncés dans une
Note parue aux C.R.A.S. ([17]).
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1. NOTATIONS.

Soit o = (al,...,an) € 8" un n-indice, on pose
= = ]
lu| u1+a2+ ...+an, al 01102! et

a 1 %

l LN I n .

Si X est un ouvert de Rn, &(X) (resp. 2(X)) désigne 1'espace des

fonctions de classe C (resp. de classe C 2 support compact) de X dans C.
La transformée de FOURIER d'une fonction f de P (X) est définie par
te) = Ie—1<x’€>f(x)dx

A partir de maintenant M désigne une variété C* de dimension n, com-
pacte, & = {,, ®;), i € I} est un atlas de M qu'on prendra fini,
I=(1,...,0), 2(M) est l'espace des fonctions de classe ¢” de M dans €.

Pour tout réel s on définit une norme sur 2 (X) en posant

1/2
S A 2
iel - U(HIaIz) |£¢g) | dg ,

et on note H;(X) le complété de Z2(X) pour cette norme.

On généralise cette définition & la vari&été M de la manidre suivante :

soit (Iri) = g ume partition c” de 1'unité subordonnée au recouvrement
yeoe

de M par les ouverts U,, chaque fonction f de P (M) s'éerit

L

f= X 1n.f
. i
i=}

et (Hif) o tP;‘ est dans Q(Xi) (ol Xi - (pi(Ui) C Rn). on pose :
L -1
Hfls- z I(I[if) «‘Pils

i=1

On définit ainei une norme sur Z(M), le complété de P (M) pour cette norme
est un espace hilbertisable noté HS(M), c'est 1'espace de SOBOLEV d'ordre s
de M. On peut montrer que cette définition est intrinsdque. On note
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Sur les fonctions d’un opérateur

HPHs,t = Sup {Hant, ans = 1}

la norme usuelle sur 1'espace des opérateurs linéaires et continus de B.

dans Ht noté L(Hs’Ht)’ si s=t cet espace sera noté L(Hs).

Les opérateurs pseudo-différentiels (O.P.D. en abré&gé) utilisésici
sont ceux définis et &tudiés dans différents articles de HORMANDER ([41,

[51, [6]).

On rappelle que, pour tout réel m, 1'espace des symboles d'ordre m
sur X, noté Sm(x), est 1'ensemble des fonctions o de &(XXRn) telles que,
pour tout compact K de X, pour tous les multi-indices o et 8, il existe

une constante Ca 8 K strictement positive pour laquelle :
E s

w|al

|D(;D§0(x,5)| < Ca,B,K(HIEI) , pour tout (x,£) dans KxR".

Pour 0 dans Sm(X) et £ dans 2 (X), on pose

0,0)E(x) = (2r)™" fei“"g’c (x,8) £E)&E .

(1.1) DEFINITION ([4], page 153). - Un opératewr pseudo-différentiel A
sur M, d'ordre m, est wn opérateur continu de PDM) dans D (M), tel
que pour toute carte (U, Q) de M, (P : U+ Q) C Rn), l'opératewr
A induit par A sur l'owvert ¢ (U) (défini par
Ap W) =AW ®) & LP—l_, u dans P (U)) soit un opératewr pseudo-
& fférentiel d'ordre m.

On peut donc trouver un symbole oy de Sm(x), (oli on a posé X = @ (U))
tel que Acp - Op(OU) soit un opérateur a noyau C (l4], [6]). Les opé-
rateurs considérés ici sont donc les 0.P.D. &tudi&és par HORMANDER dans [ 4}

et [6] correspondant au cas p=1 et §=0.

On note T M le fibré cotangent réel @ M et &(T.M) 1'espace des fonc-
tions de classe C de T'M dans €. Soit o dans &(T‘M), dans toute carte
¢ = (U,p) de M, o admet un représentant O‘P appartenant a 8(ann) (ot
on a posé X = (p (U)), nous dirons que 0 est un symbole d'ordre m sur M

si Sy appartient 3 S™(X) quelle que soit la carte c. On note Sm('l"M)
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Sur les fonctions d'un opérateur ...

1'espace de ces symboles.

Soit ¢ dans Sm(T‘M), nous dirons que 0 est le symbole principal de A
si oy " % est dans sm'l(x) quelle que soit la carte (U, ) de M. Pour
lexistence de tels symboles voir [6] page 113. En fait le symbole principal

est défini & un symbole d'ordre m~1 prés, c'est donc un &lément de

s (™M) /sy » (voir HORMANDER, [61]).

2. ENONCE DES RESULTATS.

A partir de maintenant A désigne un O.P.D. d'ordre m > 0 et o le
symbole principal de A.

2.0. Le calcul fonctionnel analytique. - Soient a, a,, 6 des nombres réels
0s < 1

tels que 0< a,,

On se place d'abord dans le cas ot a, < a,, © <e <%, et on considére

les demi-droites suivantes du plan complexe :

Dl={zec, z =a + ele,pe R+, Re(z) # a

1 }

2
D, -{zec,ieol}

et la droite A = {z € €, Re(z) = a,}.

2
Oﬁpose:b=DlﬂA, c-DzﬂA et

be = {z € A, Im(c) € Im(z) < Im(b)}.
Le chemin I‘(a],az,e) = D1 + be + D2 est de classe C par morceaux.

Soit S(al.az,e) = {z€ ¢, Re(2z) > az,lArg(z-al)l< 6 (mod. 21)}, c'est un
ouvert non vide dont la frontiére est I‘(al,az,e) (région hachurée dans la
figure 1).
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Sur les fonctions d'un opérateur .. .

Pour a2'< a; %~< 8 <m, on prend pour S(a],az,e) le complémentaire

du symétrique par rapport @ A de 1'adhérence de S(2a2-a], a,, 1-8) ; c'est
un ouvert non vide dont le bord, noté P(al,az,e) est un chemin de classe C.

par morceaux (région hachurée dans la figure 2).

L]

T

y

| A

a4

NN

Figure 2
-
~
-
<
S~ _0
23,78, S~
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Sur les fonctions dAun opérateur ...

kil
Pour a = a,, 8 = =, S(az,az, %) = {z € C, Re(z) > a?_}

T
I‘(az,az, 7) = A

4y

A
0

Figure 3 T
o~
[
o
s
~

On remarque que, dans tous les cas de figure, on peut trouver un point

a de S(al,az,e) tel que S(a],az,e) soit &toilé par rapport 3 a.

Dans la suite nous ne considérerong que les chemins définis ci-dessus.

On impose au symbole principal ¢ de vérifier la condition suivante
dans toute carte (U,®) de M.

Pour tout compact K contenu dans @ (U), il existe deux constantes

Cyp (K) 20 et C'np (K) telles que pour tout x de K, tout n de R" tel
que [n| > ¢, (K), on ait :

(2.0.0) VA ¢ S(ap,a,,0), [A] + [n]" <o x,m)- Al

Alors pour |n| > C(p(K), et x dans K, O (x,n) appartient & S(al,az,e).

La condition (2.0.0) est intrinséque, car soit T un symbole de
s‘(r’u) tel que o-T soit dans Sm-‘(T'M) alors t vérifie la condition
(2.0.0) 8i 0 la vérifie, en effet

It (x,n) - 1] lo o (x,m) - 1| lo o (x,0) = 1 (x,n)]

[n]™ + |a] In|® + |al [n]™ + [a]

(A & S(al,az,e)).
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Sur les fonctions d’un opérateur ...,

IOO (x’w) - T“P (X,n)l qu? (x,n) - Tq; (x'n)|

= odnl™
In|® + |A] In|™

Or

uniformément sur tout compact K contenu dans ¢ (U), d'oti la conclusion.

Donc (2.0.0) est une hypoth&se relative au symbole principal, &l&ment

m, *
de S (T M)/Sm-l (T’M)'

Par ailleurs la condition (2.0.0) est invariante par changement de
carte, si X : @ (U) > Y est un difféomorphisme c” de @ (U) dans un ouvert
YCR". On asiy=yx)),

OXo\P (y,8) = O‘P (X-l(y);(tDkX).E), et chP vérifie la condition

(2.0.0) si O la vérifie. En effet quand y parcourt un compact K' de Y,
X—l(y) parcourt le compact K = X_I(K') de @ (U) et on a

ltD X . g >_1 lels vy - 1%p X-lﬂ étant continue et jamais nulle,
X 1%, x7 M y

Yy

il existe une constante c, (k") >0 telle que g Cl(K') pour y dans

o x~1
' t y' L&
K', donc | DX . £| > C o (K) pour |£] >C,(K') = 1-}1—(?7 et
[ - t [] . )
CQ(K)I cxo‘g(y,ﬁ) Al = A + ] Dy X. gl = |a| + c, (K Y|€] il existe ume
constante C, telle que [A] + Cl(K')lE| >C3(|)\| + |€]) d'ol la conclusion.

La condition (2.0.0) est indépendante du systéme de coordonnées lo-

cales choisi sur M.

(2.0.1) REMARQUE. - On se place dans le cas ol a = O et on suppose que ¢

vérifie la condition suivante dans toute carte (U,$ ) de M

[ Pour tout compact K contenu dans Y (U), il existe une constante
C‘p (K) >0, telle que pour tout x de K, tout n de R" tel que
(2.0.2)| |n| >c.?(x) on ait :

i) oq,(x.n) € S(O.az.e).
ii) O‘P(X,ﬂ) homogéne de degré m > 0.

Soient €, >0, €, > 0 tels que a,"€; >0 et o+e, <%,
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Sur les fonctions d'un opérateur ...

S(O.az-el, 8 +c2) est un ouvert de € contenant 1'adhérence de S(O,az,e),

slors o vérifie (2.0.0) relativement & S(0,a O+

"¢ O%ep):
Prewuve. - Pour démontrer (2.0.0) remarquons d'abord qu'il existe une cons-
tante § > O telle que pour chaque x de K, chaque n de R" avec In| = C¢ X),
on ait |0, (x,n) - A| > 6 pour tout A ¢ S (0,2,~¢
S ¢ (x,n) € S(O.az,e)), alors :
m
oy o
In] "+ {A] |n]

= m—- ol C = C (k)
log am) =] o, x, £ - 2
¢ ﬁL lnlm

Posons : u = Sup {|0\P (x,m|, x € K, |n] =c},

S, f . An® e a]

NE [0 Germ) - 2]

. f+e 2) (car

m
Pour 0 < y < p+1, pog S s+l

m m
pour y = u+l, A< D < & *J < cee.
|lo g x, Inf‘ -y y-u

Supposons maintenant que seul (2.0.2 (ii) soit vérifi&, avec Cy (K) <1
pour tout compact K de @ (U), et qu'il existe a >0 et a, > 0 tels que :

i) qu,(x,n)| >a! dans @(U) pour |n| = 1,
(2.0.3)

ii) |Arg(o¢(x,n)) - | >o.2 dans @ (U) pour |n| = 1.

Alors on voit facilement que la condition (2.0.0) est vérifiée pour

un domaine S(a;,a,,0) du type de celui de la figure 2 (§ (2.0)) (voir {8}
preuve du lemme 2 page 296).

Les conditions (2.0.3) sont les hypothéses de SEELEY ([8], inégalités
9 et 10, page 295), elles entrainent les notres, on peut donc dire que nos
hypothéses sont plus générales que celles de SEELEY.

(2.0.4) EXEMPLE. - Soit g une métrique riemannienne sur M et A le laplacien
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Sur les fonctions ¢’ un opérateur ...

sur les fonctions, si (U,$) est une carte de M, on a

AU -z L . %{— g glJ ﬁ—) avec les notations habituelles. Le symbole

i,j /g i 3
principal de & est donné dans la carte (U,¢) par

- 1]
Op(x,8) = Z g7 &, &L,
1,3]

o est dans SZ(X) (ot X = @ (U)) et vérifie les hypothé&ses de la remarque
(2.0.1).

On pose S = S(al’az’e) et en note T leé-bord de S

I = F(al,az,e)

(2.0.5) REMARQUE. - Si 0 est le symbole principal de A, 0 - A est celui de

A - ). Soit (U, ) une carte de M et considérons

YA, =) = {(x,n) € () x ®" - {0}) 3 lim |ogz(x,tn) - A|t™ = 0}
¢ t:—+°° ¢

1l'ensemble caractéristique de Aq, - A, on a Y(A¢'-A) =@ pour A & S
(condition (2.0.0)) ce qui signifie que A-A est elliptique, en particulier
(A=0) A est elliptique.

On déduit facilement de la démonstration du lemme 1, page 294 dans [8]
que, pour tout réel s, A est un opérateur continu de Hs+m(M) dans HS(M) H
on peut donc considérer que A est un opérateur non borné sur HS(M) dont le

M.

domaine partout dense est H
s+m

On montre, en utilisant le théoréme 2, page 239 dans [ 9], que A est
un opérateur fermé, alors le spectre de A, noté Sp(A‘)s est une partie fer-
mée de € et A (A-—)\)_l est une fonction analytique définie sur le résolvamt
o(A)s =€ - Sp(A)s d& valeurs dans L(Hs).

Il existe une constante R > 0 telle que, pour |u| *Ret u & S, on
ait y dans p(A)s (voir (3.7)). p(A)s n'est donc pas vide. Posons B = A~-u
alors B-1 est un opérateur continu de Hs(M) dans Hs+m(M)’ c'est donc un

opérateur compact de Hs(M) dans HS(M), .puisque m > 0 (en utilisant le
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Sur les fonctions d 'un opérateur ...

théoréme de RELLICH). Le spectre Sp(B-l)s est donc dénombrable, le seul

point d'accumulation &tant O, Sp(Bml)s est réduit au spectre ponctuel et

les sous—espaces propres de B-] sont de dimension finie.

B étant elliptique on peut lui associer une paramétrix bilatére E
qui est un 0.P.D. d'ordre -m (cf [6]), alors on montre facilement que
B-l ~ E est un opérateur & noyau c (en utilisant le lemme (4.3.5)), par

suite B.l est un 0.P.D. d'ordre -m et B_] (Ht(M)) C Htm(m pour tout t.

on a B7X(H (D) CH,, 00 C 9P, (pE W), pour k>EE 4 B

ol QP(M) est 1'espace des fonctions de classe CP sur M. On déduit de

ceci que les vecteurs-propres de 13.-l sont des fonctions de classe C .

- - |
Or A = B+y et (A-A) ! =->‘-l—uB‘ -)-ﬁ- - B l) par suite

Sp(A)s - {% + u, A#0, A € Sp(B-])S}, c'est un ensemble dénombrable,
discret, le seul point d'accumulation &tant 1l'infini, réduit au spectre

ponctuel, les sous—espaces propres de A sont de dimension finie.

On montre facilement que Sp(A)s est indépendant de s, on note cet
ensemble Sp(A), c'est le spectre de A, on pose p(A) = € - Sp(A), c'est

-

le résolvant de A. On suppose 3 partir de maintenant que O appartient 2

p(A).

Il n'y a donc qu'un nombre fini d'&léments de Sp(A) dans le disque
fermé D(O,R) = {z € €, |z]| <R}, par suite on peut trouver un secteur
de D(O,R) contenu dans p(A), secteur pouvant &étre pris sussi prés que
1’on veut de l'axe des réels négatifs, en multipliant &ventuellement A
par une constante convenable, on peut supposer que {x ER, -R < x <0}
est 3 l'intérieur de ce secteur. p(A) étant un ouvert contenant O, on
peut trouver un disque fermé de centre O et de rayon € > O contenu dans
p(A), soit C(O,e) (resp. C(O,R) le bord de ce disque (resp. le bord de
p(O,R)). I', C(0,e), C(O,R) et le bord du secteur précédent définissent

un chemin I', de classe c par morceaux "entourant" le spectre de A.
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Sur les fonctions d'un opérateur ...

Pigure 4

On désigne par S' la partie ouverte hachurée sur la figure 4 ; §°
est un ouvert non vide dont le bord est T, et Sp(A) C Ss'.

Soit © un ouvert de € tel que S' CQ et RN {xER, x N0} = ¢, on
suppose de plus qu'il existe a > 0 tel que S(al,az,em) soit contenu dang
R, (cette hypothése permet d'affirmer l'existence de plusieurs cheming
contenus dans Q, entourant le spectre de A, du méme type que I‘I) et B > q

tel que R soit contenu dans S(a],a2,6+6) pour |)| assez grand.

Si p est un réel, on note OP(Q) 1'espace des fonctions holomorphes

f: Q> € qui vérifient

[£(x)| <cte [A]P  pour |A| assez grand.
Alors sur S on a, pour tout entier k 2O,

£ 0y <cee [A|P* pour [A] assez grand.
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Sur les fonctions d’un opérateur ...

En effet plagons-nous dans le cas de la figure 1. On peut trouver
deux chemins de classe C par morceau (cf. figure 5) tels que : I'' soit
contenu dans S, I'=T pour |Arg(al+)\)| =g, I'" soit dans Q,
re" -y'l' *7'2' "'Yg' 8'> Arg z, >e, [yll < aé, et que les droites portées

par y'l‘ et -yg se rencontrent

en O,

i) Dans ce qui suit, y désigne un nombre complexe appartenant a I'" et )
un nombre complexe appartenant 3 I'' ou situé & 1'intérieur de I''. Dans
ces conditions il existe une constante K> 0 telle que
lu-a] ™ < Q]+ D7
En effet , | 3 I"l
- pour Ju| < ], Ll D <2 <3

v =l A=l

de méme pour |u| = 2|i|

1
-—pouri<|%|<20na

bl + b < 1 IH
lu-a| 1 -4

car ]11_ appartient & un compact qui ne contient pas 1. En effet, si u
appartient 3 Y'l' ou 'Yg on a |Arg u| = 9", comme |Arg A| < Arg 25 il
vient |Arg l;-l 208' - Arg z; >0, si y est sur [y,»5,1, P{-‘ < I?rl <1,
d'ol la conclusion. 2

< Cte
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Sur les fonctions dlan opérateur . ..

ii) Soit f dans Op(ﬂ) avec -1 <p <0, on a pour k2 0,

'

f(k) ) = kli £Qu) du et cette intégrale est absolument
2% " (u_)‘)kﬂ

r

‘]

- En paramétrant Y'l' on obtient en utilisant i

convergente. Or

21 (k) 5 j

T | . +jY" = Il + 12 + 13.
Yy Y2 Y3

40 4>
- p
II]' < Cte J 2 k+1 dp < Cte Illp k J -_u—k—l du
o G+ [AD) o sy

(p = |x|u), et les intégrales précédentes sont convergentes puisque
-1 < p < 0. De méme |I3| < Cte |A|p-k.

. ' f
- On a aussi |12| < Iyl-yzl Sup {l—ﬁjﬁ%-!-’ u € [y].yzl} d'od

|1, <cee [A[™" <cte [A[P* car -1 <p <o.

iii) Pour p quelconque, soit q un réel tel que -1 <p-q <0, on a 1a con
clusion en &crivant £(A) =A% [ATIE(A)] et en remarquant que 2~% £(1) est

dans O ).
p_q( )

On fait dans les autres cas de figure, une démonstration semblable.

34



Sur les fonctions d'un opérateur ...

Ezerples :
- Les polynOmes de degré p sont dans OP(Q).
- e-At(t > 0) est, pour 9+8 <;—,' dans 0_'((!) = N 0.(Q).
PER

-~ La détermination de Log A, nulle pour A=1 egt dans Os(ﬂ) pour tout
€ > 0 mais n'est pas dans OO(Q).

8
- A (s dans €) est dans oRe(s) .

(2.0.6) DEFINITION. - Pour f dans OP(Q), on pose
(2.0.7) £(A) = 2—; J £(1) (a-2)"'aa, pour p < 0.
T
]

Pouwr p > 0 soit q un entier tel que p~q < 0, on pose

(2.0.8) £(A) = 5 Aqf £0) (a-ny~lan.
T N
r
1
L'existence de ces intégrales sera vue dans le prochain chapitre.

Bous pouvons alors énoncer les résultatssuivants :

(2.0.9) PROPOSITION., - L'intégrale (2.0.7) est indépendantc du ocontour
chotst pour la définir (cf. (4.0}).
L'hypothése (2.0.0) implique que les hypoth&ses de SEELEY ([8], [ 91}
et [10] page 295) sont vérifiées par rapport @ un secteur I de centre O
et d'angle 2 (7 - Arg(b))‘ (cas des fikures 1 et 2) ou par rapport @ un
secteur I de centre O et d'angle 6 (cas des figures 2 et 3) contenu
dans le complémentaire de S', on peut alors définir A® comme dans (8]
((21) page 299).
(2.0.10) PROPOSITION. - Si £(A) = A%(s dans €), £(A) cofncide avec l'opé-
rateur A® défini par SEELEY dans (81 (ef. (4.1)).
(1.0.11) PROPOSITION. - Quelles que soient les fonctioms f dans op(sz), 8
dans or(a) et pour tous les nombres complexes v on a :
) (v.£)(A) = v.£(A)

1) (f+g)(A) = £(A) + g(A), (f+g est dans O («))

Sup (pyr)
ii{) (£.8)(A) = £(A) o g(a) (f.g est doms Orur (M)
(ef. (4.2)).
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(2.0.12) COROLLAIRE. - La relation (2.0.8) est indépendante de l'entier
q>p (cf. (4.2)).
(2.0.13) THEOREME. - £(A) est wn 0.P.D. d'ordre mp ; soit a son symbole
principal, st (U,) est une carte de M,
pour tout compaet K contenu dans @ (V) 21 existe wune constante

C‘P(K) telle que pour In} = C(P(K) on att, pour tout x de K

8¢(X,n) = f(°¢ (X,ﬂ)) (cfc (4.3)).

(2.0.14) REMARQUP;. N Soit ()‘1""')‘9,"") la su.ite des valeurs propres de

A, si A est symétrique, on peut trouver une base (topologique) de H (M)
o

(¥ IR t.pl,‘..) constituée de vecteurs propres associés aux xi. Alors
pour tout réel s, (npl,..., gpl,,,;)’ est une base de Hs(M) et pour f deamg
Ob(ﬂ), on a :

r i = L3 . 3
D) W, = £0;) - 95,
(2.0.15) ii) Pour tout réel & tel que € Y0 )

£(A) = jE] f()‘j)P:i (dans L(H (M), Eg,m"'(n))

ou Pj : H° + H  est la projection sur le sous—espace propre correspondant

a la valeur propre lj'

En fait quels que soient les réels s et t, Pj est un opérateur conti-

nu de H_ dans H"E“N’(ii) a donc un sens) (cf. (4.4)).

On relie ainsi notre travail 3 celui de STRICHARTZ ([10}).

2.1. Exemples — Applications.

(2.1.0) EXEMPLE. - £(A) = Log A, Log A est un 0.P.D. d'ordre ¢ quel que
soit ¢ > 0, mais n'est pas d'ordre 0, car pour [n| assez grand on a

(condition (2.0.0) pour A=0) -

qu,(x,n)l >E.-’i7f7 . nl™® et Log(oq}(x,n))

n'est pas borné.
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(2.1.1) APPLICATION. - On se place dans le cas a, < 25, 0eg < %, soit
fO) = e-t)‘, t réel, t= 0, on considére 1'opérateur e » 8iyp est une
mesure réguliére strictement positive sur M. On peut, gréce au théoréme

des noyaux, associer i e—tA un noyau, noté G(t,x,y), de D' (MxM).

(2.1.2) PROPOSITION., -
1) Powr tout réel s et quel que soit ¢ >0, t+ e est wne appli-
eation continue de [0,0) dans L (), H_ (M)), en particulier

tA

lim "’e_tA =1, ou 1 est Ll'injection Hs(M) +H _ ),

t+ 0
11) Quels que soient les réels s et 8', t *> e-d‘ est we application
" de Jo,=) dans L(_(M), B, () et

tA

T . DR AR T,

atk

i) G(t,x,y) appartient a & (10,=) x M2).

iv) Soit 5= + A = 0 L'équation de la chaleur, si @ est dans B (W),
plt,.) = e-tAtp appartient 4 &(lo,») x M) et c'est la solution
du probléme de CAUCHY :

(-a% + A) yp(t,.) =0

lim . ¥(t,.) = @ (c€. (4.5))
t-+0

(2.1.3) RXEMPLE. -~ Pour f(\) = As’(s dans (), -on obtient le groupe des
epérateurs A® &tudié par SEELEY ([8]).

2.2. Une représentation du noyau de f(A). - On se place dans le cas

0 < 0+8<ZI, on suppose que 1'0,P.D. A est d'ordre m > n (n = dim M)
2
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et que toutes les valeurs propres de A ont une partie réelle strictement
positive, le spectre de A &tant un fermé discret, on peut trouver um réel
a>0, et un angle a, 0 <a <% » tel que pour toute valeur. propre de A,
on ait Re(l) > a et 0 & |Arg(k-a)| < a. Pour t > 0 on considére 1'opé-

rateur e-tA = jI‘ e-t}‘ (A—A)_ldk et, une mesure réguliére strictement po-

1

sitive yu &tant donnée, le noyau G(t,x,y) de e_tA.

(2.2.0) PROPOSITION. - Pour tout réel q, n < q S m, 11 exiete we cong-

tante C > 0 telle que

(2.2.1) |6(t,x,y)| < cC(cos 0y /m gat JYm (ef. (4.7.2)).

Soit F(t) une fonction mesurable définie pour. t> 0.telle qu'il exigee
une constante C > O, un réel k < - %, un entier relatif h pour leaquels
]F(t)| < Cte t-k.] pour t € C et ,F(t)l < Cte th pour t > C. On pose

+©
£Q) = J F(t)e *tdt (Re(r) > 0).
[o]

f(A) est la transformée de LAPLACE de F, c'est donc une fonction holomor-
phe dans le demi-plan Re(X) > 0, et sur uncsecteur de cemtre 0 et-d‘angle

) <%§ on a
k
[£()| <cte [A] pour |A| assez grand
On note K(x,y) le noyau de f(A).
(2.2.2) PROPOSITION, -
K(x,y) = Jq F(t) G(t,x,y)dt
o

et cette intégrale converge uniformément sur M2 (ef. (4.7.3)).

(2.2.3) REMARQUE. - On obtient ainsi pour des 0.P.D. d'ordre m > n, gur
une variété compacte une relation obtenue par KOTAKE-NARASIMHAN pour
f(A) = 2% et des opérateurs différentiels sur des ouverts de R® ([7]

proposition 7.1, page 465).
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3. PRELIMINAIRES.

(3.0) PROPOSITION. - Il existe un symbole T de ST(T'M) tel que :
) T vérifie (2.0.0) avec Cq,(K) = 0.
11) Dans toute carte (U, ®) de M, pour tout compact K conmtenu dams
Q) , 1l existe une constante C“,p(K) >0 telle que :

VXEK, [n] 2 cp®) = 1,(x,n) =04 (x,n),
done 1-0 est dans S-G(T'M)-

Preuve. - D'aprés (2.0.0) pour tout compact H contenu dans @ (U), il existe
une constante Cq,(H) telle que pour |n| > Ce (H) on ait ¢ @ (x,n) dans s
pour tout x de H. Soit ¥ une fonction de &(T.M) & valeurs ré&elles telle que :

-0 <"'(P (x,n) <1 pour tous les (x,n) de @ (U) x gt

- Tout X de ¢ (U) appartient 3a un compact B(x_,) contenu dans @ (U)
tel que "‘tp (x,n) = 0 pour Inl < C(P(B(xo)) et x dans B(x,).

- Pour tout compact K de  (U) il existe une constante C'LP (K) > 0 telle
que W‘P(x,n) = 1 pour |n| > C'"‘P (K) et x dans K.

On pose 1= (I-p)a + Yo, a € S, ol a est choisi de telle sorte que S
soit 8wilé par rapport & a. On a T (x,n) dans § et pour In| > Cp (),
T"(x,n) = OQ (x,n) (x dans K). |

m -1
Posons ¢(x,n,\) = (|A| + |n| )l‘f.p(x,n) -7 aes).

i) Pour x dans K et |n] # C = Max (C"tP(K)’ Ccp(x)) on a ¢(x,n,A) <C"p(K)
d‘'aprés (2.0.0).

ii) Pour |n| <C posons
M= 4 Sup{lttp(x,n)l, In] <c, x €K}
et M' = Max (M, 2c"},

Pour |A| <M' ¢(x,n,)) < Cte par compacité.

m
Pour [A| > ¥, ¢Gxn,0 < JAL* ]
Al - 1 g x,m)]

, donc
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o(x,n,0) < 2(Jal + [n]™ <,
l)‘l + lnlm + (“' - |ﬂlm - 2|Ttp(x,n) )

d'oli la conclusion.

Dans une carte (U,¢ ) de M, on a donc, en posant X = ¢ (U)

~ m1
c:U=T‘P + T, ol T, est dans S x.

On peut alors définir une paramétrix de A pour A € S avec la suite
(bj (x,n.k))j

suivante :

=0. 1 des symboles sur X définie par récurrence de la manidre
t B

b, (x,n,1) = [T‘P (x,n) - )\]"l
3.1

.\ Q
bh(x,n,k) = - b, (x,n,2) 2 (-?:—1) D:bj(x,n,)«) Di T

k

ol on a posé T, = Ty » la somme est prise pour j <h, k<1 et
i+ ]al +x =n.

Nos hypothéses &tant plus générales que celles de SEELEY on ne peut
pas, a priori, affirmer que les résultats de SEELEY ([8]' du lemme 2, page
295 au corollaire 2, page 299) sont vérifiés dans notre cas. Cependant um
certain nombre de ces résultats se généralisent facilement, c'est le cas
en particulier des propositions (3.2) 3 (3.9) suivantes, car ce qui importe
dans leur démonstration c'est le comportement & l'infini des fonctions bh’
comportement qui ne dépend en fait que de 1'hypothése (2.0.0). En renvoyant

3 [8]) pour les démonstrations nous rappelons en adaptant leur &noncé i nos
hypothéses les résultats de SEELEY utilisés dans la suite.

Dans les propositions suivantes, C désigne une constante strictement

positive, indépendante de A, pouvant varier selon la proposition &noncée.

(3.2) PROPOSITION ({81, lemme 2, p. 295). - Pour tout compact K de X, powr
tous les n—indices o et B, on a

1 -m ~h~
|n§n:bh(x,e.x)| < ct+ el + ™™+ [gh™ lof,

pour tout x de K, £ de R" et A & S.
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Soit ¢ une fonction de 2(X), M¢ 1'opérateur de multiplication par ¢,
1 poge

H-1
BH(A) = M¢ h.E.o Op(bh(l)).

(3.3) PROPOSITION ([8] lemme 2, p. 295). - Soit s wn rdel, on peut prolon-
ger op(¢bh(x)) en un opérateur continu de H;(X), et on a

-1
3.4) 1o (b, I o < cla]”, aé¢s.
_ Par suite 11 en est de méme de BB(A) et

(a.5) 1001, <c |7, aes.

Soit ("i)i-l g ume partition ¢ de I'unité aseécibe 2 1'atlas o,
yooos
pour chaque indice i on considére des fonctions b; et 8, dans Q(Ui)

telles que ¥;0; = ¥, Ty, = w.. On pose ¢, = L7 (PII et

g H-1
Q) = T M 0 .b)| M,
“H i=l "i |jmo P 11TV

i

1'indice CP;l indiquant qu'on prend l'image réciproque de 1'opéra-
teur entre crochets par q)i, RH(J\) est donc un O0.P.D. sur M d'ordre
-m et de symbole principal (‘r-A)-l.

(3.6) COROLLAIRE. - On dédwit de (3.5) que pour tout réel s, Ry(A) ee
prolonge en un opérateur continu de R gM) et que

RGO, <c a7

(3.7) PROPOSITION ([8], corollaire 1, p. 298). - Il existe une constante
R >0 telle que powr A €5, [A| >R, on ait ) dane p(A). Soit &
réel, pour A &', (-0 est un opérateur continu de B_(4) dans
am(u) powr tout réel p, 0 S p <Rln et

-1+

3.8)  1a-n"h <cha B aes.

8, 8+pP
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La proposition précédente justifie la définition de S' et de T, et
montre que l'intégrale (2.0.7) existe et dé&finit un opérateur continu
de HS(M).

(3.9) PROPOSITION ([81], corollaire 2, p. 299). - Soit s un réel, on q

1R, () - (A-M“ns’ <cla|™, vigs'.

s+H

4. PREUVE DES RESULTATS.

4.0. Preuve de la proposition (2.0.9). - L'inégalité (3.8) montre que

1'intégrale J f(;\)(A-A)-]dA est normalement convergente et définit um

T

opérateur continu sur HS(M).

Soit T, un autre chemin contenu dans 2, on doit prouver que

(4.0.1) J f(A)(A—)‘)-ld)\=J £00) a-0) " Tan.
T Iy

Pigure 6

On se place dans le
cas de la figure 1.

Pour Im A >0 et |A|

assez grand Pl et P2 sont des morceaux de droi-

tes, on note a leur angle et 0l leur intersection. Soit Cl un arc de cercle
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de centre Ol et de rayon p assez grand, situé entre I', et T,

1 2

Pour Im A < 0 on dé&finit de méme C2. La fonction f(A)(A-)‘)-l étant

holomorphe il suffit de prouver que J f(k)(A-A)-ldA tend vers O quand p

c
i

tend vers 1l'infini. Or

” f(A)(A-A)-ldxl < Cte papP? p-l = Cte pP
C. 8,8

i

et oP tend vers 0 quand p tend vers 1l'infini car p <0, d'ou (4.0.1).

Dans les autres cas de figures, la démonstration est semblable & la pré-
cédente.

&.1. Preuve de la proposition (2.0.10).

Figure 7

On considére la coupure du plan complexe définie par l'axe des réels

négatifs et on définit le chemin y suivant : on va de = & -¢ sur le

bord supérieur de la coupure, on suit le cercle C(0,c) (un tour complet)
puis on va de ~€ 3 ~ = sur le bord inférieur de la coupure. Il faut mon-
trer que, pour 8 dans € et Re(s) <O, on a

J A% a-2)"laa -I A% (a-2)"1dx.
I‘l Y
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La preuve est identique 3 celle de. la proposition (2.0.9),

4.2. Preuve de la proposition (2.0.11) et du corollaire (2.0.12). - 11 est
évident que (f+g)(A) = f(A) + g(A) et que (VE)(A) = v . £(A), il faut
seulement démontrer que (f.g)(A) = f(A) o g(A).

i) On considére d'abord le cas p < 0 et r <0, la preuve est classique

en calcul fonctionnel (cf.[1]), on a
£(A) = = J £00) (A-2) "an.
w
r
1
Soit PZ un autre chemin contenu dans Q, on a d'aprés (2.0.9)

g(A) = = Jr g0 (amw) " 'du, d'od

£(a)ga) = Ty J J £ -0 Ay duar,
4a Fl Fz

or (identité de HILBERT)

1 1

a0 am”

== (a0 - @™,

d'ol en appliquant le théoréme de FUBINI

i
£(A)g(A) = 12- J £00) (a-2) ! J Eﬂ‘ldu]dx
T T

A=u
4 I L 2
| -1 { £
5 f g(u) (A-u) J AS—” di|du.
4n” Jr, /MY

On choisit Pl intérieur 3 r2
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Figure 8.

On a d'aprés CAUCHY :

L(L)-du=-2i1r g(\) et I f&)—dl-o,
I1‘2 A-u r A=y

d'ob £(M)EBA) = = f EM)gR) (A0 dh = (£.8) (A).
r
1

ji) Le cas p et r quelconques se déduit immédiatement du i) en remarquant

que, pour un entier naturel k, on a dans L(HS(M), Hs_mk(t())

(6.2.0) A* J £0) (a-2) " lan = U f(x)(A-x)"dx]A“.
r r
oi f est dans Ob(Q), b <0.

Le corollaire (2.0.12) se déduit immédiatement de ce qui précéde.

4.3. Preuve du théoréme (2.0.13). - Soient (U,¥) une carte de M (on pose
g = 9U)) et f € ob(n), avec b< 0, on pose

(4.3.0) Cy (x,m) = ﬁ Ir‘ ()b (x,n, ).
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(4.3.1) LEMME. -~ Cj est wn symbole d'ordre mb - j.

Preuve. - L'étude des formules (3.1) montre que l'on peut &crire

i k=
b.(x,n,A) = T ¥y (x,n) . [T<P (x,n) - H‘«ls']
J k=0 k,j

ol Yy 3 est un symbole d'ordre -j + km, or
9

i k=l 1 (k)
HJI‘l £Q) [t (xon) =A™ TdA = o £ (rp (x5m))

ot Ifh(k)l < Cte |;‘|b'h pour |A| assez grand, A dans 5, on en déduit que

f(k) (Tup (x,n)) est un symbole d'ordre m(b-k), d'ol la conclusion.

(4.3.2) LEMME. - Soit ¢ une fonetion 2(X), on a

H-1 i H-)
z 0p(¢cj) = -ZTL" £Q) (.E Op q;bj(x))dx.

j=o 1 J=o0

Preuve. - 0p(¢ CJ.) se prolonge en un opérateur continu sur H; (X) (démong-
tration semblable & celle de la proposition (3.3), voir [8], lemme 2,
p. 295).

La proposition (3.3) entraine que I f()‘)ol:u(q,bj (A\))dx définit un

r

opérateur continu sur H;(X).

Soit g une fonction de 2(X) on a :

Op(4C,)g(x) = (2m)7" J 2 &M hmc 08 @,
R

- i(2ﬁ)'n‘1 J ei'<x/~‘,>¢(x) Ur.f(l)bj(x,a,k)ﬁ(g)dx]dg

n
R 1

46



Sur les fonctions dhun opératenr ...

£(2) [m)‘“J ei<x’E>¢(x)b.(x,E,k)§(g)d§ ar,
| &> J

en utilisant le théoréme de FUBINI, d'od

0p(4C,)g(x) = 5 ]r £()0p(4b, () g(x)dh.
|

(4.3.3) COROLLAIRE, - J f(k)lﬁi(k)d)‘ est wn 0.P.D. sur M‘d'ordne mb et
r

1
de symbole principal f(1).

PreWwe. - Le corollaire (3.6) prouve que cette intégrale est abgolument
convergente et définit un opérateur continu sur Hs(l{), que cet opératéur

soit un O.P.D. vient du lemme (4.3.2), qu'il soit d'ordre mb du lemme
(4.3.1).

Et
C, (x,n) = —21; I — LA 4 . £(rg (x,n))
: Iy T (x,m)=2

d'aprés la formule intégrale de CAUCHY, d'od la conclusion.

(4.3.4) LEMME. - I £ -0 "taa - J £(A)By(A)dA est wn opératewr con-

I T

tinu de Hs M) dans Hs +H(M)‘

Preuve. - C'est un corollaire immédiat de (3.9).

(4.3.5) LEMME. - Soit F wun opératewr continu de P M) dams DPM), qui

powr tous les réels s et t se prolonge en un opératewr continu de
HS(H) dans Ht(n), F est un opératewr Q noyau C .

Preuve. - C'est une conséquence imm&diate du corollaire page 181, dans [9].

(4.3.6) LEMME. - Sotent G : 2(M) + D(M) wn opératewr continu et

" 1 ’
(ch)h cn wne sutte d'0.P.D., sur M, d'ordre v, ol (vk) t

es
kEN
wne suite de réels tendant vers —= en décroissant strictement, on

suppose que G - :f;l G, se prolonge, quel que soit le réel s en wn
=0
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opératewr continu de H (M) dans H ™).
s 8=V

Alors G est un 0.P.D. d'ordre v et localement un symbole g de G est
donné par :

8~zgh’

h=o

ou g, est wn symbole de G, .

Freuwve. - Soit (U, Y ) une carte de M, on pose X = ¢ (U), il faut montrer

que 1'opérateur Gp induit par G sur X est un 0.P.D. d'ordre v _.

S Gh,cp étant un 0.P.D. sur X, d'ordre Vs il existe un symbole g, de

S h(X) tel que Gh ¢ - Op(gp) soit i noyau c’ (1.1).
’

v [ ]
On peut alors trouver un symbole g de S °(X) tel que g~ X 8,
h=o

([4] proposition (2.7), page 146), et il suffit de voir que G(p - op(g)

-~

. -]
est un opérateur a noyau C .

Pour cela soient K un compact de X, ¢ et ¢ des fonctions de P (X)

a support dans K, on a

H-1 H~1
-0 M =M - 2
M[Gp - Op(a)IM, = MG, Z Gy My * M¢[h§°(ch,m'0p(gh))]u’
B-1
-M 0 -z .
s OP(8 - gy M,

Soit QK(X) = {f € 92(X), Supp £ C K}, on note Hs(K) 1'adhérence de
Dy (X) dans H:(X), on définit de fagon similaire H (¢ ' (K)).

HS(K) et Hs(tp—l(K)) sont isomorphes ([3] exposé n° 10), en utiligsant
cet isomorphisme et 1'hypothése, le premier terme du second membre est

un opérateur continu de H°(X) dans H° _ (X).
s s=vy
H-1

op(g - Z gh) est un 0.P.D. d'ordre Vys On en déduit que
h=1
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H-1

H. Oop(g - hfl gh)Mw envoie H;(X) dans H;—VH(X) (se déduit du théoréme

(5.3), page 170 dans [4]).

Par suite M¢[G‘P - Op(g)]Mw est un opérateur continu de H;(x) dans
B;(X) quels que soient les réels s et t, et on montre que c'est un opé-

rateur 3 noyau c” par une méthode semblable i celle du lemme (4.3.5).

(4.3.8) REMARQUE. - Soit A (resp. B) un 0.P.D. sur M d'ordre m (resp. m')
et de symbole principal o (resp. 1), on déduit immédiatement de la formule

(2.1.9) page 106 de [6] que AcB est un 0.P.D. d'ordre m+m' et de symbole
principal o.T.

(4.3.9) Fin de la preuve du théoréme du théoréme (2.0.13). - Soit
fe Ob(Q).

i) Pour b <0, les lemmes (4.3.3), (4.3.4) et (4.3.6) montrent que
f£(A) = %; f(x)(A-A)—ldA est un 0.P.D. d'ordre mb dont le symbole

I

principal est £(1).

ii) Soit £(}) = kb pour b <0, l'opérateur [A]b -'§; J f(A)(A—XrldA
r
1

est un 0.P.D. d'ordre bm et de symbole principal rb, pour b=-n(n € N) on a
(A7 ="

Prewve de i1). - Seul le cas b = -1 est 3 considérer ; on montre

que A-l = f; J -% (A—A)-ldk par une méthode similaire & celle utilisée
T
1
par SEELEY dans la démonstration du lemme 3, page 300 de [8] ; on termine

-1 .
en remarquant que A ~ est un 0.P.D. d'ordre -m et de symbole principal
1

1 (d'aprés i).

Ce qui précéde prouve que la méthode de construction du groupe des
opérateurs A% (s réel) est exactement celle développée par SEELEY pour
les 0.P.D. classiques. En renvoyant & SEELEY ([8]) pour les démonstra-

tions on a :
pour tout réel q, AY est un 0.P.D. d'ordre mq et de symbole princi-

pal 9.
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iii) Si b est un réel quelconque, on peut toujours trouver un réel q tel

que b-q < 0, alors d'aprés la proposition (2.0.11) :
(4.3.10) £(A) = -21? A‘IJ A" 00 (-0 T
r

1

et (4.3.10) est indépendant de q, d'ol la conclusion en utilisant j), ii)

et la remarque (4.3.8).

4,4, Preuve de (2.0.15)

i) Si q est un entier relatif tel que b-q <0, on a

£(A) = il?r' Al J £)A" a0 T (proposition (2.0.11)),

l-‘l
£4) . @, =-2L“_Aq J g Y-t ® dr, or a-n"! ¢ = xl“-x .
j

1 £ 9 q
Gz Jr o - ale =00 @,

d'ou £(A) . ¢, =
J | j

.. . . s

ii) Soit s un nombre réel et q = = 1'0.P.D. A% est d'ordre mq = 5, c'est
donc un opérateur continu de Hs (M) dans HO(M), de méme A” Y envoie B (1)
dans HS(M). °

L]
Si u appartient 3 Hs(M)’ A%y appartient a Ho (M) donc A9y = X a, P

s 3
=1
(la série converge dans H (M)), et comme d'aprés §), A" P. = 24 v
o hi J j
- ® -
u=a%.a%= Z (@@, (dans H_(M))
j-l J J J ) 8
par suite («pl,..., \pz »++.) engendre Hs(n).
_.‘.) s .t - 6 A-‘ t 4 + -
iii) Soit & = = , est un operateur compact sur HQ(M) , ®a
décomposition spectrale s'écrit : o
-8 -5
A . WY P
4=1 J J
o oo
cane i =4S, 278 X3Sp - E P.
™8 =1 J J =3 1
U ims : HO(M) H_sm(M) est 1l'injection canonique , d' oy
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f(A) = 21f(AJ)P

52 jet cette serie converge dans L(HO(M)vH_e..mbm))

6.5. Preuve de la proposition (2.1.2).

- . ' ' -1
Preuve de i). - On a pour ¢' > 0, e ® . -;TAE J A7 e t}‘(A"‘) d
r
1

d'aprés la proposition (2.0.11). En utilisant 1'inégalité (3.8), il vient
- -tA -1 —]—e'
I " e (A-)) b < Ccte || , pour A sur T
9

-€ -t - o
donc JI‘ A e (a-)) ' est une intégrale normalement convergente et

représente une fonction continue de [0, dans L (M), B (M), Il en
est deméme pour

J A€ e-ﬂ‘ (A—A)-ldl, car I‘I -~ T est un chemin fermé,
r -T
1

par suite t -+ e ™ est une fonction continue de [0,»[ dans
L
L(HB(H), Hs_e ,m(M)), car A° est un opérateur continu de BB(H) dans

]
ns—c'm(m’ (puisque A® est un 0.P.D. d'ordre '),

D'oli la conclusion en prenant ¢' =

Bim

Preuve de ii). - Soit k un entier naturel, k & 1, on pose
£Q0) = (-DF A

» pour A dans Q. Pour tout ré&el positif p, on a

APEQ) | < |A]¥*P o ERe(R)
On peut trouver une constante C > 0 telle que

|Im(2) | <C [Re(M)],

pour )\ dans 2 et Re()) 2 a, > 0. D'ol
|AP£(0) | < Cte Re(A)P*E =t Re(d)

|
(4.5.0) [APEQ) | <cte v (€102
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pour A dans @, Re(d) = a,- On en déduit que f(A) est dans

0@ = N 0 @). Do
be R
£(A) = 2—11( j £0) @A) Tan = -2317(-1)k A-qJ AR TR Ta
r r

1 1

d'aprés la proposition (2.0.11), (q réel, q > 0). On va prouver que

J )\q+ke-t>\ (A-A)-ld}\ est uniformément convergente pour t dans ] 0, =),
T

1
Pour cela soient a et b deux réels, 0 < a<b en utilisant 1'inégalité

(4.5.0) pour p = gq+1 et l'inégalité (3.8) il vient
PRk e_v‘(A-)\)-]Hs s ScCte Ix]72,
]

pour Re(d) = a,, A E Q-S' et a S t < b. Par suite JI’ )‘q+k e_v‘ (A-A)-IQ

converge uniformément sur ]0,). Il en est de méme de

J Aq+k e-r)‘ (A-A)-ldA, car I‘I-I‘ est un chemin fermé. Par suite
T ]-l"
J )\q+k e-a(A-)\)-]d)‘ converge uniformément. Donc puisque :

)

k
- - +k - - - -
& ate P anTh = EnFat™ TR an Jr 21 e @17 est une
dt
1

fonction de classe C_ de ]0,») dans L(HS(H), HS(M)), d'ol la conclusion
en remarquant que entA = -2-]-;- A9 j A4 e-t)‘ (A-A)_ld)\ et que A"Y est un
T
1

opérateur continu de Hs (M) dans Hs +qm(M)'

Preuve de (iii). - Pour t > 0 fixé e-u‘ est dans O__ (), donc e-tA est

un 0.P.D. d'ordre - », par suite c'est un opérateur & noyau c” as4l,
théoréme (2.8), page 146). Il faut montrer que G(t,x,y) est une fomctiom
de classe C de ]0,») x MxM dans €. La question &tant purement locale, om
peut supposer que pour t > 0 fixé G(t,x,y) est dans 2ER" x an) et que si
F(t) est l'opérateur associé a G(t,x,y), t + F(t) est une fonction de
classe C_ de ]0, =) dans L(Hs(Rn), Hs.(Rn)). quels que soient les réels g

et s'.

Soient x_ et v, fixés, il suffit de démontrer que 1'application
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a 4 B ®
£+ G G G(6xe,y.) = & (6,x,,y,) est de classe €, ob G (t,x,)

3 C 9 B 3 \a

i s v = - (3 9 9_

est le noyau associé i 1'opérateur F‘z(t) G - F(®) o (ay) - G3)
&tant un opérateur continu de Hs (Rn) dans Hs'lul (Rn) (quel que soit s),
1a fonction t » Fz(t) est de classe C de ]0,») dans L(Hs(Rn). Ho ®"))

quels que soient les réels s et s'.

n
5’
dans Hs(Rn) (l9l, exemplg 4 page 175) et puisque Hs(Rn) est le dual

Or pour s < - §, désignant la mesure de DIRAC en x,, on a 6x

de B_S(Rn), on déduit de ce qui précéde que

8
t -><Fa(t) . Gyo, 6x°>

est une fonction de classe C de ]0,») dans €, <,” désignant le crochet

de dualité entre Hs(Rn) et H_S (Rn).

or G (t,x,,5,) = < Fo(t) . 5, » 64 > ([9], théoreme 3, page 180),
d'olu la conclusion. ¢

Preuve de iv). - On a e-tAo.p dang 2(M) car emtA est un opérateur &

noyau Cw et
v(t,x) =< e o, 5, >

oii <,> désigne le crochet de dualité entre H-s(M) et HS(M), (s < -n/y),
on en déduit comme dans iii) que Y (t,x) est de classe C" sur 10,») x M,

d'ol la conclusion.

4.6. Preuve de 1'exemple (2.1.3). - Voir (4.3.9).

4.7. Preuves des propositions (2.2.0) et (2.2.2). - Une mesure régulidre

strictement positive p est donnée sur M. On suppose m > n et on note
K(x,y,)) le noyau de (A—A)-l.

(4.7.0) LEMME. - K(x,y,)) est un noyau, continu en (x,y), analytique en A
et pour n <qS<mona
_l+ 1

|R(x,y,0)| <cte [A] ™.
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Preuve. — A 1'aide d'une partition de 1'unité on se ram@me au cas ol
K(x,y,\) € &' ®R™R™) est le noyau d'un 0.P.D, d'ordre -m, F(A) sur Rn,
tel que pour tout réel s, A > F(A) soit une application analytique d‘'un

voisinage de 9-S' dans L(Hs (Rn), Hs+p(Rn)), pour 0 S p S m, et que

-1+ %
¢ - - <
(inégalité (3.8)) ﬂF(A)Is’sﬂ) Cte |A] .
Donc pour A fixé F(\) est un opérateur continu de H_ dans

H_q/z*q(Rn) = Hq/z(Rn) avec 521>% ,» par suite ([9], théoréme 3, page 180)

K(x,y,A) est un noyau continu en (x,y) et

K(x,y,A) = < F(A)Gy’ GX >s

ot <, > est le crochet de dualité entre Hq/z(Rn) et H_q/z (Rn). Donc
K(x,y,A) est analytique en A et
|K(x,y,2)| < HIFQI 16 1 18 1

-Q/z’-q/2+q x ~q/2 y -q/2

< Cte [a|71*/m,

car 16_1 est indépendant de x.
X -q/2

On rappelle que f(\) € Ok(Q) avec k < -% .
(4.7.1) LEMME.
i) K(x,y) -—Z%J £A)K(x,y,A)dA.
T
1

11) En particulier :

i -A
sty = £ [ rGyna.
r]
Preuve. - D'aprés le lemme (4.7.0) pour n < q S m,

~1ek+ 3
€)Y . K(x,y,2)| < Cte |A] n,

On choisit q tel que n < q < Min (-mk, m), alors k + % < o, 1'intégrale
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I £(0) K(x,y,A)d\ est normalement convergente et définit un noyau
r
1

continu.

Soient 6 et ¢y deux fonctions de Z(M) on a

<ﬁj £()) K(x,y,A\)dA /6 ®¢p >

T

) ﬁ ”MZ {Jr EQ) K(x,y,k)dx] 8(x)v(y)du(x) du(y)
1

- ?1' <J FE)@-0"Ve dx, 8>,
m r
1

en utilisant le théoréme de FUBINIL.

p'od <ii? J £(AK(x,y,\)dr / 8 ® Y > = <K(x,y), 6 B¢ >, et

I

K(x,y) '-2% Jr f£()K(x,y,A)dA.
I

(4.7.2) Breuve de (2.2.0). - On prend a < a,, les hypoth&ses nous per-

mettent d'intégrer sur le contour y suivant :

v

”0
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~-tA i -tA -1 u
e = J e (AF}) "di avecy =y, +7Y, et
y

G(t’st) 'ﬁl' J e-tA K(x’y’k)dk = -21? [J + J ].

Y Y Y

1 2
Soit Sj "J e K(x,y,\)dA, sury, onai =pe %+ a, p > 0,
Y. J
]

d'ob

™ _atept -1+4/
|5j|<CteJ g atPL COB G Tdo n<qS<am.

(o]

Soit u = pt cos a, (t > 0), il vient

| 5j| < Cte e 2F t_q/m(cos a)-Q/m r e u_Hq/mdu
o

d'ol la conclusion.

(4.7.3) Preuve de (2.2.2). -

On a
el | PanTlan et £ == | £0) -0 aa.
7 r 27 r

Soit r F(t) G(t,x,y)dt cette intégrale converge uniformément gur uZ
o

(il suffit d'appliquer la proposition (2.2.0) avec q tel que
n <q <Min (-mk, m)).
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Soient 9 et ¥ des fonctions de Z (M), on considére

P = <r F(t)G(t,x,y)dt / 6(x) ® ¥(y) >, on a
(o]

P = ”uz [r F(t)G(t,Xsy)dt] 8(x) ¥(y)du(x) du(y)
(o]

d'ol en utilisant le théoréme de FUBINI :
P = rl’(t) UJ G(t,x,y)0(x) y(y)du(x)du(y)|dt
o e
= r F(t) <-2—-:.;- J e-}‘t(A-')‘)-lG dx / ¢ >dt
o r
- <-2§; J {r F(t) e-)‘tdt} a-)"Te ax /v >,
T o}

p=<f@o,p> =<K(x,y) / o(x) ®v(y) >
d'ot la conclusion.

esgeee
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