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SOUS-ALGEBRES LOCALEMENT CONVEXES DE C(T) 

par Khalil NOUREDDINE et William HABRE 

INTRODUCTION . Dans ce travail on reprend les notions de recouvrements 

simples et dominants ([11]) d'un espace complètement régulier séparé T, 

et on procède à une classification de ces recouvrements. A tout recou

vrement simple p de T on associe une sous-algèbre (notée C P(T)) de 

l'algèbre (notée C(T)) des applications continues de T dans le corps 

IR des nombres réels. C P(T) est l'algèbre des applications de T dans 

IR, qui sont bornées sur les éléments de p . Dans un premier para

graphe on étudie les algèbres C p(T); et dans le second on cherche les re-

lations qui existent entre ces algèbres et l'algèbre C(T), où on retrouve 

par des démonstrations nouvelles les deux théorèmes classiques de Nachbin-

Shirota. Dans le paragraphe 3 on étudie sur C P(T) une topologie localement 

convexe intermédiaire entre la topologie de la convergence compacte et cel

le de la convergence uniforme sur les éléments de p . Cette topologie a 

des propriétés analogues à celle de la topologie y (étudiée dans ([11]) 

oû à celles de la topologie sous-stricte & o de [16]. 

NOTATIONS ET PRELIMINAIRES. Tout espace topologique considéré dans ce 

travail est supposé séparé et complètement régulier. Pour un tel espace 

T on pose les notations suivantes : 

C(T) (resp- C°°(T)) est l'algèbre des applications continues (resp. con

tinues et bornées) de T dans le corps IR des nombres réels. 

Pour tout élément f e C W(T), |jf|| » Sup {|f(t)|, t c T) . L'application 

f • ||f|| est la norme de la convergence uniforme sur d*ÇT) • 

B* » {f € C°°(T) ; ||f|| s 1} est la boule unité fermée de C (T). 
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C C(T) (resp. C*(T)) est l'espace C(T) (resp. C°°(T)) muni de la topolo-

vie de la convergence compacte • 

Pour toute partie A c T, Â est l'adhérence de A dans T • 

Pour toute partie A c T , <j>A est la fonction caractéristique de A 

( i . e , <f>A(t) = 1 si t 6 A et <f>A(t) » 0 si t c T - A ) . 

Un K dans T est une partie de T qui est une réunion d'une suite 

de compacts dans T . 

Pour toute partie A de T et toute application 4 de T dans IR, 

l l * l l A - S u p {|*(t)|, t € A} et I U I I - | U | | T . 

Une partie A de T est dite bornée ([3], [5]) si, pour toute appli

cation f c C(T), ||£||A est fini . L'espace T est dit de type y ([3]) 

si tout borné dans T est relativement compact. 

6T est le corapactifié de Stane-£ech de T ([2], [7]). 

oT est le repiété de T ([2], [5], [7]). L'espace uT est de type y . 

Pour toute application f de T dans IR, S Q(f) est le support strict 

de f (i.e, l'ensemble des t e T tels que f(t) * 0) et S(f) est le sup

port de f (i.e, l'adhérence de S 0(f) dans T ) . 

En ce qui concerne les espaces localement convexes (elc) nous 

suivons les ouvrages classiques et, à titre d'exemples [8] et [13] • 

Pour les notions de b-espaces, espaces b-tonnelés, et autres, nous renvo

yons à [10] . 

1. LES ALGEBRES (f(T). 

1.1. DEFINITIONS ET GENERALITES. 

Rappelons dfabord les définitions suivantes 

(1.1.1) Définitions. Soit T un espace complètement régulier séparé. 

(a) On appelle recouvrement simple de T, -tout recouvrement de T formé 

d'une suite croissante p - (T ) ^ de femés de T . Une partie A 

de T est dite dominée par p s'il existe un entier nQ * 1 tel que A<zT 
n^ 
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(b) On appelle recouvrement dominant (ou k-dominant) de T3 tout recou

vrement simple Q de T qui domine les parties compactes de T . 

Une partie A de T est dite dominée (ou k-dominée) si A est do

minée par tout recouvrement dominant. 

Un recouvrement simple ou dominant p - (Tn)n^j
 e 8 i station-

noire s'il existe un entier n tel que T = T . 

° no 

La proposition suivante montre qu'en général, un recouvrement 

simple n'est pas nécessairement dominant : 

(1.1.2) Proposition. Pour que tout recouvrement simple de T soit 

dominant, il faut et il suffit que tout compact de T soit fini . 

Preuve. La condition est trivialement suffisante; et elle est nécessaire 

d'après la proposition (2.2) de [11] (voir aussi [6] ) . 

Si p = ) e s t 1311 r e c o u V T e i n e n t simple de T, on désigne par 

C P(T) l'algèbre des applications continues de T dans IR qui sont bornées 

sur T n pour tout n s 1 • C P(T) est une sous-algèbre de C(T); elle lui 

est égale si et seulement si les T n sont des bornés T (voir notations et 

préliminaires). L'algèbre C°°(T) est définie de la même manière si l'on 

pose oo 3 (Tn)n£«| * le recouvrement simple de T tel que, pour tout n * 1, 

c T (c'est le recouvrement simple "trivial" de T) . Si p * (T n) et 

P 1 3 sont deux recouvrements simples de T, on rappelle que p est dit 

moins fin que p ' (ou p ' est plus fin que p ) si pour tout n £ 1 il existe 

un m £ 1 tel que 'T c . Il est clair que la relation " p est moins fin 

que p ' 11 est une relation de préordre sur l'ensemble des recouvrements sim

ples de T, qui admet le recouvrement trivial oo comme plus petit élément. 

Pour cette relation, deux recouvrements simples de T admettent une borne 

supérieure et une borne inférieure. 

Si le recouvrement simple p » (T ) est moins fin que le recouvre-

ment simple p ' » (T^) alors on a C p(T) c C p (T). Il en résulte que l'en

semble des algèbres C?(?) est un ensemble filtrant croissant et décroissant 
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pour la relation d'inclusion; et C°°(T) est contenue dans C P(T), pour tout 

recouvrement simple p 

Pour toute application £ € C(T) , on pose p(f) = ( T

n ( f ) ) n > 1 , 

où pour tout n > 1, T n(£) = {t € T ; |f(t)| <; n} • p(f) est un recouv

rement dominant de T, et est dit recouvrement associé à l'application f. 

On vérifie immédiatement que l1ensemble des algèbres C p (T), lorsque f 

décrit C(T), est filtrant croissant et a pour réunion l'algèbre C(T). 

1.2. TOPOLOGIES SUR (f (T) . 

Soit p = (T ) un recouvrement simple de T et soit C P(T) la 

sous-algèbre de C(T) associée à p . Une première topologie qui s'impose 

sur C P(T) est la topologie de la p-convergence (ou topolopie de la con

vergence uniforme sur les éléments T n de p ) . C'est une topologie loca

lement convexe métrisable compatible avec la structure algébrique de C P(T) 

Elle est définie par la suite des semi-normes f • ||f || T = 
n 

Sup {|f(t)| , t € T n> et est notée t . On note C*(T) (resp. C~(T)) 

l'algèbre C P(T) (resp. C°*(T)) munie de la topologie l p . 

La proposition suivante précise dans quel cas la topologie t 

est normable : 

(1.2A) Proposition . L'espace cP(T) est normable si et seulement si 

le recouvrement simple p est stationnaire . 

Preuve . Il est iirmédiat que la condition est suffisante, car si p 

est stationnaire alors C P(T) = C"(J) et t est définie par la norme 

de la convergence uniforme . Inversement, si p n'est pas stationnaire, 

alors par complète régularité de T on vérifie que tout voisinage de zé

ro pour t contient des droites;par suite il n'existe pas de nonnes con

tinues sur C P(T). La proposition est donc démontrée. 

(1.2.2) Proposition. Tout borné de (f(T) est contenu dans l'adhérence 

d'un borné de C^(T). En particulier C (T) est partout dense dans 

P 
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Preuve. Soit B un bomé dans C? (T) • Pour tout entier n et tout 

élément f € B, posons f = Sup(-n, inf(f , n) ) . Il est clair que la 

suite (f n) converge vers f dans c£(T). Dfautre part, soit 

B f 3 {f R , f € B et n parcourant les entiers n * 1} ; B f est un bor

né de C*(T) et son adhérence dans c£(T) contient B . 

Pour un recouvrement simple quelconque p l'espace c£(T) n'est 

pas en général complet. Ce qui nous permet de poser la définition sui

vante : 

(1.2.3) Définition . Soit p - (T ) un recouvrement simple de T . 

On dit que le recouvrement p est complétant si l'espace C^(T) 

est complet. Le recouvrement p est dit régulier si pour tout 

n £ 1, T est contenu dans l'intérieur T de T . 
n n*ri n+1 

La proposition suivante explique la relation entre recouvrements 

dominants, complétants et réguliers : 

(1.2.4) Proposition. (a) Tout recouvrement régulier est complétant. 

En particulier^ pour tout élément f e C(T), le recouvrement p(f) 

est complétant. 

(b) Tout recouvrement complétant est dominant. 

Preuve . (a). Soit p = (T ) un recouvrement régulier de T . Si (g n) 

est une suite de Cauchy dans c£(T); alors (g n) converge simplement vers 

une application g de T dans IR, continue et bornée sur chaque T . 
o o n 

Mais la suite (T n), où T n est l'intérieur de T , recouvre T et l'ap

plication g est donc partout continue. Alors g e C P(T) et (g^ conver

ge vers g dans c£C0« La deuxième assertion de (a) est évidente car 

pour tout f c C(T), le recouvrement p(f) associé à f est régulier. 
(b) • Cette assertion résulte du lemme plus général suivant : 

(1.2. S) Lemme . Si p " (T ) est un recouvrement complétant de T> alors 

toute partie bornée de T est dominée par p . 
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Preuve du lernne . Soit B une partie bornée de T et soit V°(B , 1) « 

{f 6 C P(T) ; H fH g £ 1) • H est clair que l'ensemble V°(B , 1) est un dis

que absorbant et simplement fermé dans C P(T) ; c'est donc un tonneau de 

C P(T), et comme cet espace est un espace de Fréchet, alors V°(B , 1) est 

un voisinage de zéro . Il existe,par suite, un entier n 0 H et un nombre 

réel r > 0 tels que l'ensemble V p ( T n o , r) = {f c (^(T) ; ||f|^ s r} soit 

contenu dans V°(B , 1) . Cn en déduit, par complète régularité0de T, que 

B est contenu dans T n o ; et le lenrne est démontré . 

(1.2.6) Remarque. H est à noter que la réciproque de l'assertion (a) 

de la proposition précédente n'est pas vraie en général : en effets soient 

E un espace de Fréchet de dimension infinie et (v

n^n^2
 107 sys^^me fondamen

tal décroissant de voisinages de zéro dans E . Soit aussi T - E^ le dual 

de E muni de la topologie de la convergence uniforme sur les disques com

pacts de E . On sait d'après [5] que E'Q est un ele de Kelley et est un 

k-espace (i.e., toute application de E'^ dans tout autre espace topologi

que, continue sur les compacts est partout continue). D'autre part si, 

pour tout entier n z 1, on pose T = V° (polaire de V dans E'); 
* n n n 
alors Tn, qui est un disque équicontinu et faiblement fermé dans E', est 

compact dans E' = T . De plus, tout compact de T est contenu dans l'un 
c 

des Tn . Ce qui fait que la suite p - (Tn) est un recouvrement complétant 

de T . Ce recouvrement n'est pas régulier, car si l'un des éléments de la 

suite (T) avait un intérieur non vide, alors l'espace E' = T serait de 
n c 

dimension finie; ce qui est absurde . 

(1.2.7). Remarque. Notons encore que la réciproque de l'assertion (b) de 

la proposition (1.2.4) n'est pas vraie à son tour : en effet, soient E un 

espace norme tonnelé non complet et E^ son dual muni de la topologie faible 

o(E' , E). Pour tout entier n £ 1, posons Tn - n B°, où B° désigne le 

polaire dans E' de la boule unité B de E . Il est clair que est 

compact dans E'a et que la suite (?n) en constitue un recouvrement domi

nant • Ce recouvrement n'est pas complétant, car autrement l'espace E serait 

complet. 

La deuxième topologie sur C P(T), qui s'impose à notre étude, est 

la topologie de la convergence compacte. Notons par t c la topologie de 
32 
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la convergence compacte sur C(T) et par t p sa restriction à C P(T), 

pour tout recouvrement simple p de T . On désigne par C?(T) l'algèbre 

C P(T) muni de la topologie t p . Pour tout recouvrement dominant p de 

T, la topologie t p est moins fine que la topologie t • L'identité de 

ces deux topologies n fa lieu que dans des cas très particuliers : 

(1.2.8) Proposition . Soit p = (T ) un recouvrement simple de T . Les 
P N 

deux topologies t et tc sont identiques si et seulement si le 

le recouvrement p est dominant et Tn est compact pour tout n > 1. 

Preuve . La condition est évidemment suffisante • Elle est nécessaire 

d'après le lemme 2 de [12] • 

Il est facile de voir, comme dans la proposition (1.2.2), que 

tout borné de C c(T) est contenu dans l'adhérence d'un borné de C ^ ( T ) . 

Il en résulte en particulier que, pour tout recouvrement simple p , tout 

borné de C P(T) est contenu dans l'adhérence d'un borné de C"(T) et par 

suite Cf(T) est partout dense dans C P(T). 

Un espace complètement régulier séparé T est dit un kp-espace 

si toute application de T dans Ш est continue dès qu'elle est continue 
sur les compacts de T . On sait d'après [19] que, pour que T soit un 

k T O-espace, il faut et il suffit que С (T) soit complet, ou quasi-complet. 1K с 
La proposition suivante donne des conditions sur T et p pour que C£(T) 
soit complet : 

(1.2.9) Proposition . Soit p - (?n) un recouvrement simple de T • Les 

conditions suivantes sont équivalentes : 

(a) L'espace (f^(T) est complet 

(b) L'espace C^(T) est quasi-complet . 

(c) L'espace T est un -espace et pour tout entier n > 1, 

Tn est une partie bornée de T • 

Preuve . H suffit de démontrer que (b) implique (c). Soit, en effet, 
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f une application de T dans TR continue sur tout compact de T . 

Supposons, dans une première étape, que f soit bornée sur T • A une 

constante multiplicative près, on peut supposer aussi que ||f|| s 1 . 

Pour tout compact K de T, désignons oar g K la restriction de f à K. 

Par complète régularité de T il existe une fonction f^, appartenant à la 

boule unité B°° de C°°(T), telle que la restriction de f^ à K soit égale 

à gg • La suite généralisée (f K), K décrivant l'ensemble des compacts de 

T, est une suite généralisée de Cauchy dans B°° qui est complet . Donc 

cette suite converge vers un élément de B°°, qui ne peut être que l'appli

cation f• Par suite f est continue . 

Pour le cas général où f n'est pas bornée, on pose 

f = Sup( -n, Inf(f , n) ) pour tout entier n £ 1 . Les applications f 
n n 
sait bornées sur T, et sont continues sur tout compact de T. D'après ce 

qui précède, les f sont partout continues et appartiennent à C°°(T) qui 

est un sous-ensemble de C P(T). Alors, la suite (f ) , qui est une suite de 

Cauchy dans c£(T), converge vers une application appartenant à C P(T). Cette 

application est nécessairement égale à f . Ce qui montre, en même temps, que 

T est un k^-espace et C(T) - C P(T), épalité qui montre que les T n sont 

des bornés dans T . 

(1.2.10) Corollaire . Si le recouvrement p = (T ) est dominant, alors 

l'espace & (T) est complet (ou quasi-complet) si et seulement si 
c 

T est un kj^-eepace et p est une base de bornés dans T . 

Preuve. D'après la proposition précédente et le lerone (1.2.5), il suffit 

de démontrer que le recouvrement p est complétant. Or il est facile de 

voir que, dans un kj^-espace, tout recouvrement dominant est complétant . 

1.3 - CARACTERES DE (f (T) > ESPACES pT. 

Par analogie avec l'étude classique de l'algèbre Cm(T) (ou de 

l'algèbre C(T) ) , passons à l'examen des caractères de l'algèbre (f(J) as

sociée à un recouvrement simple p « ( T n ) de T : 
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(1.2.1) Définition . On appelle caractère de l'algèbre (f (T) toute for

me linéaire multiplicative et unitaire sur C°(T). 

Les propriétés immédiates des caractères de C P(T) sont résumées 

dans la proposition suivante : 

(1.3.2) Proposition . Soit u un caractère de (f (T). 

(a) Pour toute application f e (f (T), il existe un entier no 

tel que u(f) e f(Tn ) . 

(b) Pour toute f € (f (T) on a \u(f)\ - u(\f\), en particulier 

f > 0 = > u(f) * 0 . 

(c) Pour toute suite finie f\ , fi * fn d'éléments de (f(T) 

et tout e > 0, il existe un point t e T tel que 

W(fJ. - fh(t)\ * c pour k - 1, 2, n . 

Preuve . Elle est analogue à celle de la proposition (3.2.1) de [21: 

(a) supposons dfabord que u(f) s 0 . Si, pour tout n £ 1, 

u(f) 3 0 t f(T n), alors il existe r n > 0 tel que |f(t)| * r n pour 

tout t € T n ; il en résulte que f est inversible dans C P(T) ; et 

l'égalité f(1/f) = 1 inplique 1 « u(1) = u(f) • u(1/f) , d'où u(f) * 0, 

ce qui est absurde . Dans le cas où u(£) est quelconque, on nose 

g » f - u(£).1 . La fonction g vérifie u(g) = 0 et par suite, il 

existe n 0 tel que u(g) » 0 € ; d'où u(f) c ÎTT^) • 

(b) Remarquons que, d'après (a), f * 0 — — > u(f) * 0 . Donc u(|f|) * 0 

et, puisque f 2 = |f| 2 , on a ( u(|f|) ) 2 = u(f 2) » ( u(f) ) 2 ; d'où 

u(|f|) - |u(f)| . 

(c) L'application g = Y | f v - u(fj.l| vérifie, grâce à (b), u(g) « 0, 
Isksn K K 

donc 0 c g O ^ ) » pour un entier n c convenable. Ainsi il existe 

t e T n tel que g(t) * e et à fortiori on a |u(fk) - f k(t) | £ e 

pour tout k . 

Dans le cas de l'algèbre C°°(T), tout caractère est continu 

pour la norme de la convergence uniforme. Le contpactifié de Stone-^ech 8T 
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de T, est défini cornue étant l'ensemble des caractères de C^CT), muni de 

la topologie faible. C'est à dire 6T est un sous-ensemble faiblement 

fermé de la boule unité du dual de C°°(T); et par suite il est compact et 

contient T comme sous-ensemble partout dense. BT est aussi le complété 

de T pour la structure uniforme la moins fine rendant les fonctions 

f € C°°(T) uniformément continues. 

Mais dans le cas d'un recouvrement simple p quelconque, nous 

ignorons si tout caractère de C P(T) est continu pour la topologie de la 

p-convergence t • C'est pour cela, nous distinguons entre l'enserible de 

tous les caractères de C P(T) et celui des caractères t -continus : 
P 

désignons par u p la structure uniforme la moins fine sur T rendant 

uniformément continues toutes les fonctions f € C P(T) . L'espace uniforme 

(T , u ) est un sous -espace de IR v ' qui est complet. Le comolété de 

(T , u p) est égal à l'adhérence de T dans F. v J muni de la structure 

uniforme induite. Désignons par f° ce complété et, pour toute fonction 

f 6 C M(T), désignons par f? son unique polongement à T . Il est clair 

que T p est l'ensemble des caractères de l'algèbre CfÇT)9 muni de la 

structure uniforme induite ; et la topologie sous-jacente, qui est la to

pologie la moins fine sur t° rendant continues les fonctions £°, induit 

sur T sa topologie initiale. D'autre part, notons par pT l'ensemble 

des caractères continus de C P(T), et nunissons le de la topoloçie indui

te par celle de ^ . Alors, l'espace pT contient T conme sous-espace 

topologique partout dense. Pour toute fonction f € C P(T), on désigne par 

f° le prolongement de f à pT ; f° est la restriction de ^ à P T . 

(1.2.3) Proposition . Soit p r (T ) un recouvrement simple de T . 

(a) Tout élément u de pT est complètement déterminé par sa 

restriction à C*(T). 

(b) Pour tout entier n z 1, l'ensemble T~ p. adhérence de T 

dans T 9 est une partie compacte de pT> et on a pT - u T 0 

n n 
(c) L'espace pT s'identifie à un sous-espace topologique de QT* 

et pour tout n 7> 1, 3^ - Tn

 p , où Tn

 p désigne l'adhérence de 

T dans BT . 
n 
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Preuve . L'assertion (a) est évidente car C°°(T) est partout dense dans 

C P(T) ; démontrons (b) : il est clair d'abord que Dour tout f c (f(J) et 

tout u c T , on a u(f) 3 r (u) • Ce qui fait que, si u e , on a : 

|u(f)| = |^(u)| ^ l l ^ l l ^ = ||f|L pour tout f c C P(T) . Donc u est 

n n 

continu sur C P(T). Et puisque T n est précompact pour la structure uni

forme u p , il est évident que T^ pest compact. D'autre part si 

v € PT et v ̂  T ^ p pour tout entier n ^ 1, alors il existe une appli

cation continue f£ de pT dans l'intervalle [ 0 , 1 ] telle que f£(v) = 1 

et f£ = 0 sur T n

p . Désignons pat f R la restriction de f£ à T • 

La suite (fR) converge vers zéro dans C P (T ) et pourtant v(f R) = f£(v) = 1, 

pour tout n * 1 ; ce qui est absurde et achève la démonstration de (b). 

Prouvons (c) : d'après (a) l'ensemble pT s'identifie à un sous-ensemble 

de BT . D'autre part, il est facile de voir que l'on peut identifier aus

si les trois algèbres C ^ T ) , C°°(pT) et C(6T) ; pour tout f c C°°(T), le 

prolongement ^ , de f à pT, n'est autre que la restriction du prolonge

ment f 6 de f à BT . Comme la topologie de pT (resp. BT) est la topo

logie la moins fine sur pT (resp. 6T) rendant continues les f 0 c C^fpT) 

(resp. f c C(BT) ) , alors pT s'identifie, topologiquent aussi, à un sous-

espace de BT . Le reste de l'assertion (c) est évident. 

(1.2.4) Corollaire. L'espace pT est un espace replet et contient \>T 

(repiété de T) comme sous-espace partout dense. 

Preuve. D'après l'assertion (b) de la proposition précédente, l'espace 

pT est un K a ; ce qui suffit pour que pT soit replet ([2] / [7]). 

D'autre part, on sait que v>T est le plus petit sous-espace reolet de BT, 

contenant T ; ce qui montre que uT c P T . 

Désignons par p = ( T p ) , où T p est l'adhérence de T dans 
n " A n 

pT, qui est aussi l'adhérence de T n dans 'r . La suite p est un re

couvrement simple de pT et, sur l'algèbre C (pT ) , on peut considérer la 

topologie (t-) de la p -convergence; on désigne nar C-(pT) l'espace C(pT) 

muni de cette topologie. Il est clair que l'on a : 
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(1.2.5) Théorème . L'application de prolongement f • f* de (f (T) 

dans C(pT) et l'application de restriction g • g/T de C(pT) 

dans (f (T) sont deux isomorphtsmes, algébriques et topologiques > 

réciproques l'un de l'autre des algèbres (f(T) et C - (pT). 

Comme conséquence de ce théorème on a : 

(1.2.6) Corollaire . Si le recouvrement p - (T^) est complétant, alors 

pT est un k-espace hémicompact. 

Preuve . D'après le théorème précédent, les deux espaces C P(T) et C-(pT) 

sont isomorphes algébriquement et topologiquement. Il en résulte que, si 

le recouvrement p est complétant, alors lfespace C-(pT) est un espace de 

Fréchet,et par suite le recouvrement p est comolétant. Donc, d'après la 

proposition (1.2.4), p est dominant. Ce qui fait que pT est hémi compact 

et C - (pT) = C c ( p T ) . D'autre part, la proposition (1.2.9) montre que pT 

est un -espace, et il est bien connu qu'un kp-espace hémiconpact est un 

k-espace (on rappelle qu'un espace topologique x est dit un k-espace si 

toute partie de x est fermée dès que son intersection avec tout compact 

de x est fermée). 

Si le recouvrement p = p(f), ofi f e C(T), alors on peut amé

liorer sensiblement le corollaire précédent : 

(1.2.7) Théorème . Si p - p(f), f e C(T)j alors pT est un espace 

localement compact a-compact. 

Preuve. p« ( T n ) , où T n = {t c T ; |f(t)| * n} . Soit f* le prolon

gement de f à pT et, pour tout n > 1 , posons u£ * {u e pT ; | f° (u) | < n > 

et U n * U
p n T . Puisque u£ est un ouvert dans pT, alors on a 

p 

UJJ * U{J n T° c u£ n T - 0£ c T n

p . Ce qui fait que les U p sont relative-

ment compacts dans pT et, comme ils recouvrent pT, on en déduit le théo

rème. 
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(1.2.8) Remarque. On peut vérifier facilement que, lorsque p - o(f)j 

alors l'espace QT n'est autre que l'espace u^T de ([7], page 

125, 8B. 2) • 

Un autre résultat important, qui va nous être très utile pour 

la suite et qui se trouve d'ailleurs dans ( [ 7 ] , page 1 2 5 ) , est le théorème 

suivant : 

(1.2.9) Théorème. L'espace \)T (repiété de T ) est l'intersection des 

espaces pT, lorsque p décrit l'ensemble des p(f) pour f e CCI). 

Preuve. Il suffit de démontrer que si u e BT - OT, alors il existe un 

recouvrement p = p(f), f e C ( T ) , tel que u t pT . Or, on sait d'après 

le théorème ( 5 . 5 . 7 ) de [2] que, pour un tel u, il existe s € C°°(T) tel que 

g > 0 sur T et u(g) - 0 . Soit p = p( 1 ) = ( T n ( 1 ) ) , oïi T n ( 1 ) = 

{t ; ̂  ^ g(t)> . Démontrons que u k P T : en effet si u c pT, alors il 

D 1 fi 1 
existe un entier n 0 tel que u e T p ( £ ) = T p ( - ) ; ce qui implique 

n g n 0 g 

que u(g) * — • D'où la contradiction et par suite la preuve du théorème. 

Nous avons signalé plus haut que nous ignorais si tout caractère 

de l'algèbre C P(T) est t^-continu ? - La réponse à cette question est 

affirmative lorsque le recouvrement p est complétant ; mais avant de dé

montrer ce résultat, démontrons d'abord la proposition suivante : 

(1.2.10) Proposition . Soit p - (Tn) un recouvrement simple de T. 

Pour que le recouvrement p soit complétant, il faut et il suffit 

que toute application f de T dans IR, bornée et u ^uniformément 

continue sur chaque T , soit continue sur T . 
n 

Preuve. La condition est suffisante : en effet, soit ( f ^ ) ^ u™^ suite 

de Cauchy dans c£(T). La suite (f^) converge simplement vers une applica

tion f : T • IR. De plus la convergence est uniforme sur chaque T n ; 

donc f est bornée et u -uniformément continue sur T pour tout n . 
p n 

D'où la continuité de f d'après l'hypothèse, et ainsi C P(T) est ccmolet. 
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Réciproquement, soit f une application de T dans IR, bornée et 

^-uniformément continue sur T n, pour tout n £ 1 . Désignons par 

la restriction de f à T n ; g n admet un prolongement continu unique, 

gn9 sur T£ lequel est compact dans pT . Hais par complète régularité 

de pT. il existe f e C°°(pT) tel que la restriction de f à T p soit 
n ri n 

égale à . Il en résulte que la suite (fn) est une suite de Cauchy 

dans Cp(T);et par suite elle converge, dans C P(T), vers une fonction qui 

ne peut être que f. La condition est donc nécessaire, et la proposition 

est démontrée . 

(1.2.11) Théorème . Si le recouvrement p - (T ) est complétants alors 

tout caractère de l'algèbre (P (T) est t ̂-contint , 

Preuve. Raisonnons par l'absurde et supposons qu'il existe un caractère 

u de l'algèbre C?(7), qui ne soit pas t -continu. Puisque l'espace C P(T) 
p ' p ^ 

est un espace métrisable, donc bornologique, il existe une partie bornée B 

dans C P C O telle que u ne soit pas borné sur B . Donc, pour tout entier 

n > 1, il existe un élément f n e B tel que ju(fn) | £ 2
n . 

Posons - ^ l p o u x n ^ -| # L a s u i t e ^ j converge uniforme-

2 j f, | 
ment sur chaque T vers la fonction f = £ — £ _ . n en résulte que f 

n tel 2K 

est bornée et u -uniformément continue sur T pour tout n £ 1 : donc f est 
p n ° u 

un élément de &ÇT) d'après la proposition précédente. Or, pour tout entier 

n * 1, on a u(f) * u ( h n ) *
 n î ce qui est absurde, et le théorème est dé

montré . 

2. C(T) et (f(T). 

2.1 - PREMIER THEOREME DE NACHBIN-SHIROTA. 

Dans ce qui suit nous étudions la relation entre l'espace C (T) 

et les sous-espaces c£ (T ), lorsque le recouvrement p décrit l'ensentole 

des recouvrements p(f), où f € C(T). 
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D'abord, nous avons le résultat suivant : 

(2.1.1.) Théorème . L'espace C^(T) est la limite inductive des espaces 

C?(T), p décrivant l'ensemble des ç>(f), f e C(T). 

Preuve. Nous avons déjà remarqué que l'espace C(T) est épal à la réunion 

des C P(T) pour p c p(f) et f c C(T), et que l'ensemble de ces sous-espaces 

est filtrant croissant pour la relation d'inclusion. Il est clair aussi que 

la topologie de la convergence compacte t sur C(T) est moins fine que la topo

logie t' (limite inductive des topologies t p ^ ) . Reste à démontrer que 

t est plus fine que t'. Or CffT) est partout dense dans C c(T) et dans 

chacune des algèbres C P(T). Il en résulte que C°°(T) est, aussi, partout 

dense dans Ct,(T) ; et que les deux topologies t et t' coïncident sur 

cet ensenble. D'autre part, soit V un voisinage fermé de zéro dans C t f ( T ) ; 

et soit V un voisinage ouvert de zéro dans C C(T) tel que 

V n C°°(T) c V n C°°(T) • Corme t' est plus fine que t , V est aussi un ou

vert pour t'. Par conséquent on a 

Les adhérences sont dans C t f(T) - . Donc V 1 est un voisinage de zéro 

dans C C(T) et le théorème est démontré. 

Le théorème précédent nous permet de trouver une nouvelle démon

stration du théorème classique suivant : L'espace C c(T) est tonne lé si et 

seulement si T est un y-espace ([3], [9], [17]). Dans cette démonstration 

nous utiliserons les mesures de Radon sur T . Pour cette notion de resures 

nous nous référons à [1] . Si y est ime mesure de Radon sur T, nous no

tons par |y| la variation totale de y et nous appelons support de y le 

plus petit feimé S(y) de T tel que |y| (T - S(y))« Ô . On sait qu'il 

existe une isométrie linéaire entre l'espace des mesures de Radon sur T et 

l'espace des formes linéaires sur C°°(T), continues sur la boule unité B°° 

pour la topologie de la convergence compacte ; chacun de ces espaces étant 

supposé muni de sa norme habituelle. Donc toute mesure de Radon y sur T 

définit sur 0T une mesure de Radon que nous notons y . On vérifie fa

cilement que le support de y est la trace sur T du support de y 6 . 
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Le lenyne suivant ([11]) nous permet de donner une caractérisation 

plus utile du support d'une mesure de Radon sur T : 

(2.1.2) Lermie. Soit y une mesure de Radon sur T. Si U est un ouvert 

de T 9 alors |y| (u) = Sup { f d\\i\ , f e C(T), 0 < f < 1 et 

S(f) c U} . 

Partant de ce lemme, on démontre aisément que le support de p 

est le plus petit fermé S(y) dans T tel que jf du * 0 chaoue fois que 

l'on a f e CmÇT) et ||f|| s ( y ) = 0 , 

Plus généralement si K est un ensemble de mesures de Radon sur 

T, on appelle support de H le plus petit fermé S(H) de T tel que 

|y|(T - S(H) ) = 0 , pour toutes les mesures y e H • S(H) est l'adhérence 

de la réunion des S(y) , y c H ; c'est aussi le plus petit ferme de T 

tel que jf dy = 0 , pour toute mesure y 6 F, chaque fois que 

f e C°°(T) et ||f 1 ^ = 0 . 

Revenons maintenant à l'espace C c(T): d'abord toute forme linéai

re continue sur C (T) peut être identifiée à une mesure de Radon y sur T 

et à la mesure de Radon y sur BT, définie par y . Dans ce c?.s 
g 

S (y) = S (y ) ; et S (y) est donc compact. Par conséquent, on peut identifier 

le dual de C C(T) à l'espace des mesures de Radon sur BT, à support conoact 

contenu dans T • 

(2.1.3) Théorème (Nachbin). Si B est une partie faiblement bornée du 

dual de C^(T), alors S(H) est une partie bornée de T . 

Preuve. Il s'agit de prouver que S(K) est dominé par tout p(f), 

f € C(T). Or d'après le théorème (2.1-1), l'espace C C(T) est la limite 

inductive des sous-espaces c£(T), p = p(f) et f e C(T). Corroie C P(T) est 

partout dense dans C C(T), alors H est une partie faiblement bornée du dual 

de C P(T), pour p = p(f). K est aussi une partie faiblement bornée du dual 

de C P(T), car pour p = p(f) , la topologie t p est moins fine que t . 
p ^ p 
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*ïais l'espace C P(T), pour p = p ( f ) , est un espace de Fréchet ; et on sait 

oue toute partie faiblement bornée dans le dual d'un tel espace, est êoui-

continue. Il en résulte qu'il existe un entier n 0 et un nombre réel 

r > 0 tels que |u(g)| £ r ||g||T pour toute mesure u € H et toute fonc-
n 0 œ 

tion g c C p(T) . Donc pour toute mesure u € K et toute fonction g c C ( T ) . 

on a || g |L = 0 — > u(g) = 0 . Par suite S(H) c T n » T n < >ff) = 
A n c ° 

{t e T ; |f(t)| < n 0} ; et le théorème est démontré • 

Pour toute partie V de C c(T), désignons par V° son polaire 

dans le dual de C c(T) ; et pour toute partie A de T et tout réel r > 0 , 

désignons par V(A , r) = (f e C(T) ; ||f|'A s r} . 

Le lenne suivant est l'assertion (b) du théorène 7 de [3]. 

(2.1.4) Lemme . Soit V un tonneau de C (T) contenant la boule unité — — c 
B°° de C*(T). Alors, on a V(S(V°), 1) c V . 

Avant de prouver le premier théorème de ilachbin-Shirota, remar

quons que, si V est un tonneau Quelconque de C C(T), alors v n C°°(T) est 

un tonneau dans l'espace de Banach C°°(T). V n C*(T) est donc un voisinage 

de zéro pour la norme de la convergence uniforme, et par suite il existe 

r > 0 tel que B°° c rV . 

(2.1.ï) Théorème (NACHBIN-SHIROTA). L'espace CQ(T) est tcnnclé ei et 

seulement si T est un v-espace . 

Preuve. La condition est suffisante : en effet, soit V un tonneau de 

C (7) . En multipliant, au besoin, par un réel positif, on peut supposer 

que V contient la boule unité B°° . Soient V° le polaire de V dans le 

dual de C c(T), et S(V°) le support de V
e . D'après le théorème (2-1.3), 

S(V°) est un bomé de T lequel est un y-espace . Donc S(V°) est com

pact ; et pour conclure que V est un voisinage de zéro dans CQÇT), il suf

fit d'appliquer le lemme (2.1.4) . 

Réciproquement, supposons que C r(T) soit tonnelé et démontrons que 
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T est un y-espace : en effet, soit A un borné de T ; alors l'ensemble 

V(A , 1) • {f e C(T) : ||f||A ^ 1} est évidenment un tonneau de C,(T) . 

C'est donc un voisinage de zéro,et par suite il existe un conpact K c T et 

un nombre réel r > 0, tels que V(K , r) c V(A , 1). Par complète ~ë?ula-

rite de T, on a alors A c K ; et le théorème est démontré . 

2.2 - DEUXIEME THEOREME DE NACHBIN-SHIROTA. 

Le deuxième théorème classique de Nachbin-Shirota assure que l'espace 

C (T) est bornologique si et seulement si l'espace T est replet. 

Ce théorème important, nous allons le redémontrer en nous servant de la 

technique utilisée pour démontrer les théorèmes (2.1.3) et (2.1.5) ; rap

pelons d'abord, qu'à tout elc séparé E en associe un espace bornologique 

E^, dit espace bornologique associé à E. Un système fondamental de voisi

nages de zéro dans E^ est donné par les disques bornivores dans E . 

L'espace E est bornologique si et seulement si E = E^ . 

Le théorème suivant donne l'espace bornologique associé à l'es

pace C C(T) : 

(2.2.1) Théorème . L'espace bornologique associé à l'espace C (T) est la 

limite inductive des espaces (f^fT), lorsque p décrit l'ensemble 

des recouvrements dominants de T . 

Preuve. Soit, sur C(T), t^ la topologie localement convexe, limite in

ductive des topologies t . Puisque les recouvrements p sont dominants ; 

il est clair que la topologie t , topologie de la convergence compacte sur 

C(T), est moins fine que t^ . Sachant, d'autre part, que l'espace C(T) nu-

ni de la topologie t^ est bornologique (c'est une limite inductive d'elc 

métrisables, donc bornologiques); alors, pour démontrer 1'identité des deux 

topologies t c et t^, il suffit de prouver que les parties tc-bornées de 

C(T) sont aussi t^-bornées ; en effet, soit B un borné dans C (T) et soit 

p(B) - (Tn(B) ) , où pour tout n * 1, T n(B) - (t e T ; |f(t)| < n, p o U r 

toute fonction f € B}. Il est clair que la suite p * p(B) est un recou

vrement dominant de T, et B est borné dans C P(T). Par suite B est 
P 

t^-borné, et le théorème est démentré. 

(2.2.2) Théorème (Nachbin-Shirota) L'espace C (T) est bornologique ai et 

seulement si l'espace T est replet. 
44 



Sous-algèbres localement convexes de C(T) 

45 

Preuve. La condition est nécessaire : il s agit de montrer que le 

repiété uT de T est égal à T . Soit, en effet, u un élément de uT. 

D'après le corollaire (1.2.4), le caractère u appartient à oT pour tout 

recouvrement simple p de T , et est continu sur C P(T) . Mais l'espace 

C c(T), étant bornologique, est alors la limite inductive des espaces c£(T) ; 

p décrivant l'ensemble des recouvrements dominants de T . Il en résulte 

que u est tc-continu sur C(T),et par suite il appartient à T . 

La condition est suffisante : notons d'abord que tout espace topologique 

replet est un y-espace. Donc, d'après le théorème (2.1.5), l'hypothèse sur 

T implique que C c(T) est tonnelé. Sachant, d'autre part, que la topologie 

d'un elc tonnelé E est la topologie localement convexe la plus fine, com

patible avec la dualité (E , E')Ef étant le dual deE;alors pour démontrer que 

la topologie t c est identique à t^, il suffit de prouver que t c donn? 

le même dual que la topologie (preuve du théorème (2.2.1) ) . Soit, en 

effet, u une forme linéaire tb-continue sur C(T) . Il est clair que u 

définit sur ST une mesure de Radon, y 6 ; et que, pour tout recouvrement 

dominant p , u est t -continue sur C P(T) et par suite est t- - conti-

p r o 

nue sur C (pT) . Ce qui entraine que, pour tout recouvrement dominant p ,1e 

S (y ) , qui est compact dans BT, est en fait un compact de pT et est do

miné par le recouvrement p = ( T n

P ) . Comme l'espace T est replet, alors 

d'après le théorème (1.2.9), on a T « uT » n pT, p « p(f) et f £ C(T).. 
o 

Il en résulte que S(y ) c T . par conséquent u est ^-continue, et le 

théorème est démontré . 

J. Schmets et M. De Wilde ([!*+]) ont élargi le théorème précé

dent, en démontrant que T est replet si et seulement si C (T) est ultra 

bornologique. Ce résultat de Schmets et De Wilde, nous allons le retrouver 

en appliquant la même technique précédente. 

(2.2.3) Théorème. L'espace C (\>T) est la limite inductive des espaces 

C P(T), lorsque p décrit l'ensemble des p(f) pour f c C(T). 

Preuve. Désignons par t£ la topologie de C c(uT) et par t ^ la topologie 

limite inductive des topologies t , p « p(f) et f € C(T) . Puisque, 
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pour toute fonction f e C(T), le recouvrement p = p(f) est complétant, 

alors la suite p = ( T^(f) ) est aussi un recouvrement complétant de l'es

pace pT, lequel contient uT . Donc tout compact de uT est dominé par 

p ;et par suite la topologie t^ est moins fine que la topologie t ^ . 

D'autre part, l'espace Cc(v>T) étant tonnelé, il est clair alors que, pour 

démontrer que les deux topologies t^ et t ^ sont identiques, il suffit 

de prouver que toute forme linéaire t^-continue sur C(uT) est aussi 

t^ -continue • Ce qui est visible d'après la démonstration du théorème ( 2 . 2 . 2 ) 

(2.2.4) Corollaire (Schmets - De Wilde). L'espace C (vT) est ultraboimo^ 

logique . 

Preuve. Pour tout recouvrement p = p(f), l'espace c£(T) est un espace 

de Fréchet (donc ultrabornologique). Conme toute limite inductive séparée 

d'espaces ultrabornologiques est aussi ultrabornologique ; le corollaire 

est donc démontré . 

Nous terminons ce paragraphe en démontrant deux résultats concer

nant les espaces C P(T) et c £ ( T ) . 

(2.2.5) Proposition . Pour un recouvrement dominant p - (T^) de Tê 

les assertions suivantes sont équivalentes : 

(a) La topologie t est identique à la topologie t£ . 

(b) L'espace (?(T) est tonnelé . 

(c) L'espace (f (T) est ultrabornologique. 
c 

(d) Pour tout n £ 19 Tn est une partie compacte de T . 

Preuve, (a) implique (d) d'après la proposition (1.2.8), et si l'on a (d) 

alors l'espace T est un espace hémicompact (donc replet) et C P(T) = C(T); 

par suite (d) > (c) d'après le corollaire (2.2.4). Reste à démontrer que 

(b) — > (a) : or par hypothèse, la topologie t est plus fine que la to

pologie t£ . D'autre part, les ensembles ̂ (Jn t J ) " ( f c ( ? ( ! • ) ; HfJJj. 
n n 

pour n £ 1 , forment un système fondamental de voisinages de zéro dans C°(T)* 
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et ce sont évidemnent des tonneaux dans l'espace c£(T) qui est tonnelé . 

Ce qui montre que t est moins fine que t£ et achève la démonstration 

de la proposition . 

(2.2.6) Proposition , Soit p - (T ) un recouvrement simple de T . 

Les assertions suivantes sont équivalentes : 

(a) L'espace (f (T) est ultrabornologique. 

(b) L'espace $(T) est tonnelé. 

(c) La suite p - ( Y ) est un recouvrement dominant de pT. 
n 

Preuve . (a) = = > (b) est évident ; démontrons (b) « = > (c) : en e f f e t , 

soit K un compact de pT et soit V° (K , 1) - {f £ C (pT) ; ||f||K < 1} . 

L'ensemble V^(K , 1) est un tonneau de C . ( p T ), lequel est tonnelé . Donc 
p 

V ^ K , 1) est un voisinage de zéro dans C_(pT) f et par suite il existe un 

entier n 0 * 1 et un nombre réel r > 0 tels que V ^ K , 1) c V P c Ç 0 , r) * 

{f £ C(pT) ; ||f|| ijP * r}- On en déduit, par complète régularité de pT, 

que K c f n ;

 1 1 0 

(c) «—*> (a): si l'assertion (c) est vraie, alors l'espace T est hémi-

conpact et par suite replet. Il en résulte, compte tenu du corollaire (2.2.4) é 

que l'espace Cp(pT) = C

C ( P t ) est ultrabornologique. Il en est de morne de 

C P(T) qui lui est égal . 

3 - TOPOLOGIE STRICTE SUR (f (T) . 

Dans cette partie de notre travail, nous étudions, sur l'algèbre 

C P(T), une topologie localement convexe dont la définition et les propriétés 

sent analogues à la définition et les propriétés de la topologie sous-stricte 

8 ([16]) • 
o 

3.1 - LA TOPOLOGIE STRICTE. Y P • 

Soient toujours T un espace complètement régulier séparé et 

o * (Tn^n^1 1111 recouvrement dominant de T . On désigne par * p l'ensemble 
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des applications bornées ^ de T dans IR, à support dominé par p et telles 

que, pour tout e > 0, il existe un compact K c T tel que || <f>|| T _ K s t . 

Pour toute application <f> e * p on note || ||̂  la semi^nomie sur C P(T) 

définie par ||f|| = || U\\ pour toute fonction f € C P(T). Les semi-nornies 

|| ||̂  , 4 € $ p, déterminent sur C
P(T) (resp. C°°(T)) une topologie loca

lement convexe notée y p (resp. Y * ) • Un système fondamental de voisinages 

de zéro pour y^ (resp. y~ ) est donné par les ensembles 

Vj - {£ c C P(T) ; ||f||̂  = | | f « | | <; 1} (resp. v j « n d*ÇT) ) . 

On désigne par C p

p(T) (resp. C~p(T) ) l'espace C
P(T) (resp. C°°(T) ) muni 

de la topologie y^(resp. y* ) • 

Rappelons que si l'on désigne par * l'intersection des t , 
p 

lorsque p décrit l'ensemble des recouvrements dominants de T, alors la 

topologie définie sur C(T) (resp. C°°(T)) par les semi-normes || |L , • c * 

est la topologie y (resp. y°) introduite et étudiée dans [11] 

(3.1.1) Proposition . (a) La topologie y , qui est plut, fine qiu la 

topologie de la convergence compacte, induit sur (f (T) unr. topo

logie moins fine que la topologie y p 

(b) La topologie y* est plus fine que la topologie y°° , et 

est moins que la topologie sous-stricte f[16]J. 

Preuve. (a) résulte trivialement du fait que $ c $^ . L'assertion 

(b) résulte de (a) et du fait que la topologie B est définie par les 

semi-normes || || , où <fr décrit l'ensemble de toutes les applications bor

nées de T dans ]R telles que, pour tout e > 0, il existe un compact K c t 

tel que |j $|| £ e ; sans aucune restriction sur le support de 6 . 

(3.1.2) Proposition . Les assertions suivantes sont équivalentes : 

(a) La topologie y^ est identique à la topologie de la conver

gence compacte. 

(af) La topologie y^ est identique à la topologie de la conver

gence compacte. 
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(b) Tout dominé par p est relativement compact. 

Preuve. Même démonstration que la proposition (5.2) de [11] 

(3.1. S) Proposition . Les assertions suivantes sont équivalentes : 

(a) La topologie induite par y sur (f (T) est identique à y 

(ar) La topologie Y°° est identique à la topologie y™ 

(b) Pour tout entier nïl, T est une partie dominée de T. 

Preuve. (a) = > (a') est évident et si (b) est vraie, alors on a : 

• = * et C P(T) = C(T) et par suite Y * Y P • Reste à démontrer que 

(a 1) = > (b) : raisonnons par l'absurde et supposons que l'un des élé

ments de p = (T ) , Ti par exemple, ne soit pas dominé dans T . Il 

existe alors un recouvrement dominant p' = (T^) tel que pour tout entier 

n > il existe un élément x n € T\ et t . Par conpl^te régu

larité de T, il existe une application continue f de T dans l'inter

valle [0 , n] de IR telle que f ^ ^ ) 3 n et f n = 0 sur . 

D'autre part, si $ est un élément quelconque de * , il existe un entier 

n Q * 1 tel que S(<j>) c 'T . Il en résulte que, pour tout n £ n 0 , 

|| £ n • || * 0 ; et par conséquent la suite (f ) converge vers zéro pour la 

topologie y* . Mais si on désigne par <J> l'application de T dans 1R 
0 1 

définie par • Q = 0 sur T - { X r , n £ 1} et • 0(x n) = pour n * 1 ; 

alors * Q € * p et, pour tout n * 1, on a ||fn • J > U 0 ( x n ) f n(x n) | * 1. 

Ce qui montre que la suite (f ) ne converge pas vers zéro pour la topologie 

Y * , e t par suite contredit l'hypothèse que y* = Y°°-

(3.1.4) Proposition . Les assertions suivantes sont équivalentes : 

(a) La topologie y* identique à la topologie sous-stricte 6 Q 

(b) Tout Ko dans T est dominé par p . 

(c) Le recouvrement p est statiortnaire . 

Preuve . Les deux implications (b) = = > (c) et (c) — > (a) sont 
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évidentes ; et pour démontrer que (a) = ~ > (b) on raisonne par l'absurde 

en supposant qu'il existe un K dans T, non dominé par p • Il suffit, 

alors, de répéter la démonstration de la proposition précédente pour cons

truire une suite dans d*(T) convergente vers zéro pour Y " , et qui ne 

converge pas vers zéro pour la topologie S Q • 

Pour la suite, nous aurons besoin d'un lemne analogue au lemme 

(3.1) de [15] : 

(3.1.5) Lerrwnc . Soit H un ensemble d'applications de T dans JR. 

Pour que H soit uniformément borné sur chaque élément Tn de p, 

il faut et il suffit que, pour toute fonction $ e 4^ , 
y-

Sup { \\ fî\\ , f e R) soit fini . 

Preuve. La condition est trivialement nécessaire, car pour toute fonction 

$ € * 9 il existe un entier n 0 tel que S($) c T n o . Réciproquement si H 

n'est pas uniformément borné sur T\ , (par exemple 9 alors pour tout entier 

n > 1, il existe x n c Tj et f c H tels que 1 ^ 0 ^ ) 1 ^ n.2 n . 

La fonction <fr * l 2~ n ̂ {Y^} appartient à $ q et est telle | f ^ || * n % 

Cette contradiction montre que la condition est suffisante. 

(3.1.6) Proposition . (a) La topologie y est moins que la topologie t 

(b) Les deux espaces (f(T) et (P (T) ont les mêmes parties bornées 

P Y P 

(c) Sur les bornés de (f (T) la topologie y coïncide avec la to

pologie de la convergence compacte. 

Prouve. L'assertion (a) est évidente et (b) découle du lenine précédent. 

Pour démontrer (c), il suffit de prouver que la topologie induite par v 
V 

sur un disque tp-borné B est moins fine que celle induite par la topologie 

de la convergence compacte t considérons, en effet, un élément <t> € *> 
P * 

M 0 et soit v£ • {f € (f (T) ; |f $ || s 1). Puisque le support de * ^<t 

dominé par p « (T n), il existe un entier n 0 £ 1 tel que S(«j>) c T n 

O 
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Si, d'autre part, r est un nodbre réel tel que r > Sup{|| f |^ , f € P}, 
n n 1 . n ° 

il existe un canpact K c T tel que || || T _ K < - , et si l'on pose 

\P = {f € C P (T ) ; || £||K < ̂ I j p }, alors on a ^ n E c vj o P . 

L'assertion est donc démontrée • 

(3.1.7) Corollaire 1. Les assertions suivantes sont équivalentes 

(a) La topologie y^ est identique à la topologie t 

(b) Les éléments T^ de p sont des parties compactes de T. 

Preuve. (b) = > (a) est évident et (a) — > (b) résulte de la pro

position précédente et du lemme 2 de [12] . 

(3.1.8) Corollaire 2. Tout borné de Cy (T) est contenu dans l'adhérence 

d'un borné de Cy^(T). En particulier Cy^(T) est partout dense dans 

Cv (T) et a le même dual . 
T P 

Preuve. Ce corollaire résulte trivialement du fait, que tout borné de 

CfCT) est contenu dans l'adhérence d'un borné de C°°(T). 
p v P 

(3*1.9) Proposition . Les conditions suivantes sont équivalentes : 

(a) L'espace Cy^(T) est complet 

(b) L'espace C ^ p W est quasi-complet. 

(c) Toute application de T dans JR j bornée sur les éléments de 

p et continue sur les contacts de Tj est cciti'iue. 

Preuve. La démonstration est analogue à celle de la proposition 5 de [12] # 

ou à celle de la proposition 3.6 de [15]. 

3.2 - DUAL DE C$Q(T) ET CyQ(T) . 

Dans ce qui suit nous aurons besoin du lemme suivant ([11] et [3]): 

51 
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(2.2.1) Lerrme . Soit y une mesure de Radon sur T . Si U est un 

ouvert de T tel que U n S(\i) * 0, alors il existe f e C°(T) 

tel que S(f) c l / et J f d\i - 1 . 

Les démonstrations des théorèmes (4.3), (6.1), (6.2), (7 .1 ) 

de [11] s'adaptent bien aux démonstrations des théorèmes (3.2.2), ( 3 . 2 . 3 ) , 

(3.2.4) et (3.2.5) suivants : 

(3.2.2) Théorème . (a) Si L est une forme linéaire continue sur les 

bornés de C*(T) pour la topologie de la convergence compacte, alori 
p 

la mesure de Radon correspondante est à support dominé par p . 

(b) Si y est une mesure de Radon à support dominé par o , alors 

la forme linéaire correspondante f • j / d\i , est continue sur 

oo 
les bornés de Cp(T) pour la topologie de la convergence compacte. 

Désipnons par M^(T) l'espace des mesures de Radon sur T, 

l support dominé par p . 

(3.2.3) Théorème . Le dual de Cy^(T) (ou (%p(T) ) est l'espace ^p(T). 

(3.2.4) Théorème . Pour une partie R de M0(T)> les assertions sui

vantes sont équivalentes : 

(a.) L'enscrrble H est y^-équicontinu. 

00 
(a') L'ensemble H est y ̂-équicontinu. 

(b) L'enserrble H est fortement borné dans M^(T) et il existe 

une partie fermée S de T, dominée par p et telle qu&, 

pour toute partie bornée B de Cy^(T) et tout e > Oj il 

existe un compact K c S tel que |y| (\f\) ̂  e po*tr tonte 

mesure y e H et toute fonction f e B telle que ~ q 

(c) Sup { \u\(T) , y € H } est fini, le support S(R) est dominé 

par p et, pour tout e > 0, il existe un compact K c T tel 

que \M\(T - K) < e pour toute mesure y e H . 
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(3.2.5) Théorème . Les deux espaces C^^(T) et Cy^(T) sont des b-espaces 

( [ i o ] ; . 

Enfin, nous avons le résultat suivant : 

(3.2.6) Théorème . L'espace C(T) muni de la topologie y est la limite 

inductive des espaces C^^(T), lorsque c décrit l'ensemble des re

couvrements dominants de T . 

Preuve. Désignons par y' la topologie localement convexe sur C(T), 

limite inductive des topologies y p . L'espace C , (T) est un b-espace, 

car toute limite inductive (séparée) de b-espaces est un b-espace ( [ 1 0 ] ) . 

D'autre part, il est clair que y est moins fine que y' ; et coime il 

est facile de voir que Y' induit sur les bornés de C (T), une topologie 

identique à celle induite par la topologie de la convergence corrçacte ; 

alors on en déduit que y est identique à y' ; et le théorème est dé

montré . 
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